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Na aula anterior, apresentamos os métodos de Runge-Kutta
para resolugdo de um PVI da forma:

{y' = f(x,y),
y(X0) = Yo-

Em termos gerais, um método de Runge-Kutta define

Yks1 =Yk + hqb(Xk,yk),Vk = 0,1,. RN

em que ¢ € uma funcao de x e y que depende indiretamente
de f e do tamanho do passo h.

Na aula de hoje, veremos como os métodos de Runge-Kutta
podem ser aplicados também para a resolugdo numérica de
sistemas de equacdes diferenciais e equacdes de ordem
superior, ambos com valores iniciais.
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Sistemas de Equacbes Diferenciais

Um sistema de equacdes diferenciais com valor inicial

y‘1 :f1(X7}/1aY27--~,}/n), y1(X0) :y1’0’
Yo =h(X,y1,Y2,---,¥n), ¥2(X0) = Y20,
yr/7 = fn(XaY1>}’27---aYn)> yn(XO) :yn’o’

pode ser escrito de forma mais compacta como
Y = F(Xv Y)7 Y(XO) = YO»
emque x € Re Y(x), F(x,Y) e Yy sdo vetores em R" escritos

y1(x) fi(x,Y) ¥1,0

voo— |2 v =R = | B0 Yo |2

Yn(X) fa(x,Y) Yno
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Métodos de Euler

O método de Euler para sistemas de equagdes diferenciais é
Yk+1 = Yk—l-hF(Xk, Yk), vk =0,1,...,

em que Yi, Ys,... sdo0 aproximagdes para Y(x1), Y(x2),.. ..

Exemplo 1

Use o método de Euler para obter uma aproximagao numérica
da solucao do sistema de equagdes diferenciais

y/ =z, y(O) =1
2 —y+eX  2(0) =0

para x € [0,0.2] usando h = 0.1.
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Resolucao: A formula do método de Euler fornece

_ / Yi+1| _ | Yk Zy
Vet = Yie t Yih = [Zkﬂ} |2k - L’k + exk} h

Para k = 0, temos

4}

Iz _ [Yo
Yo + €%

| Z1 120

Para kK = 1, temos

eorf) -

Yo y{ Z1 o 1 0.2 B 1.02
z| [21_ +h {m +ex1] - [0.2} +0.1 {1 +e°~2} - [0.4105 :

Portanto, encontramos as aproximacgoes

y(0.2) ~1.02 e z(0.2)~0.4105.
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Método de Heun

De um modo similar, o método de Heun para sistemas de
equacoes diferenciais com valor inicial &

h
Yk+1:Yk+§(k1+k2)7 Vk:0a1>"'7

em que

ki = F(xk, Yx) € ko= F(xx+ h, Yg+ hky).
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Exemplo 2

Use o método de Heun para obter uma aproximagao numeérica
da solugao do sistema de equagdes diferenciais

y =z y(0) =1
7 —y+e 2(0) =0

para x € [0,0.2] usando h=0.1.
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Resolucao: Para k = 0, o método de Heun fornece:

S (0 [8]) = [ oe] = [1 2o] = 3]
e = F (x0+ 0[]+ ) = F (04[] n D))
- (01 ]oa)) = [+ 2] - [ Sea)

1= [ e 5 () %)

~ [1.01000
~ [0.20526
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Para k = 1, o método de Heun fornece:

w —F(x. MY _[ 2 ]_7] 020526 ] _[0.20526
T Yizil) T e T [1.01+€%1| T | 21152

e
_ )4
k2_F<x1+h [ }+hk1>

1.01000] , , [0.20526
-F (0'1 +h, {0.20526} h [2.1152 D

_Floz. 1.03053]\ 0.41678 _ [0.41678
0.41678| ) ~ |1.03053 + e%2| — | 2.2519 |-

Logo,
2| _ (| [ h
}_H D ks + ko)

_ [1.01000| A 0.1 /10.20526 n 0.41678|\ |[1.04110
~ |0.20526 + 2 2.1152 2.2519 ~|0.42362
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EquacOes Vetoriais Resolvidas em Forma Tabelar

Considere o PVI

u+v,
—u+v,

<\
I

SejaY = (u,v)TeY =(,v)".
Determine aproximagées para u(0.2) e v(0.2) usando o
método de Euler com h = 0.1.

=) [r=(5%0) [ar=vn
o] () (

o1 (29) (52) (o)
o2 | (3%)

Obtemos u(0.2) ~ 1.64 e v(0.2) ~ 2.18.
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EquacOes Vetoriais Resolvidas em Forma Tabelar

Considere o PVI seguinte:

o= u+v,

v = —u+v,
u(0) = 1
v(0) = 2

Determine aproximagoes para u(0.2) e v(0.2) usando o método de Heun com h = 0.1.

X c (ke s wk U o _ s [ Ukt G Ukt F Uk _ (v b
| Y= (L,k) Yi= (*’uk i bk) Y =Y +Yh = (17k+1) Yig= (*17;41 i ’F;~+1) AYy, = (Y +Y/,1)5
0 1 3 1.3 3.4 0.32

2 1 2.1 0.8 0.09
1.32 3.41 1.661 3.828 0.3619
2.09 0.77 2.167 0.506 0.0638

1.6819
02 (2.1538)

Obtemos u(0.2) ~ 1.6819 e v(0.2) ~ 2.1538.

0.

.
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EquacOes Vetoriais Resolvidas em Forma Tabelar
Considere o PVI

v’ = w+w+x
v/ = u—w,
w’ = U+ X,
u(1 = 0
v(1 = 2

1) =

Seja Y = (u,v,w)T e Y = (v, v/,w')". Estime u(1.2) usando
0 método de Euler com h=0.1.

uv+w+ x
X Y = Y = u—w AY=Y"-h
u+x
0
1 2 .
—1 .
0 0.2 0.02
1.1 2.1 0.9 0.9
—0.9 1.1 0.1
0.02
1.2 2.19
—0.79

Obtemos u(1.2) ~ 0.02.

SN~— S <c
/N
- a0
~_—
~~
oo
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EquacOes Vetoriais Resolvidas em Forma Tabelar

Considere o PVI do exemplo anterior.

método de Heun com h = 0.1.

Determine uma aproximagao para u(1.2) usando o

Uy, UpV + W + T ~ B U 1Uk41 + Wrp1 + Thga
o | Y=o | | Y= wp — W Y =Y+ Yh |V, = Upy1 — W1 AYy =
Wi Uy + Tp Upy1 + Ths1
Ukt
= | %t W +Y)5
Wk+1
0 0 0 0.2 0.01
1 2 1 2.1 0.9 0.095
-1 1 —-0.9 1.1 0.105
0.01 0.2260 0.0326 0.4872 0.0357
1.1 2.095 0.9050 2.1855 0.8166 0.0861
—0.895 1.1100 —0.7840 1.2326 0.1171
0.0457
1.2 2.1811
—0.7779
Obtemos u( ~ 0.0457.
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Modelo Presa-Predador

Considere duas espécies que interagem como presa-predador.
Por exemplo, lobos e coelhos.

Denote por p(t) e g(t) a quantidade (e.g. densidade
populacional) de presas e predadores no instante t.

A dindmica populacional das duas espécies pode ser descrita
pelo sistema de equacgdes diferenciais, chamado equacgdes de
Lotka-Volterra:

p' = ap — bpg,
q = —cq+dpg,
em que a, b, ¢ e d sédo constantes positivas.
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Considere
a=025 b=001, ¢c=1.00 e d=0.01,
e a condi¢do inicial

Po=80 e qgo=30.

Equivalentemente, temos

P =0.25p — 0.01pq, p(ty) =80,
q = —1.00g + 0.01pg, q(t) =30.

Nesse caso, encontramos as seguintes aproximagdes usando
0s métodos de Euler, Heun e Runge-Kutta de ordem 4.
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Método de Euler
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Método de Heun
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Método de Runge-Kutta ordem 4
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Equagdes Diferenciais de Ordem Superior
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Exemplo 3

Escreva o problema de valor inicial

U —u=¢*,
u0)=1 e (0)=0,

como um sistema de equacgdes diferenciais com valor de inicial.
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Exemplo 3

Escreva o problema de valor inicial

U —u= ex’
u0)=1 e (0)=0,

como um sistema de equacgdes diferenciais com valor de inicial.

U_<5,>,

podemos escrever o problema de valor inicial como

oo () () w0 (28)- ()

que é o mesmo sistema encontrado no Exemplo 1.

Resposta: Definindo
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EDOs de Ordem Superior em Forma Tabelar
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EDOs de Ordem Superior em Forma Tabelar

Considere o PVI vetorial do slide anterior. Utilize o método de
Euler Aperfeicoado com h = 0.5 para estimar y(2).

w | = () | = (L) | T = e vin | W = (—ﬂ?ﬁxﬁ) Yk =
- (22) (- ¥d
11 (o) (%N (i/md) (L3/ma) (i)
s | (VERO) | (4ena) | (rEney | (emay | ()
5 (47/(36|n4))
1/In4

Portanto, obtemos y(2) ~ 47/(361n4) ~ 0.9418.
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Consideracdes Finais

Na aula de hoje, vimos que os métodos de Runge-Kutta podem
ser aplicados para aproximar a solucao de um sistema de
equacbes diferenciais.

Vimos também como escrever uma equacao diferencial de
ordem superior como um sistema de equacgdes diferenciais.

Durante toda abordagem, consideramos h fixo. Porém, a
maioria dos softwares de computacgéo cientifica usam métodos
de passo variado. Os métodos de passo variado fazem uma
estimativa do erro local a cada iteragdao. O método de
Runge-Kutta-Fehlberg é um exemplo de método de passo
variado.

[ Muito grato pela atencao! ]



