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Lista 2: Espacos Vetoriaiﬂ

Seja V = IR2.
(a) Ache w nareta z +y =0 e u no eixo y tais que v = (—1,4) seja escrito como soma w + u.

(b) Dé a representagao de um elemento arbitrario v de V' como soma w + u, como em (a).

. Seja V' =IR3. Represente um elemento arbitrario v de V' como soma:

(a) de um vetor do plano xz com outro do plano yz;
(b) de um vetor do plano z = x + y com outro do eixo y;

(¢) de um vetor do plano y = z com outro do eixo z.

. Seja V= P2(IR). Represente um elemento arbitrario p de V' como soma:

(a) de dois polinémios ¢ e f pertencentes a V, tais que ¢ possui todos os coeficientes iguais, e
a soma dos coeficientes de f é zero;

(b) de dois polinémios g e h de V sendo que g possui termo constante nulo e h nao possui o
termo do primeiro grau.

. Seja V o conjunto das matrizes reais 2 x 2. Represente uma matriz arbitraria A de V' como soma:

(a) de uma matriz diagonal D com outra matriz B tal que byj + bia + b = 0;

(b) de uma matriz C' que é multipla da identidade com outra B tal que b1y + bia + baa = 0.

. Dado (IR, +, ) com as operagoes usuais, defina novas operagoes em R por: u@®v=u+v+2e

roOv=r-v+2(r—1) e verifique se (R, ®,®) é um espago vetorial real.

. Dado (IR, +,-) com as operagoes usuais, defina novas operagoes em R por: v v = 2u —wv e

r®wv =r-v e verifique se (R, ®,®) é um espago vetorial real.

Em cada caso abaixo determine se o conjunto V' = {(a,b) | a,b € R} é ou ndo um espago vetorial
com as operagoes definidas:

(i) (a,b) ® (¢,d) =(a+¢0) e 7 (a,b)=(ra,rb);
(ii) (a,b)® (c,d) =(a+c,b+d) e 7©(a,b)=(ra,0).

. O conjunto V' = {(a,b) | a,b € R,a > 0eb > 0} é um espago vetorial real com as operagoes

definidas por (a,b) ® (¢,d) = (a-¢,b-d) e r ® (a,b) = (a",b")? No caso afirmativo identifique o
vetor nulo 0, o oposto de cada (a,b) e ainda os elementos 0 ® (a,b) e 7 ® 0.

. Para um espago vetorial arbitrario (V, @, ®), prove as seguintes propriedades:

(1) SerOu=r®uveser#0entdao u=wv.

(2) Ser®u=sO®ueseus0 entdor =s.

Verifique, em cada caso, se os conjuntos dados sao subespacos vetoriais:

(a) V =1TR3 com as operagoes usuais e
S ={(z,y,2) [z 20} S ={(z,y,2) |2+y+2=0}; Sz3={(z,y,2) [z=yez=2}
Si={(z,y,2) |2 ¢Q}; S ={(z,y,2) |z <z}

(b) V = Msx2(IR) com as operagoes usuais e
S1={A eV |Aésimétrica}; Sy ={A €V |Aéidempotente};
S;={AecV|detA=0}}; Si={AeV|trA=0};
Ss={Ae€V |A-T =0} sendo T nao nula e fixa em V.

a b
86—{[0 d] EV‘b—a—l—c,d—c}.
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(¢) V =P,(R), espaco de todos os polindmios reais de grau < 2, com as operagoes usuais e
S1={peV| grau(p) =1}, Sy = {p € V| asoma dos coeficientes de p é zero};
S3 = {p € V | p tem todos os coeficientes iguais}.

(d) V ="P(R), espago de todos os polinoémios reais de grau < 1, com as operagoes usuais e
S1={p €V | tem zero como raiz}; Sy ={p €V | p édivisivel por (t —1)};
S3 = {p € V| p tem coeficientes racionais}.

(e) V =F(R,R), espago das fungdes reais de uma varidvel, com as operagoes usuais e
Si={feV|fépar}; Sy={feV|f0)=1}
Ss={feVI[f0O)=f1)}  Sa={feV]f(z)>0VreR}

(f) V=Ryy,®,0),emqueudv=u-veroOv=ov"eS={2n|nec N}
(Notacao: Ryy ={z e R |z > 0}.)

(g) V={(a,b) | a,b e Ri;} com as operagoes (a,b) ® (¢,d) = (a-¢c,b-d) e r® (a,b) = (a”,b")
eS={(1,y)|y>0}

Considere o espaco vetorial IR? com as operacdes usuais e os conjuntos G' = {(z,z) | z € R} e

H = {y(0,1) | y € R}. Descreva qual subconjunto do plano representa a reuniao G U H e qual
representa a intersecdo G N H. GG e H sao subespacos? G'U H é subespacgo?

No espaco vetorial IR® com as operacdes usuais, se G = {x(1,0,0) 4+ »(0,1,0) | z,y € R} e
H = {(z,2,2) | 2,z € R}, descreva qual subconjunto de R? representa a reunido G U H e qual
representa a intersecdo G N H. G e H sao subespacos? G U H é subespaco?

Definindo G+ H = {u+v | u € G ev € H} determine tal conjunto nos Exercicios [11] e
acima. Compare e relacione com G U H. Analise se as inclusées G C G+ H e H C G+ H sdo
verdadeiras.

Determine, em cada caso, a intersecao G N H e a soma G + H dos subespagos nos respectivos
espacos considerados com suas operacoes usuais:

(a) G={(z,y,2,t) ER* |z =t,y=2z} e H={(2,9,2,t) e R* |y — 22+t = 0};
b) G={pePs|plt)=at> +bt+c,a—c=0}e H={pcPy|p(t) =at’>+bt+c,c=0};
(¢c) G={p e Pa2|p tem todos os coeficientes iguais} e

c:O};

H = {p € Py | a soma dos coeficientes de p é zero};
(e) G={A € Mays | A éum miltiplo da Identidade} e H = {B € Maxa | bi1 + b12 + baa = 0}.

(d) G:{[Z H € Moo b:O}eH:{[Z H € Mayo

Sejam G e H subespagos préprios e distintos de um espago vetorial arbitrario V.

(a) Mostre que a reunido G U H é um subespago vetorial de V se, e somente se, um deles é
subconjunto do outro (ou seja, se G C H ou H C G).

(b) Mostre que a intersecdo G N H e a soma G + H sao sempre subespagoes de V.

Dé exemplos de subespacos préprios G e H em V tais que G+ H =V e GN H # () quando
(a) V =R% (b) V = Mayo; (c) V =Ps.

Determine um conjunto de geradores para cada um dos subespacos vetoriais definidos nos

Exercicios e
Determine se cada soma G + H do Exercicio [14] é direta, justificando.

Dados os subespagos vetoriais S; = {(z,y,2) | * = z}, So = {(z,y,2) | x4+ y+ 2 = 0} e
S3 = {(z,y,2) | z = y = 0} do R?, verifique que S; + Sy = R3, S} + S3 = R3, Sp + S3 = R?.
Em algum dos casos a soma é direta? Qual?



