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“Professor, qual a primitiva de -‘f—;?!”
(O problema de integracao em termos
finitos)

Daniel Cordeiro de Morais Filho

1 Introducao

Em todo curso introdutério de Célculo, os alunos véem o Teorema Fun-
damental, que assegura que se uma fungio f for continua no intervalo
la, b], entdo a funcio

F(z) = fmf(t)dt, s € (a,b)

é uma primitiva! de f.
Usando a notacdo de Leibniz, iremos representar uma primitiva de
f por [ f(z)dz. Portanto, naquele estigio, os alunos aprendem que

[t = | o W

e também que duas primitivas de uma mesma funcio diferem por uma
constante.

Em muitos casos, dada uma fungdo f, é imediato encontrar uma
expressio para (1), como por exemplo, [ z8dz = %.T:T + C. J4 em outros
entretanto, precisa-se utilizar técnicas mais elaboradas para se encontrar
uma expressio para a primitiva em termos de fungdes conhecidas, como

YA primitive ( integral indefinida ou antiderivada) de uma fun¢io f & um funcéo
y solucio da equagio diferencial ordindria o' = f.
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Issas técnicas sao as Técnicas de Integracao, cujo objetivo princi-
pal é achar, até o quanto for possivel, uma maneira de se escrever a
expressdo (1) sem que apareca o simbolo de integracdo [. Descja-se
que essa expressio seja dada em termos de outras fungdes, a principio,
aquelas que constituem o universo das fungdes conhecidas por um alu-
no de Célculo, que se compde de polindmios, exponenciais, logaritmos,
fungbes racionais, trigonométricas etc. Hoje, varios programas de in-
formadtica espalhados no mercado gastam apenas segundos encontrando
expressoes de primitivas, o que traz & tona nas universidades a discussio
do tempo gasto com as técnicas de integracio em sala-de-aula, e quais
delas devem ser ensinadas. Parece que a computacio fadou as antigas
tabelas de integrais o mesmo destino das tdbuas de logaritmo.

No entanto, a maioria da literatura destinada aos aluncs, nio se
detém numa questdo bdsica: quais os tipos de funcdes para as quais
se pode achar uma expressdo para sua primitiva em termos de funcgdes
conhecidas?? On equivalentemente, quais as funcdes cujas tnicas ex-
pressoes para suas primitivas sdo aquelas dadas apenas por (1), ou por
expressdes nas quais inevitavelmente apareca o sinal de integracio, ndo
tendo como escrevé-las de uma outra maneira?

Os alunos devem ser alertados e se convencerem, que mesmo com o
esforgo das téenicas de integracio que aprendeu, ndo existe um método
sistematico para se responder as perguntas acimal

Claro, essa questio carece ser melhor formulada, ¢ a detalbaremos
mais acuradamente no decorrer do texto. No entanto, adiantamos que
sua delicadeza e dificuldade explicam o porqué de vérios livros de céleulo
sequer tocarem nesse assunto.

Isso me faz recordar uma brincadeira que os os alunos veteranos do
Curso de Matemdtica faziam {ou ainda fazem?} com os alunos calouros
de célculo, desafiando os mais afoitos a encontrar certas primitivag®

*0s programas computacionais podem dar a um aluno desavisado o falso senti-
mento dessa resposta ser sempre afirmativa.

*A primitiva era entendida como uma expressio envolvendo apenas funcdes co-
nhecidas.
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Depois de exaustivas e frustantes tentativas, alguns alunos entregavam
os pontos e reconheciam que, ou eles ainda ndo haviam aprendido o
“velado trugue mirabolante” para encontrar essas primitivas, ou que

H'

essas fungdes “nfio tinham  primitiva”! Acabada a gozagao, sempre
chegava-se ao consenso de que era impossivel encontrar essas primitivas
em termos de funcoes conhecidas, mas naguela fase ninguém sabia como
e nem onde encontrar a demonstracio desse fato.

Nosso objetivo neste pequeno artigo é na medida do possivel, discutir
o problema acima, complementando a parte final da teoria de integracéao
que deveria constar em varios livros de cdlculo. Iremos usar argumen-
tos que os professores podem muito bem tornd-los inteligiveis para seus
alunos de uma turma de Célculo Elementar. Além disso, nosso objetivo
com esse texto é também desenvolver o espirito matemdtico critico nos
alunos, que deve ser despertado logo cedo, fazendo com que fujam das
rotineiras e frias manipulacoes das téenicas de integragio.

O tema ndo é simples, e demonstragdes mais aprofundadas fugiri-
am dos nossos objetivos. Faremos uso de teoremas que encerram longas
demonstragoes e na bibliografia o leitor saberd onde encontrar mais deta-
lhes e terd um indicio de como se aprofundar no assunto. [le encontrara
algumas referéncias de obras originais, como também de trabalhos pos-
teriores publicados sobre o tema.

2  Definicoes basicas

Para muitos alunos, uma expressio como (1) parece ser deselegante de-
mals para ser aceita como uma primitiva de uma fungéo‘l. Esta expressao

*Lembremos que na maioria dos casos, cles ainda nao foram apresentados ao loga-
ritmo como primitiva de %, e é natural também que esperem da integragdo o mesmo
que ocorre com a operagao de derivagio: a derivada de uma fungdo conhecida é
sempre uma fungao que eles conhecem.
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envolve conceitos bem elaborados, como o de limite e, propriamente, o
de integral definida. E natural portanto, procurar a todo custo uma
melhor representacéo para (1) dada em termos de funcdes mais familia-
res. Nao obstante que os nedfitos devem ser alertados que isso pode nio
ser possivel, e que expressdes dessa natureza definem fungtes que estdo
muito presentes em virias partes da matemdtica { gama, beta, fresnel,
etc.). Por exemplo, a expressio (4) é a fungdo erro, ji (2}, apés uma
mudanca de varidvel, toma a forma (8), que quando integrada no in-
tervalo 2, z], é chamada #ntegral logaritmica e é uma aproximacio para
0 nimero de primos menores ou iguais a z { para uma referéncia mais
acessivel para os alunos, vide [14], pg. 614), etc. Nessa mesma classe,
entram também as integrais elipticas, que os alunos se deparam ao tentar
calcular o comprimento de arco da elipse® com os métodos aprendidos
nos cursos introdutérios de cdlculo. Num primeiro curso de Equagdes
Diferenciais os alunos naturalmente também encontram solucdes dadas
usando-se expressoes do tipo (1). Por exemplo, y = e * | %dx + Ce™®
é solucao da equacio zy' + zy = 1.

Uma, idéia inicial para atacar nosso problema é construir uma classe
de funcgbes JE que contenha todas as funcdes que constituam o nniverso
das fungdes conhecidas por um aluno de Calculo e que seja possivel se
determinar quando [ fdz € IF.

Nessa tentativa, definiremos J, como a classe de fun¢ées elementa-
res. HEssa classe & formada pelas fungdes complexas que definiremos a
seguir:

s funcdes racionais (quociente de polindmios);

* fungoes algébricas, isto é, fung¢des y que sio solugdes de equacdes
algébricas da forma

Py(z)y"™ + P (z)y™ " + ... + Py(z) = 0,

onde P;(z) sdo polindmios. As funcdes algébricas podem ser ex-

3
- T+ Yivw NI
plicitas, como ﬁf\/l%, ou implicitas, como zy® — y - 2% = 0;

» fung¢do exponencial &%,

"De onde vemn o nome dessas fungoes.




147

s funcdo logaritmica Inz;

o todas as fungdes que, por um nimero finito de etapas, possam ser
construidas através das fungdes anteriores, usando-se as operagoes
de soma, produto e composicio de fungdes.

Observe que as fungdes trigonométricas elementares, as trigonomé-

tricas hiper- bdlicas e suas I'espec’rivas inversas pertencem a I, ji que
iT _ iz

sent = T:" arctan z = log (H”) etc. A fungdo y = 2% € B,

pois y = ethnr,

Observp também que a funcio arcseny/ l%’i:—g, onde y é solugio da
equacio 2y’ — y —~ 22 =0 estd em IE.

Uma funciio ¢ dita transcendenfe se ela nfo é algébrica. Uma obser-
vagdo pertinente, é que o logaritmo e a exponencial sdo fungoes trans-
cendentes. Falaremos disso mais adiante.

Nosso problema portanto, é saber quando, dada uma funcéo f, sua
primitiva [ f(z)dz € IF °. Quando isso ocorre, dizemos que f é inte-
grivel em termos finitos.

OBSERVACOES:

(O1) : A primitiva de uma funcio pode ter uma natureza bem dis-
tinta da mesma. Por exemplo, (z — a). Diferentemente do

logaritmo, a funcao ﬁ & racional.
(O39) : Em vérios livros de Célculo prova-se que se R ¢ uma fun¢ao
racional, entdo [ Rdz € IE, j& que tem-se para R uma expressio do tipo

zw +Z (5)

°T*f7)

Portanto a primitiva de R é composta de duas partes, uma envolvendo
uma funcdo racional e outra envolvendo uma parte transcendente. Mais
adiante, veremos que nfao hd outra maneira de escrever essa primitiva
em termos de funcoes elementares.

%Deixamos claro que quando essa resposta for afirmativa, nao nos interessa discutir
nesse texto como se proceder para encontrar a expressao dessa primitiva.
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3 Um primeiro teorema

Na primeira metade do século passado, precisamente entre os anos de
1833 e 1841, o matemdtico francés Joseph Liouville” publicou uma série
de resultados que deram significativas contribuicdes ao problema de
saber-se quando [ f(z}dz € JE. Os primeiros e mais significativos teore-
mas nesta diregdo surgiram das suas pesquisas nessa drea. Mais uma vez
alertamos, que vai além de qualquer pretensio nossa apresentar aqui es-
sas demonstragdes. Acreditamos que isso em nada diminui nosso objeti-
vo, que € utilizar esses resultados, extraindo deles vérias informacdes que
podem ser manuseadas pelos alunos. A bibliografia contém referéncias
suficientes para aqueles alunos que desejarem ir mais adiante, € também
para se convencerem de que precisam aprender mais Matemdtica, além
do Céleulo, para entender essas demonstragoes.

3.1 O primeiro teorema de Liouville

A seguir daremos uma versio para um caso particular de um teorema
mais geral devido a Liouville, que apresentaremos na Subsecio 4.1 (
Teorema 2 de Liouville). A versio a seguir é ficil de ser memorizada
¢ utilizada pelos alunos. Daremos uma prova dessa versio na Subsecio
4.2,

TEOREMA 1 DE LIOUVILLE: Se Se T  sio funcées racio-
nais,
T+# const., tais que [ S(z)e?@dz ¢ IE, entdo

/S(m)eﬂm)dm = R(z)e’®),
onde R(z) € uma funcdo racional.

3.2 Aplicacoes do Teorema 1 de Liouville

Vamos agora a alguns exemplos de como aplicar o teorema anterior. Os
argumentos que usamos sao simples e nfo requerem nenhum conheci-

"Liouville (1809-1882) foi um excepcional matemético e contribuiu substancial-
mente na Andlise e Teoria dos Niimeros. Observe que seus trabalhos sobre integragio
comegaram quando ele estava apenas com 24 anos!
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mento extra, apenas o Teorema Fundamental da Algebra ¢ o Lema do
Apéndice.

Na verdade, a aplicacio deste e de outros teoremas a seguir, ¢ um
bom exercicio para apresentar aos alunos equagdes diferenciais ordindrias
e despertar neles o senso critico para dimensionar as possibilidades e
limitacoes das técnicas de integragdo que acabaram de aprender.

Exemplo 1:
Seja p um polindmio com grau gr(p) > 1. Entao, fep(”’)dsc ¢ IF.

De fato, caso o fato acima ndo ocorresse, pelo Teorema de Liouville
deveriamos ter que [ eP®ldz = R(z) ¢P\#) para alguma fungio racional
R. Derivando essa expressio, encontramos que 1 = R’ +p'R. Se R =
P/Q, onde os polinémios P e () ndo tém fatores em comum, a expressao
anterior implica que

QQ-P -p'P)=-PQ" (6)

Suponha que gr(@)} > 0. Logo Q possui uma raiz ¢ = o de multipli-
cidade r > 0. Ora, P(a) # 0, j4 que P e ( sao primos entre si. Portanto
T = o é uma raiz de multiplicidade r — 1 do polindnio do lado direito da
equacio (6)( vide o Lema do Apéndice) e simultaneamente uma raiz de,
no minimo, multiplicidade r do polinémio do lado esquerdo dessa mesma
equagio. Essa contradigio garante que ) é uma constante. Dai, pode-
mos assumir que a equacio (6) toma a forma p'P = —P'. Mas isso ¢
impossivel j& que gr( p'P) > gr(P) > gr( P'). Portanto, [ e?®)dz ¢ IE.
Em particular [ e™%"dz ¢ [E.

Exemplo 2:

Se p é um polindmio com grau gr(p) > 1, entdo [ %dm ¢ IE.

Pelo Teorema de Liouville, caso [ IJ‘ET)d:E € IE, teriamos que [ B%E—)dm
= R(z)e®, para alguma funcdo racional B. Como antes, derivando es-

sa expressdo e usando que R = g, P e () polindmios primos entre
si,encontramos

Q(Q ~ pP' — pP) = —pPQ". (7)

Suponha que gr(Q) > 0 e que z = « seja uma raiz de multiplicidade
r de Q. Caso p(a) # 0, um argumento igual ao do Exemplo 1 nos levaria
a uma contradicdo. Por outro lado, se p(a) = 0, e £ = o é uma raiz
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de multiplicidade £ de p, da expressdo (7), concluiriamos que essa raiz
seria de multiplicidade k& + 7 — 1 do polinénio do lado direito de (7), e
concomitantemente, uma raiz de multiplicidade & + r do polindmio do
lado esquerdo da mesma, expressio, o que é uma contradicio.

Exemplo 3:
/ L ¢ (8)

De fato, do Exemplo 2, basta fazermos p(r) = z e a mudanca de
varidvel y = €%,

Exemplo 4: Com o uso do Teorema 1 de Liouville, usando inte-
gragao por partes ou alguma mudanga de varidvel, se necesséirio, e re-
petindo o raciocinio dos exemplos anteriores, os alunos de Calculo terdo
o previlégio de descobrir e responder se a primitiva de virias funcoes
podem ser dadas ou nio em termos de fungdes elementares.

Por exemplo: ﬁ-ﬂ#??dr € IF se, e somente se, b= —2a — 3;
A Y

[ede ¢ B, fInlnzdz ¢ IE, [ lnzds ¢ IF, etc.

4 QOutros teoremas

A teoria de integragio de fungoes algébricas é bem mais extensa e com-
plicada do que das fungdes racionais e sequer é completa. Uma primitiva
de uma funcio algébrica, seja essa fungdo implicita ou explicita, pode
ser dada, ou nio, em termos de funcoes elementares.

Com a ajuda de alguns exemplos basicos e um pouco de reflexio é
facil se convencer que wma primitiva, por exemplo, como

1
—x
/ V142

nao pode conter em sua expressdo a funcio exponencial, ou funcdes lo-
garitmicas nio-lineares e sequer uma expressio como /1 +z ¢. Em re-
lagao a essa iltima fungdo, nosso raciocinio é corroborado pelo principio

®Demonstrar esses fatos J4 é uma outra histdria...
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formulado por Laplace

“a primitiva de uma fungio algébrica diferencidvel
n&o pode conter onutros radicais além daqueles presentes
em sua expressao ” ( Vide [1}]).

Em (O32) vimos que a primitiva de uma funcdo racional estd sempre
em 2. Nao hi como aparecer fungbes exponenciais na expressio da-
quela integral, 34 que a derivagdo nao pode fazer com que exponenciais
desaparecam. O lema abaixo assegura gue aguela é a inica maneira de
escrever a integral

Lema: Uma expressio do tipo Y b;In(x — ¢;) ndo pode ser uma
funcdo racional.
Demonstracio: Suponha que Y. b;ln{z —¢;) = f;g_—:g, 7 e g po-

lindmios primos enire si. Um argumento semelhante ao que usamos na
Subsecdo 3.2 , garante que ¢ = consi. Dal, podemos con‘§idelar que

2 bjIn(z — ¢;) = p(z), donde } (mi"cj) = p'(z). Logo b; + Z SCEnY bilma)

T—c;)

p'(z)(z — e), e fazendo © > ¢; encontramos que b; = O,Vz, o que é
impossivel.

&

Em [1] e [10], prova-se que se y for uma funcio algébrica e se [ ydz for
algébrica, entdo necessariamente esta primitiva é uma funcao racional de
7 e y. Usando esse resultado torna-se ficil provar a transcedentalidade
de Inx e € em relacdo & varidvel x. Mais geralmente, provaremos que
uma expresséo do tipo Y b; In(z —¢;) é transcendente. De fato, essa so-
ma é uma primitiva de uma fungie algébrica, e caso fosse uma expressio
algébrica, do resultado acima, concluiriamos que ela seria uma funcgio ra-
cional. Mas do lema acima, isso ndo pode ocorrer. A transcedentalidade
de e* decorre do fato dessa funcfo ser a inversa do logaritmo.

(O que acabamos de expor dd-nos um indicio da demonstracio de que
na expressao da primiftiva uma func¢io algébrica ndoe pode conter qual-
quer exponencial. Liouville deu essa demonstragio em [3]. Restringindo-
se a um caso mais simples, é facil ver que essa primitiva nio pode ser
um polinémio P(z,e®). Certamente, se isso ocorresse, derivando a ex-
pressao [ ydz = P{z,e”) terfamos uma expressdo algébrica para e”, o
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que vimos nao ser possivel. Esse caso mais simples contém as idéias de
Liouville.

O mesmo raciocinio permite ver que se logaritmos ocorrem na ex-
pressio de [ ydz, entdo eles s6 podem aparecer linearmente.

Em [1], de uma forma mais algébrica, e em [10], de uma maneira mais
analitica, prova-se o seguinte teorema, que consubstancia os comentérios
que acabamos de fazer

TEOREMA ( integracio de fungdes algébricas): Se y ¢ uma
fungdo algébrice e se [ydz € IE, entdo

k
/ydrﬂ = Ri(z,y) + Zai In Ri(z,y)

i=2

para elgum k;0 inteiro, onde a; sdo constantes e R;(z,y) sdo funcdes
TACIONGIs.

4.1 Segundo teorema de Liouville

O Teorema que apresentaremos a seguir também ¢ devido a Liouville.
O Teorema 1 de Liouville apresentado na Subsecio 3.1 é um caso par-
ticular deste. Conforme G.I.Hardy ( vide [1]), o teorema adiante era o
resultado mais geral conhecido na época’ o qual tratava do assunto de
saber se uma primitiva era dada em termos de funcdes elementares.

TEOREMA 2 DE LIOUVILLE: Sejam Y1,Y2, .-, Yk funcdes da

varidvel x, cujas derivodas % sdo funcées algébricas de z,y1 y9, ..., Y.

Se F € uma funcio algébrica e [ F(xz,y1,yo, .. SYk)dz € IF | entdo

”
/F(m,y1,yg, =yk)d7" = 2] (q"syhy?a "':yk)+z a; l].’lZi(.’L‘,‘yhyg, ---»yk):
" i=2

onde z; sdo fungdes algébricas e a; sio constantes. Caso %’% e F sejam

*Mais tarde, Ostrowski deu uma generalizacio desse teorema para uma classe mais
abrangente de fungbes ( vide [6]), usando o conceito de extensio de corpos diferen-
cidveis. Na décadas de 60 e 70, outros artigos seguindo essa linha foram publicadeos,
vide [11], [12] e [13].
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racionais, entGo z; sdo funcdes racionats.

4.2 Aplicagdes do Teorema 2 de Liouville

Um caso mais geral e bastante tipico no qual se insere o Teorema 2 de
Liouville é por exemplo, guando

.
F(x,e®, ¢ ,Inz,Inlnz,cosz, senz).

- dy1. dys - 1 dys _
Nesse caso, verifica-se que % = 1, dI =Y2 He = o g = Eys
dys =+/1—{(y3)% e ‘Zf v/1 — (y6)?, correspondendo ao que exige
o] teorema

A seguir daremos trés aplicacdes desse teorema nas quais os alu-
nos poderdo ter idéia de como usd-lo em diversos casos. Para cos mais
detalhistas, aconselhamos comegar com a terceira aplicagao.

APLICACAO 1:

Demonstragio do Teorema 1 de Liouville da Subsegio 3.1:

Para demonstrarmos esse teorema, basta aplicarnios o Teorema 2 de
Liouville com y = 8(z), yo = e We Plz,y1,y2) = y1y2. Nesse caso,
se [S(z T(z)dz ¢ IF, usando as propriedades da funcio logaritmo, o
teorema garante que essa primitiva deve ser da forma

Rl(m,S(x),eT(m)) + aglnPg(m,S(x),eT(m))
+ .4 arlnP(z, S(x),eF®), (9)

onde R; é uma fungéo racional e os F;s sfio polindmios.

Nesse ponto convidamos o leitor a gastar um pouco de seu tem-
po e ver que o termo e ®) deve necessariamente aparecer linearmente
na expressao (9) e ndo pode aparecer no denominador de R; e nem
nos P's, caso contrario, apds derivarmos (9), ndo poderiamos encon-
trar S(z)e?®). Mais ainda, para gerarmos S(z)e’®) ao derivarmos (9),
devemos ter Ry(x, S{z),eT®) = R(z)eT®) ¢ a; = 0.

APLICACAOQO 2:

Vamos agora usar o Teorema 2 de Liouville para sabermos quando
[ R(z)Inzdz € IF, onde R(z) é uma fungio racional. Caso [ R(x)Iln
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zdr € JE, entdo essa primitiva deve ter a seguinte forma
Ri{z,Inz) + a2 In Re(z,Inz) + ... + a, In R (z,Inz). (10)

[Jiante do integrando, um pouco de reflexdo nos leva a concluir os se-
guintes fatos:

i) Bi(z,Inz) = %(lnrr) + T(x)Inz + U(z), com T e U fungoes
racionais e % constante;

it } o restante das fungbes racionais R; que aparecem em (10) de-
vem ser funcdes apenas de z, as quais podem ser escritas como
> (I"—Q) com eventuais repeticdes.

Portanto, a expressdo (10) deve ter a forma

C
E(Inr) +T{z)lnz+ Uz —l—Zazln T — o).

Derivando essa expressio e a comparando com R(z)Inz encontramos

C T
— —f— T =Re=+U — =0
— U Z = a,)
Observa-se portanto que a patte transcendente de f =dx deve se anular
com » a;ln{z — o) .
Assim, por exemplo, as primitivas
f"’“"d’re’lqua#Oe [‘N_;Mdfgmsm#b

APLICACAO 3: O seno e cosseno integral

Mostremos a seguir, que [ EEdr e I D2%dy ¢ IE. Focalizaremos a
primeira integral, o tratamento para segunda é o mesmo. Propositada-
mente seremos mais detalhistas nessa aplicagio, de modo que possamos
fornecer um método que possa ajudar a entender eventuais diividas em
alguma passagem das aplicagbes anteriores. _

Usando a férmula de Euler, podemos escrever @ = 211511—‘;’—,
onde i = +/—1. Usando a mudan(;a de varidvel z = €**, nosso problema
se resurmne a mostrar que f a—dr ¢ IE.

—ip
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€

23 _ . .
Caso fepz,ﬂldm € IE, o Teorema 2 de Liouville assegura que essa
primitiva deve ser da forma

R(z,e%) + asIn Py(z,€%) + ... + a; In By (z, %), {11)

onde R é uma funcdo racional e os F;s sdo polinémios.

A seguir listaremos alguns fatos que nos ajudario no decorrer da
demonstragio. Mais uma vez o leitor estd convidado a gastar algum
tempo se convencendo deles:

(F7) Todo polindémio P(z,y) pode ser escrito como um produto de po-
linémios da forma w(y)z(z)p; (z,y)...pn(z, ), onde os polindmios
p;s ndo sio necessariamente distintos, mas sfo polindmios irre-
dutiveis e necessariamente sao fungoes das varidveis x e y.

(Fr;) Se P(z,y) é um polindmio de graur, e P(z,y) # cy"entdo P(z, e%)
nio divide P'(z,e"). Observe que 8P{z,e*)=0P'(z,e")
ou OP(z,e%) < P (z,e®). (P = %)

{(Frrr) Usando (¥Y), se R(z,y) é uma funcfio racional, entdo podemos
Plzy)
Q=)

escrever B(z,y) = como

R(n:, y) _ Zy (513)1111 (y)p]_ (.’L‘, y)...pn (;1;, y)

zp(z)wa (v) a1 (2, 9) @, 4) 12)

i ~ . .
onde os zy,uq e g 8 sdo distintos dos z;,um e p's.

(Frv} Suponha que algum ¢; aparega no denominador de R'. Afirmamos
que se isso ocorrer, g; deve necessariamente aparecer com poténcia
a0 quadrado. De fato, se g; aparecesse no denominador de R' com
poténcia unitaria, entdo como

R = {Pl(zz’wﬂh---Qm) - P(ZZTU‘ZqT"'qm)’} /(32’?1}2Q1---Qm)2

e ¢; ndo divide P, deveriamos ter que g; divide (zowaq1...qm)’, e
dal que g; divide q;,-. O que é um absurdo por (Fy7). O mesmo
raciocinio vale para zy. J4 we pode aparecer com poténcia unttdria
no denominador de R, donde nesse caso, concluiriamos que g
dividiria w}, e portanto, por (Fyr), terfamos que ws (e%) = ce'™,
para algum inteiro positivo r.
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u(z,e®)

Podemos dessa forma, assumir que R'(z, e®) = Tl g
G

onde « é um polinémio.

De (F7), usando o teorema fundamental da Algebra e as propriedades
da fun¢io logaritmo podemos assumir que (11) tem a seguinte forma

Zb Int;( —I—qunm +Zatlnpzxe ), (13)

onde os £, vy e p; 830 polindmios irredutiveis e distintos, sendo que t;
e v sao de primeiro grau e os p; sdo necessariamente fungdes de x e de
Y.

Portanto, podemos escrever

_ u(x, e® Z
etz (g I8 ey t

+ Yo ”‘“ +Z p’,nem (14)

e assumir que todas essas fracdes estio em suas formas irredutiveis.

Ora, os fatores irredutiveis que aparecem no denominador do lado
esquerdo de {14), devem ser os mesmos que aparecem do lado direito
dessa expressdo. Diante desse fato, como os p; sio irredutiveis, vé-se
que a possibilidade para eles, é gue estejam no conjunto {z,e*}. Note
também que tinica possibilidade para os v; é que sejam z, e para o0s #;
é que sejam e®

Portanto, esses fatos nos permitem assumir que

T T et

com b ndo nulo.

Por outro lado, podemos concluir de (Frv) que nenhum polindmio ir-
redutivel ¢; ou um polinémio da forma, z, pode aparecer no denominador
da expressio de R'. De fato, caso contririo, qj ou z5 apareceria(m) no
denominador de R/, e consequentemente, no denominador lado esquerdo
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de (14). Mas isso nao pode suceder pois nesse denominador, os termos
irredutiveis © e ¢® 56 aparecem elevados a poténcia unitdria. Caso um
polinémio do tipo ws aparega no denominador de R, resulta do que
acabamos de falar e de (Fyy/), que ele deve ser da forma ws (e*) = ce® .
Como conseqiiéncia, temos que R (z,e%) = u(z, ) /e, onde u(z,y) é
um polindmio, e b=0ou b = 1.

Os comentarios gue acabamos de fazer, nos levam a concluir que (14)
é na verdade da forma

22_1 (. e b
€ :U(TJB )+ bl_i_?z’ (15)

etx AL

onde b = 0 ou b = 1. Entretanto isso que ndo pode ocorrer, ji que a
expressdo do lado direito de (15), a qual contém o quociente %, nao
pode gerar o termo ¢>* que aparece no lado esquerdo daquela expressio.

Consequentemente, fei;;ldm ¢ IE, e portanto [ 2%dy ¢ I,

4.3 Teorema de Chebyshev!?

Consideremos a primitiva das seguintes funcgdes algébricas
fmm(a + bz™YPdz (16)

onde o e b sd0 constantes ndo-nulas e m,n e p s80 nimeros racionais.
Fazendo a mudanca de varidvel, ™ = ¢, vé-se que a primitiva (16)
reduz-se a

[tq(a + bt)Pdi, (17)
onde pe g= mT'H — 1 s30 nimeros tacionais. E ficil ver que
se pelo menos um dos mimeros p,q, ou p+ g € infeiro (18)

a integral (17) e, consequentemente (16} pode ser transformada numa
integral de uma funcdo racional ( vide [14]). O teorema de Chebyshev,
cuja demonstragdo pode ser encontrada em {10], assegura que esses sao

1°PL. Chebyshev (1812-1894), matematico russo que deu grandes contribuicdes &
Matemdtica e & Mecnica. Na metade do século XIX fundou a escola de Matemadtica
da entdo Sio Petersburg. Bastante conhecido pelos polinémiios que levam seu nome.
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os unicos casos onde a integral (16) é dada em termos de fungdes ele-
mentares:

TEOREMA DE CHEBYSHEV: Dados 0s nimeros racionais p
e ¢, caso o condicdo (18) ndo seja satisfeite, entdo [ z™(a + bz™)Pdx
¢ E.

Os alunos poderéo sentir o prazer de usar o Teorema de Chebyshev
com os seguintes exercicios:

1) [ Vz—2%ds, [ Jzi/T— zdx ¢ E.

2) [V1I—ztdze | \/]d—_q";ﬁ ¢ IF, para qualquer inteiro n > 2.

3) [ senzdx ¢ JE, e mais geralmente, [ senPrdz € I ( p racional )
se, e somente se, p for um inteiro.

4) [ senPzcos?zdz € IE (p e g nlimeros racionais) se, e somente se,
p ou ¢ é inteiro impar ou p 4+ ¢ ¢ um inteiro par.

4.4 Integrais elipticas

Dentre as primitivas que nao sdo dadas em termos de funcdes elemen-
tares e que tém uma vasta aplicagfio em toda matemaitica, seja na teoria
dos numeros, na geometria, na fisica-matemdtica, ete. , as chamadas
integrois elipticas tém um lugar de destaque. Essas integrais envolvem
expressoes que contém raizes quadradas de polindmios de terceiro ou
quarto graus e algumas sao classificadas em primeira, segunda e terceira
categoria. Listamos a seguir, respectivamente, essas categorias:

2 dax '
) / VI =21 T k2 (19)
a .’]’izdﬂ;‘ '
2_)/ \/(1 —z?)(1 - k2m2)’ (20)
o d
3_) [ (1 + h‘l"z)\/(l _ 52)(1 — kg.’r:?)’ (21)
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h e k constantes.

Viérias integrais podem ser tranformadas em integrais elipticas. Por

: : dx dx dz
) i y e | —2£—— com as res-
exemplo, as integrais f \/mm_msm,f Veos 2% f %isonis

pectivas mudangas de varidvel u = cos5,v = senz e z = senz sio
transformadas em integrais elipticas do primeiro tipo.

H4 uma vasta teoria sobre as integrais elipticas e funcoes elipticas
(que sdo as inversas de (19) ) e a prova de que elas ndo podem ser
dadas em termos de fungdes elementares requer conhecimentos da teoria
de fungdes analiticas complexas ( vide [10], pg. 35 ).

5 Apéndice

LEMA: Seja p um polindmio com uma ruiz © = o de multiplicidade
r >0, d.e, plz) = (z - a) k(z), com h um polinémio tal que h(a) # 0.
Entio = a € uma raiz de multiplicidede » — 1 de sua derivada p', ou
seja, p'(x) = (z ~ )" Lq(z),com q um polindmio tal que q(e) £ 0.

6 Consideracgoes finais

Observa-se que o processo de integragio gera vérias novas funcdes que
sao primitivas que nao podem ser escritas por meio de funcdes elemen-
tares. Ao utilizar algum programa computacional que calcula primi-
tivas, o aluno percebe que ele as reduz ac méaximo para escrevé-la em
termos de transcendentes mais conhecidas. Por exemplo, o Programa
Maple ao integrar F&F*T) encontra a expressido eFi(l,—z +1) —

e?Ei(l, -z +2), onde Ei(n,z) = e ng—tdt. Muitas vezes o programa
fornece a expressio da primitiva em termos de outras funces como as
elipticas, hipergeométricas, dilog, ete. E necessario portanto que o aluno
entenda o porque, o que significa essas expressoes finais, e que ele nio
pode ir mais adiante ao tentar representar essas primitivas em termos
de fungoes elementares.

Percebe-se pelo que expusemos nesse artigo que o processo de sa-
ber se uma determinada primitiva pode ser dada ou nio em termos de
fungdes elementares estd longe de ser alcangado e sequer se isso seja
possivel. Grandes tentativas foram feitas por eminentes matematicos do
século passado nesse sentido, gerando os teoremas que expusemos nas
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segoes anteriores. Esse é um tipo de problema que vez ou outra aparece
na Matemdtica: simples de ser formulado, encantador, enfeiticante, mas
esconde muitas dificuldades em torno dele, e pode iludir até os mais ex-
perientes por essas caracteristicas, principalmente por sua beleza, como
um canto de sereia...
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