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Resumo

Neste trabalho consideramos sistemas dindmicos unidimensionais, ou seja, sistemas gerados ao
iterarmos uma funcdo real. Os principais resultados que noés estudamos foram o Teorema de
Sarkovskii, que afirma que se existe um ponto 3-periédico para uma fungdo continua entdo
existem pontos de qualquer outro perfodo, e sua generalizacdo mais direta, que introduz uma
nova ordem < no conjunto dos ndmeros naturais e garante que se existe um ponto n periédico
e m > n, entdo existe um ponto m-periddico.
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Neste projeto de pesquisa, o estudo dos temas foi feito em livros e artigos indicados pelo ori-
entador e ocorreram semindrios periédicos, em que eu apresentava os resultados estudados ao
orientador, de maneira expositiva, com a utilizacao de lousa e giz.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

1.1 Primeiros exemplos

Como um primeiro exemplo de sistema dindmico, considere a seguinte situagao. R$1000 sao
depositados num banco com juros de 10% ao ano. Faz-se entdo a seguinte pergunta: se o
dinheiro é mantido intacto por n anos, quanto dinheiro haverd na conta ao fim desse periodo?
Por simplicidade, assumimos que os juros de 10% sao adicionados a conta uma vez a cada ano
no final do ano.

Este é um dos exemplos mais simples de um processo iterativo ou sistema dindmico. Denota-
remos o montante que temos no banco ao final do n-ésimo ano por A,. Sabemos que Ag, nosso
capital inicial, € R$1000. Depois de 1 ano, adicionamos 10% a este montante para obter nosso
novo saldo. Isto é,

A =Ap+0.14 = 1.14,

No nosso caso especifico, A7 = R$1100. Ao final do segundo ano, executamos a mesma
operacao
Ay = A1 +0.14; = 1.14,4,

de modo que As = R$1210. Continuando,

Az =1.14,
Ag=1.14;
Ay, =1.14,_1.

Assim, podemos determinar recursivamente o montante A, uma vez que soubermos o saldo do
ano anterior. Resolvemos a equagdo A, = 1.14,,_1 pelo processo de iteragdo. O processo ite-
rativo envolvido é a multiplicagao por 1.1. Isto é, se definirmos a fungdo F(z) = 1.1z, entdo
podemos determinar nossos saldos de poupanca aplicando repetidamente esta fungao:

I
S

(Ao)
F(A1)
F(As)

Ay
A
As

e assim por diante. Note que podemos escrever também

Ay = F(F(Ag)) = F o F(Ao)
Az = F(F(F(Ag))) = F o FoF(A)

para claramente indicar que compomos a func¢do F' com ela mesma repetidamente para obter os
saldos sucessivos.
Ja que F(x) = 1.1z, temos



)’z

F(F(x)) = (1.
= (1.1)3x,

1

F(F(F(x))) =1

e, em geral,a n-ésima iteracao da fun¢io produz
Fo---oF(z)=(1.1)"z.

Assim, para encontrar A,, n6s meramente computamos (1.1)™ e multiplicamos por Ag.

1.2 Iteracao

H4a muitos tipos de problemas na ciéncia e na Matemética que envolvem iteracdo. Iteracao
significa repetir um processo cada vez mais. Em dinimica, o processo que é repetido é a aplicagao
de uma funcao. Iterar uma funcao significa aplicar a funcao cada vez mais, utilizando o resultado
da aplicacdo anterior como a entrada para a proxima aplicacdo da funcdo. Matematicamente,
este é o processo de compor repetidamente a fun¢ao com ela mesma.

Para uma funcdo F, F?(z) é a segunda iteracdo de F, isto &, F(F(z)), F3(x) ¢ a terceira
iteracio F'(F(F(x))), e, em geral, F"(x) é a n-ésima composi¢do de F' com ela mesma. Por
exemplo, se F(x) = 23 + 7, entdo

F2(z) = (2 +7)° +7
F3(z) = ((2*4+ 73+ 7> + 7.

Analogamente, se F(x) = 22, entdo

1.3 Orbitas

Definicao: Dado xy € R, definimos a drbita de xog sob a fung¢do F como sendo a sequéncia de
pontos xg, 1 = F(wg),x0 = F%(20),...,2n = F™(x0),.... O ponto x¢ é chamado de ponto
inicial.

Por exemplo, se F(z) = 3z e xy = 3, os primeiros pontos na orbita de g sdo

1‘0—3
z1=33=9
To=3-9=27
r3 =327 =281

x4 = 3-81 =243

1.4 Tipos de 6rbitas

Ponto fixo: Um ponto fixo é um ponto que satisfaz F(xg) = zg. Assim, F?(xq) = F(F(z0)) =
F(xg) = xo e, em geral, F"(z9) = xy. A orbita de um ponto fixo é a sequéncia constante
0, Lo, To,.... Um ponto fixo nunca se move. Exemplos: 0, 1 e —1 sdo pontos fixos para
F(x) = 23, enquanto que apenas 0 e 1 sdo pontos fixos para F(x) = 22. Para encontrar pontos
fixos, resolvemos a equagao F'(z) = x. Assim, considerando a fungao F'(z) = 3x + 2, resolvemos
a equagao 3z + 2 = z, cuja solucdo é x = —1, o que significa que x = —1 é o ponto fixo para a
funcao F'(x) = 3z + 2. Também podemos encontrar pontos fixos geometricamente, examinando
a interseccao do grafico da funcao com a reta de equacao y = x. Por exemplo, o inico ponto fixo



Figura 1.1: O ponto fixo de S(z) =sinz é 0

de S(z) =sinx é zp = 0, j que este ¢ o inico ponto de interseccdo do grafico de S com a reta
y = x, como mostra a figura 1.1.

-Orbita periédica ou ciclica: xo ¢ um ponto periédico se F"(zg) = xo, para algum n > 0. O
menor de tais n é chamado primeiro perfodo da 6rbita. Se zg é periddico de primeiro perfodo n,
entdo a orbita de xg & xq, F(xq),. .., F" 1 (x0), 20, F(x0),...,F" (x),.... Exemplos: 0 tem
uma 6rbita periédica de periodo 2 para F(z) = 22 — 1, ji que F(0) = —1 e F(—1) = 0. A 6rbita
de0é: 0,—1,0,—1,0,—1,.... Dizemos que 0 e —1 formam um 2-ciclo ou ainda que 0 e —1 sdo
pontos 2-periédicos. Além disso, 0 também tem uma érbita 2-periddica para F(r) = 1 —22, uma
vez que F'(0) =1e F(1) =0. Assim, a 6rbita de 0 ¢ 0,1,0,1,0,1,... e 0 e 1 formam um 2-ciclo.

-Ponto eventualmente fixo ou eventualmente perioédico: x( é eventualmente fixo ou even-
tualmente periddico se ele em si ndao é fixo ou periddico, mas algum ponto na érbita de xg é fixo
ou periodico. Exemplos: —1 é eventualmente fixo para F(z) = 22, pois F((—1) = 1, o qual ¢ fixo.
Analogamente, 3 é eventualmente fixo para F(z) = |z — 2|, pois F(3) =1 e 1 é fixo. Além disso,
1 é eventualmente periédico para F(r) = 2? — 1, pois F(1) = 0, que tem orbita 2-periédica. O
ponto x = 4 é eventualmente periédico para F(z) = |x — 2|, j4 que sua orbita é

4,2,0,2,0,2,0,....

1.5 Analise grafica

Suponha que temos o grafico de uma funcdo F e queremos exibir a o6rbita de um dado ponto
xg. Nobs comecamos sobrepondo a diagonal y = z ao grafico de F'. Os pontos de interseccao
da diagonal com o grafico nos dao os pontos fixos de F. Para encontrar a érbita de xg, nos
comegamos no ponto (xg,xo) na diagonal diretamente acima de zp no eixo-x. Primeiramente
desenhamos uma linha vertical até o grafico de F' partindo do ponto (zg, z¢). Quando esta linha
encontrar o grafico, atingimos o ponto (zg, F'(xo)). Desenhamos entao uma linha horizontal deste
ponto até a diagonal. Atingimos a diagonal no ponto cuja ordenada ¢ F(z), e assim a abscissa
é também F'(xg). Portanto, atingimos a diagonal diretamente no ponto cuja abscissa é F'(zg), o
préximo ponto na 6rbita de xg.

Agora nés continuamos este procedimento. Desenhamos uma linha vertical partindo do ponto
(F(x0), F(x0)) na diagonal até o grafico: isto resulta no ponto (F(xq), F?(z0)). Entdo uma linha
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Figura 1.2: Anélise gréafica

Figura 1.3: Anélise grafica de F(z) = /x

horizontal até a diagonal atinge esta em (F?(xg), F%(z0)), diretamente acima do préximo ponto
na orbita.

Para exibir a 6rbita de xy geometricamente, nés entao continuamos este procedimento: pri-
meiramente desenhamos uma linha vertical da diagonal até o grafico, e em seguida uma linha
horizontal do grafico de volta para a diagonal. O desenho de uma "escada", que chamaremos de
caso escada, que resulta deste procedimento fornece uma figura ilustrativa da érbita de xg.

A figura 1.2 mostra uma tipica aplicacdo de andlise grafica. Na figura 1.3 esbocamos a anélise
grafica de F(z) = \/x. Note que qualquer positivo z( fornece um caso escada que leva ao ponto
de interseccao do grifico de F' com a diagonal. Este é, obviamente, o ponto fixo em z = 1.

1.6 Analise orbital

A andlise grafica por vezes nos permite descrever o comportamento de todas as érbitas de um

sistema dinamico. Por exemplo, considere a funcio F(z) = z3. O gréafico de F mostra que

existem trés pontos fixos: em 0,1, e —1. Estas sdo as solucoes da equacio 2> = z, ou 2% —x = 0.
A anélise grafica nos permite deduzir o seguinte comportamento. Se |zg| < 1, entdo a 6rbita de
xo tende a zero, como mostrado na figura 1.4. Por outro lado, se |xg| > 1, entdo a orbita de zg

tende a o0, como na figura 1.5.
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Figura 1.5: Anélise orbital de F(z) = 23 para |z| > 1.

1.7 Retrato de fase

Um meétodo sucinto para retratar todas as orbitas de um sistema dinamico é o retrato de fase
do sistema. Trata-se de uma figura das érbitas na reta real. No caso unidimensional, o retrato
de fase nos informa nada mais do que a anélise grafica. No retrato de fase, representamos os
pontos fixos por circulos cheios e a dindmica ao longo das érbitas por flechas. Por exemplo, como
vimos acima, para F(x) = 23, os pontos fixos ocorrem em 0, +1. Se |zo| < 1, entdo F™(xq) — 0,
enquanto que se |zg| > 1, F™(xg) — +oo. O retrato de fase para este caso estd mostrado na
figura 1.6.

1.8 Atracao e repulsao

H4 dois tipos notadamente diferentes de pontos fixos, pontos fixos atratores e repulsores. Antes
de definir precisamente estes conceitos, vamos ilustrar a ideia que esta por detrés deles por meio
da fun¢ao quadratica F(x) = z2. Esta funcio tem dois pontos fixos, em 0 e 1. Se escolhermos
qualquer xg com |zg| < 1, entdo a 6rbita de xg rapidamente se aproxima do zero. Por exemplo,
a Orbita de 0.1 é

0.1,0.01,0.0001, 0.00000001, . ...

De fato, qualquer zg com 0 < x¢ < 1, ndo importando o quéao perto esta de 1, leva a uma 6rbita
que tende para "longe"do 1 e para perto do 0. Por exemplo, a 6rbita de 0.9 é

0.9,0.81,0.6561, 0.430467 ...,0.185302...,0.034336 ...,0.00117 . ...

-1 Q 1

Figura 1.6: Retrato de fase de F(r) = 3.



Figura 1.7: O ponto 0 é um ponto fixo atrator para F(z) = 22, enquanto que o 1 é um ponto

fixo repulsor.

Mais precisamente, se 0 < xg < 1, entdao F"(x¢) — 0 quando n — oo. Por outro lado, se z¢g > 1,
entdao novamente a 6rbita se distancia do 1. Por exemplo, a érbita de 1.1 é

1.1,1.21,1.4641,2.1436 . ..,4.5950 ... ,21.114 ..., 445.79 . . ..

Assim, se g > 1, temos F"(xg) — oo quando n — oo e consequentemente a Orbita tende para
longe do 1.

Pontos proximos do 0 possuem 6rbitas que sao atraidas pelo 0, enquanto que pontos préximos
do 1 possuem orbitas que sdo repelidas, que se distanciam do 1. A andlise grafica dessa funcao,
como na figura 1.7, mostra claramente a diferenca entre estes dois tipos de pontos fixos.

Defini¢ao: Suponha zo um ponto fixo para F. Entdo zg é um ponto fito atrator se
|F'(z0)| < 1. O ponto xg & um ponto fizo repulsor se |F'(xp)| > 1. Finalmente, se |F'(zq)| = 1,
o ponto fixo é chamado neutro ou indiferente.

Como exemplo, considere a funcio F(z) = 22(1 — z) = 2z — 222, E facil ver que 0 e 3 $30
1
pontos fixos para F. Temos que F'(z) = 2 — 4z, entao F'(0) =2 e F’ <2> = 0. Assim, 0 é um

ponto fixo repulsor, enquanto 3 é atrator. A anélise grafica confirma este fato, como mostrado

na figura 1.8.
Com a definicao de ponto fixo atrator dada, enunciamos o seguinte teorema:
Teorema de ponto fixo atrator: Suponha xy um ponto fixo atrator para F. Entao existe

um intervalo I que contém z( em seu interior e no qual a seguinte condicao é satisfeita: se x € I,
entdo F"(x) € I para todo n e, além disso, F"(x) — x9 quando n — oo.

1.9 Pontos periédicos

Analogamente ao caso dos pontos fixos, os pontos periddicos também podem ser classificados
em atratores, repulsores e neutros. Vamos comecar com um exemplo. A func¢io F(z) = 2% — 1
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Figura 1.8: F(x) = 2z(1 — z) tem um ponto fixo atrator em 5 eum ponto fixo repulsor em 0.

tem um ciclo atrator de periodo 2 com 6rbita 0,—1,0,—1,.... Para entender este caso, vamos
examinar o grifico de F%(z) = (22 — 1)2 — 1 = 2* — 222, como mostrado na figura 1.9. Note
que F? tem quatro pontos fixos: nos dois pontos fixos da F assim como nos pontos 2-periédicos
0 e —1. Note ainda que (F?)(z) = 423 — 4z e (F?)'(0) = (F?)'(-~1) = 0. Isto indica que estes
dois pontos sdo pontos fixos atratores para a segunda iterada de F. Isto é, sob iteracdo de F2,
as orbitas de pontos proximos a 0 e —1 convergem para estes pontos. Sob a iteracao de F,
entretanto, estas orbitas "fazem um ciclo"de um lado a outro & medida que convergem para o
2-ciclo.

Defini¢cao: Um ponto periddico de periodo n ou n-periddico é atrator (ou repulsor) se é ao
mesmo tempo um ponto fixo atrator (ou repulsor) para F™.

Para determinar se um ponto n-periédico xg é atrator ou repulsor, devemos analisar a derivada
de F™ em xg. Para isso, utilizamos a Regra da Cadeia:

(F?)(z0) = F'(F(x0)) - F'(z0) = F'(x1) - F' (),

Figura 1.9: Gréfico da segunda iterada de F(z) = 22 — 1.



(F?) (z0) = F'(F*(x0)) - (F?)'(z0) = F'(2) - F'(z1) - F'(x0).

Invocando a Regra da Cadeia n — 1 vezes, encontramos:

Regra da cadeia ao longo de um ciclo: Suponha que xg,z1,...,7,—1 formam um ciclo de
periodo n para F com x; = F'(xg). Entdo:

(F™)(z0) = F'(zp-1) - ...  F'(z1) - F'(0).
Ou seja, a derivada de F™ em xg é o produto das derivadas de F' em todos os pontos da orbita.
Coroldrio: Suponha que xg, 1, ...,Ty,—1 formem um n-ciclo para F. Entao:

(F") (wo) = (F") (1) = ... = (F")(zn-1)-

Este coroléario segue imediatamente da proposicdo anterior, ja que os pontos no ciclo sdo exata-
mente os mesmos, nao importando a escolha do ponto inicial.

Exemplo: Considere F(z) = —%mg + %x + 1. O ponto 0 faz parte de um ciclo de periodo 3, ja
que F(0) =1,F(1) =2, e F(2) = 0. Temos que F'(z) = =3z + 3, assim F'(0) = 2, F'(1) = —%
e F'(2) = —1. Portanto:

(F3)'(0) = F'(2) - F'(1) - F'(0) = <_27> <_21> (Z) = % > 1.

Logo, este ciclo é repulsor.



Capitulo 2

RESULTADOS

2.1 Teorema de Sarkovskii

O principal resultado que provamos foi o Teorema de Sarkovskii, que estd enunciado abaixo:

Teorema de Sarkovskii: Seja f : R — R uma fun¢do continua. Suponha que f tem uma
orbita de periodo 3. Entao f tem pontos peridédicos de todos os outros periodos.

Prova: Note que se I,.J sdo intervalos fechados com I C J e J C f(I), entao f tem um ponto
fixo em I. De fato, seja J = [a,b] e I = [¢,d] com a < ¢ < d <b. Seja f(I) = [a,5]. As-
sim, « < a <c¢<d<b<p Seag(r) = flx) —x Assim, existem x9 € [c,d] tal que
g(xo) = f(xo) —a > 0e x1 € [¢,d] tal que g(x1) = f(x1) — B < 0. Logo, existe x2 € [c,d] tal
que g(x2) = 0= f(x2) = xa.

Agora sejam Ay, ..., A, intervalos fechados com A;11 C f(4;),i=0,...,n— 1. Entdo existe
um subintervalo Jy de Ag que é levado em A;. Analogamente, existe um subintervalo de A; que
¢ levado em Ag, logo existe J; C Jy tal que f(J1) C A1, f(f(J1)) = A2. Continuando, obtemos
uma sequéncia de intervalos J,_1 C ... C J1 C Jy que sdo aplicados ordenadamente nos A;’s
(f(Jo) = A1, f(J1) = Az, ..., f(Jn—1) = Ap).

Sejam a,b,c € R. Suponha f(a) = b, f(b) = ¢, f(¢c) = a (ponto 3-periddico). Assuma
a <b<c Sejam Iy = [a,b] e [; = [b,c]. Note que Iy C f(Iy) e [yU Iy C f(I1) (pelo Teorema
do Valor Intermediario). O grafico de f precisa encontrar a diagonal entre b e ¢, pois b < c e
f(b) >be f(c) < c(logo, se g(x) = f(x)—x, segue que g(b) = f(b)—b > 0e g(c) = f(c)—c < 0).
Da mesma forma, f? precisa ter um ponto fixo entre a e b. De fato, seja h(z) = f(f(z)) — z.
Assim, h(a) = f(f(a)) —a=c—a>0e h(b) = f(f(b)) —b=a—b< 0. Note que a0 menos um
dos pontos fixos de f? em [a, b] precisa ser 2-peri6dico.

Assim, ja encontramos um ponto fixo e um ponto 2-peridédico. Resta-nos encontrar um ponto
de periodo n > 3. Suponha n primo. Sejam Ag, A1, ..., Ay—o C I; definidos como:

Como f(I1) D I, existe um subintervalo Ay C Ag tal que f(A1) = A, e dai f(A1) = Ao = I1.

Continuando, existe Ay C Aj tal que f(As) = Aj, logo f2(As) = Ag = I;. Continuando,
obtemos A,,_o C A,_3 tal que f(A,—2) = A,_3. Agora, vimos que se x € A,,_o, entao

f@), f2(@),..., ["2 (@) € Ay,
logo fniz(An_g) =Ag= 1.

Como Iy C f(I1), existe um subintervalo A, 1 C A, s tal que f"~'(A,_1) = I. Finalmente,
como f(ly) D I, temos I; C f"(An—1), logo f"(An—1) cobre A,,_;. Assim, f™ tem um ponto
fixo p em A,,_1. Note que as primeiras n — 2 iteragoes de p estdo em Ij, a (n — 1)-ésima esta
em Iy e a n-ésima ¢ p. Se f" !(p) esta no interior de Iy, entdo p tem periodo n. Caso f"~1(p)
esteja na fronteira, n = 2 ou n = 3 e temos o resultado.
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2.2 Uma generalizacao

No6s também provamos uma generalizacao deste tltimo teorema, que considera uma outra ordem
> no conjunto dos nimeros naturais, na qual eles sdo reordenados da seguinte forma:

3-5=T%= - =23=25=27%..-=2F3-2F 5 ...l ok ... 0y 1

Isto é, primeiramente liste todos os niimeros impares exceto o 1, seguidos por 2 vezes os impa-
res, 22 vezes os impares, 23 vezes os impares, etc. Assim, todos os nimeros naturais ja foram
perpassados com excecao das poténcias de dois, que sao listadas no final em ordem decrescente.
O ntmero 1 é o ultimo. Esta nova ordem > dos nimeros naturais é conhecida como ordenacdo
de Sarkovskii. A generalizacao do ultimo teorema, que utiliza a ordenac¢do de Sarkovskii, esté
enunciada a seguir:

Teorema: Seja f : I — I uma funcao continua. Se f possui um ponto de periodo n
e n > m, entao f possui um ponto de periodo m.

A prova deste teorema, assim como a do anterior, envolve apenas o Teorema do Valor
Intermediario e varias consideracoes sobre imagens inversas de intervalos.

2.3 Exemplo de Aplicacao: As macas dos macacos

Havia uma pilha de macas na praia que pertencia a cinco macacos e deveria ser distribuida
igualmente entre eles. O primeiro macaco veio, esperou um pouco, mas nenhum dos outros
o seguiu. Ele dividiu aquelas magas em cinco pilhas, cada uma das quais com o mesmo
numero de macas. Porém, uma maca sobrou, ele a jogou no mar e foi embora com a sua
propria pilha de macas. O segundo macaco veio e dividiu o restante das macas igualmente
em cinco pilhas, também. Novamente, uma maca foi deixada e jogada no mar. Entao ele
foi embora com suas proprias macas, também. Mais tarde, um por um, cada macaco fez
o mesmo que os dois primeiros fizeram.

Qual o menor nimero de magcas que ha na praia inicialmente? Qual o menor nimero
de macas que sao deixadas depois de todos os macacos tomarem as suas?

O problema nao é facil de resolver se forem utilizadas as equacdes usuais. Assim, o
famoso fisico Dirac sugeriu resolver o problema da seguinte maneira: Seja N o nimero
inicial de macas, e Ay, As, A3, Ay, A5 0os nimeros de macas levadas pelos macacos. Entao,
nos teremos um sistema de equagoes lineares:

N —54,=1
4A, —5A, =1
(1){ 44, —5A4;3=1
445 —5A, =1
44, —5As =1

o qual possui uma solucao particular
(N, A17 A27 A37 A47 A5) = (_47 _17 _17 _17 _17 _1> (2)

As equagoes homogéneas correspondentes de (1) tem uma solugao geral

s\* /5\' [5\, [5\*, 5
5(1) E, (1) k. (1) E <1) £k @)
em que k é uma constante qualquer. Portanto, a solucao geral de (1) é
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5\ 5\ 5\° 5\ 5
(s(3) e=a () s (§) s (3) -2 3e-ra-1) 0
De (4), podemos determinar que o menor inteiro positivo para N é 5° —4 = 3121 quando
k = 4* = 256; e o ntimero de macas deixadas ¢ 445 = 4(k — 1) = 1020.
Como se pode ver, esta solucao é baseada na estrutura de solugoes de equagoes lineares.
Se nao tivermos um conhecimento da teoria, fica bem dificil encontrar a solugao.
O método que utilizamos para este problema é fundamental e muito simples. Suponha

que z seja o nimero de macas antes de um macaco chegar e y o niimero de magas depois
que ele sair. Claramente, y é determinado por z, digamos y = f(z), e

4

f(l‘):g(

Se havia N macas no comeco e M macas no fim, entao
M = f(f(f(f(f(N)))) = f>(N). (6)

Agora, precisamos obter uma formula para f°(z). Reescrevemos f(z) como

z—1). (5)

4
fla) = sl +4) -4 (7)
em que, como se pode ver, -4 é um ponto fixo de f(z).
Obviamente,
A\ 2
re=(3) @ro-s
( > (x+4)—4
AN
( > (x+4)—4
4
<5> (x+4)—4
e portanto

M= (%)5(N+4)—4

Para que M seja um inteiro positivo, N +4 deve ser um miltiplo de 5°. Entdo o menor
valor inteiro positivo de N é
N =5 —4=3121,

e consequentemente
M = 4° — 4 = 1020.
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Capitulo 3

Conclusao

Os sistemas dinamicos unidimensionais, como os que estudamos neste trabalho, tem mui-
tas propriedades interessantes e importantes.

Seu estudo, no entanto, apresenta muitas dificuldades, mesmo nos exemplos mais
simples.

O Teorema de Sarkovskii é um poderoso teorema em sistemas dinamicos discretos
e ¢ muito util em aplicacoes. Sua prova é muito construtiva, de forma que é possivel
encontrar pontos k-peridédicos, para valores grandes de k, apenas sabendo que existe um
ponto s-periddico, para valores pequenos de s < k, sem resolver equagoes nao lineares.

13



Capitulo 4

Bibliografia

1. Devaney, R. An Introduction to Chaotic Dynamical Systems. Addison-Wesley, 1989.

2. Devaney, R. A First Course in Chaotic Dynamical Systems: Theory And Experiment.
Westview Press, 1992.

3. Holmgreen, R.A. A First Course in Discrete Dynamical Systems. Springer-Verlag, 1994.
4. Lima, E.L. Curso de Analise, vol 1, IMPA, 2013.
5. Brietzke, E.H.M.; Silva, P.R.da. Analise II. Sao José do Rio Preto, 2005.

6. Huang, X.C. From Intermediate Value Theorem to Chaos. Mathematics Magazine,
New Jersey, vol. 65, n.2, 1992.

7. Lima, Y. Teorema de Sarkovsky. 2008.

8. Briend, J.Y. Le Théoréme de Sarkovskii. Le journal de maths des éléves, volume 1,
no.3, 1995.

14



