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1 Introducao

Muitos fenomenos da natureza e aplicagoes da ciéncia podem ser mo-
deladas por equagoes diferenciais. Contudo, nem todas as funcées modela-
doras dessas aplicacdes sao continuas, por exemplo, a analise de oscilagoes
eletronicas [2]. Assim, emerge o campo das equagoes diferenciais suaves por
partes (EDSP).

Uma questao classica da teoria de equagoes diferenciais é a existéncia de
orbitas periddicas e de cotas para o ntimero de ciclos limites que os sistemas
investigados possuem. Por exemplo, para sistemas tridimensionais com dois
planos de descontinuidade, existem pelo menos dois ciclos limites [5].

Em trabalhos anteriores investigamos a existéncia de ciclos limites de
equacoes diferenciais lineares por partes em R? usando métodos numéricos.
Contudo, tais métodos dependem da capacidade de se obter o fluxo das
equacoes diferenciais e entao resolver sistemas extremamente nao-lineares,
0 que é muito propenso ao erro.

Nesse trabalho, inspirando-se no artigo [4], investigamos EDSP a par-
tir de suas integrais primeiras. As integrais primeiras sao uma ferramenta
oriunda da teoria dos campos suaves e sao fungoes que tém a propriedade de
serem constantes nas érbitas do sistema. Essas fun¢ées podem ser bem com-
plexas e, para um campo genérico, pode ser muito complicado encontra-las.
Para campos lineares, por outro lado, é possivel encontrar integrais primei-
ras funcionalmente independentes a partir dos autovalores e autovetores das
matrizes [I} [3].

Na secao 2, apresentamos a definicao de integral primeira e alguns resul-
tados. Na sec¢ao 3, usamos a técnica do artigo [4] para mostrar a existéncia
de infinitas érbitas periédicas para uma classe de EDSP com 2 zonas.



Na segao 4, adaptamos a técnica de [4] para encontrar érbitas periddicas
de sistemas com 3 zonas do tipo

Xi(x), sex < —1
Xx=14Xs(x),se —l<ax<l
X3(x), se z > 1

onde X; sao campos lineares.

2 Integrais primeiras

Dada funcio f € C*, considere a equacao diferencial
x = f(x),x € Q CR". (1)
Definicao 1. Seja 2y C Q conjunto de medida de Lebesgue cheia. Uma
fungao continua H : Qy — R € dita ser uma integral primeira de (1) se
a) H nao € constante em nenhum subconjunto de medida positiva de Qq;
b) H € constante ao longo de cada drbita do sistema em €.

Lema 1. Seja H funcdo de classe C' e f(x) = (fi(x), ..., fa(x)). Entdo H
€ integral primeira de (1) se, e somente se, g—gﬁ + ..+ gfi fa=0

Definicao 2. O sistema € C" completamente integrdvel em ) se existem
n — 1 integrais primeiras de de classe C" e que sejam funcionalmente
independentes, i.e., se posto(NVHy ... VHy) =k

Um resultado importante é que equagoes lineares X = Ax 4+ b s&@o com-
pletamente integréaveis [1I, [3].

3 EDSP com 2 zonas

Proposicao 1. Seja um sistema suave por partes

oo {;((m), sex€ Ej @)
(x), sexeX

onde X eY sdo campos lineares. Assim, sejam Hy, Hs as integrais primeiras
de € = X(x) e Fy, Fy as integrais primeiras de € = Y (x). FEntao, para
i€{1,2},
Hi(x), sexc Xt
P(z) = { @ g
Fi(x), sexe X

sao integrais primeiras de (2]).



Teorema 1. Considere o sistema

cz
—gcz |, sex >0
—dx

vz

%’yz , sex <0
ox

Assuma que b, # 0, ed > 0, v6 > 0 e ¢y > 0. Entdo por todo ponto
(0,y0, 20) passa uma orbita periddica costurante.

Demonstragdo. Podemos reescrever como

i X(x), sex >0
X =
Y(x), sez <0

ondex = (z,y,2) € R3, X(x,y,2) = (cz, —fcz,—dr)eY(x,y,2) = (72, %'yz, o).
Defina Hy(x,vy,2) := ax + by e Ho(z,y, 2) := do? + cz%. Entdo Hy e Ho
sao integrais primeiras de X. De fato, denotando X = (X1, Xs, X3),
8H1 8H1 aHl a
(—fcz> =0

— X1+ ——Xo+ —X3=0aX; + Xy = b
or 1+8y 2+6z 3 =aX1+0X2 =acz+

8H2 8H2 aHQ _ _
WXl + TyXQ + WXS = 2dxz(cz) + 2cz(—dx) = 0.

Ainda, essas integrais primeiras sao funcionalmente independentes por de-
finicado. Desse modo, as orbitas de

T =cz
§=—tes @)
Z=—dx
sao conjuntos da forma
Yhihy = {H1 =h1} N{Hy = ho} N {x >0} , hi,hyeR. (5)

Agora defina Fy(x,y,2) := ax — By e Fy(z,y, 2) := d2% — v22. Entdo I
e Fy sdo integrais primeiras de Y. De fato,
OF, OF OF,

o
%Xl + ainQ + EX{; == O[X]_ - 5X2 = Qyz — ﬁ <B’YZ> =0



0F> OFy 0Fy
— X1+ —=—Xo+ —X3=20 —2vz(dx) = 0.
ar 1t g, et N z(vz) — 272(dz)
Ainda, essas integrais primeiras sao funcionalmente independentes por de-

finicao. Desse modo, as érbitas de

T =z
y =572 (6)
Z=dx
sao conjuntos da forma
Yap ={F1=fi}n{F2=fo}n{z <0} , fi,foeR (7)

Como ¥ := {z = 0} é zona de descontinuidade do tipo costura, queremos
encontrar orbitas de e @ que cruzam X cada uma em dois pontos. Nesse
caso, podemos concatenar as érbitas e obter uma érbita periddica de .

Seja um ponto (0, yg, zp) € X e defina as constantes

hl - H1(07y0720) = byO
h2 = HQ(O,yQ, Zo) = CZ(%

f1=F1(0,y0, 20) = —PYo
f2 = F2(0,90, 20) = —723

Primeiramente note que

H =h by = b Y=yo— 3
{ 1(z,y,2) = M :>{M+ y = byo :>{ b

Hy(w,y,2) = hy dmz—l—czZ:czg =4+ z&—%xQ

Assim, a érbita que passa por (0,7, 20) e entra na zona X := {z > 0}
é dada por

Yhihe = {(xvya Z) € RS : Hl(%,% Z) = hl;H2($7y7 Z) = h2§x > O}

d d
:{(m,yo—zgv, z%—cﬂ),(x,yg—?;x,— 8—Cx2>:0§x§2]20\}

Entao, fazendo x = 0, obtemos os pontos onde vy, p, cruza :

’th ho

0 {(0, 0, 20), (0,90, —20) }

xr=



Por outro lado,

Fi(wy,2)=fi  _ Jor—Py=—Py _ J¥=v+32
Fy(z,y,2) = fo 6x? — 2 =423 2=+ Zg—%ar:?

Logo, a 6rbita que passa por (0,4, z0) € entra em ¥~ é parametrizada
por

Yiife = {(IL‘,y,Z) € Rs : Fl(l'vyaz) = fl;FQ(ﬂf,y,Z) = f2a$ < 0}

) )
:{<x,yo—|—gx, 23—7$2>,<x,yo—|—gw,— z8—7x2> :—g|20]§x§0}

Assim,

V1 f2 0 = {(O’yovzo)’(oayOa*ZO)}

o=

Em sintese, temos que tanto 6rbitas em X como érbitas em X~ co-
nectam os pontos (0,¥o, 20) € (0,y0, —20). Dessa forma, como o plano de
descontinuidade é do tipo de costura, existe érbita periédica passando por
(0,y0,20). Como esse ponto foi escolhido arbitrariamente, concluimos que

existe orbita periddica passando por todo ponto da zona de descontinuidade
3. O

Fixando valores para os parametros no teorema, conseguimos visualizar
algumas das orbitas do sistema:

Corolario 1. O sistema

t _ (z,—%z, —z), sex >0
(4z,—2z,—x), sex <0

<

z

possui infinitas orbitas periddicas.



Figura 1: Representagao grafica de algumas orbitas periédicas de e da
zona de descontinuidade. Grafico obtido com o Mathematica.

4 EDSP de 3 zonas

Agora queremos investigar sistemas suaves por partes lineares com trés
zonas, ou seja, sistemas do tipo

X(x), sex € Xp
x=14Y(x), sex € X¢o (9)
Z(x), sex € ¥p

onde X,Y, Z sdo campos lineares e £¢, Xp, g C R3.

Proposicao 2. Seja o sistema suave por partes @[) Pela linearidade dos
campos, sabemos que existem

o F1, F» as integrais primeiras de & = X (x);



o G1,Gsy as integrais primeiras de =Y (x); e,
e Hy, Hy as integrais primeiras de & = Z(x).
Entao, para i € {1,2},

Fi(x), se x € X
Pi(z) = < Gi(x), se z€ X
Hi(z), sexeXp

sao integrais primeiras de (2)).

4.1 O método

Lembre que, como integrais primeiras sao constantes nas orbitas de um
campo K : R3 — R3, entdo a érbita passando por um ponto a € R? pode
ser parametrizada por

O(a) = {x € R®: ky(x) = k1 (a); ka(x) = ko(a)},

onde ki, ks : R? — R sdo integrais primeiras funcionalmente independentes
de K.

Vamos usar este raciocinio de parametrizar érbitas com base nas integrais
primeiras para construir uma érbita de 3 zonas do sistema @

Sejam

Yi={e=1}LY_={r=-1}1Yc={-1<z<1},Xg={z< -1} e¥p ={z > 1}.

Tome um ponto (1,yo,20) € X4.
Passo 1

A 6rbita saindo de (1, yo, z0) e entrando na regiao Yo = {—1 < =z < 1}
é dada por

Wl(yOaZO) = {($7y> Z) € EC : Gl(ﬂf,y,Z) = Gl(lay0720);G2(x7ya Z) = GQ(l,yO,ZO)}

Entao o ponto em que essa orbita cruza a plano X_ é dado por

(_173/1, 21) = ’Yl(y07 ZO)

Passo 2
Agora, a 6rbita passando por (—1,y1, 21) e entrando na zona X = {z <
—1} é dada por

Y2 (y1,21) = {(x,y,2) € Bg : Fi(z,y,2) = Fi(=1,y1,21); Fa(x,y, 2) = Fo(—1,y1,21)}



Entao, assumindo que a oérbita o retorna para X_, temos um segundo
ponto sobre esse plano:

(_17 Y2, 22) = 72(y17 21)

rz=-—1

Passo 3
Assim, a érbita passando por (—1,ys, 22) e entrando na zona ¢ é dada
por

13(y2, 22) = {(2,y,2) € B¢ : G1(2,y,2) = G1(—1,y2, 22); G2(x,y, 2) = G2(—1,92, 22) }

Entao, assumindo que a érbita 3 cruza ¥, temos um ponto sobre esse
plano:

(17 Y3, 23) = 73(:927 22)

r=1
Passo 4
Finalmente, considere a 6rbita passando por (1,ys, z3) e que entra em
Xp:

14(y3,23) = {(2,y,2) € Ep : Hi(x,y,2) = H1(1,y3, 23); Ha(x,y, 2) = Ha(1,y3,23)}

Assumindo que a 6rbita 4 retorna para X4, temos um outro ponto sobre
esse plano:

(1,4, 24) = v4(y3, 23)

Note que, se

Y4 © 793 ©y2 0 ¥1(Y0, 20) = (1,0, 20),

entao temos uma Orbita periddica.

Aplicaremos agora esse método para encontrar Orbitas periddicas em
dois tipos de sistemas suaves por partes com trés zonas: no primeiro caso,
a unica diferenca dos trés campos é a singularidade; no segundo caso, o
sistema simétrico estudado, por exemplo, em [2].

4.2 Sistemas onde s6 se muda a singularidade
Queremos estudar sistemas suaves por partes do tipo
Ax + k1, se x < —1;

X=4qAx+ ko, se —1<z<l1; (10)
Ax + k3, se x > 1.



onde A € M3y3(R) é matriz, x € R3 é vetor e kq, ko, k3 € R3 sdo constantes.

Como esses sistemas sao lineares, eles sao completamente integraveis.
Ou seja, se X(x) := Ax + k1, Y (x) := Ax + ko e Z(x) := Ax + k3, entdo
existem

e [, I, integrais primeiras funcionalmente independentes de X;
e (51, G- integrais primeiras funcionalmente independentes de Y,

e Hi, H> integrais primeiras funcionalmente independentes de 7.

4.2.1 Exemplos

Considere o sistema

p
X(x):=Ax+ |—p|, se x < —1;;
| 0
0
Xx=qY(x):=Ax+ |—q|,se —1<z<]; (11)
_O_
F
Z(x):=Ax+ |—r|, sex > 1.
_0_
0 -2 0
onde A= | 2 0 Of ep,q,r € R sao distintos.
-2 2 0

Entao

a) Fi(x,y,2) = 2 +y + 2, Fa(w,y,2) = 22 + 9% + pz sdo as integrais
primeiras de X;

b) Gi(z,y,2) = x +y + 2z;Ga(z,y,2) = 2% + y* + ¢z sdo as integrais
primeiras de Y;

¢) Hi(z,y,2) = x +y + 2 Ha(w,y,2) = 22 + y? + rz sdo as integrais
primeiras de Z.

Logo temos que a drbita saindo de (1,yo, z9) € 31 e chegando em ¥_; é
dada por



71(y0a20> = {X € ZC : G1($7yvz> = G1(17y07Z0); Gg(x,y,z) = G2(1ay07Z0)}
_ 1 2 ) — 402 4 a2
{(w,2<q:|2\/q +4q(x —yo— 1) — 4o +4y0+4),

1
i2\/q2+4q(x—y0—1)—4x2+4y3+4—q—x+yo+zo+1),—1<x<1}

2

[

Note que

71 (%o, zo)(

1 1 q
= (1,5~ la—2w)), 5la — 20| — = :
{( 5 (4= la—=2yl) 5la — 2yol 2+yo+zo>,

(:

= { (1,90,20) 5 (1,4 — yo, —q + 2y0 +20)}

1 q
(lg = 2yo| +q) , —5\(1 — 2y0| — B +yo + Zo) }

l\DM—l

Ou seja, dependendo do sinal de ¢ — 2y, temos que desconsiderar um
dos ramos da érbita (sendo o ponto de inicio nao é (1,yo, z0)). Assuma que
a érbita descartada é a primeira. Entao temos que

(—=1,91,21) 271(90,20)‘

1 1
= { (—1,2(\/q2—4Q(yo+2)+4y8+q>,—2\/q2—4Q(yo+2)+4y8—g+yo+20+2>}

Assim,

(- vATR) <o <y (VATE+p))

onde

A= p?+(20-2p)1/ 2 — dq(yo +2) + 493 2pg+4p+ 20> ~dqyo—8-+4y3 +4.

'Ao parametrizar a 6rbita v como {(x, Ff(z),+g(x)) : = € I} para fungdes f,g,
entenda-se que ¥(z) = {(z, — f(z), 9(2)) U (z, f(2), —g(z)) : @ € I}.

10



Dessa forma, escolhendo um dos ramos da solugdo, temos que

— /A -4 1) — \JA—4 1
(—1,y2,22)=<—17p 5 UA ), P 5 -+ )+yo+zo+2>

Agora, parametrizamos a 6rbita entrando em X¢:

V3(y2, 22) =

1
{(m,Q<q:|:\/—Qp(B+C+2q)+2q(B+C+2x—2y0—2)+2p2+3q2—4x2+4y3+4>,

1
1gx+yo+z0:p2\/2p(B+C+2q)+2q(B+C+2x2y02)+2p2+3q24x2+4y3+4> :

1§x§1}

onde

B = \/q2—4Q(yo+2)+4y3 e C= \/—2p(B+q)+2(Bq+q2—2q(yo+2)+2y3)+p2~

Assim, escolhendo um dos ramos da érbita, temos que

1
(1,ys3,23) = (1, 5 <q - \/—229(3 +C+29) +2¢(B+C — 2yo) + 2p* + 3¢° + 4y8> :

1
- g + Yo +20§\/—2p(B+C+2q) +2¢(B + C — 2yp) + 2p? + 3¢> +4y§)

Finalmente, calculos que a 6rbita passando por (1,ys, z3) é dada por
’74(y37 23) =
1
{(axQ (Hri (2[F(1+r—q> +(D+E)(q—p) +20r + Dz — 202" — ¢* — ) +p°

1/2
1-— 1
q(2p+r+2yo+1)r]+r2+1> 7TT*I+ZJ0+ZOZF§2[F(1+T*Q)

1/2
+(D+E)(q—p)+2(r+1)x—2(x2—q2—y3)+p2—q(2p+r+2yo+1)—r]+r2+1> ) :me[}

onde

D= \/p2 —2p <\/q2 —4q(yo +2) + 4y3 +Q> +2 (q\/q2 —4g(yo +2) + 43 + ¢> — 2q(yo +2) +2y3)

11



E = \/¢® —dq(yo +2) + 453, F = \/~2p(D + E + 29) + 2q(D + E — 2y0) + 2% + 3¢ + 4y}

e I é o intervalo em que as raizes estdo bem definidas.
Assim, escolhendo o ramo da 6rbita adequado, temos que

(1,y4,24):
1
(1,2 (1+7‘—|— (—2Dp—|—2Dq—|—2p2—2pE—2q(2p+7’—|—2y0+1)+2Eq—|—4q2—2qF—|—2FT—|—2F

1/2 1 —
+r2+2r+4y§+1) : ZT

1

+yo+20f5(72Dp+2Dq+2p2—2pE72q(2p+7'+2y0+1)
1/2

+2Eq+4q2—2qF+2Fr+2F+r2+2r+4y§+1) )

Logo, para encontrar érbitas periddicas, basta encontrar valores de yq, 20, p, ¢, T
tais que
||(1> Yo, 20) - (17 Ya, Z4)|| =0.

Teorema 2. Defina

K =\/p*+2¢* + 4y5 — 2q(p + 2y0 +4) +2(q—p)\/q2 —4q(yo +2) + 4y3

L= \/2p2+3q2 +4yg — 4q(p + o) +2(q—p)[K+ \/q2 —4Q(yo+2)+4y3}

Assuma que as raizes sejam bem-definidas em R e que a sequinte relagao entre os
parametros e as coordenadas seja satisfeita:

0=1+7r—20+ |27 — 2Kp+2(q — )\/a? — 4y +2)q + 443p + 4

1/2 (12)

+r? Fdy2 +2Kq+2r —2q(2p+7r+2yo + 1) +2(r — g+ 1)L

Entao o sistema (L1)) possui drbita periddica passando por (1,yo,20). Em particular,
como a expressao acima nao depende de zy, se 0s parametros p,q,r,yo satisfazem
(112)), entdo a reta {(1,yo,2) : z € R} € uma reta de drbitas periddicas do sistema.

Observagao 1. Defina
Nz(pu q,7, Yo, ZO) = ||(x,y’m ZZ) - (xifla Yi—1, Zi*l)”» 1 S {]-7 27 37 4}

Nas hipéteses do teorema acima, se Na(p,q,r,y0,20) =0 (resp. Na(p,q,7,Y0,20) =
0), entdo a drbita periddica nao entra em g (resp. em Xp). Em particular, a

orbita periddica € de trés zonas se, e somente se, N;(p,q,r,yo,%0) # 0 para todo
1 €{2,4}.

12



Coroléario 2. Considere o sistema com
p=-1,qg=1r=—-0,68.

FEntao
{(1;2,4517,2) : z € R}

€ uma reta de orbitas periodicas de trés zonas.

Figura 2: Algumas 6rbitas periédicas do Corolario 2. Gréfico obtido com o
Mathematica.
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Teorema 3. Considere o sistema
X(z):=Ax—0b, sex < —1;
r=Y(x):=Az | se —1l<z<]; (13)
Z(x) := Az + b, sex > 1.

0 -2 0 r—q
ondeA=1[2 0 0|,b=|p—r]|,ep,q,r€R. Sejaum ponto py = (1, yo, 20)
-2 2 0 q—7p

sobre a zona de descontinuidade, com yo > 0. Entao
a) Seyo =0 eq>r, adrbita passando por p, € periddica e contida em X¢;
b) Seyo =0 eq<r, nao existe orbita periddica passando por py;
c) Seyo >0 eq=r, a drbita passando por p, € periddica e de trés zonas;
d) Seyo >0 e q#r, nao existe orbita periddica passando por py;
Demonstragcao. Note primeiramente que

o Fi(z,y,2) =x+y+ze Fy(z,y,2) = 22 +y?> — pr — qy — 7z sdo integrais
primeiras de X;

o Gi(z,y,2) =2 +y+zeGax,y,2) =2+ y? sdo integrais primeiras de Y;

o Hi(z,y,2) =x+y+2ze Hy(x,y,2) = 22 + y? + pr + qy + rz sdo integrais
primeiras de Z;

Considere um ponto p, = (1, 4o, 20) € X.
A orbita passando por esse ponto e entrando em X é parametrizada por

(Yo, 20) = {x € R : G1(x) = G1(py); Ga(x) = G2(py); —1 <z < 1}
= {(m,—\/—xQ—&—yg—I—l,\/—x2+y§—|—1—x+y0+zo+1>,

<x,\/—x2+y3+1,—\/—x2+y8+1—:E—i—yo—i-zo—i-l) :—1<x<1}

Escolhendo um dos ramos da orbita e fazendo x = —1, temos que

pi=(—Ly,z)= 71(y0720)‘ = (—1,90,2 + 20)

Parametrizemos agora a érbita entrando em X g:

Y2(y1,21) = {x € R’ : Fi(x) = Fi(p,); F2(x) = Fa(py);z < —1}

_{<x,;(qr:F\/4x(p7’)+4(pr+1)+(q+r+2y0)24:172),

| —

(—q+r—2x—|—2(y0+z0—|—1):|:\/4a:(p—r)—|—4(p—7‘+1)—|—(—q—|—r—|—2y0)2—4x2)> :x<—1}
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Assim,

1 1
(0= | = a7t 200D, 5 (- 74 20n+ 20+2) — | = a7+ 250 )

P2 = (_1?y2722) = <_1a 5

Calculamos a préxima oOrbita:

Y3(y2, 22) = {x € R? : G1(x) = G1(py); G2(x) = G2(py); —1 <z < 1}

—r 2+7"2
={<m7i\/(12|—q+r+2yo+q 5 —a(r +y0) +ryo —a? +yg + 1,

—r 2_|_7n2
—w+yo+zo+1¢\/q|—q+r+2yo+q

5 5 —q(r+yo)+ryo—:c2+y3+1):—1<m<1}

Dessa forma,

q2_|_r2

2

q-'l"
p3 = (1,y3,23) = <17—\/2| —q+7r+2y| + —q(r+yo) +ry0 + Y3,

—r 2+7"2
y0+20+\/q2|—Q+T+2y0|+q

—q(r+yo) +ryo + y%)

Defina agora

A:\/q272q(r+yo)+(qfr)|fq+r+2yo|+r2+2ry0+2y§

B=—6qr— 42 + 4(r — p)z + 2V2A(r —q) + 4(p — 7+ 1) + 3 (¢* +1?)
—4yo(a+7+yo) +2(¢ —7)| — g+ 7+ 2yo]

Entéo, a 6rbita passando por (1,ys, 23) e entrando em Xp é dada por

Ya(ys, z3) = {x € R® : Hi(x) = Hi(p3); Ha(x) = Ha(p3);z > 1}

1 1
{(x,Q(j:Bq+r),2(:FB+qr2:E+2(yo+zo+1))> :x>1}

Assim, temos um tultimo ponto

1/ 1 N
p4:(1ay4724): <1a2<B—Q+7‘),2(q—T+2yo+22’O—B>>

onde B = \/2\@A(r— q)+2(q—7)—q+r+2yol +3(¢%>+r2) —4dyo(qg — r — yo) — 6gr-.
Para analisar tanto se as érbitas sao periddicas como se a orbita entra ou nao
em uma determinada zona, defina

N(p,q,?“, y0720) = ||(17y4az4) - (15y07Z0)||;
Ni(p7Qara CUO,ZO) = H(xwyuzl) - (xi—l,yi—l,zi—l)H’i € {1’25374}
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ondex1 = —1=a20exg =23 =x4 = 1.

Note que a érbita y := 4 03 0¥2 01 (yo, 20) ¢ periddica see N(p, q,7, Yo, 20) =
0. Ainda, a érbita entra em Xg (resp. Xp) see Nao(p,q,7,%0,20) # 0 (resp.
N4(p7 q,7, Y0, ZO) 7é 0)
Caso yp =0

Se yo = 0, entdao podemos calcular que

N(p7 4,7 Yo, ZO)

Nl(p7QaTa Yo, ZO)

NQ(pvqarv y()?ZO)

NS(p7q7T7 yOaZO)

N4(pa 47, Yo, ZO)

qg=r 0 2v/2 0 2v/2 0
q>r 0 2v/2 0 2v/2 0
q<r| 2V2(—q+r) 2v2 V2(—g+r1) 2v2 3V2(—q +r)

Logo, para ¢ > r e ¢ = r, a érbita é periddica e nao entra nas zonas laterais.
Ainda, N(p,q,r,y0,20) > 0 se ¢ < r. Ou seja, a érbita ndo é peridédica nesse caso.
Caso yg > 0

Se yo > 0 e ¢ = r, entdo podemos calcular que N(p,q,r,yo,20) = 0, mas
Na(p, q,7, 90, 20) = 2v/2y0 > 0 e Nu(p, q,7, 50, 20) = 2v/2yo > 0. Ou seja, a érbita é
periodica e de trés zonas.

Se yo > 0eq <7, entdo N(p,q,7,50,20) = V2(r —q) > 0. Logo nio existe
6rbita periddica passando por (1, yo, 20).

Se yo > 0 e g > r, entao

V2(qg—1), seq—1—2yy <0
N(p7qaray07zo) = {2\/%?} ) 0
0

No primeiro caso, temos que N(p,q,T, Yo, 20) > 0 pois ¢ — r > 0 por hipétese. No
segundo caso, a desigualdade também vale pois yg > 0. Ou seja: se yg >0e g >,
entdo nao existe érbita periédica passando por (1,yo, 20). O

, se q—1 — 2y > 0.

Corolario 3. Sep = —1,q = 2,r = 2, o sistema admite infinitas orbitas
periodicas de 3 zonas.

4.3 Sistemas simétricos
Consideremos o sistema suave por partes
Apx—Db, sez < —1

Acx , se|z] <1
Apx+b,sex>1

).(:

onde x = (z,y,2) € R®; Ap, Ac € Mi343(R); e b € R3.
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Figura 3: Representacao de algumas érbitas peridédicas do Corolédrio 3.
Gréfico obtido com o Mathematica.

Sejam t,d,m (resp. T, D, M) o trago, determinante e soma dos menores prin-
cipais de Ag (resp. A¢). Assim, Freire et al demonstraram o seguinte teorema:

Teorema 4. [2] Defina Ty = D/M e~y = DM — Dm +dM — tM?. Entdo
a) Se T =Ty, apresenta um centro na regiao central;

b) possui um ciclo limite simétrico de trés regioes se (T — Ty)y > 0, para
T — Ty pequeno o suficiente.

Usando esse teorema podemos obter alguns sistemas sem ciclo limite de trés
zonas:

Corolario 4. Considere o conjunto

)

a k 1 0 a k 0 k a 0 k a 0 a k
Mz{ 0 0 b b 0 0f(,|0 & O[,]0 & O0f,|b 0 I :a,b,c,k,leR\{O}}
0 ¢ O 0 0 c c 0 c m 0

Se Ac € M, entdao (14) ndo possui ciclo limite de trés zonas.

Demonstra¢ao. Basta verificar que, para cada uma das matrizes, vale que M > 0
eT=D/M. O
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Ainda, podemos provar outra consequéncia importante do teorema :

Teorema 5. Se o campo
= Aczl: (15)

admite dois polindmios quadrdticos como integrais primeiras, entdo (14) ndo admite
ciclo limite de 3 zonas.

Para provar esse teorema, usaremos o seguinte resultado auxiliar.

Lema 2. Sejam G1,Go : R® — R integrais primeiras de Y (x) = Acx e assuma
0G1 0G5 - 0G4 0G4 £ 0. Entao
Oy Oz Oy 0Oz '

Y( ) - (8G1 8G2 _ 8G1 8G2 8G1 6G2 _ 8G1 8G2 8G1 8G2 - 8G1 8G2>
092 =T, Oy Oy 0z 0Ox 0Oz 0z Ox’ Oy Ox Ox Oy

(16)

Demonstracao. Pelo lema 7 temos que

0G, 0G, 0G
885 Xi + 88 Xo + aég

2 2 3 o
Oz X1+ ay Xo + 92 X3 =0.

Resolvendo esse sistema, segue que

Y, — <8G1 oGy  0Gy aGQ>‘1 (aal oGy 0G4 aaz) e

X3=0

0z 0Oy dy 0z

ox 0z 0z Ox

0z 0Oy dy 0z

G, Gy  9G, 0G,\ ' [0G1 0Gs  0G1 OG-
X3 = — Xl
Jdr Oy Oy O
o 8G1 8G2 8G1 aGQ }
Tomando X; = 9 oy 0y o , segue (|16)). O

Pela hipotese, podemos assumir que G e G5 sao quadraticas, ou seja, existem
coeficientes a;;,4 € {1,2},7 € {0,1,2,...,9} tais que

Gi(x,y,2z) = aio + Q1T+ QoY+ iz + s + sy + ez + Ty + stz +igyz.

Para facilitar as contas, suponha que a7 = a;3 = a9 = 0. (Obtém-se o mesmo
resultado sem usar essa hipGtese, mas as contas s@o bem maiores).

Como G e G sdo integrais primeiras do campo Y (x) = Acx, entdo pelo Lema
temos que

Y(2,y,2) =

(s — aaaz) + 2(a13es — a15003)Y + 2(Qeeais — iaaag)z + 4(aiees — a15006) Y2

(o103 — c391) + 2(1a0i23 — a130004) T + 2(110006 — Q160212 + 414026 — Q16Q24) T2

(2021 — cn1a22) + 2(12024 — Q14022)T + 2(150021 — Q110025)Y + 415024 — Q1aQ25)TY
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Como queremos que o campo acima seja linear, entdo os coeficientes devem
satisfazer

Q1605 — Q1506 = 0
Q4006 — Q1024 = 0 (17)

15094 — Qg5 =0

Nesse caso, < x = Ax + b, onde

0 2(a13005 — a15003)  2(a2a0s — a120ia6)
A = |2(a14003 — a130024) 0 2(a11 026 — 16Q21)
2(2004 — 1a22)  2(ai5001 — a10i25) 0

Q13022 — (\120023

b= |ai1003 — a13091
Q202 — Q11022

Entao, T =tr(A) =0, D = det(A) = 0 e a soma dos menores principais é

M = _4[(04110426 — 16001 ) (21 — ar105) + (o201 — A120i26) (120024 — A140022)

+ (qizaos — agpans)(aaces — a13a24)}

centro na zona central. Logo, nao existe ciclo limite de 3 zonas de

Assim, T = 0 = D/M. Portanto, pelo teorema 7 o sistema (14) possui um
(14)
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