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Resumo

Este projeto visa estudar uma série de modelos de engenharia a luz da teoria de Fi-
lippov para equagoes diferenciais descontinuas. Nestes modelos, quando o sistema é
tridimensional, é frequente o aparecimento de uma singularidade de Teixeira. Estuda-
remos a teoria matematica que suporta a dindmica destas equagoes e faremos analise
qualitativas e quantitativas sobre os modelos, com o objetivo de construir o modelo
fisico a partir destes estudos visando a otimizacao dos conversores DC-DC, que sao
amplamente utilizados na conversao de energia elétrica gerada a partir de fontes reno-
Vaveis.

1 Introducao

A teoria dos Sistemas Dinamicos Nao-Suaves (SDNS) tem se desenvolvido rapidamente,
principalmente devido as suas fortes relacoes com campos aplicados, como mecénica,
engenharia aeroespacial, fisica, economia entre outros [17,18|. Além disto, os SDNS
estdo na fronteira entre a matemaética, fisica matemaética e engenharia [21]. Nesta
fronteira, encontramos os conversores DC-DC, importantes para as fontes de energia
renovaveis que, cada vez mais, sao necessarias em funcao da sobrecarga das redes e de
seus sistemas de distribuigao.

Bem como, a crescente motivagao para a utilizacao de fontes de energias renovaveis
esté relacionada com a redugao das emissoes de C'Oy e com a melhoria da qualidade
de vida da humanidade. Isto é potencializado em comunidades pequenas, isoladas e
autoénomas, onde o acesso a fontes de energia renovéveis é a tnica solugao para satisfazer
as suas necessidades energéticas |20].

Esta necessidade, todavia, esta acompanhada do desafio de entender e desenvolver
modelos matematicos que possibilitem aprimorar o processo de conversao de energia
elétrica através dos conversores DC-DC, que possuem importantes aplicacoes no apro-
veitamento de fontes renovaveis de energia elétrica e nos veiculos elétricos [19].

Em muitos casos, os SDNS sao descritos por sistemas de equacoes diferenciais de-
finidas por partes, onde temos equagoes diferenciais suaves definidas em certas regioes
do retrato de fase, separados por interfaces, chamadas regides de descontinuidade [17].

A formalizacao matemaética da teoria dos SDNS foi iniciada por Filippov em [22],
onde ele apresenta uma convencao para as trajetorias de um SDNS. Questoes como
classificacao de trajetorias e estabilidade estrutural foram mais tarde abordadas por
Sotomayor-Teixeira [9].

Em termos de aplicacoes, a existéncia de vérias solugoes é em geral bem vista,
pois permite a introdugao de um controlador. O conceito de solugao deslizante (sliding
motion) ja estava presente em varios modelos no final do século passado. Um fendémeno
que com frequéncia acontece com estes modelos é o aparecimento de singularidades do
tipo dobra-dobra sobre a regiao de descontinuidade. Quando isto acontece com modelos
3D, uma das opgoes genéricas para a singularidade é a Teixeira singularidade.

Nos artigos [11], [12] e [13], esta singularidade aparece em todos os modelos. Neste
projeto, nosso objetivo foi entender a matematica que envolve esta singularidade, e sua
importancia para estes e outros modelos.



Para tanto, revisou-se sistemas de equagoes diferenciais lineares, com foco na clas-
sificagao trago-determinante para sistemas 2D e 3D, bem como estudou-se os sistemas
de equagoes diferenciais lineares por partes, incluindo critérios para existéncia de ciclos
limite e o6rbitas homoclinicas/heteroclinicas. Ainda, estudou-se a teoria de Filippov,
com foco na singularidade de Teixeira, a bifurcacao que aparece dela e suas classifica-
¢oes, e como a bifurcagao T'S pode provocar o surgimento de um CLC. Utilizando estes
alicerces tedricos, avaliou-se um conversor DC-DC operando no modo boost.

2 Cronograma de execucao das atividades

Fase 1: Revisar sistemas de equacoes diferenciais lineares, incluindo classifica¢ao trago-
determinante para sistemas 2D e seu analogo para 3D.

Fase 2: Estudar sistemas de equacoes diferenciais lineares por partes, incluindo crité-
rios para existéncia de ciclos limite e 6rbitas homoclinicas/heteroclinicas.

Fase 3: Estudo da T-singularidade.

Fase 4: Elaboracgao do relatorio parcial.

Fase 5: Estudo do artigo [13] e constru¢ao do modelo apresentado.
Fase 6: Estudo dos artigos [11] e [12].

Fase 7: Preparacgao do relatério final.

Meés Fase 1 | Fase 2 | Fase 3 | Fase 4 | Fase 5 | Fase 6 | Fase 7
Setembro X
Outubro X X
Novembro X
Dezembro X

Janeiro
Fevereiro
Marco
Abril
Maio
Junho X

Julho X

Agosto X

sl

slks

| <

Tabela 1: Cronograma de execucgao das atividades de pesquisa



3 Principais resultados

3.1 Sistemas de equacoes diferenciais lineares

Considere

71 = fi(ry, x2) (1)
Ty = fow1, 22) (2)

Ambas sao EDOS auténomas (variavel t ndo aparece explicitamente), e para deter-
minar as fungoes x1(t) e z5(t), utilizaremos o conceito de espaco de fase, que consiste
basicamente na criacao de um plano perpendicular em que os eixos sao as proprias
variaveis.

A partir do espago de fase é possivel identificar a curva de evolugao do sistema (que
relaciona as variaveis de estado em rela¢do ao estado inicial do sistema). Qualquer
ponto do estado de fase pode ser classificado como estado inicial do sistema, ja que em
x1(to) e za(to), f1 e fo tem valores bem definidos.

Quase sempre encontrar uma solu¢ao numeérica para descrever a tendéncia de evolugao
de um sistema pode ser trabalhoso, e por isso é indicado utilizar o conceito de campo
de diregoes (velocidade de fase em varios pontos do espago de fase), porque assim nao
é necessario resolver a EDO. Um grafico mais completo, mostrando vérias curvas de
evolucao que ajudem a descrever os possiveis tipos de solugoes do sistema, chama-se
retrato de fase do sistema.

3.1.1 Sistemas lineares no plano

Um sistema dindmico com duas variaveis é apresentado através de EDOs de evolucao,
como (1) e (2). Classifica-se como sistema linear quando as fungdes f; e fo estéo
escritas como combinagao linear das variaveis de estado (z1,xs). Representadas como:

T _ | @ G2 | | T1 (3)
To a1 Q22 T2
A partir de (3), escreve-se o sistema como X’ = AX, e é sabido que o determinante

da matriz A pode nos fornecer algumas informagoes relacionadas as soluc¢oes do sistema.
Chama-se de pontos de equilibrio as solugoes x(t) tal que F(x(t)) = 0.

Proposicao 1. Seja X' = AX um sistema linear no plano.

1. Se detA # 0, o sistema possui um tunico ponto de equilibrio, que é a solugao
trivial, e a matriz A é nao-singular.

2. Se detA = 0, podem existir inimeras solugoes para o sistema, sendo que sempre
existe a chamada solugao trivial para os sistemas lineares homogéneos.

3.2 Classificacao de pontos de equilibrio

Para classificagao dos pontos de equilibrio, considera-se apenas sistemas de equagoes di-
ferenciais lineares cuja matriz de coeficientes A é ndo-singular (apenas sistemas em que



a origem seja o unico ponto critico). Para tanto, as defini¢des de autovalor, autovetor,
dependéncia linear e polinémio caracteristico, por [9], sdo apresentados.

Definicao 1. Seja A uma matriz quadrada n X n com entradas pertencentes a um
corpo K. Se existirem matrizes X € M, .1(K), diferentes da matriz nula, e A € K tais
que AX = \X, dizemos que X\ € um autovalor da matriz A e X é um autovetor da
matriz A associado ao autovalor \.

Definicao 2. Dada uma matriz quadrada A de ordem n, o polindmio de grau n dado
por p(A) = det(A — \1,,) € denominado polindmio caracteristico da matriz A.

Definicao 3. Sejam V um E.V. sobre R e S = {v1,vq,...,v,} um conjunto finito de
elementos de V. S € Linearmente Independente (L.1.) se ajv1+aava+...+ v, = € com
e o elemento neutro de V e a; € R possut somente a solugcao oy = ag = ... = a, = 0.
Caso exista pelo menos um a; # 0, o conjunto S € Linearmente Dependente (L.D).

A partir dos autovalores e autovetores a classificacao a estabilidade dos pontos é tal:

A.1 Autovalores reais distintos

(a) A, Ag > 0: Tipo no, instavel.
(b) A1, A2 < 0: Tipo no, assintoticamente estavel.
(c) A\ <0 < Ag: Ponto de sela, sempre instéavel.

A.2 Autovalores reais iguais

(a) A\ = Ag e os autovetores sao L.I.: Tipo n6 proprio (estrela).
A1 > 0: instavel; \; < 0: assintoticamente estavel.

(b) A1 = A2 < 0 apenas um autovetor é L.I: Tipo né inadequado.
A1 > 0: instavel; \; < 0: assintoticamente estavel.

A.3 Autovalores complexos

(a) A =a+1if, tal que o = 0: Tipo centro, estavel.
(b) A =a+if, tal que o # 0: Tipo espiral.
a > 0: instavel; a < 0: assintoticamente estéavel.
3.2.1 Classificagao trago-determinante

Acima, foi apresentado o método de classificacao de pontos de equilibrio a partir dos
autovalores e autovetores, mas essa determinacao pode ser simplificada ao utilizar-se o
determinante da matriz A detA e o trago de A, trA. Para uma matriz As,o como em
(3), o polindmio caracteristico é dado por:

A — (@11 + a22) X + ajras — ajpas = 0.

Como detA = ay1a99 — a12a21 € trA = aj; + ass, obtém-se:
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M —trAd-A+detA=0.
Assim, o discriminante desta equacao é tal que:
D = (tr A)* — 4det A.
det A = (24)?

Dessa forma, é possivel construir a curva de bifurcacao delineando os diferentes modos
de estabilidade. Esta curva é uma parabola no plano (trA, detA), como na Figura 1.

det(A)=tr(A) / 2

det (A)
Es‘.}::_i:_c—_l! Estavel Espiral Instavel

Centro

No Estavel

No Instavel

Figura 1: Representagdo do plano trago-determinante. Fonte: [4]

3.2.2 Sistemas Lineares em Dimensoes Maiores

Novamente, dividiremos nossa analise em trés grupos, o de autovalores reais distintos, o
de autovalores reais iguais e por fim o de autovalores complexos. Como ja apresentado
na secao 3.1, é possivel representar o sistema como X’ = JX, e neste caso J é a forma
de Jordan da matriz A. Ou seja, o sistema X' = AX foi simplificado em um sistema
do tipo Y’ = (T*AT)Y.

B.1 Autovalores reais distintos

Considere um sistema que possui n autovalores distintos, Ai, Ag, A3, ..., \,. Sabe-
se também que a solugdo ¢ do tipo X (t) = TY (t), e partindo disso iremos propor
que os autovalores sejam divididos em 2 grupos: (a) autovalores negativos; (b)
autovalores positivos.

Ao realizar essa divis@o, obtemos um sistema hiperbolico no qual as solugoes
geradas em cada subespago (grupo), permanecem nele mesmo. Para o grupo
dos autovalores negativos, as solucoes tendem para & origem a medida em que
t — oo (subespago estével), enquanto para o outro grupo as solugoes tendem &
se afastarem da origem (subespago instével). Dessa forma, obtem-se um sistema
que assume o formato de sela em maiores dimensoes.



B.2 Autovalores Complexos

Ao tratarmos de autovalores complexos, tendo em vista que a solugao do sistema,
é do tipo X (t) = TY (t), sabemos que colunas da matriz T sao formadas pelos
autovetores associados a cada autovalor encontrado previamente. Dessa forma,
assim como acontece no caso de autovalores reais distintos, os subespacos gerados
pelos autovetores associados aos autovalores que possuem parte real negativa sao
estaveis, e aqueles autovalores os quais parte real é positiva sao ditos como insté-
veis. Ainda, podemos classificar o comportamento dos sistemas como autovalores
complexos como:

(a) Central espiral: Ocorre a formagao de um cilindro em %, em que parte
estavel do sistema esté localizado sobre o eixo z, e as solugoes localizadas
no plano zy, descrevem circulos centrados na origem.

(b) Sela espiral: A parte instéavel esté localizada sobre o eixo z, e o plano xy é
dito estavel. As solugoes do sistema descrevem planos estaveis em forma de
espirais em direcao ao eixo z.

B.3 Autovalores reais iguais
Ao tratarmos de sistemas que possuem autovalores reais e iguais encontramos
matrizes cuja forma candnica nos fornece blocos como:

Al
A1

Disto, é sabido que obteremos como solugoes expressoes que contém termos expo-
nenciais, e que nos casos em que A < 0, todas as solucoes tenderao a zero quando
t — 00, tal como acontece para sistemas planares.

3.3 Sistemas de equacoes diferenciais lineares por parte e cri-
térios para existéncia de ciclos limite e 6rbitas homoclini-
cas/heteroclinicas

As Equagoes Diferenciais Nao Suaves por Partes (EDNSP), e caracterizam por possuir
comportamento similar ao de sistemas lineares nao lineares, e tem sido amplamente
aplicadas porqué a sua resolucao numérica é facilitada. Ao tratar de EDNSP, é muito
provavel que os conceitos de 6rbitas e ciclos limites sejam mencionados, ja que um dos
problemas associados as EDNSP é justamente a existéncia destes ciclos limites.
Ciclos podem ser definidos como curvas fechadas que estao posicionadas a volta de
um ponto de equilibrio, e o estudo destas curvas fechadas, torna-se importante pois
implicam na ocorréncia de movimento oscilatorio ao redor do ponto de equilibrio. Tendo
como ponto de partida um sistema como em (3), estudou-se inicialmente as condi¢oes
de existéncia de curvas fechadas.



Proposicao 2 Define-se um sistema tal que fi(z,y) = (—a, B), folz,y) = (=7, —9),
fs(z,y) = (6, =) e fa(z,y) = (u, \), em que todos os pardmetros sio positivos. Logo,
uma condi¢ao suficiente para que uma orbita seja fechada é que os pardmetros obede-
cam a relagao Bypu = de.

Poincaré descreve ciclo limite, em sistemas nao lineares, como uma trajetoria fechada
e isolada que existe apenas para um valor especifico da amplitude e nao para qualquer
amplitude arbitraria. Podemos também classifica-los de acordo com sua estabilidade.

Definicao 4 Sejam A C R? um aberto e X : A — R? um campo vetorial de classe C*.
Dizemos que uma orbita periodica v de X € um ciclo limite se existir uma vizinhanga
V de v tal que vy € uma orbita fechada de X e intercepta V. [1]

Definicao 5 Considere uma orbita periodica p que também é um ciclo limite. Entao:

1. Se p € o conjunto w - limite de todas as trajetorias em alguma vizinhanga de p,
entao p € um ciclo limite estavel;

2. 2. Se p € o conjunto o - limite de todas as trajetorias em alguma vizinhanga de
p, entao p é um ciclo limite instdvel;

3. 3. Se p € o conjunto w - limite de uma trajetoria, porém, p também € o conjunto
a-limite de wma outra trajetoria, entao p € um ciclo limite semiestdvel. [4]

Ainda hoje, nao existe na literatura material suficiente que permita a determinacao
exata de quantos ciclos limite podem existir, mas o teorema de Dulac garante que
existe uma quantidade finita de ciclos.

Teorema 1 Teorema de Dulac: Em qualquer regiao limitada do plano, um sistema
analitico planar X' = F(X) com F(X) analitica em A C R? tem no mdzimo um mimero
finito de ciclos limite. Qualquer sistema polinomial tem no mdxrimo um niumero finito
de ciclos limite em A C R?. [4]

3.3.1 Critérios de existéncia de ciclos limites

A determinagao da existéncia de ciclos limites esta diretamente relacionada a alguns
critérios, apresentados abaixo, por [10] e [4], respectivamente.

Teorema 2 Bendizson-Dulac: Sejam f, g funcoes suaves com f,, g, continuas
numa regiao simplesmente conexa R. Suponha que exista uma fungao ¢(x,y) de classe
C' (funcao de Dulac) tal que: % + %f) nao muda de sinal em R. Entao o sistema
= f(z,y), y = g(x,y) nao possui trajetorias fechadas em R (em particular, ndao

possui ciclos limite).



Teorema 3 Poincaré-Bendixson Considere o sistema planar X' = F(X). Supo-
nha que F é de classe C' definida em um conjunto aberto A C R? e que o sistema
possui uma orbita fechada p, tal que p* = {p(X);t > 0} estd contida em um subcon-
junto compacto K de A. Portanto, se o conjunto w(p) nao contém pontos de equilibrio
do sistema, w(p) € uma orbita periddica.

Exemplo 1 Considere o sistema planar
T=e"+3 (3)
g=1+y (4)
As derivadas do sistema sao dadas por:

9(¢-f)
ox

T

=€

Como e +5y* > 0, e portanto nao muda de sinal em R, pelo critério de Bendixson-
Dulac, o sistema nao possui ciclos limite.

Exemplo 2 Equacgao de Van der Pol

A Equagao de Van der Pol é um exemplo classico de um equagao nao linear que déa
origem a ciclos limite. Esse tipo de equagao ¢ normalmente utilizada para descrever
circuitos RLC e alguns fendmenos elétricos. A equacao é dada por:

i+ 2e(z? — i +2=0 (5)

Seja € um parametro positivo, e o valor de z? esta diretamente relacionado ao
comportamento do sistema. Para z? > 1 o sistema tera amplitude pequena (ja que o
segundo termo passa a ser dissipativo), enquanto para z? < 1 amplitude de oscilagao
aumentara. A equagao (5) é equivalente ao seguinte sistema dinamico autdénomo:

T =1y (6)
= —x —2¢(z* — 1)y (7)

A matriz Jacobiana deste sistema é tal que:

0 a] @

Como detA # 0, existe um tnico ponto de equilibrio, na origem. Ainda, os autove-

tores sao dados por A = € £ ve? — 1, de modo que o ponto de equilibrio pode ser foco
(e < 1), n6 (¢ > 1) ou improprio (e = 1).
Em [2], na segao 3 do capitulo 12, é possivel encontrar uma demonstragao detalhada
de como o Teorema de Poincaré-Bendixson pode ser aplicado de modo que prova que
a Equacao de Van der Pol possui orbita periédica, em particular a existéncia de ciclo
limite.



3.3.2 Orbitas homoclinicas e heteroclinicas

As definigoes de orbitas homoclinicas e de érbitas heteroclinicas, descrita por [3], estao
diretamente relacionado a quantidade de pontos de equilibrio e de curvas de evolugao
existentes no sistema.

Definicao 6 Uma odrbita € dita homoclinica caso os conjuntos w-limite e «a-limite
consistidos do mesmo ponto de equilibrio admissivel, chamado equilibrio limite, que,
Juntamente com a orbita homoclinica, constituem o loop homoclinico.

Definicao 7 Um orbita € dita heteroclinica se tem como conjuntos w-limite e a-limite
dois equilibrios admissiveis distintos, que, juntos com a orbita heteroclinica, constituem
o loop heteroclinico.

Em suma, uma o6rbita homoclinica ¢ uma curva sobre um espago de fase na qual
inicia-se e termina-se no mesmo ponto de equilibrio, representando uma solu¢ao nao-
periddica do sistema. Por outro lado, a 6rbita heteroclinica é caracterizada pela exis-
téncia de n pontos de equilibrio e n curvas de evolucao, de modo que a primeira curva
parte do primeiro ponto de equilibrio para o segundo ponto, a segunda curva do sistema
parte do segundo ponto para o terceiro, e segue desta forma até que a tultima curva de
evolugao termine no primeiro ponto de equilibrio.

3.4 Sistemas de Filippov

Tem se tornado cada vez mais frequente que pesquisadores atuem na anéalise de sistemas
dindmicos suaves, em especial alguns fenémenos, como o do movimento deslizante. Na
regiao deslizante o campo vetorial aponta em direcao ao coletor de ambos os lados, e
caso uma trajetoria cruze esta regiao, ird evoluir nela até o limite da regiao. O limite
ocorre quando o campo vetorial é tangente ao comutador em ao menos um dos lados.
Por isso é importante sabemos o lado, ja que temos entao 2 limites distintos.

Teixeira e Filippov propuseram entao que se os limites da regiao de deslizamento
se cruzam transversalmente em um ponto chamado de dobra-dobra, isso pode ter um
efeito dramatico na dindmica do sistema. Para configuragoes especificas do campo ve-
torial, a dindmica em uma vizinhanca de tais pontos pode ser estruturalmente instavel,
e a dindmica em torno desses pontos pode ser bastante intrincado.

Seja U C R? um aberto e considere f : U C R?> — R uma funcao suave que tem 0
como valor regular. Definimos ¥ = f71(0) a variedade de descontinuidade.
Vamos denotar

5F={(z,y) eR*: f(z,y) >0}

27 ={(z,y) eR*: f(z,y) <0}
Definimos agora o SDNS (ou sistema de Filippov)

) X(z,y), (2,y) € T,
Z = { Y(z.y), (x,9) € =", (®)

9



no qual X e Y sao campos vetoriais suaves em X1 e X~ respectivamente. Denotaremos
Z = (X,Y). Distinguiremos trés regides em X:

Regiao de Costura: X° = {pe X: X f(p)-Y f(p) >0}

Regiao de Deslize Estéavel: ¥* = {p € X: X f(p) <0, Y f(p) > 0}
Regiao de Deslize Instével ou Regiao de Escape: ¥¢={p e ¥ : X f(p) >0, Yf(p) <0}

LI LU L
AL AL

a) Regido de Costura b) Regido de Deslize ¢) Regido de Escape

Figura 2: Exemplos das trés regioes definidas na variedade de descontinuidade. Fonte:
[16]

Dizemos que p € ¥ é um ponto de tangéncia se X f(p) = 0 ou Y f(p) = 0. Os
pontos de tangéncia sao as fronteiras dos conjuntos ¢, 3° e 3¢ que sao conjuntos
abertos. As regioes definidas acima nao consideram os pontos de equilibrio, e assim,
de fato, a trajetoria que atravessa p é tangente a Y. E importante destacar também
os pontos que surgem na fronteira das regides, denominados 0%¢,0%° e 02", ja que a
a derivada de Lie de f com respeito a cada campo vetorial também inclui os pontos
p € X em que o campo avaliado em p é nulo, ou seja, os pontos criticos de cada campo
vetorial em 3.

Se p € ¥° U X" definimos o campo vetorial deslizante do sistema de Filippov
Z = (X,Y) como o campo vetorial Z*, que é a combinagdo linear convexa de X e Y
tangente a X, ou seja,

Z*(p) = (Yf(p)X(p) — Xf(p)Y(p))

Y f(p) — Xf(p)

Sepe Xt oupe X, a trajetéria de p é a mesma trajetoria de p pelo campo X
ou pelo campo Y, respectivamente.

Y(p)

Figura 3: Combinagao convexa adotada por Filippov para estabelecer o campo Z°.
Fonte: [15]

Agora, se p € X, entao definimos a trajetoria de p conforme p esta em ¢, 3% ou X*.
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a) Se p € X¢ entdo ou existe uma trajetoria de X que chega até p em tempo positivo
e uma trajetoéria de Y que chega até p em tempo negativo, ou existe uma trajetoria
de X que chega até p em tempo negativo e uma trajetoria de Y que chega até p em
tempo positivo. Em ambos os casos, iremos considerar a trajetoria de Z por p como
sendo a concatenacao destas trajetorias.

b) Se p € ¥ entao existem trajetorias de X e de Y que chegam até p para tempo
positivo. Estas serdo as trajetorias passadas de p (ou seja, para tempo negativo). A
trajetoria futura de p (para tempo positivo) sera a trajetéria do campo deslizante.

c) Se p € X" entao existem trajetorias de X e de Y que chegam até p para tempo
negativo. Estas serdo as trajetorias futuras de p (ou seja, para tempo positivo). A
trajetoria passada de p (para tempo negativo) sera a trajetoria do campo deslizante.
Para definigoes mais detalhadas, veja [5].

O equilibrio natural é o equilibrio dos campos vetoriais ¥*. Um equilibrio natural
é classificado como virtual ou real, dependendo de sua posi¢ao em relagao a fronteira
de comutagao.

Definigao 8. Um ponto p € R? em que X7 (p) = 0 € dito equilibrio real (resp. virtual)
de X1 se f(p) > 0 (resp. f(p) < 0). Jd para p € R? no qual X~ (p) = 0, chama-se
equilibrio real (resp. virtual) de ¥~ se f(p) <0 (resp. f(p) >0).

Ainda, [15] apresenta as seguintes definigdes:

Definicao 9. As singularidades do sistema de Filippov sao:

1. p € ¥* tal que p é um equilibrio de X ou de Y, isto é, X f(p) =0 ou Y f(p) =0
respectivamente.

2. p € ¥*U X, tal que p é um pseudo-equilibrio, isto é, Z*(p) = 0.

3. p € 03°UJX* U 9Xe | isto &, os pontos p tais que X f(p) = 0 ou Yf(p) =0
(tangéncias regulares ou singulares).

Qualquer outro ponto é chamado de ponto reqular.

Nota-se ainda que, caso o pseudo-equilibrio p se comporte como um né, um foco
ou uma sela para a dinamica em Y, p é denominado como um pseudo-né, pseudo-foco
ou pseudo-sela, respectivamente.

Definigao 10. A drbita local do ponto p € U, é o conjunto v(p) = {@Z(t,p)|t € I}.

Também, sabendo que em sistemas de Filippov existem singularidades em que a
orbita y(p) # p, classica-se as singularidades como:

e Singularidade Distinguida: pontos p tais que v(p) = p. Elas fazem o papel dos
pontos criticos nos sistemas dinamicos suaves.
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o Singularidade Nao Distinguida: pontos p € ¥ que sao pontos de tangéncia regu-
lares e entao, mesmo que eles nao sejam pontos regulares, suas érbitas locais sao
homeomorfas a R.

Definicao 12. Um campo vetorial suave X possui uma dobra ou tangéncia quadrd-
tica com ¥ = {(z,y) € U|f(z,y) = 0} em um pontop € ¥ se X f(p) =0 e X?f(p) # 0.

Seja Z = (X,Y) € Q em que (0,0) ¢ um ponto tipo dobra-dobra (X f(0,0) =
Y £(0,0) = 0 e X2f(0,0) # 0, Y2f(0,0) # 0. Teremos alguns casos distintos para
analisar, dependendo da visibilidade/invisibilidade da tangéncia quadratica para cada
um dos campos e também das direcoes de X e Y no ponto de dobra.

EARVAA

Figura 4: Configuragoes possiveis para a bifurca¢ao dobra-dobra. Fonte: [15]

Definigao 13. Sejam Z = (X,Y) e p € ¥ um ponto de dobra-dobra. Dizemos que p
¢ uma dobra visivel para X se X2 f(p) > 0 e invisivel se X2 f(p) < 0, enquanto que p é
uma dobra visivel para Y se Y2f(p) < 0 e invisivel se Y2 f(p) > 0.

A singularidade dobra-dobra pode ser classificada como:
1. Singularidade de Teizeira: X?f(p) <0 < Y?f(p)
2. Viswel: Y2f(p) <0< X2f(p)
3. Viswel-Invisivel: X?f(p)-Y?2f(p) >0

1. Singularidade de Teixeira 2, Visivel 3, Visivel-Inwisivel

) - v ¥

; Iy 2
=

3’ ,//S??/Il //>|;<4’7

Figura 5: Tipos de dobra-dobra: 1. A singularidade de Teixeira, 2. Dobra-dobra
Visivel e 3. Dobra-dobra Visivel-Invisivel. Adaptado de [14]
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A singularidade de Teixeira (T'S-point), em que existem duas dobras invisiveis, é a que
estamos interessados, e esta pode existir de duas formas, como na Figura 6:

1 Trajetorias fluem com seguranca para além da singularidade e, portanto, certa-
mente poderia ser esquecidas, ja que as 6rbitas espiralam da regiao de fuga para
a regiao de deslizamento.

2 A singularidade fica no apice de um par de cones vincados, atraindo érbitas
dentro de um e repelindo-as dentro do outro, e as trajetorias podem atingir a
singularidade através da regiao de deslizamento, na qual nao existe unicidade de
solucgoes.

Entre os dois casos esta uma bifurcacao associada ao nascimento de ciclos de limite.

Figura 6: Representagao do plano trago-determinante. Fonte: [14]

A classificagao local de NSDS em dimensao baixa (1 e 2) estd quase concluida,
incluindo bifurcagoes de codimenséo 2 [5]. Por outro lado, pouco se sabe sobre a
dinamica global.

3.5 Na bifurcacao TS

A bifurcacao TS estéa relacionada a colisao de um pseudo-equilibrio real com um TS-
point. Esta colisao é produzida, como resultado da alteracao de um parametro, digamos
1 € R, pela transicao de um pseudo-equilibrio entre as regices de deslizamento atrativas
e repulsivas, passando necessariamente pelo ponto T'S. Portanto, reescreve-se a equacao
(8), em que F* : R — N3 e uma funcdo escalar h : N* — RN, de maneira que
Y =x € R, h(z) = 0, dependendo do parametro p:

= { F~(x,u), if h(x,p) <0 (9)
F*(x,p), if h(x,pu) >0

Define-se a bifurcagdo TS no sistema (9), assumindo que as linhas de tangéncia
sao transversais em z(u) (TS-point) para p em uma vizinhanga de 0 e que existe um
pseudo-equilibrio Z(u) que transita entre as duas diferentes regides deslizantes para o
valor critico p = 0 do parametro.

Definigao 14. O sistema 3D-NSDS (3) sofre uma bifurca¢iao TS para p =0 se hou-

ver um ponto de tangéncia dupla &(u) e um ponto de pseudo-equilibrio T(p), definido
para todos os i em uma vizinhanca de 0, tal que T(p) = T(u) e
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%Lwh(i(u),u)%h B (1), )] < 0 (10)

e também,

L3, h(x(0),0) <0, L% h(x(0),0) > 0. (11)

Observe que Lp+h(x(0),0) = Lp-h(x(0),0) = 0, porque £(0) = 2(0) ¢ um ponto de
tangéncia duplo. A condi¢ao (10) indica que para g = 0 as fungdes Lp+h(X(p), 1) =
Ly-h(x(p), 1) tém sinais opostos, e seus graficos sao transversais em p = 0. A condigao
(11) garante que a tangéncia dupla x é uma singularidade dupla de tipo invisivel para
=0, ou seja, £(0) = £(0) é um TS-point.

A bifurcagao TS provoca o surgimento de um ciclo de limite de cruzamento (CLC)
que nasce do T'S-point, podendo ser classificado como estéavel ou instavel. O CLC é uma
orbita periddica composta por dois arcos, cada um definido por um dos campos vetoriais
F*, cruzando a variedade Y em dois pontos e sem quaisquer segmentos deslizantes,
conforme ilustrado pelo ciclo limite ndo suave (na cor verde), na Figura 7

p<0 n=0 /‘{I>ﬂ p<0 n=0 /_‘j.z>ﬂ
A~ /AW D LT Lk R
S = 7 57 = XL

~ A\
D~ T/ A/ AR V.-V / A /A
= 1 =7 57 %} -~ LT

(a) Casos supercriticos: (superior) para p > 0, (b) Casos subcriticos: (Superior? para p > 0,
aparece uma pseudo-sela em Y junto com um 2Parece uma pseudo-sela em ¥ junto com um
CLC estavel de dinamica tipo n6; (inferior) o CLC instavel de dinamica de no; (inferior) o

pseudo-né estavel em ° junto com um CLC pseudo-noé instavel em %€ junto com um CLC
instavel de dindmica de sela que existe para

instavel de dindmica de sela que existe para
@ < 0 e desaparece para p > 0.

< 0 desaparece para u > 0.

Figura 7: Alguns cenarios possiveis para a bifurcacao TS. A esquerda, casos supercri-
ticos; a direita, casos subcriticos. O ponto azul é o TS-point, o ponto vermelho é o
pseudo-equilibrio. Fonte: [13]

3.6 Analise de bifurcacao de um conversor de energia boost

Com base na teoria apresentada na secao anterior, e tendo como principal referéncia
[13], avalia-se e prova-se a existéncia de uma bifurcagao de Teixeira num SDNS em 3D,
que modela um conversor de energia boost.
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3.6.1 Modelagem e controle de um conversor DC — DC Boost.

Seja o conversor boost abaixo, no qual R, L, C, r;, e V;n sao, respectivamente, a carga
resistiva, a indutancia, a capacitancia, a resisténcia do indutor e a fonte de tensao.

rL L D

ip(t) ip

+
u ;T 1,-(7(1)T:_C ve R

(a) DC-DC boost converter.

Vin

ip
+

ir () iF

(b) Washout filter.

+ ]
ve + H J_ u

Vief

(¢) Sliding mode controller.

Figura 8: Conversor boost com controle de modo deslizante (SMC) e um filtro de
lavagem. A fungao de controle é (15). A corrente filtrada do indutor, ir = i — zp,
representa a diferenga entre a corrente do indutor iy, e o sinal filtrado zp. Fonte: [13]

A tensao de saida v,,, € igual & tensdo sobre a carga resistiva R, dita vg, e é
regulada através de uma estratégia de controle por modos deslizantes com base no uso
de um filtro washout passa-alta, de modo que seja obtido desejado valor vy, > Vi,
desejado. Um filtro washout é usado para eliminar as entradas em regime permanente
enquanto deixa passar as entradas transientes. O modelo do conversor boost de malha
fechada, em modo de condugao continua (corrente de indugao nao-nula), ¢ dado por:

di .
Ld_tL = Vip — rrin — uvo (12)
dv , v
e i - % g
dz )
d—f = wp(ip — 2p) (14)

Aqui, ve > 0e iy > 0sao a tensao do capacitor e a corrente do indutor instantaneos.
A corrente filtrada do indutor, denotada pela nova variavel zp, é a saida do filtro
washout, descrito em (14) onde wr é a frequéncia de corte do filtro. Seja a lei de
controle v € 0, 1, definido como

u = %(1+sinal[H]) (15)

De modo que para u = 0 (resp. uw = 1) a chave S esté ligada (resp. desligada).
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A superficie de controle é tal que

H(ip,ve,zr) = ve — Vies + K(ip, —2p) =0 (16)

Sendo K> 0 um parametro de controle a ser ajustado e V. > Vj, ¢ a tensao de
referéncia (valor de tensdo desejado na saida). Normalizando e aplicando a mudanga
de variaveis, tempo e parametros, dados na Tabela 1 nas equagoes (12)-(14), obtém-se
o seguinte sistema dindmico adimensional:

T=1—br —uy
) = ur — ay (17)
Z=(u—kbzr+ (w—a—uk)y—wz+k—wy,

Variaveis de tempo e estado  Parametros

__ ir L _ Vet

T=vaVo Y= v

U -1 /L
y—vi a_R\/;
_ vo—Viet +K(ir—2F) _ C
z = 7 k=K\/7
_ ¢ _ c
= Vie b—TL\/Z

w=wpVv.LC

Tabela 1: Novas variaveis normalizadas, parametros e tempo

No qual (z,y,z) € R sdo as novas varidveis de estado e os novos parametros sao

w e (0,1],y, > 1,a>0,b>0ek> 0 (o ponto “” indica derivadas em rela¢ao ao tempo

normalizado 7). Note que x> 0 é a corrente normalizada do indutor, y> 0 é a tensao

do capacitor normalizada e a> 0 é o parametro de carga normalizada. Portanto, o
sistema (17) pode ser representado como:

. .oor | Ff(r,y,2), ifz>0

(&,9,2)" = { F(z,y,2z), ifz<0 (18)

Composto pelos 2 campos lineares de vetores,

1—br—y 1—bx
Fr(x) = T —ay and F~(x) = | —ay
fi (%) f5 (%)

f=0—-kbz+ (w—a—k)ly—wz+k—wy
fs = —kbz + (w—a)y —wz+ k —wy,
3.6.2 Analise do comportamento dinidmico do sistema na fronteira de co-
mutacao

Calculando as derivadas de Lie de primeira e segunda ordem da fungao escalar h(z,y, z) =
z em relacao aos campos vetoriais F'*, por meio das féormulas:
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Ly<h = fF,
Liih = (Vf§ FF)

Sabemos que as regioes de ¥ sao separadas por linhas de tangéncia
I_ = {ZL‘ S f3_ = (x,y,O) :O}v

T. = {reS: fi = (r,y,0) =0},

O ponto de dupla tangéncia esta na interseccio transversal das retas 7F. Entao, o
sistema (17) tem apenas um ponto de tangéncia dupla, dado por:

T = (ky.y,0)
Em que,

k_wy’r
a-+bk? —w

Sendo a # w — bk?. O ponto de tangéncia dupla deve estar no primeiro quadrante
em relagdo aos eixos (X, y) no plano z = 0, ja que é necessério iy, > 0 (x> 0) e v > 0
(y > 0) devido as restri¢des operacionais do circuito. O campo vetorial deslizante em
¥ associado ao sistema dinamico (17) é calculado de acordo com (9), obtendo

y= (19)

1 br® — x4 ay® — wy (y — yr)
Fs(x,y,O)Zky_x —k (ba? — z + ay?) +wz (y — y,)
0

Desde que ky — x = 0. Pontos de pseudo-equilibrio de (17) sao facilmente obtidos
resolvendo a equacao vetorial F'¥(z,y,0) = (0,0,0)7, que se reduz & quadratica bx?® —
x + ay? = 0 mais a condicdo y = y,. Portanto, temos dois pontos de pseudo-equilibrio,

Xt = (ii>yra0) (20)
Em que
1+ /1 — 4aby?
7t = - DI~ 0 (21)

_1_
4by2
eles, ou seja, T+ = I, e para a > agy ambos os pseudo-equilibrios desaparecem em
uma bifurcagao de dobra ou no-sela. A Figura 9 ilustra esta colisao através da variagao
do parametro a, e a Figura 10 mostra um retrato de X no plano (x, y), onde assumimos
w<a<agy ek >wy. A inclinacao da linha reta ky — x = 0 varia com o paradmetro

k, e assim o ponto de tangéncia dupla z(k) se move na elipse dada por

Para qualquer a < ayg, com ayg = Para a = agy, ocorre uma colisao entre

T —wyy — b’ + (w—a)y* =0 (22)

Para y> 0, onde o valor maximo para sua coordenada y é dado por
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2
bw?y;
yll
Yn a < agy
Yr
'yrr'.r. T
1+

i
0 1 1
2b b

Figura 9: Bifurcacao de dobra de pseudo-equilibrios. Pseudo-equilibrios sao os pontos
de intersecgao entre a linha reta y = y, e a elipse bz? — x + ay? = 0. Fonte: [13]

-
>
T

=
o
‘D—
=
|
=&
e
A

Figura 10: Configuracao topoldgica em . Seja w < a <gn e k > wy,. Ambos os pseudo-
equilibrios X* estao localizados no interseccao de y = y, com a elipse. O ponto de tangéncia
dupla T move-se na linha da elipse variando o parametro k, ja que também deve pertencer a
linha reta z — ky = 0. Fonte: [13]

O ponto de tangéncia dupla (k) é capaz de colidir com o ponto de pseudo-equilibrio
7~ ou x7, localizado na interseccao de y = y, com a elipse, ja4 que sob tal condicao
a equacao (22) coincide com a equagdo quadratica que define pseudo-equilibrios. A
partir disso, a transi¢ao de pseudo-equilibrios entre regioes deslizantes pode ocorrer,
levando a uma bifurcagao TS.

Lema 1. (Sobre a posi¢ao do pseudo-equilibrio) Assumindo w — bk* # a < agy, 0s
pontos T= = (2%, y,,0) e T = (ky,7,0) sdo bem definidos, sendo T dado em (19) e 7+
dado em (21). As sequintes afirmagoes mantém:

(i) Se #* < ky, entdo 1+ € X¢
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(ii) Se #* > ky, entao 7 € ¢

(iii) Se #* = ky, entdo i* =7 = (ky,, v, 0).

A dindmica de deslizamento definida no plano z = 0 e restrita as regioes de des-
lizamento pode ser estendida aos limites de tangéncia de cada regiao, sendo o campo
vetorial planificado sem singularidade F% = (ky — x)F*, desde que ky — x > 0 (regido
atrativa) ou —(ky — x) > 0 (regido de escape). Para tanto, descartamos o terceiro
componente de (18). Note que o pseudo-equilibrio ¥ = (Z*,y,,0), uma vez expresso
em coordenadas reduzidas, sao os pontos p* = (Z*,y,). Consideramos

Proposigdo 1. Assumimos a < agy e k # ki . O ponto ¥~ ¢ uma pseudo-sela
quando estd em X¢ e um pseudo nd (ou pseudo-foco) quando estd em 5. O ponto T+ é
uma pseudo-sela quando em X° e um pseudo-nd (ou pseudo-foco) quando em €. Por-
tanto, Tt € sempre um pseudo-equilibrio instdvel enquanto T~ € um pseudo-equilibrio
estdvel sempre que o pardmetro de controle k € utilizado tal que k > &~ /y, e k > k.

Pode-se classificar ainda a estabilidade do ponto de pseudo-equilibrio com base
no calculo do determinante e do trago da matriz Jacobiana associada aos sistemas
deslizantes planos equivalentes, Det(J,s) e Tr(J,s), respectivamente. Com relagao a
dindmica de deslizamento, trés diferentes bifurcagoes de um parametro podem aparecer:
o no-sela de equilibrio, a bifurcacao de Hopf e a bifurcagao transcritica.

Caso k # wy, e k = 1/(2by,) entdo em a = agy ocorre uma bifurcacido no-sela.
Uma bifurcagdo de Hopf ocorre em X% (resp. X¢) para k = ky > T /y, (resp. k =
ki < T /y,), uma vez que Tr(J,s) = 0 e Det(J,s) > 0. Por fim, existem 2 casos para
a bifurcacdo transcritica, considerando w — bk? # a < agy. Para o primeiro caso, o
pseudo-equilibrio Z~ e ocorre em - = ky,, enquanto o outro envolve ' e ocorre em
Tt = ky,, desde que o Tr(J,s) # 0.

Lema 2. O sistema (18) passa por um pseudo-equilibrio na transi¢ao de >° para ¥¢
(ou vice-versa) para a = arg(k), onde

k(1 — bky,
ons(k) = L= (23)
Além disso, em relacdo ao valor critico
1
k. = 24
T (24)

temos ars(k) > ars(k.) = asy = 1/(4by?).

3.6.3 A bifurcagao TS

O valor do parametro a pode mudar durante a operacao do conversor boost, ja que
a carga representada pela impedancia R pode variar. Assim, consideramos este para-
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metro como o principal parametro de bifurcacdo. Ambos os pseudo-equilibrios Z* e o

ponto dobra-dobra Z tém suas coordenadas parametrizadas por a.

Considere b < by,q4, no qual

V 1+ wag — WyYr

2y,

bmax -

1 1
<
2y, (« /1 + w?y2 + wyT) 2wy?

de modo que podemos assegurar que 1 — 4b(b + w)y? > 0. Introduzimos os valores
k1 e ko, tal que:

(25)

bmax -

1— /1 —4b(b+ w)y?
N 20y,
_ 2(b+ w)y,
T V1 —4b(b+ w)y?
14 /1—4b(b + w)y? - b
2by, by

ki

> (b+w)y, (26)

ko (27)

Teorema 1. Considere o sistema (18), com b < byax € k # k. de modo que ki <
k < kg, onde ke, byax, k1 € ko sdo definido em (24), (25), (26) e (27). Para valores
proximos a ars, definido em (23), as sequintes afirmagées sao vdlidas:

1. Bifurcagao TS supercritica: Se k; < k < k. entao para a = arg o sistema
sofre uma bifurcacao TS, de modo que existe € > 0 tal que para ars—e < a < arg
o pseudo-equilibrio X~ € ¥f e é um pseudo-noé estavel, enquanto para arg < a <
ars + € o pseudo-equilibrio X~ € ¥¢ e é uma pseudo-sela.

2. Bifurcacao TS subcritica: Se k. < k < ko entao para a = arg o sistema sofre
uma bifurcagao TS, de modo que existe € > 0 tal que para ars — € < a < arg o
pseudo-equilibrio Xt € Y¢ e ¢ um pseudo-né instavel, enquanto para arg < a <
ars + € o pseudo-equilibrio X € X% e ¢ uma pseudo-sela.

3.7 Resultados e Analises do modelo de conversor DC-DC

A anélise numérica de orbitas periddicas bifurcadas se da pelos resultados da simulacao
do conversor boost com SMC-washout modelado pelo sistema dindmico (18), sendo as
figuras 11 e 12 retiradas de [13]. O caso supercirico pode ser notado na Figura 11,
sendo possivel visualizar a bifurca¢do TS e ainda o surgimento de um CLC (') com
dindmica de n6 estavel. Na Figura 12 apresenta-se o caso subcritico onde é possivel
detectar o surgimento de a CLC (I",) com dindmica de sela.
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6, 3
8 10 37

(e)a=125>ars

Figura 11: Resultados da simulagdo do sistema (18), caso supercritico. Os pontos verde
e vermelho indicam o ponto TS e o pseudo equilibrio £, respectivamente. Parametros de
simulagao: w=1,y, =2,b=0,01 e k = 2,5.

(a)a= 113 < ars

06+~
04

0.2

S

-02

-0.4-L

06
(c)a=173>ars

Figura 12: Resultados da simulagdo do sistema (18), caso subcritico. Os pontos verde e
vermelho indicam o ponto TS e o pseudo equilibrio ZT, respectivamente. Parametros de
simulagao: w = 0.6,y, = 1.33,0 =0.08 ¢ k = 6.

Para investigar a existéncia e estabilidade de um CLC, pode-se utilizar as equagoes
de fechamento e a teoria dos mapas de primeiro retorno. Podemos reescrever o sistema
(18) da seguinte maneira:
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. ATz +0b, ifz<0
$_{A+x—|—b, if z>0 (28)
Em que,
[ —b 0 0 1]
A" = 0 —a 0 , b=
| —kb w—a —w k—wy, |
[ —b -1 0 x|
AT = 1 —a 0 |, z=1|y
| 1—kb w—a—-Fk —w z

Dado F*(z,y, 2) = ATz + b, e sendo o sistema por partes linear, escreve-se o fluxo
— + — . . N .
em cada zona como ®=(7,x) = X + A7 (x — XF). A seguir, assumimos a existéncia
de um CLC que cruza > = z = 0 nos dois pontos:

Zo T
Xo= 1| Yo € X1= 1MW
0 0

Assim, as equagoes de fechamento sao:

— + —

X=X +et 7 (x1 — if)

4 Conclusoes

Portanto, através deste projeto foi possivel entender a teoria matemética que suporta
a dindmica de um conversor boost DC-DC controlado por um SMC, através da de-
terminagao de um SDNS com duas zonas em um espago tridimensional dividido por
uma superficie plana. Ainda, foi possivel analisar como os parametros e condi¢oes do
circuito atuam para que seja possivel obtermos uma bifurcagao TS. Avaliou-se também
que a bifurcacao TS pode ocorrer de duas formas, a supercritica e a subcritica, sendo
a primeira delas importante por estar diretamente associada ao ponto de operacao de-
sejado para o conversor boost, e entendendo que os dois casos nao ocorrem ao mesmo
tempo. Foi possivel ainda notar que a bifurcagao TS pode provocar o surgimento de
um CLC, que pode se caracterizar como tipo né estavel ou sela.

5 Perspectivas de continuidade

Em razao da pandemia, nao foi possivel a construgao do modelo proposto por [13], e
por isso, seria interessante que esta atividade fosse realizada futuramente, visando a
obtencao de mais dados. Ainda, destaca-se a possibilidade da utilizacao da linguagem
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OpenModelica para simulacao do caso aqui relatado, para que seja possivel a com-
paracao dos resultados obtidos experimentalmente. Ainda é escasso na comunidade
cientifica a utilizagao da OpenModelica para simular conversores DC-DC tendo como
foco a bifurcacao da singularidade de Teixeira, mas algumas pesquisas e trabalhos,
como [23], que implementa nesta linguagem sistemas Stick-slip e um Controlador PI
Anti-Windup usando a teoria de Filippov, pode servir como referéncia para projetos
futuros.
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