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1 Introducao

A teoria dos Sistemas Dindmicos Nao-Suaves vem ganhando destaque em diversas aplicagbes, como
na mecanica, engenharia aeroespacial, fisica, economia, entre outros. Isto motivou um avanco rapido
em seu desenvolvimento nos tltimos anos.

Em diversas situacdes, os Sistemas Dindmicos Nao-Suaves sdo descritos por sistemas de equagoes
diferenciais suaves por partes, definidas em certas regides do retrato de fase, separados por interfaces,
chamadas regioes de descontinuidade. Sistemas deste tipo possuem grande importancia, além de
apresentarem uma dindmica muito rica e a vantagem de que a solugdao de cada parte continua pode
ser encontrada analiticamente.

Neste projeto estudamos o caso dos Sistemas Dinamicos Lineares por Partes em 3 zonas no plano,
analisando as situagoes em que as zonas sao delimitadas por regides do tipo 1: duas retas paralelas
nao-coincidente e do tipo 2: trés semi-retas iniciando na origem. Na primeira etapa, estudamos as
principais propriedades de sistemas de cada um dos tipos e, posteriormente, comparamos a localizagao
de ciclos limite, analisando como a geometria da zona afeta a existéncia destes.

2 Objetivos

O objetivo principal é motivar os estudos da teoria de Sistemas Dinamicos Nao-Suaves, compreendendo
a dinimica de sistemas lineares por partes, principalmente a existéncia de ciclos limite.

3 Sistema de Filippov

Sejam X e Y campos de vetores definidos em um subconjunto aberto convexo U C R" e, sem perda
de generalidade, assuma que 0 € U. Considere a funcdo f : U — R uma funcio de classe C*
(i.e., f € C*(U,R)) com k > 1, que possui 0 como valor regular, entdo Y. = f~1(0) a variavel de
descontinuidade em U que divide o aberto U em dois conjuntos abertos:

Y T={zeUf(x,y)>0} e Y ~={wzecU;f(x,y) <0}
Definicao 3.1. Um sistema de Filippov é um campo wvetorial suave por partes definido da forma
Z(a) = X(z), se zed T,
Y(z), se z€), ™,
denotado por Z = (X,Y)s.

Para se estabelecer a dindmica dada por um campo vetorial de Filippov Z = (X,Y); em U, de-
vemos definir uma trajetoéria local por um ponto p € U, ou seja, definir o fluxo pz(t,p) de Z = (X,Y)y.

Definimos entao da seguinte forma a trajetéria:

Se p € Zi, entdo a trajetéria por p é dada pelos campos X e Y de maneira usual. Porém, se
p € >, devemos ter mais cuidado ao definir a trajetoria.

Para o caso em que p € ), definimos as seguintes regioes.
e Regiao de costura: > “={pe > : Xs(p) - Ys(p) > 0},
e Regido de deslize: ) ° ={pe > : Xf(p) <0,Y¢(p) > 0},

e Regido de escape: ) ¢ ={pec > : Xf(p) > 0,Ys(p) <0}



Onde Xf(p) = X(p) - grad(f)(p) e Ys(p) =Y (p) - grad(f)(p) ¢ a derivada de Lie de f com respeito
ao campo X em p e de f com respeito ao campo Y em p respectivamente.

Podemos observar que nesses casos nao estao inclusos os pontos de tangéncia, isto é, os pontos
p € ) tais que X¢(p) = 0 ou Yy(p) = 0. Estes pontos estao nas fronteiras das regives > ¢, > °, > °.

Definicao 3.2. Considere o Sistema de Filippov Z = (X,Y)s. Defina o campo vetorial deslizante por:

1
~ Yi(p) — Xs(p)

Observacgao 3.3. O fluzo px(t,p) de um campo auténomo X satisfaz:

Z*(p) (Yr(p)X(p) — X;(p)Y (p))

Siox(t.0) = X(ox(t,p).

ox(0,p) =p

e estd definido parat € I C R, onde I = I(p, X) € um intervalo dependente do ponto p e do campo X,
onde podemos escolher a origem no tempo t = 0.

Definicao 3.4. A trajetdria local (ou solugao orbital) de um campo vetorial de Filippov Z(x,y)s por
um ponto p ¢ definida da sequinte forma:

o Parape Y.t epe .7, tais que X(p) # 0 e Y(p) # 0, respectivamente, a trajetéria é dada por
wz(t,p) = px(t,p) e pz(t,p) = @y (t,p), respectivamente para t € I C R.

e Parap e . ¢, temos dois casos:
— Se X¢(p), Yr(p) > 0 e tomando a origem do tempo em p, definimos a trajetoria por:

or(tp) = ox(t,p), teIN{t>0},
’ oy (t,p), teIN{t<0}.

— Se X¢(p), Yr(p) <0 e tomando a origem do tempo em p, definimos a trajetoria por:

_ @Y(tap)v te Iﬂ{t > 0}7
pzlt:p) = {@X(t,p), te IN{t<o}.

e Parap € YU ° tal que Z*(p) # 0 definimos ©z(t,p) = pzs(t,p), para t € I, onde Z* é o
campo vetorial deslizante dado por Z°(p).

e Parap € 9> U0 > °UD Y ° tal que as defini¢oes de trajetdrias para pontos em Y em ambos os
lados de p podem ser estendidas para p e coincidem, a trajetdria por p é esta trajetoria estendida.

e Para os pontos p que nao se enquadram nos itens acima, definimos ¢z (t,p) = p, Vt € R.

Definig¢ao 3.5. A drbita local de um ponto p € U, é o conjunto v(p) = {pz(t,p);t € I}.
Definicao 3.6. As singularidades do Sistema de Filippov Z = (X,Y)s sdo:
e pe S * tal que X(p) =0 ou Y (p) = 0;
e pe > UDC tal que Z%(p) = 0,
e peOY UIYTUDY , isto €0s pontos de tangéncia de Z = (X,Y )¢, (X¢(p) = 0 ou Yy(p) = 0).



4 Ciclos Limite

Definicao 4.1. Uma érbita periddica regular ¢ uma drbita regular v = {¢z(t,p);t € R} que

pertence a S.TUSTUS.C, onde S.¢ ¢ o fecho de 3¢, e satisfaz oz (T + t,p) = pz(t,p), para algum
T > 0. Neste caso, T ¢é chamado de periodo de ~.

Definicao 4.2. Dizemos que v é uma 6rbita de costura se é uma orbita periddica regular e () #
YN CYC Casoy C S.TUS.T, dizemos que y é uma 6rbita periédica padrio.

Definicao 4.3. Uma 6rbita periédica deslizante ¢ uma drbita periddica de Z°.

Definicao 4.4. Dizemos que v ¢ um ciclo limite se é uma drbita periddica regular e existe uma
vizinhanga V' de v tal que v(q) nao é orbita periddica regular, para todo q € V', onde v(q) é a orbita
que passa por q. Em outras palavras, v é uma drbita periddica isolada.

Definicao 4.5. Dizemos que v € um ciclo limite estavel se existir uma vizinhanca V de v tal que
tlim d(pz(t,q),v) =0, para todo g € V; é um ciclo limite instavel se existir uma vizinhanga V de 7
—00

tal que lim d(pz(t,q),v) =0, para todo q € V.
t——o0

5 Sistemas Dinamicos Lineares por Partes em 3 Zonas

Consideramos em nosso estudo Sistemas Dindmicos Lineares por Partes em 3 zona da forma:

{:c’ = F(z,y)
y/ = G(x,y)

onde F' e GG sdo funcoes de um dos tipos abaixo:

Tipo 1: F e G sao fungoes lineares em cada uma das regides:

{(z,y) e R*z < L},

{(z,y) e R} L <z < M},

{(z,y) € R* 2z > M},

e nao necessariamente continuas em x = L ex = M, com L < M, onde x = L e x = M sdo as
variedades de descontinuidade do sistema.

Tipo 2: F e G sdo fungdes lineares em cada uma das regioes:
{(r,0) € R%1r > 0,0, < 0 < 65},
{(r,0) e R%7r > 0,00 < 0 < 63},
{(r,0) e R%r > 0,05 < 0 < 61},
e nao necessariamente continuas nas semirretas ¢ = 6;, com j = 1,2, 3, onde essas semirretas sao as
variedades de descontinuidade do sistema.
Nas proximas subsecoes, demonstraremos os seguintes resultados, relacionados & existéncia de ciclos
limites para sistemas do tipo 1 e também do tipo 2:

Teorema 5.1. Para sistemas do tipo 1, existe uma superficie S1 de codimensdo 1 no espago dos
pardmetros de modo que se os pardmetros do sistema estio em S1 entdo o sistema admite pelo menos
1 ciclo limite.

Teorema 5.2. Para sistemas do tipo 2, existe uma superficie S1 de codimensdo 1 no espaco dos
pardmetros de modo que se os pardmetros do sistema estio em S1 entdo o sistema admite pelo menos
1 ciclo limite.

5.1 Tipo 1

Restringimos nossos estudos considerando L = —1 e M = 1, onde as fungoes F' e G serdo analisadas
nas seguintes regioes:



1) {(z,y) e R*z < ~1},
2) {(z,y) €eR% -1 <2 <1},
3) {(z,y) € R*z > 1},

onde 1 e 3 sao regides onde consideramos uma sela com singularidade (—2,0) e uma outra sela com
singularidade (2, 7), respectivamente. J& na regido 2 consideramos um foco com singularidade (0, 0).

Anilise da Regiao 1

Considerando F(z,y) = ax + by + e e G(z,y) = cx +dy + f, temos X' = AX + A’, onde
_la b ;| |z , _ ) . :
A= [c d}’ A = [f} X = [y] e X' = [y'} Como (—2,0) é ponto de singularidade

0=a(-2)+b(0)+e
temOS, { 0:6(—2)+d(0)+f )
seguinte condig¢do para os autovalores: A\ < 0 < A2 = A\ A2 < 0. Sendo assim, vamos encontrar estes

isso implica que e = 2a e f = 2¢. Para que seja uma sela temos a

autovalores.
A—a —b
det[/\I—A]—det[ . /\_d}—()\—a)()\—d)—bC—O
Considerando o caso em que a = 0 e d = 0, temos os seguintes autovalores, A\; = vbc e Ay = —V/bc.
Portanto,

¥ =ar+by+e ¥ =ar+by+2a ' =0z + by + 20 ' =by
Y =cr+dy+ f Yy =cr+dy+2c Yy = cx + 0d + 2c Yy = cx+ 2c

Vamos encontrar os autovetores correspondentes a cada autovalor.

e Quando \; = /b,
0 Vbe —b 21 Vbe Vb
HREFI RS
e Quando Ay = —V/be,

3] 2F k] []omeEaa ()

a'(t) = by(t)

y'(t) = cx(t) + 2¢
é¢ um sistema homogéneo devemos inicialmente encontrar a solu¢cdo homogénea e depois a solugao
a'(t) = by(t)
y'(t) = cx(t)

Agora, vamos encontrar o fluxo ¢;(xo,y0) do seguinte sistema: { . Como nao

particular. Portanto, seja { a parte homogénea do sistema. Temos que a solugdo

homogénea X} é dada por:

Portanto,

Vb Vbt Vb —vct c
X, =| Ve Ve [ 1 ]
Vet e—Voet



Em seguida, obtemos a solu¢do particular X,, = Xu(t), onde u(t) é dado por Xu' = f, ou seja,

[\/Be\/ﬁt _ﬁe—\/%t]{u/l}_{o]

C
eVoct

\/> !
e—Vobet uh 2c

Calculando o Wronskiano, temos:

Vb Vot _ Vb —Vhet
Ve

W:' Ve :ﬁex/%te—\/%t_i_@e—\/%tex/%t:Q@

eVt e Vet Ve Ve Ve

Desta forma,

0 —% e*\/%t
(&
Ve Vb ,—Vbet
o — 2c e Vbet B 20\/56 VBt L, _ —C€ Vet
' 9vb 9Vb ' Vbe
Ve Ve
LE eVeet
y Mot 9. B 20\/2 eVbet e ceVoct
5 = 7 = o0 =ce Uo = i
2 Ve Ve
Logo, obtemos:
ﬁe\/at _ b 6_\/%t —ce—Vbet
X, = Xu(t)= | V¢ Ve Vbe —
P e\/%t e—\/%t cevbet
Ve
ﬁe\/%t (—ce’mt> _ ﬁefx/%t (cemt>
Ve Ve Ve Ve _ [ -2 }
Vet fce_\/%t> —Vbet (ce\/%t) 0
e C ( \/E + e C \/%

Portanto, a solucao do sistema é dada por X = X} 4+ X,

[ z(t) } _ %e‘/&tcl — %e“/ﬁt@ -2
eVbet oy 4 e—Viet ¢,

Resta determinar onde os subespagos invariantes da sela interceptam a reta x = —1. Temos
v = (%, 1), Vg = (—%, 1) e a singularidade do nosso sistema esta no ponto (—2,0). Denotando por

r a reta que passa pelos pontos (—2,0) e (—2 — LE, 1), obtemos a equagao desta reta:

x y 1
b
2 0 1 :0:>;g:—2—£y
oV 1 1 Ve
Ve
Queremos saber onde a reta r intercepta a reta x = —1. Assim,

Vo Vb Ve
—1=-2-—y=—-—y=1=y=—"+7
el TR T T T
Portanto, o ponto de interseccdo é P = <—1, —%). Agora, denotando por s a reta que passa pelos
pontos (—2,0) e (—2 + LE, 1), obtemos a equagdo desta reta:

x y 1
b
24+ ¥k 1 ve

C



Queremos saber onde a reta s intercepta a reta x = —1. Assim,

Portanto, o ponto de interseccao é Q) = (—1 \/E)
Anilise da Regiao 3

Considerando F(z,y) = pr +qy + g e G(x,y) = rz + sy + h, temos X' = CX + C’, onde

/
C = {f z ], ' = [ }gL }, X = [ z ] e X' = [ z, ] Como (2,7) € ponto de singularidade temos,
0=p(2)+qH) +yg

0=r(2)+s@+h’
a seguinte condigdo para os autovalores: A\; < 0 < Ay = A A2 < 0. Sendo assim, vamos encontrar estes

isso implica que g = —2p — qy e h = —2r — sy. Para que seja uma sela temos

autovalores.
o] = A=P 0| L s) —ar =
det[\ — C] = det =A=p)A=s)—qr=0
—r A—=3s
Considerando o caso em que p = 0 e s = 0, temos o0s seguintes autovalores, Ay = \/qr e Ay = —,/qr.
Portanto,

x’:apw+qy+g:> ¥ =pr+qy—2p—qy N ' =0x+qy+—-2%0—qy N ' =qy—qy
y =retsy+h y =1z + sy — 2 — 5§ y' =1+ 0y + —2r - 0j Y =rz—r

Vamos encontrar os autovetores correspondentes a cada autovalor.

e Quando A\ = /g7,
=T ][] tamn= ()
e Quando Ay = —/qr,
R L e e

0 —r —\/qr W2

'(t) = qy(t) — qy
y'(t) =rx(t) — 2r
¢ um sistema homogéneo devemos inicialmente encontrar a solugdo homogénea e depois a solugao
a'(t) = qy(t)
y'(t) = ra(t)

Agora, vamos encontrar o fluxo ay(zo,yo) do seguinte sistema: { . Como nao

particular. Portanto, seja { a parte homogénea do sistema. Temos que a solugdo

homogénea X} é dada por:

_Va
+ G~ WAt [ 1f ] =

)t — )t
\/ae(\/‘ﬂ & Vae v . eWats 4 o~ (Varit s
NG 1 Jr 2, 1+ 2

Portanto,

\/,F

V4 Tt _ V4 —\/qrt g
g, _ | e e q
e\/‘Trt e_\/q7t

C2
Em seguida, obtemos a solucdo particular X, = Xwu(t), onde u(t) é dado por Xu' = f, ou seja,
! VI ovart _%e_\/q*” ] [u’l ] _ [ —qgj}

N2 T
eVart e Vart —2r

!
Ug



Calculando o Wronskiano, temos:

W—‘ VTt eV
VTt oVt

Vi Vi

SIS

Desta forma,

7t _ VTt _ 9,.¥9 —\/qrt _ -
v —2r var _ qye 2r _ fqr e VIty o
9V 94 2
T Vr
e VIt (2r + \Jqr g
= u; = ( a y)
2./qr
‘ Vi VTPt g5 |
T
t _ 9N Tt | o o /T N
0l evVar —9r _ 2re +aqye eV ﬁqrex/ﬁty:>
’ 2va 94 2
VT VT
VTt (—2r + .\ /qT
e T T
= Uy = ( a y)
2./qr

Logo, obtemos:

NG e I I CR ()

X, =Xu(t)=| V7 v v | =
p = Xult) Vo PN eﬁt(;j’;ﬁy)

Va \/‘17756 ﬁt(2T+\/q7y) _ 4 e_ﬁteﬁt(_%-ﬁ-\/‘?g)

_ | € 2/qr Jr 2Jar _ [ 2 ]
S e VT (204 /GT VT (—2r y
N AN R L)

Portanto, a solucao do sistema é dada por X = X + X,
[ z(t) } B %e\ﬁ”d - %e—ﬁtc”2+2
VTG 4 e VTG, 1

Resta determinar onde os subespacos invariantes da sela interceptam a reta x = 1. Temos v; =
(?, ), = ( ‘\;, 1) e a singularidade do nosso sistema esta no ponto (2,y). Denotando por m a

reta que passa pelos pontos (2,7) e (2 — %, 1+ y) obtemos a equacao desta reta:

z Y 1
. :0:x:—yﬁ+2+zj\/g
q ~

Queremos saber onde a reta m intercepta a reta x = 1. Assim,

1= —y§+2+y\\?:>y£ L+is=y="2+0

Portanto, o ponto de interseccio é P = (1, % + g) Agora, denotando por n a reta que passa pelos
pontos (2,7) e (2 + ?, 1+ y) obtemos a equacio desta reta:

x
2

1
ll=0=2=y
2+ 1

+ @<

S



Queremos saber onde a reta n intercepta a reta x = 1. Assim,

VI, NI VI v

1=yY=+2-7 Ty =Yy

TR T T T Vi

Portanto, o ponto de interseccao é Q = (1, A + ;&)

3

Orbita Periédica

Nosso objetivo agora é encontrar uma 6rbita periédica para o sistema dinamico linear que estamos
considerando neste momento.
Ve

Vamos novamente analisar a regido 1. Dado um ponto A entre os pontos P = (— ,—%> e

Q= ( 1, ?) queremos encontrar um ponto B que apds um tempo t o fluxo ¢; volte a encontrar a
variedade de descontinuidade x = —1. Considere A = ( ,% ) Temos que a solucao do sistema

referente a regiao 1 é dada por:

x(t) = % e\/%tcl — % B_thQ -2
y(t) = eVoete, + e~ Voete,
Consideremos (z(0),y(0)) = (—1, Li - ) Sendo assim
z(0) = vo e‘/Eocl — @ 6_\/E002 -2=-1¢< icl v =1

NG et T e

y(o):emocl+e_moc2:£—1<=>01+62:£—1<:>01:_C2+£_1

Vb Vb Vb
Substituindo a segunda equagao na primeira, obtemos:
Vb Ve Vb Vb vb Vb

= YO ) - =1 -2 l—-———mn=1«
\/E( 02+\/B ) ﬁ02 \/ECQ+ z CC2

—2@0 *@@)c
Vel el

Logo, ¢1 = % % Portanto,

z(t) = % eVbet (% — %) — % e~ Vet (—%) -2 z(t) = eVbet _ %% eVet %ﬂ; e—Voet _ 9
=
(1) = V5t (V2 1) Ve () y(t) = g eVler — Jevier — § it
Queremos encontrar o tempo ¢t no qual x(t) = —1 novamente, ou seja:

e\/Et 1vb ft_,_l\[ —Vbet
2[ 2./c

Chamando M = emt eq= ? entao:

—-2=-1

1 1 1 al
M——M —=1=>M(1-2 —— =1
o] —|—2a = < a>+ =

1 « 1 @
M2 1_7 7:M 1_7 MQ—M —_ =
= ( 2a> + 5 = < 2a> + 5 0
Resolvendo esta equagao polinomial do segundo grau em M, obtemos as solugoes M =1 e M = 5%.
Temos:



. M:1:>e\/%t:1:>ln(e‘/%t):ln(l):>\/%t20:t:0.

e Se M = 5%, entao:

Vb Vb
it Ve _ Ve _ Vb
_¥Yb 2/e—vb 2. /c— /b
2= T ve=vb
Vb
Vi Vi n (7457)
=In eVoet) — g [ Y2 = Vict=In| ——0u-—— | =t = VIV
(=) (%/E—JE 2ve— b vbe
n(52%)
O caso em que t = 0 temos o ponto A, entdo consideramos o caso em que t = %.Vamos
encontrar y(t) neste caso.
1 1
y(t) = %e\/%t - 56\/%7& _ 56—\/%t _
n( b nf b nf /0
_ ﬁe\/@l (w\/zb%ﬁ) B 16\/51 (2\&;{\/5) _16_\/%1 (2\/\/%\/5) _
Vb 2 2
Ve Vb1 Vb 12ye=vh 2V /e— Vb — 2y — Vb2
Vb2ye—vb 22c—Vb 2 Vb 2(2y/c — Vb)Vb
2Vbye—b—de—4yevb+b  6Vbye—2b—4dc
4N/by/fc — 2b 4Vby/c — 2b

Portanto, encontramos o ponto B,

(. 6Vhy/e—2b—dc
B_< b 4v/by/c — 2b )

Consideramos agora a regiao 3. Dado um ponto C entre os pontos P = (—1, LZ —i—gj) e Q) =

(—1, —% + @) queremos encontrar um ponto D que apdés um tempo ¢ o fluxo a4 volte a encontrar

a variedade de descontinuidade x = 1. Tome C = (1, LZ +y— 1). Temos que a solucao do sistema

referente a parte 3,

Y

x'=qy—qy
y =rx—2r

é dada por:
x(t) = %eﬁtél - %e*\/‘ﬁtc} +2

y(t) = eVirtey + e VIic 4+ g

Consideremos (z(0), y(0))

(1, ig +y— 1). Sendo assim,

z(0) = —\/a eV — —\/a e VIl +2=1s —\/a T — —\/a = —1
r T r r
\/’Ij - - T

Substituindo a segunda equagao na primeira, obtemos:

VO VT OVl Ve VT Ve
\/;< 2+\/§ 1> 9 1< 5+ 1 1<



Vi V4 - Vr 1
_9NViL Vi _ v _ -
= \/;CQ \/F <= Cy \/a 5
Logo, ¢1 = % —1- % + % S = —%. Portanto,
() —%%eﬁt—%e_ﬁt<£—%>+2 o(t) = VTt — VTt IVT e~V 49
=

y(t):—%e\/qi’“t—i-e*\/qi’“t(%—%)—i—@

y(t) = —56\/‘17"/4—%6*\@7’&— Te VIt 4
Queremos encontrar o tempo t no qual z(¢) = 1 novamente, ou seja
;? —e_ﬁt+;£e_ﬁt+l—0
Chamando N = eV?t ¢ f = Y1 entio:
1

1 1
—IBN— —+4+-B=—41=0=—-BN’4+N—-1+4+-8=
B 25N+ 0= 25 + +2B 0

Resolvendo esta equacao polinomial de segundo grau em N, obtemos as solugoes N =1e N = %
Temos:
e N=1=e/T'=1=In(eV"!) =In(l) = Jgrt=0=1=0.

e Se N =

ﬁ,entao
R
eVart — VI 2\[ 1:>ln(eﬁt):ln(m—>:>
a Vi

n(2/r—va
:@t:ln(mx/_a\/a):t:l(\/g)

ln(Zﬁ*ﬁ)
O caso em que t = 0 temos o ponto C, entdo consideramos o caso em que ¢t =
encontrar y(t) neste caso.

y(t) = _leﬁt f \/L]7t

2 NG 2e_ﬁt+g:
__1€ﬁl"(2j;ﬁ) N (Mfﬁ) ) q/"(gzigﬁ)w_
NG
_ _;el"( >+f (27 _é (27 L o
L (2fi-va\ Vi Vi 1( VA i
- 2( Vi >+f<2f—f> <2ﬁ—¢a>“’_
_TWrHva, v Va
21 W —E 22— D)
2 VDRV V) ViV
EIENCNGNG
:—4T+2\/77\/§+2\/77\f—q—q+~_—4r+4\/F\f—2q
22V — 0) S WOV

10



=) = A

Portanto o ponto D é dado por

Construimos assim uma orbita periodica v passando pelos pontos A, B, C' e D. Com isto pode ser
construido um foco na regido 2 que nos permita obter tal érbita periddica, que pode até mesmo ser
um ciclo limite para o sistema. Com isto, provamos o Teorema [5.1]

3

2
/

0
1

1

2

3

Figura 1: Ilustracdo da Orbita Periodica

5.2 Tipo 2

Restringimos nossos estudos considerando 6; = %’r, 0o = 2m =0 e 03 = 5, onde as fungoes F' e G
serao analisadas nas seguintes regioes:

1) {(r,0) e R%r>0,0<6<Z},
2) {(r,9)€R2;r>0,%<9<%,
3) {(r,0) e R%r>0,2" <6 <2r},

As fungoes F(x,y) e G(x,y) serdo denotadas de outra forma para este caso, onde o sistema para cada
regido serd dado da seguinte forma:

Regiao VE
J Y D; 0 Yy ﬁj

onde X; se anula na semirreta 6 = 0;, para j = 1,2,3, Tj ¢ o traco e D; é o determinante do sistema
de cada regido.

Vamos considerar o caso em que as singularidades sao visiveis. Na regiao 1 teremos um centro com
a singularidade na reta r1, dada por (aj, 1), onde a reta r; € x = y que contem a semirreta 6 = 60y,
j& na regido 2 consideraremos uma sela com singularidade (275,2D5), e na regiao 3 teremos um foco
com singularidade na reta r3, dada por (0, 83), onde a reta r3 é z = 0 que contem a semirreta 6 = 6.
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Vamos analisar o que acontece com o traco e o determinante do sistema quando se tem um centro,
um foco ou uma sela. Seja A uma matriz 2 x 2, temos que:

s =[] [2 4]) s ([ 2] -

=M —a\—d\+ad—cb= X\~ Na+d)+ (ad —bc) = \2 = A\T(A) + D(A) =
T(A) £ +/T(A)2 — 4D(A)
2

= A=

onde T'(A) é o trago da matriz A e D(A) o determinante. Além disso, sabemos que T(A) = A\ + Ag e
D(A) = A Ag2. Temos o seguinte:

e Centro: autovalor dado por A = a £ i3, com a = 0, isso implica T'(4) =0 e D(A) > 0.
e Sela: os autovalores satisfazem A1 < 0 < Ag, isso implica D(A4) < 0.

e Foco: autovalor dado por A = a + i3, com « # 0, isso implica T(A)2 —4D(A) < 0.
Para analisar a variedade de descontinuidade, consideramos:
fla,y) = xy(z —y)
e 08 seguintes casos:

Caso 1) Centro-Sela

A variedade de descontinuidade que vamos analisar é
Z:{(x,y)eRQ\x:O e y>0}:{(0,y)€R2\y>0}

que esté entre a regido 1 e 2, logo temos:

A sela dada por:
T ™ -1 x 215 Tox —y + 275
) D2 0 Yy 2D2 Dgl‘ + 2D2

e o centro dado por:

wlf)=Ta )+

Calculando a derivada de Lie, obtemos:

—y+ao
D1$+Oél.
Xi1f(0,y) =(—y+ o1, Diz+a1)(1,0) = —y+ o

X?f(()?y) = (TQl' -y -+ 2T2, DQHZ' + 2D2)(170) = TZ(E -y + a9 + 2T2 = —y + 2T2

- Temos que y > 0, a3 > 0, D2 < 0 e considere Ty > «1. Logo, Xof(0,y) = —y+T> < 0 quando y > Th
e Xof(0,y) = —y+T» > 0 quando y < Tb, X;1f(0,y) > 0 quando y < ag ¢ X;f(0,y) < 0 quando
y > ay. Portanto, teremos uma regiao de costura quando X5 f(0,4)X1f(0,y) > 0 quando y < aq e
y > Tp. Como Ts > ag, teremos uma regiao de deslize quando oy < y < T5. O ponto de tangéncia das
regioes é dado por: X;f(0,y)X2f(0,y) =0=y =y e y =T, ou seja, (0,a1) e (0,T).

Caso 2) Centro-Foco
A variedade de descontinuidade que iremos avaliar é

S={(z,y) eR*|z>0e y=0} = {(2,0) € R* | z > 0}
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que esté entre as regides 1 e 3, temos assim:
O centro dado por:

[ 2] [0 —1][ ] [ aq ] [ —y+ o
X: . == =
! L Y | | D1 0__y_+_oz1_ _Dlx—l—al]
e o foco dado por:
[ & | (T3 1] [x] [ 0] _Tgx—y]
X‘: . = —'— —
Ly ] 7Dy oflyl B8] | Dxtps

Calculando a derivada de Lie temos:

X1f(z,0) = (—y+ a1, Diz+ a1)(0,1) = D1z + a3

X3f(z,0) = (Tsz —y, D3z + B3)(0,1) = D3z + (3
Temos que z > 0, ag > 0, Dy > 0, 83 < 0e T§ —4D3 < 0 = D3 > ngéD3>O. Logo,
X1f(x,0) = Dix + a1 > 0, X3f(x,0) = Dsx + 3 > 0 quando = > —g—z e X3f(x,0) < 0 quando
r < — 'B‘;. Portanto, teremos uma regidao de costura quando X f(z, 0)X3f($ 0)>0=z>— 63 e

uma regiao de escape quando X;f(z,0) > 0e X3f(2,0) <0 =z < —4&. O ponto de tangéncia das
regides ¢ dado por: X1 f(z,0)X3f(2,0)=0=2 = —@ ou seja, <—g—?’3,0).

Caso 3) Sela-Foco

A variedade de descontinuidade que estamos avaliando é
S={(z,y) eR* |z=y,2<0 e y<0}={(r,2) eR* |2 <0}

que estd entre as regides 2 e 3, logo temos:
A sela dada por:
X, - T _ T2 —1 T i (6%) . Tgw—y—i—ZTg
2 Y B Dy 0 Yy 0 - Dox + 2Dy

e o foco dado por:
T T3 -1 T 0 Tgac—y]
Xsg:| .| = + =
ST I R Y e e

Assim, calculando a derivada de Lie temos:
Xof(z,x) = (Tow—y+2Ts, Dax+2D2)(1,—1) = Tox—y+2T5—Dox—2Dy = Tow—x+2To — Dox—2Dy
Xsf(z,x) = (Tsx —y, D3z + P3)(1,—1) = Tsx —y — D3z — 3 = Tsx — o — D3z — [33
Temos que ¢ < 0, B3 < 0, Dy < 0, D3 > 0 e consideramos T5 > 0. Note que T3 — D3 — 1 < 0, pois
caso contrario, ou seja, se 15 — D3 — 1 > 0, temos:
T3> D3s+1=T2> (D3+1)2
= T2 —4D3 > D2 +2D3+1—-4D3=D2 —2D3+1=(D3—1)2>0
o que é uma contradicdo, pois como se trata de um foco temos que ter T32 —4D3 < 0. Portanto,

T3 — D3 — 1 < 0. Assim, de(l‘,.’ﬂ) = LE(T3 — D3 — 1) — B3 > 0.
Vamos considerar Th — Do — 1 > 0. Assim, temos que:

o Xof(w,2) > 0= a(Ty — Dy —1) +2(Th — Do) > 0= o < 202 P2,

o Xof(z,2) <0= a(Ty — Dy — 1) +2(Ty — Do) < 0= 2 > 20202,

Portanto, teremos uma regiao de costura quando Xsf(z,z)Xof(z,2) > 0, ou seja, x < %.

Além disso, teremos uma regido de escape quando x > T(T2T2D§) O ponto de tangéncia das regioes é
2(Tz—D —2(Tz—D
dado por: Xof(2,0)X3f(x,0)=0=z = ﬁ, ou seja, (ﬁ, 0)
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5.3 Existéncia do ciclo limite

Corolario 5.1. Considerando os parametros Do =2+¢€, a1 =1, B3 =—-1, D1 =1, D3 =1,T5 =1,
T5 =1, existe € tal que o sistema admate um ciclo limite.

Demonstragao:Vamos denotar por £ = {(z,0);x > 0}, X2 = {(0,y);y > 0} e ¥3 = {(z,z);z < 0}
as trés semirretas que compobe X e por Fy : X1 — Yo, Fh : Yo — Y3, F3 1 X3 — X1 as aplicacoes de
Poincaré entre estas secoes. Considere F3 = (Fg)_l. Nosso objetivo é mostrar que existe p > 0 tal que
Fy(Fi(p,0)) = F3(p, 0).

Considerando os valores do parametro usados no enunciado e p = 1, a solucdo da equacdo Fy(Fi(p,0)) =
F5(p,0) é equivalente & solucao do seguinte sistema:

s ol/2tal/2t/9—1¢ el/2tel/2t\/9—4e\/m ol/2tal/2t/9—€, .
(—9+4¢€)(—2+¢) (—9+4¢)(—2+¢) (—9+4¢€)(—2+¢)
e1/2tel/2t\/9—4ee\/m ol/2tal/2t/9—¢€ 2 el/2te—1/2t\/9—4e\/m
+ +
(—9+4e)(—2+¢) (—9+4e)(—2+¢) (—9+4e)(—2+¢)
1/2t,—1/2t/9—4¢ 1/2t,—1/2t/9—4¢ 1/2t,—1/2t\/9—4¢ 4
18 e e 7 e e € e e €v9 €
(—9+4e€)(—2+¢) (=9+4¢€)(—2+¢) (=9+4¢)(—2+¢)
1/2t,—1/2t\/9—4e€ 2 1
S Cra(24 21—
(—=9+4e€)(—2+¢) —2+e¢ om V3
97 l/2tel/2t/9—4¢ s el/2tel/2t\/9—4e\/m .
2 —9+44e / —9+4e
1/2t,1/2t/9—4¢ 1/2t,1/2t/9—4e€ 4 1/2t,—1/2t\/9—4e€ —4
e e e_2e e €v9 6_11/26 e V9 €
—9+4e —9+4e¢ —94+4¢
97 ol/2ta—1/2t/9—4¢ ol/2ta—1/2t/9—7¢€, el/2tefl/2t\/974ee\/m )
= +6 +2 = l-5

2 —9+4¢ —9+4+4e —9+4+4e em V3

Utilizando métodos numéricos e o software Matlab, encontra-se uma solucdo para o sistema, com
e =—13,046... e t = 0,470.... Isto demonstra o Teorema [5.2]
O
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