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1 Introducao

O estudo de Sistemas de Equagdes Diferenciais Suaves por Partes surgiu da necessidade de descrever
determinados fendmenos que ndo podem ser representados apenas com equacoes suaves. Este assunto
é muito importante para diversas aplicacgoes.

Neste sentido, surgiram varios estudos sobre o tema, por tratar de sistemas que apresentam compor-
tamentos diferentes em determinados aspectos. Neste trabalho, estudamos um destes comportamentos:
a existéncia de ciclos limites, que é o interesse principal do projeto, onde analisamos dois sistemas es-
pecificos com variedades de descontinuidade distintas.

2 Resultados e Discussoes

Apoiados na literatura e em softwares, como o MatLab e o Maple, na primeira parte do projeto fizemos
um estudo prévio dos seguintes tépicos:

i) Sistema de Filippov: estudando os conceitos basicos, com foco principal na variedade de descon-
tinuidade, definindo regido de costura, deslize e escape.

ii) Ciclos Limites: definindo 6rbita periddica regular, 6rbita de costura, 6rbita periddica deslizante,
ciclo limite e sua estabilidade.

iii) Aplicacdo de Poincaré: estudando os conceitos basicos, possibilitamos encontrar os ciclos limites
de um determinado sistema.

Na segunda parte, a partir dos estudos feitos anteriormente, fizemos um estudo detalhado de duas
situagoes especificas.

A existéncia de trés ciclos limites em sistemas descontinuos por partes com duas zonas no plano em
que a variedade de descontinuidade é uma reta, de modo que um sistema possua um foco real estavel e o
outro um foco virtual instavel, tal que coincidem. Inicialmente estudamos o comportamento do sistema
com o0 objetivo de determinar as regides da variedade de descontinuidade, em seguida exploramos a
demonstracdo deste resultado utilizando o Teorema de Newton-Kantorovick tendo por base [4]. Além
disso, definimos a estabilidade de cada ciclo limite do sistema.

Outro ponto considerado foi a existéncia de sete ciclos limites em sistema descontinuos por partes
com duas zonas no plano, baseado nos estudos em [1], em que a variedade de descontinuidade é uma
funcdo que possui o formato de uma escada, que é uma ampliacao da situacao anterior. Inicialmente
consideramos um sistema mais geral que possui algumas condi¢oes, porém nos focamos em um gistema
especifico, que satisfaz estas condicdes, para a andlise deste resultado.

3 Sistema de Filippov

Definigao: Sejam X e Y campos de vetores definidos em um subconjunto aberto convexo U C R™
e, sem perda de generalidade, assuma que 0 € U. Considere a funcio f : U — R uma funcio de classe
Ck (i.é., f € C*¥(U,R)) com k > 1, que possui 0 como valor regular, entdo > = f~1(0) & a variavel de
descontinuidade em U que divide o aberto U em dois conjuntos abertos:

Yt ={zeUflxy) >0} e Y ~={zeU;f(zy) <0}
Um sistema de Filippov € um campo vetorial suave por partes definido da seguinte forma para esse
caso:
Z(x) = X(z), se ze> T
Y(z), se ze€) ~
e denotado por Z = (X,Y);.



Definigdo: Para se estabelecer a dindmica dada por um campo vetorial de Filippov Z = (X,Y);
em U, devemos definir uma trajetoria local por um ponto p € U, ou seja, definir o fluxo ¢z(t,p) de
Z = (X,Y)¢. Isto pode ser feito da seguinte forma:

Se p € Zi, entdo a trajetéria por p é dada pelos campos X e Y de maneira usual. Porém, se
p € Y, devemos ter mais cuidado ao definir a trajetéria. Para o caso em que p € >, definimos as
seguintes regioes:

e Regido de costura: »_ “={pe€ > : Xs(p) - Y¢(p) > 0},

e Regiao de deslize: > = {p€ > : X¢(p) <0,Ys(p) > 0},

e Regiao de escape: Y ¢ ={pe > : X¢(p) > 0,Ys(p) <0},

onde X¢(p) = X(P) - grad(f)(p) e Yr(p) =Y (p) - grad(f)(p) é a derivada de Lie de f com respeito ao
campo X em p e de f com respeito ao campo Y em p respectivamente.

Podemos observar que nestes casos ndao estao inclusos os pontos de tangéncia, isto é, os pontos
p € ) tais que X¢(p) =0 ou Yy(p) = 0. Estes pontos estdao nas fronteiras das regices ) ¢, > e > °.

Definigao: Considere o Sistema de Filippov Z = (X,Y) . Definimos o campo vetorial deslizante

por:
1

" Yi(p) — Xs(0)

Observagao: O fluxo ¢x(t,p) de um campo auténomo X satisfaz:

Z*(p) (Yr(p)X(p) — X;(p)Y (p))

%@X(tvp) = X(px(t,p))

ox(0,p) =p

e esta definido para t € I C R, onde I = I(p, X) é um intervalo que dependente do ponto p e do campo
X. Podemos escolher a origem no tempo ¢ = 0.

Definigao: A trajetoria local (ou solugao orbital) de um campo vetorial de Filippov Z(z,y)s por
um ponto p é definida da seguinte forma:

e Parape Y T epe Y, tais que X(p) # 0 e Y(p) # 0, respectivamente, as trajetorias sao dadas
por ¢z (t,p) = ox(t,p) e pz(t,p) = ¢y (t,p), respectivamente, para t € I C R.

e Para p € > ° temos dois casos:

— se Xf(p),Ys(p) > 0 e tomando a origem do tempo em p, definimos a trajetéria por:

_ Jex(tp), telIn{t>0}
palt )_{W(t,p), telIn{t<0}

— se X¢(p), Yr(p) <0 e tomando a origem do tempo em p, definimos a trajetéria por:

_Jey(tp), telIn{t>0}
@Z(t’p)—{@X(t’p% telIn{t<0}

e Parap € > °UY ¢ tal que Z%(p) # 0 definimos pz(t,p) = ¢zs(t,p), para t € I, onde Z° é o
campo vetorial deslizante dado por Z*(p).



e Parape 0> °UIY U ° tal que as defini¢des de trajetorias para pontos em Y em ambos 0s
lados de p podem ser estendidas para p e coincidem, a trajetéria por p é esta trajetéria estendida.

e Para os pontos p que ndo se enquadram nos itens anteriores, definimos pz(t,p) = p, Vt € R.

Definigao: A orbita local de um ponto p € U é o conjunto v(p) = {¢z(t,p);t € I'}.

Definicao: As singularidades do Sistema de Filippov Z = (X,Y); sao:

e pe > F tal que X(p) =0 ou Y(p) = 0;

e pe>PUD C tal que Z%(p) = 0;

e pe Y UIY TUIY , isto &, os pontos de tangéncia de Z = (X,Y) ¢, (X¢(p) = 0 ou Yy (p) = 0).

Exemplo: Sejam Y. = {(z,0) € R%z € R}, f(z,y) =y e

Z(J}, ) _ X(x,y) = (_ywr)a s€ y>0
Y(z,y) = (—z+a,y—0b), se y<0
com a € [—1,1] e b € [-1,1]. Encontre . >* "¢ para os seguintes casos:
1)a>0,b>0; 2)a>0,b<0; 3)a<0,b>0; 4)a <0,b<0.

Resolugao: Observando o sistema temos que:
dx -, se y>0 dy Y, se y>0
—_— = e —_— =
dt —r+a, se y<O0 dt x—b, se y<0

sendo assim, vamos analisar o sistema quando y > 0:
¥ =—y 2 (t) = —y(t) '(t) = 0x(t) — 1y(t)
{ Y=z { VO et = v = 1) 00t

Lo l=17 o)
O

Agora encontraremos o fluxo do sistema neste caso. Seja A = ], vamos determinar o

polinémio caracteristico da matriz A e encontrar os seus autovalores. Temos

Al

p(A) =0 < det[A — A] :det[ 1

}:)\2+1:0<:>)\:ii

Logo, como o autovalores sao complexos conjugados podemos considerar um tnico autovetor, pois o
outro ser4 miltiplo deste, ou seja, quando A = i temos:

|:0] |: ) 1:||:’w1:| w1i+w2:0, |:U)2i:|
0 -1 w2 —w1 + wet = 0, w2

Considerando wy = 1 e wy = 1, obtemos:

Portanto o fluxo é:

a(t) = c1e%[cos(1t)(0,1) — sen(1t)(1,0)] + coe[sen(1t)(0,1) + cos(1t)(1,0)] =



_

/|
| RARRA--.
&g\; \ f,%//%w%w
A==
INNNSSS—
) NS
N
N\ ==
N\ ==

a+cre!

(a+ cre™t, b+ coeh)

y(t) = b+ coel

x(t)

ci1(—sen(t), cos(t)) + ca(cos, sen(t)) =

B(t)

Figura 1: Retrato de fase do fluxo a(t).

c1[(0, cos(t)) — (sen(t),0)] + c2[(0, sen(t)) + (cos(t),0)] =

= a(t)

= a(t) = (—c1sen(t) + cacos(t), cicos(t) + casen(t))

= a(t)
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Vamos analisar o sistema quando y < 0:

Resolvendo este sistema, obtemos:

logo, o fluxo do sistema é:

a=—-1leb=-1.

ato de fase do fluxo

Figura 3: Retr
B(t) quando
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Figura 4: Retrato de fase do fluxo Figura 5: Retrato de fase do fluxo
B(t) quando a=1e b= —1. B(t) quando a = —-1eb=1.

Sabemos que a variedade de descontinuidade para esse sistema é f(x,y) = 0, ou seja, y = 0. Para
determinar as regides devemos calcular X¢(z,y) e Y¢(z,y). Portanto,

Xy(z,0) = X(z,y) - grad(f)(z,0) = (~y,z) - (0,1) = =
Y¢(x,0) =Y (x,y) - grad(f)(z,0) = (—x +a,y —b) - (0,1) =y, como y=0= Y(z,0)=—b
Analise da regiao de cada caso:

1)a>0,b>0:

Temos que Xf(x,0) - Yy(x,0) = x-(—b) = —ab. Sendo assim, se v < 0 temos Xy(z,0) < 0,
Y¢(z,0) < 0 e (x,0) - Yp(x,0) > 0, ou seja, possui regiao de costura y °. Agora, se x > 0 temos
X¢(x,0) >0, Yy(x,0) <0e X(z,0) - Y¢(x,0) <0, ou seja, possui regiao de escape »_°.
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Figura 6: Retrato de fase do sistema quandoa=1e¢ b= 1.

2)a>0,b<0:



Temos que X¢(x,0) - Y¢(2,0) = - (=b) = —xb. Sendo assim, se z < 0 temos Xf(z,0) < 0,
Y¢(z,0) > 0 e (z,0) - Y¢(z,0) < 0, ou seja, possui regido de deslize >.°. Agora, se > 0 temos

X¢(x,0) >0, Y(z,0) > 0e X(z,0) - Y¢(x,0) > 0, ou seja, possui regido de costura »_°.
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Figura 7: Retrato de fase do sistema quandoa=1e b= —1.

3)a<0,b>0:

Temos que X¢(x,0) - Y¢(x,0) = - (=b) = —xb. Sendo assim, se < 0 temos, X¢(z,0) < 0,
Y¢(z,0) < 0 e (x,0) - Y(x,0) > 0, ou seja, possui regiao de costura »_ °. Agora se x > 0 temos,

X¢(x,0) >0, Yy(z,0) <0e X(z,0) - Y¢(x,0) <0, ou seja, possui regido de escape »_°.
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Figura 8: Retrato de fase do sistema quando a = —1e b= 1.

4) a<0,b<0:

Temos que X¢(x,0) - Yy(x,0) = - (=b) = —xb. Sendo assim, se z < 0 temos Xy(z,0) < 0,
Yi(z,0) > 0 e (z,0) - Yy(z,0) < 0, ou seja, possui regiao de deslize Y °. Agora, se z > 0 temos

X¢(x,0) >0, Yi(z,0) >0e X(x,0) - Yy(x,0) > 0, ou seja, possui regido de costura »_°.



Figura 9: Retrato de fase do sistema quando a = —-1e b= —1.

4 Ciclos Limite

Definigao: Uma orbita periddica regular é uma orbita regular v = {¢z(t,p);t € R} que pertence
a Y TUS USE onde S.° ¢ o fecho de 3¢, e satisfaz oz (T +t,p) = pz(t,p), para algum T > 0.
Neste caso, T' é chamado de periodo de 7.

Defini¢ao: v é uma orbita de costura se é uma 6rbita periodica regular e ) Z~y N> C f Caso
v T UST, dizemos que v é uma orbita periodica padrio.

Definigao: Uma 6rbita periddica deslizante é uma o6rbita periddica de Z°.

Definigao: Dizemos que v é um ciclo limite se é uma 6rbita periédica regular e existe uma vizi-
nhanga V' de v tal que v(¢) ndo é orbita periddica regular, para todo ¢ € V, onde ~y(q) é a érbita que
passa por ¢q. Em outras palavras, v é uma drbita periédica isolada.

Definicao: Dizemos que v é um ciclo limite estavel se existir uma vizinhanca V' de ~ tal que
tlim d(pz(t,q),~v) = 0, para todo ¢ € V; é um ciclo limite instavel se existir uma vizinhanca V de ~
— 00

tal que . lim d(pz(t,q),v) =0, para todo g € V.
——00

4.1 Aplicacao de Poincaré

Seja S uma se¢do transversal local por um ponto xg de uma 6rbita periddica v definida pela solugao
de uma equagéo diferencial de primeira ordem 2/ = f(x) em R™.

A aplicacao T : W — S é denominada uma Aplicacao de Poincaré, onde estd definida localmente
numa vizinhanca W em torno de zp na segdo local S, de tal modo que, para y € W C S, temos
T(y) = x(t1) € S, onde x(t) é a solugdo de 2/ = f(x) com z(0) =y e t; > 0 é o menor valor de t > 0
no qual a trajetoria de x(t) retorna a S. Em particular, T'(z¢) = x¢ ¢ um ponto fixo de 7.

No caso bidimensional, temos que a secdo transversal S é unidimensional e W é um intervalo em
S que contém xg em seu interior.

Algumas trajetorias em torno de v tém tendéncia de se aproximarem de 7. Neste caso dizemos que
a trajetoria periodica é um ciclo limite atrator. Também podem ocorrer as trajetérias em torno de
~v que tém tendéncia de se afastarem de . Neste caso dizemos que a trajetoria periédica é um ciclo
limite repulsor.



Figura 10: Atratora

W,

Figura 11: Repulsora

Além desses casos, pode ocorrer o caso em que as trajetorias que estao do lado de fora de v tendem
a se aproximarem de v, denotando assim o conjunto w-limite, enquanto as trajetérias que estao por
dentro de v tendem a se afastarem de «y, denotado por conjunto a-limite.

Figura 12: Semi-atratora



5 Ciclos Limites em Sistemas Descontinuos por Partes

Nesta secao consideramos sistemas diferenciais planares lineares por partes em duas zonas, com o
objetivo de estudar a existéncia de ciclos limites.

5.1 Trés Ciclos Limites em Sistemas Descontinuos Por Partes com Duas Zonas no
Plano

Vamos considerar o sistema diferencial linear por partes com duas zonas no plano a seguir,

, {A‘X, <1

ATX, z>1
com
1 -5 19 1
B 500 10
_ + _
A= sr 13 e A=l g
1000 10 0 300

onde X’ indica a derivada em relagdo a variavel independente ¢t (tempo). O ponto (0,0) é um foco
virtual instavel para X’ = AT X e um foco real estavel para X' = A~ X.

Teorema: O sistema diferencial linear por partes com duas zonas no plano (1) tem 3 ciclos limites
que cercam o seu unico ponto de equilibrio localizado na origem.

Analise do Sistema (1)

O fluxo do sistema (1) entra no semiplano > 1 pela semirreta {(1,y) : y < 1}, e sai pela semirreta
1 sy > 21 Portanto, se o sistema (1) tem um cruzamento de orbitas periodicas este deve estar
Y)Y > Eg , D
em torno do segmento {(1,y) : % <y < % , que é chamado de regiao deslizante.

Figura 13: Os trés ciclos limites em torno da origem e com estabilidades diferentes. [4]



Para facilitar as expressoes nesta andlise, iremos fazer uma reescala no tempo para cada zona, ou
seja, multiplicar cada matriz por uma constante adequada. Portanto, multiplicaremos 10 para a zona
rz>1e % para a zona z < 1. Considerando entao:

42 L
~_| 3 3 . Ar_ | B0

87726 ;1

750 15 50

a solugao do sistema X’ = AT X que passa pelo ponto (1,y) no tempo ¢ = 0 é:

19t

2T (t) = €350 (cos(t) — ysen(t))

yt(t) = e%(ycos(t) + sen(t))

e a solugao do sistema X' = A~ X que passa pelo ponto (1,y) no tempo t =0 é:

x~(t) = %56—%(15008(75) + (23 — 100y )sen(t))
y (t) = 7;;—06_% (750ycos(t) + (377 — 1150y ) sen(t))

Suponha que pelo ponto (1,y) comy < % passa uma solugao periodica (z(¢), y™ (¢))U(z~ (), y~ (t)).
Entdo, se tT > 0 é o menor tempo tal que z7(—tT) =1, et~ > 0 ¢ o menor tempo tal que z~(t7) = 1,
temos que y*(—tt) =y (t7) < % Logo, uma solucao periddica do sistema (1) é caracterizada por
uma solugao (t7,¢,y) do sistema (2):

A tTy)=a"(-tT)-1=0
Lottt ,y)=a (t7)—1=0 (2)
Bt y) =y (") -y (t7) =0
Devemos mostrar que existem trés solugoes isoladas (t;,t,;,yk), para k = 1,2,3 do sistema (2), que
sao aproximadamente:

t = 1.48664..,
t; = 3.45108..,
y1 = 1.68120..,
ty = 0.85668..,
ty = 3.78234..,
y2 = 0.96580..,
ty = 0.39178..,
t; = 4.66507..,
y3 = 0.61885...

Estas trés solugoes vao corresponder as orbitas periodicas isoladas so sistema (1), isto é, aos ciclos
limites daquele sistema.

As estabilidades destes ciclos limites podem ser deduzidas através da introducdo de uma secao
transversal do fluxo, no nosso caso a reta x = 1, e calculando a derivada no ponto fixo da Aplicacdo de
Poincaré. Denotando por A este valor, que deve ser positivo, teremos um ciclo limite estavel quando
0 < A <1, e instavel quando A > 1.

Uma expressao para calcular A é dada por:

1-— 19 — —2t 19t
A, = L 0ye)(19 = 50ge) oy 19
(1 — 5y;)(19 — 50y%) 5 25

10



onde yg corresponde ao ponto mais baixo de cruzamento da oérbita periddica, ou seja, yr = y+(—tz) =
y~(t;, ). Obtemos:

y1 = —0.48606...

y2 = —0.08891...

ys3 = 0.16383...
e

A =1.11847...

A2 = 0.89617...

A3 = 2.18401...

Concluimos assim que, a primeira e a terceira érbita periodica sdo instaveis, enquanto que a segunda
é estével.

Para mostrar a existéncia das trés solugoes isoladas do sistema (2) dadas acima, devemos utilizar
o Teorema de Newton-Kantorovish.

Teorema de Newton-Kantorovich: Dada uma funcdo f : ¢ € R® — R" e um convexo
Co C C, assuma que f é C7 em Cj e que os seguintes pressupostos valem:

a) |Df(z) — Df(2")| < nlz — 2| para todo z, 2" € Cy;
b) [Df(z0) " f(20)] < o
c) [Df(z0)7" < B,

para algum zg € Cpy. Considere

1++v1-2h
T — 01

h = afn 1,2 = h

Se h < % e B.(xzg) C Cp, entdo a sequéncia {z;} definida por

Zpg1 = 2k — Df(z) " f(21) para k=0,1,...

estd contida em B,, (2p) e converge para o tnico zero de f(z) contido em Cy N By, (20).

A demonstracao da existéncia dos trés ciclos limites se encontra na referéncia [4].

5.2 Mais de Trés Ciclos Limites em Sistemas Descontinuos Por Partes com Duas
Zonas no Plano

Vamos considerar o seguinte sistema:

(3)

, JéX, H(X,p)<o0
GTX, H(X,p)=0

onde X’ indica a derivada em relagdo a variavel independente ¢ (tempo), p € um vetor de parametros,
X = (z,p) e
g 91
¢ = + 4+ )
921 922
satisfazendo as seguintes condigoes:
Hy) gis < 0;

H,) G~ tem autovalores complexos com a parte real negativa e G~ tem autovalores complexos com
a parte real positiva;

11



Hs) A funcdo H é pelo menos continua.

O caso que iremos considerar ocorre quando as matrizes G~ e G sdo definidas, respectivamente,
por

4 20 v

A= 33 e at—| (5)
s 2 L1
750 15 50

Vamos agora identificar a fun¢gdo H. Dado um ndmero inteiro m > 1, considere os conjuntos:
X ={(z1,...,29m_1) € RZ™1}

V=AW, y2m) € R :yoj # yoj 1,5 =1,...,m},

B={(B1,....0m) e R™: 5; € {0,1},j =1,...,m}.

Para X = (z,y) € R? ep = (x,y,8) € M = X x Y x B, seja (X,p) — H(X,p) = = — h(y,p)

uma funcao, onde

(y,0) = h(y,p) = &" + Y ar(v(y — yar—1) — Bro(y — yor)) (6)
k=1

com
_ Tyl — Tk

k — )
Yok — Y2k—1
parak=1,...,mes e R~ v(s) = su(s),

0, s<0,
1, s>=0.

seER— u(s) = {
Uma vez que p € M fixado, nés definimos o conjunto L, = {X € R*: H(X,p) = 0}.
Um membro do tipo (3) com fungao H definida como anteriormente, sera denotada por (G=,G1, H),,.

Teorema: Existem os parametros para p = (1, T2, 3, Y1, Y2, Y3, Y4, B1, B2) € M tais que (A=, A*, H),
tem n(p), com 3 < n(p) < 7, ciclos limites ndo deslizantes alinhados na origem. Mais precisamente,
para:

a) pa=(1,2,2,3,4,y3,1,0,B2), n(ps) = 4;
b) ps = (1,2,2,3,4,y3,94, 1, B2),n(p5) = 5;
c) ps =(1,2,3,3,4,5,6,1,0),n(ps) = 6;
d) pr=1(1,2,3,3,4,5,6,1,1),n(p7) = 1.

Além disso, o conjunto dos ciclos limites para p; ¢ o subconjunto dos ciclos limites para p;11, j = 1, ...,6.

Analise para (A=, A" H),y

Para um p € M fixado e dado a condigao inicial Xo = (x9,y0) = (h(y0,D),%0). As solugdes de
X' = A~ X sera denotada por

(thO) — Xi(ta XO) = (‘ri(tv X0)7y7(t7 XO))
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e para as solucdes de X’ = AT X sera denotado por
(t, Xo) = XT(t, Xo) = (27 (t, Xo),y™ (¢, X0))

Calculando temos: )
x (t, Xp) = 1—5675(15%003(15) + (23x9 — 100yp)sen(t))

1
y~ (t,Xo) = %e_é(%(}yocos(t) + (377zo — 1150y0)sen(t))

T (t, Xo) = e%(xocos(t) — yosen(t))
y* (. X0) = 0 (yocos(t) + wosen(r))

Temos que a fungao H para (A=, A", H)s ¢ da seguinte forma para o parametro pr:

x—1, se y<3
r—y+2, se 3<y<4
H(X,p7)=<¢x -2, se 4<y<5b
r—y+3, se 5Ly<6
r— 3, se y>6

Além disso, a origem é um foco estavel real para X’ = A~ X e um foco instavel virtual para X’ = A~ X.

Analisando o conjunto L, para (A~, A", H)s, podemos determinar as regides de costura e de
deslize, exceto nos pontos onde (6) nao ¢ diferencidvel. Para pg4, ps, ps, pr € M a regido de deslize é
S={(1,y) eR?: } <y < B} e os outros pontos sdo do tipo costura.

Portanto, para py,ps,ps,p7 € M se (A=, AT H)s tem o6rbitas periodicas nao deslizantes, estas
devem circular o segmento S.

Os pontos finais do segmento deslizante sdo os pontos de tangéncia do fluxo de (A, A*, H)s com L,
que nos permitem obter o dominio da aplicacao de Poincaré. Considere Xy = (29, y0) = (h(v0,P),Y0),
com ¥y > é—g. Seja t~ > 0 0 menor tempo tal que X1 = X~ (¢, Xo) € L, e seja tT > 0 0 menor tempo
tal que Xt = (t7, X;1) € L,, sendo assim, a aplicacdo de Poincaré ¢ implicitamente definida por:

= (t7, Xo) = h(y~(t~, Xo),p) (7)
ot (t7, X (17, Xo)) = h(y~ (t7, X~ (t7, X0)),p)

possibilitando determinar os sete ciclos limites do sistema.

’ e

WAL WY
N

o
(¥

25 —20 -15 -10 -5

Figura 14: sete ciclos limites de (A=, AT, H)s. [1]
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Devemos mostrar que existem sete solugoes isoladas P, = ($]8, ylg,t;,tz), para k=1,2,3,...,7 do
sistema (7), que sdo aproximadamente:

P =(1,0.618854,4.665072,0.391783)

P, = (1,0.965799, 3.782341, 0.856683)
P; = (1,1.681194, 3.451083, 1.486632)

Py = (1.549474, 3.549474, 3.305120, 2.115175)
P5 = (2,4.476594, 3.288089, 2.226178)

Ps = (2.621292, 5.621292, 3.277207, 2.307377)
P; = (3,6.283858, 3.273327, 2.339309)

Para mostrar a existéncia das sete solucoes isoladas do sistema (7) dadas acima, devemos utilizar
o Teorema de Newton-Kantorovish. A demonstracdo da existéncia dos sete ciclos limites se encontra
na referéncia [1].

6 Conclusao

Neste projeto estudamos principalmente a existéncia de ciclos limites em sistemas descontinuos por
partes com duas zonas no plano, onde foram analisados dois sistemas. O sistema em que a variedade
de descontinuidade é uma reta ainda é um problema em aberto, pois nao se sabe se ele possui apenas os
trés ciclos limites ja encontrado ou se possui mais ciclos limites. Ja para o sistema em que a variedade
de descontinuidade é em formato de escada, temos a prova de que existem n ciclos limites. A proposta
do projeto foi cumprida conforme o planejamento estipulado.
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