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1 Introducao

A teoria desenvolvida em volta dos sistemas dinamicos possui como objetivo es-
tudar sistemas que evoluem com o decorrer de algum parametro e uma condi¢ao. Sendo
assim, uma estrutura interessante para ser estudada por essa teoria sao equagoes diferen-
ciais ordinarias (EDO), uma vez que as solu¢oes de uma EDO evoluem com o decorrer do
parametro de solugao (chamado usualmente de tempo).

Mais especificamente, o alvo de estudo desse projeto sao os sistemas de equagoes
diferenciais planares, ou seja, um sistema da forma y = F(y), sendo y : R? — R? e
F : R? — R2% Note que as solucoes desse sistema sao curvas parametrizadas em R2
portanto hé o interesse de saber como essas solucgoes se organizam e quais suas dinamicas
no plano.

Seja um sistema de equacoes diferenciais planares

&= Pl,y), (1.0.1)
Yy = Q(l‘ ) y),
onde P,Q : R? — R. Ao trabalhar um pouco com esse sistema ¢ possivel concluir que
os Unicos pontos que influenciam de maneira significativa na dinamica do sistema (1.0.1)
sao os chamados pontos singulares (conjunto dos pontos z pertencentes a R? tais que
P(z) = Q(z) = 0) tal conclusao ¢ proveniente da andlise do Teorema do Fluxo Tubular.

No caso em que os pontos singulares sao um conjunto de pontos isolados, esse pro-
blema foi praticamente resolvido. Utilizando o teorema de Hartman-Grobman, é possivel
concluir que se os pontos singulares do sistema (1.0.1) forem ditos hiperbdlicos, i.e, os
autovalores do jacobiano do campo vetorial aplicado na singularidade tém parte real di-
ferente de zero, entao o sistema é localmente conjugado a seu jacobiano ao redor da
singularidade. Sendo assim, é possivel reduzir o comportamento de um sistema nao-linear
para um linear. Uma vez que a teoria esta completa para o caso linear o problema em
questao esta resolvido para o caso hiperbdlico.

Porém, quando os autovalores do Jacobiano do campo vetorial aplicados na singu-
laridade sao imaginarios puros, apenas consegue-se provar que a dinamica em volta dessas
singularidades sera um Foco ou um Centro, restando determinar qual destes é o caso, e o
problema do Centro-Foco vem justamente tentar responder essa questao.

Além do problema do Centro-Foco, sera discutido o 16° problema de Hilbert. Dado
um sistema como (1.0.1), porém restringindo P e () a polinémios de grau n, a segunda
parte do 16° Problema de Hilbert nos pergunta qual o nimero maximo de ciclos limites
para cada n correspondente.

Atualmente esse problema estd em aberto, porém existe uma versao mais fraca
dessa questdo na qual o campo vetorial do sistema (1.0.1) é restrito para um campo
Hamiltoniano. Nesse caso é possivel resolver o impasse fazendo uso da teoria em torno

das Integrais Abelianas. O projeto se propoe a demonstrar essa versao mais fraca do 16°
Problema de Hilbert.



2 Objetivo do Projeto

O projeto tem como objetivo demonstrar alguns teoremas a respeito do problema
do Centro-Foco, abordando tépicos a respeito de: centros, ciclos limites, integrabilidade
de Darboux, integrabilidade Liouvilliana, simetria, sistema de Cherkas, monodromia e o
problema do centro-foco tangente.

Além de trabalhar de maneira semelhante para o compreendimento do 16° Pro-
blema de Hilbert, abordando tépicos como: forma fraca do 16° problema de Hilbert,
integrais Abelianas e o nimero estimado de zeros de uma integral Abeliana.

Dessa forma, o projeto ambiciona que o aluno compreenda a importancia do pro-
blema do centro-foco, tomando como exemplo o caso dos sistemas polinomiais e, além
disso, que o mesmo aprenda a relagao entre ciclos limites e zeros de integrais Abelia-
nas, principalmente no caso em que estas integrais sao fungoes de Melnikov (método do
Averaging).

3 Plano de Trabalho

A forma de trabalho no projeto foi o avangar na referéncia [1] por parte do aluno,
sendo que existem hiatos entre os capitulos para consultar referéncias adicionais, a fim de
que haja maior compreensao do capitulo abordado. Na maioria das vezes as referéncias
utilizadas foram [1], [4] e [8].

Semanalmente, o orientador e o aluno fizeram uma reuniao com a finalidade de
checar a evolugao do aluno perante o conteiido, vendo dessa forma se o progresso obtido
estava dentro do esperado, e além disso discutir e sanar as eventuais dividas que o aluno
teve durante o processo.

Uma vez que o aluno ja participou de uma iniciacao cientifica passada com o
mesmo orientador, foi estabelecido que nao era necessario fazer um estudo de termos
basicos da teoria de sistemas dinamicos pois o orientando ja possuia alguma experiéncia
com o assunto.

Sendo assim, foram estudados os topicos: centros, ciclos limites, integrabilidade
de Darboux, integrabilidade Liouvilliana, simetria, sistema de Cherkas, monodromia, pro-
blema do centro-foco tangente, integrais Abelianas, ciclos limites, métodos para estimar
a quantidade de zeros de uma integral abeliana e topicos referentes a versao fraca do 16°
problema de Hilbert

Tais tépicos foram encontrados e desenvolvidos de acordo com a referéncia [1],
com a finalidade de aumentar o conhecimento e familiaridade do aluno; na questao de
Integrabilidade de Darboux foi utilizado amplamente o capitulo 5 da referéncia [4] e, para
o mesmo propdsito, porém com um enfoque em curvas algébricas, foi usada a referéncia
[8] e para o melhor entendimento do método do Averaging foram estudadas as referéncias
[3] e [15]. Além disso, foram lidos alguns artigos a respeito de temas correlatos com os
tépicos citados acima.



4 Problema do Centro-Foco

4.1 Preliminares

Nessa subsecao serao definidos e apresentados conceitos da teoria de sistemas
dinamicos e alguns dos teoremas mais importantes. Tais defini¢coes tém como base as
referéncias [1], [2] e [9]. Além disso a grande maioria das demonstragoes feitas nesse
relatério sdo baseadas nas referéncias [1], [3] e [4].

Definicao 4.1. Sejam A C R? um aberto ndo vazio, f : A — R wma funcao continua.
Denominam-se equacoes da forma

7 = T(.0), onde y=y(1).

de Equacao Diferencial Ordindria (EDO) de primeira ordem.

Notacao 4.1. Sejam A, B subconjuntos de R? ndo vazios, ey : A — B, onde y é derivdvel
no interior de A com relacdo a t. Neste caso utiliza-se a sequinte notacdo:

y—y’—dy
dt

Definigao 4.2. Sejam A C R™ um aberto nao vazio e f; : A — R e y; = y;(t) fungdes
continuas. Denomina-se o sistema de equagoes da forma

;

Y1 = fl(t7y17y2a s 7yn)7
Yo = fQ(t)ylny, s 7yn)7

Yn = fn(t7 Y1, Y2, - - - Jyn)J
de Sistema de Equacoes Diferenciais Ordindrias de primeira ordem.

Notacgao 4.2. Sejam A;, B; subconjuntos de R™ e sejay um vetor da formay = (y1,Y2, -, Yn),
ondey; 1 A; — B; é derivdvel no interior de A; com relagdo at, para todoi € {1,2,3,...,n}.
Nesse caso utiliza-se a sequinte notacao:

dyl dyz %
dtdt T dt )
Definicao 4.3. Seja y um vetor da forma y = (y1,92,...,yn) € f : A C R" - R,

onde f(y1, .- Yn) = (fi(yr, - Un)s s fu(y1, ..., yn)). Considere o sistema de equagdes
diferenciais

y=r(), (4.1.1)

caso exista uma n-upla y* = (Y5, ys,...,ys), satisfazendo f(y*) = 0, y* é dito um ponto
singular relacionado ao sistema (4.1.1).



Notacao 4.3. A solucao de um sistema definido como

{ v =1, (4.1.2)

y(s0) = o,
¢ denotada como y(t) = ¢(t, S0,%0), i.e. @ L5y 00 — A sendo satisfeitos:

dp

- (t.50,00) = f(t, 0(t, 50, 70)),

SO(SOa 50, 1‘0) = Zop.

Em especial, p(t,zq) = ¢(t,0,z0).

Defini¢ao 4.4. Dada uma equagdo diferencial como (4.1.2), o conjunto

7(507 IO) = {Z/ cA: Y= @(t S0, l’o) e te [(50,10)}7
¢ chamado de drbita da solugao o(t, so, xg).
Definicao 4.5. Uma drbita € chamada de ciclo limite se for uma orbita periodica isolada.

Definicao 4.6. Considere a equacao diferencial, ou sistema de equacoes diferenciais

y=f(y),

onde f: A — R" é uma funcao localmente Lipschitz em um subconjunto aberto A de R™.
Suponha que para todo y € A, a solugdo ¢(t,y) € definida em todo R. O fluxo da equagao
diferencial (4.1.1) é definido como ® : R x A — R", sendo que ®(t,y) = p(t,y).

Definigao 4.7. Sejam A C R™ um conjunto aberto nao vazio e ® : R x A — R™ um fluxo
associado a um sistema de equacoes diferenciais.

Dados os pontos yo,y1 € A, o ponto yy € chamado de a-limite do ponto y, se

existe uma sequéncia {s,}>°, satisfazendo lim s, = —oo, tal que lim ®(s,,y1) = Yo.
n—oo n—o0

Chama-se o ponto yo de w-limite do ponto y, se existe uma sequéncia {s,},,
satisfazendo lim s, = oo tal que lim ®(s,,y1) = yo.
n—oo n—oo

Definicao 4.8. Considere os dois sistemas de equagoes diferenciais & = f(z) e y = g(y),
com f: U — R" uma funcao localmente Lipschitz definida em U C R" e g : V — R"
uma fungao localmente Lipschitz definida em V- C R". Sejam ®(s,z) e VU(s,y) os seus
respectivos fluzos.

Os fluzos sdo ditos C*-conjugados se existe um difeomorfismo h : U — V (chamado
de conjugacao), tal que V(s, h(z)) = h(P(s,x)) para todo s € R ex € U.

Os fluxos sao chamados de equivalentes se existe um homeomorfismo crescente
h :U — V (chamado de equivaléncia), tal que se v € uma orbita do primeiro sistema
entdo h(vy) € uma drbita do sequndo e em adicional h preserva a orientagdo da orbita.

Definigao 4.9. Considere dois fluzos conjugados (respectivamente equivalentes), tais flu-
zos sao chamados de linearmente conjugados (linearmente equivalentes) se existe h um
1somorfismo linear satisfazendo as condicoes da Definicio 4.10. Se h for apenas um
homeomorfismo, os fluros sao batizados de topologicamente conjugados (topologicamente
equivalentes).



Definicao 4.10. Seja F campo vetorial de classe C" definido num aberto U C R™. Uma
aplicacao diferencial f : S C R"™ — U, S aberto, chama-se secdao transversal local se
f'(s)(R™™Y) e F(f(s)) geram o espago R™. Seja 3 = f(S).

Se f: S — X € homeomorfismo, entdo % € chamado de se¢do transversal.

Teorema 4.1. (Teorema de Hartman-Grobman) Sejam A C R™ aberto, X : A — R™
um campo de vetores de classe C' e x* € A uma singularidade hiperbdlica (autovalores do
Jacobiano de X aplicados no ponto x* com parte real diferente de 0). Entio X e J(z*)
sao topologicamente equivalentes numa vizinhanga de x*, sendo J o jacobiano do campo

X.

Demonstra¢ao. Demonstragao feita no Apéndice A. O

Defini¢ao 4.11. Uma fungdo 0 : (0,0] — R € chamada fun¢ao de ordem se é continua,
positiva e o limite liII(l) d(e) emiste.
E—r

Definigao 4.12. Seja f(t,€) uma fungdo que tem a imagem sendo R™, e seu dominio
caracterizado pelos (t,¢), tais que € > 0 et € I, onde I. € um intervalo real dependente
de €.

Interprete a expressao parac | 0, como sendo que existe g > 0 tal que o enunciado
em questao € valido para todo € € (0, &g).

Dessa forma os simbolos de Landau O(-) e o(-), sdo definidos por:

1. E dito que f(t,e) = O(8(c)) para € | 0 se existem constantes eg > 0 ¢ K > 0
satisfazendo:

1f @ e)ll < Klo(e)l,
Vtel, el<e<eg.

2. E dito que ||f(t, )| = 0(6(c)) parae | 0 se:

o 12 _
2w

uniformemente para t € I.. Isto €, para cada o > 0, existe § > 0 tal que, set € I,
e 0 < e < f, entao:
1/ ()l

—5(6) <«
3. E dito que &, (¢) = 0(02(¢)) para £ | 0 se:

. 0a(e)
1
Ei}(r)h‘ 51 (8)

Nesse relatorio sempre serd omitida a expressao para € | 0, uma vez que as fungoes
de ordem utilizadas sempre estarao definidas para uma vizinhanca da origem.



Definicao 4.13. f : U C R* — R™, € dita analitica em U, se para todo x € U, existe
uma vizinhanca U, C U de z, tal que

) =>_

onde f®) ¢ a k-ésima derivada de f e (y — 2)'k) = (y —x,y —x,...,y — x). De forma
que a convergéncia dessa série € uniforme em U,.

| —

TO@) - y-a)®, Vyel.

3

Teorema 4.2. (Teorema do Fluzo Tubular) Seja F' um campo vetorial de classe C" de-
finido num aberto U C R™, p € U ponto regular (F(p) # 0) e f : S — ¥ uma se¢cdo
transversal de F' em p (f(0) = p), entao existe um difeomorfismo h : V — (—¢,¢) X B de
classe C", onde € > 0 e B ¢ uma bola aberta de R™ centrada na origem, tal que

1. h(XNV)={0} x B.
2. h é uma C"-conjugagao entre F|y e o campo constante G : (—e€,e) x B — R",

G(t,x) =(1,0),Vt e R ex € B.

A demonstracao do Teorema 4.2 pode ser encontrada na referéncia [13].

Teorema 4.3. Seja

{ &= Plz.y), (4.1.3)

y=Q(z,y),
um sistema de equacoes diferenciais planares onde P e Q) sdo de classe C' e P,Q : R?> —

R. Se (xg,y0) € uma singularidade nao hiperbdlica, entao a dinamica do sistema numa
vizinhanga suficientemente proxima desse ponto configura um centro ou um foco.

Demonstracdao. Primeiramente note que pode-se supor, sem perda de generalidade, que
(x0,0) € igual a origem, uma vez que pode-se fazer a mudanga de varidveis x — x — ¢ e
Yy — y — yo. Sendo assim, considere xy = yy = 0.

Uma vez que P e @ sao de classe C!, entao existem a, b, c e d € R tais que
P(z,y) = ax + by + O(2* + 3?),

Q(z,y) = cx + dy + O(2* + y?),
onde O é o simbolo de Landau.

Note que o Jacobiano do campo planar na origem é

a b

como (0,0) é uma singularidade nao hiperbdlica, segue que o polinémio caracteristico de
J deve possuir raizes imagindrias puras, sendo assim existe to € R\{0} tal que itg e —it
sao os autovalores de J. Uma vez que J possui autovalores diferentes, tem-se a garantia



de que J ¢ diagonalizdvel sobre o espaco vetorial complexo, sendo assim existe u € C? tal
que u é autovetor associado ao autovalor ity. Note que

(A —itel)u=0
(A—itol)u=0
(A—ite)u=0
(A —ite)u =0
(A—ite)u=0
(A +itol)u = 0.

Logo u é autovetor associado ao autovalor —ity. Como u € C2%, 3 uq, us, v1, v3 €
R tais que

Defina

Sera demonstrado que U é uma matriz invertivel. Suponha por reducao ao absurdo
que U nao seja invertivel, entao suas colunas devem ser linearmente dependentes logo
existe A € R tal que

+ 1A

. Uy Uy .
sendo assim, u = [ " ] . Por outro lado tem-se que Ju = ityu e segue que
2 2

Ju — (au1 + bU2> + i)\(aul + b’UQ) o —)\toul + itoul
o (cu1 + dUQ> + i)\(CUl + dUQ) - —)\tQUQ + itoUQ '

comparando as partes reais chega-se a conclusao que au; + bus = —Atguy e cuy + dug =
—Atous logo

J|m :—At(][“l]

U2 U2

0

0 Y
sendo assim as unicas possibilidades para A sao =i, resultando em um absurdo pois \ €
R, dessa forma U é uma matriz invertivel.

(J+ D) | ™ | =
U2

0 o

—1
4 0 U=.

Serda demonstrado que J = U




Uma vez que u é autovalor tem-se que

[

[ (auy + bug) + i(avy + bvy) ] _ [ —tov1 + itguy ]

Ju = 1tgu

uy + 101
Uy + 10

uy + 101

. =ity
U + V2

(cuy + dug) + i(cvy + dvg) —tova + itgls

consequentemente retira-se as seguintes igualdades

auy + buy = —tyvy,
avy + bUQ = toul,
cuq + dug = —tyvg, (4.14)

cvr + dUQ = toUg,

note que
JU — auy + buy  avy + buy
eus +duy cvy + dug
(LD —tovr  toug
—tova  louz
U1 n 0 to
o U Vg —t(] 0
0 t
v —tg 0
) t .
sendo assim, mostramos que J = U (l 6) U~!. Fazendo a seguinte mudanca de
—lo

variavel no sistema (4.1.3)

e lU -1
Y Lo Y
consegue-se que
j? . 0 ]_ T 2 2

ou seja, o sistema (4.1.3) é equivalente a

i =y+ 0 y?),
{ y=—z+ 0@y (415)

Passando o sistema (4.1.5) para coordenadas polares, i.e. z +— rcos(f) e y +—
rsin(f), obtém-se que

i = & cos(f) + ysin(0),
0 =+ (ycos(f) — isin(h)) .

10



Sendo assim

r = O(r?),

0=1+0(r),
uma vez que 0—1= O(r), temos pela definicdo do simbolo de Landau que existe C' € R
tal que |0 — 1| < C|r| e tomando r < ;& temos que a derivada de 6 ¢ positiva em todo
ponto de V = {(z,y) € R? | 2% +y* < 1/4C}. Uma vez que o angulo 0 é estritamente
crescente em V', temos que o retrato de fase desse sistema sé pode configurar um foco ou
um centro.

Como esse sistema foi proveniente de mudangas de variaveis do sistema (4.1.3), a
demonstracao do teorema se torna concluida. O]

O resultado demonstrado acima é o principal motivo do problema do Centro-Foco
existir, uma vez que com a demonstracao desse resultado a pergunta natural a ser feita é
quais as condigoes para afirmar se um sistema descrito como no Teorema 4.3 possui um
foco ou um centro préximo a singularidade em questao.

Definicao 4.14. Um sistema Hamiltoniano é um sistema da forma

.ol
l’—a—y,
. oH
y——%,

onde H : R? = R. Um campo X : R? — R? ¢ dito Hamiltoniano se o sistema 3 = X (y)
¢ Hamiltoniano.

Lema 4.1. Considere o sistema de equacgoes diferenciais

. OH
r= =,
y (4.1.6)
.
y_ 8337

ondey : R? — R? e H : R? — R, entdo as solugdes do sistema Hamiltoniano (4.1.6)
estao contidas nas curvas de nivel de H .

Demonstragao. Seja y(t) = (71(t),2(t)) uma solugao da equagao diferencial (4.1.6), uma
vez que 7y é solucao tem-se que

. OH
M= @7
. O0H
Y2 = T or
note que
O o0+ St

11



Sendo assim, integrando os 2 lados da expressao acima de 0 até t encontra-se que H(7(t))
C, onde C' ¢é uma constante de R?, demonstrando o lema.

LIl

Teorema 4.4. Seja

._8H

x—@,
. OH
Z/——g—x;

um sistema de equacoes diferenciais com singularidades isoladas, onde H : R? = R e os
autovalores do jacobiano de H aplicados em uma singularidade sao ambos diferentes de
0. Entao, no retrato de fase do sistema so existem centros ou selas.

Demonstracao. Seja y* um ponto singular do sistema. Como y* é um ponto isolado, pelos
Teoremas 4.1 e 4.3 tem-se que existe uma vizinhanca V' de y* tal que a dinamica em V
deve ser um né, um né degenerado, um foco, um centro ou uma sela. Suponha por redugao
ao absurdo que em torno de y* exista um foco, sem perda de generalidade suponha esse
foco estéavel (se for instavel basta tomar o tempo negativo) e considere 7 e v, duas érbitas
do sistema. Como a dinamica em V é um foco estavel segue que y* é o w-limite de todo
ponto das érbitas y; e ¥o.

Dessa forma existem as sequéncias {s, }neny C 71 € {rntnen C 72, tais que s, — y*
er, — y* quando n — .

Pelo Lema 4.1, consegue-se a existéncia de K e Ky pertencentes aos reais tais que
H(s;) = Ky e H(r;) = Ks para todo i € N, e utilizando a continuidade de H obtém-se o
seguinte resultado

lim H(s,) =H (lim sn)

n—00 n—oo

K, =H(y")

lim H(r,)=H (lim rn)

n—00 n—oo

Ky = H(y*)v

a implicacao imediata destes resultados é que K; = K, ou seja, todas as orbitas em V
estao na mesma curva de nivel.

Uma vez que y* é uma singularidade isolada, entao existe p € R, tal que y* é a tinica
singularidade do conjunto Vy = {x € R? / ||z —y*|| < p}, porém tome xo € V NV}. Existe
uma érbita que passa por xg, implicando que H(zg) = K7, como xy é um ponto genérico
de V' NV, consegue-se que todos os pontos estao na mesma curva de nivel, implicando que
as derivadas parciais de H em xg sao 0, ocasionando assim um absurdo pois contraria o
fato de y* ser um ponto singular isolado.

Dessa maneira tem-se que o retrato de fase em torno de y* nao pode ser um foco.

Supondo agora que o retrato de fase é um né ou um né degenerado a demonstragao
segue de forma analoga, gerando o mesmo absurdo. Dessa forma conclui-se que a dinamica
do sistema em torno de uma vizinhanga de y* deve ser um centro ou uma sela. O]

12



4.2 Integrabilidade de Darboux

Nessa subsecao serd mostrada uma ferramenta muito interessante para descobrir
se um sistema como (4.1.3) é um centro ou foco.

Seja X um campo polinomial vetorial

X = Ple.y) L+ Qa,y) 2

4.2.1
Ox oy’ ( )

além disso, assuma P, () polinomios de grau no maximo d. Identifica-se o campo vetorial
como a equacao diferencial de primeira ordem

{ &= Plz.y), (4.2.2)

Y= Q(x,y).

Por conta da maneira como foi escrito o campo X em (4.2.1), dada uma funcao
f:R?* = R, utiliza-se a seguinte notacio

X(f) =X -Vf = Pl + Qary)

of
ox ’

dy

Para essa subsecao, sempre que for falado em X, considere o campo (4.2.1) ou o
sistema (4.2.2).

4.2.1 Curvas Invariantes

Defini¢ao 4.15. Seja f € Clx,y|. Se X(f)/f é um polinomio de no mdximo grau d — 1,
dizemos que f =0 € uma curva algébrica invariante de X e Ly = X (f)/f € seu cofator.

Proposicao 4.1. Sejam f,g € Clx,y], com f e g relativamente primos no anel Clx,y].
Entao, fg = 0 € uma curva algébrica invariante sobre X (referente a (4.2.1)), se, e
somente se, f = 0 e g = 0 sao curvas invariantes algébricas, com cofatores Ly e Ly
respectivamente. Mais ainda, Ly, = Ly + L,

Demonstracao. Note que
X(fg) =g(X(f)) + [(X(9)),

assuma que fg = 0 é um curva algébrica invariante com cofator L,. E claro que X (fg) =
Ly, fg, além disso pela relagao acima conclui-se que Ly, fg = g(X(f))+ f(X(g)). Uma vez
que f e g sao relativamente primos, consegue-se que f divide X (f); de maneira andloga,
g divide X (g). Uma vez que grau(df/dy) < grau(f) — 1 e grau(0f/0z) < grau(f) — 1,
segue que

grau (%) = grau(X(f)) — grau(f) < d + grau(f) — 1 — grau(f) <d — 1.
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Fazendo o mesmo procedimento para ¢, conclui-se assim que f e g sao curvas
algébricas invariantes. Uma vez que Ly = X(f)/f e L, = X(g)/g, obtém-se da relacao
anterior que Ly, = Ly + L.

A volta do teorema ¢é anédloga. O
Corolario 4.1. Seja f € Clz,y] e f = f"...f' a fatoracao em fatores irredutiveis.
Entao, para o campo vetorial X, f =0 é uma curva algébrica invariante com cofator Ly

& fi = 0 é uma curva invariante para cada i = 1,2,...,r com cofator Ly,. Mais ainda,
Lf = nlLfl + ...+ TLTLfT.

Demonstracao. Basta aplicar a proposicao 4.1 e inducao na quantidade de termos da
fatoracao de f para chegar ao resultado esperado. O

Definicao 4.16. Sejam f,g € Clz,y]. e =exp(g/f) € chamado de fator exponencial do
campo vetorial X de grau d se X(e)/e € um polinomio de grau no mdzrimo d — 1. Esse
polinomio € chamado de cofator do fator exponencial e, é denotado por L.. O quociente
g/f € denominado coeficiente exponencial de X .

Proposicao 4.2. See = exp(g/f) ¢ um fator exponencial do campo vetorial X, entao f
¢ uma curva algébrica invariante e g satisfaz a equagao

X(Q) :gLf+fLe>

onde Ly € o cofator de f.

Demonstracao. Note que

L - Xée)
exp(g/f)Le = X (exp(g/f))
eXp(g/f)Le _ P@(e p(;]/f)) N Q@(exp(g/f))

0 dy
0 0 0
fPexp(g/f)Le = (8_xf - ga—i) Pexp(g/f) + (a—gf - ga—£> Qexp(g/f)

fPLe = fX(g) — gX(f)
X(g) = fLe+gLy.

Uma vez que mdc(f, g) = 1, segue da igualdade anterior que g divide X (g), com

efeito
X))\ _
grau | — = | = grau(X(g)) — grau(g) < d + grau(g) — 1 — grau(g) < d -1,
concluindo assim a demonstragao da proposicao. O
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4.2.2 O método de Darboux

O uso principal das curvas invariantes é a construcao de primeiras integrais e
fatores integrantes, veremos nessa subsecao que a existéncia de fatores integrantes ou
integrais primeiras implica que seu sistema possui um centro mediante ao problema do
Centro-Foco.

Definigao 4.17. Seja P/Q uma fungdo racional em x e y, com P e Q coprimos, entdo
o grau de P/Q é o mdximo dos graus de P e Q.

Definicao 4.18. Uma funcao ¢ dita de Darboux se ela pode ser escrita na forma

.,

h I;

o9/ Hfl :
i=1

onde f;, g e h sao polinomios, l; sao numeros complexos e r € N.

Definicao 4.19. Seja U um aberto de C2. Uma funcdo nao constante H : U — C é
chamada de integral primeira do campo vetorial X em U se, e somente se, X |y (H) = 0.
Quando H ¢é a restricao de uma fungao racional (respectivamente Darbouz) em U, entdo
H ¢é uma integral primeira racional (Darbouz).

Definicao 4.20. Uma funcao nao nula R : U — C é chamada de fator integrante do
campo vetorial X em U se, e somente se, X(R) = —divX - R em U, onde div é o
divergente do campo vetorial.

Proposicao 4.3. Considere um sistema de equagoes diferenciais definido como (4.2.2)
(porém P,Q) ndo precisam ser polindmios), se o sistema possuir um fator integrante R
em U, entdo toda singularidade de (4.2.2) em U € um centro ou uma sela.

Demonstra¢ao. Uma vez que R é um fator integrante de (4.2.2), tem-se que

X(R)=—divX-R
R _OR AP 0Q

p T p_Yx
ox + dy ox 1 oy h
OR OP OR oQ
Pty T R—_ 02" _ R
ox + ox ki @ Jy 1 dy
OPR 0Q(—R)
or Oy
H H
logo existe uma funcao H : R? — R, tal que %—y =PRe 88_:1: = —QR.

Note que as solugoes de (4.2.2) estao contidas nas curvas de nivel de H. Para ver
isso, seja y(t) = (71(),72(t)) uma solucao da equagao diferencial (4.2.2)

S(HOW) = VHG®) - ()

O dvy | OH dv
Ox dt Oy dt

= —QUY()R(v()P(v(1)) + P(v(1)) R((1))Q((1))
= 0.
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H(y)
dt

Dessa forma, integrando (t), em t, tem-se que H(y(t)) = C, ¥V t € R, para

algum C' € R.
Utilizando os mesmos passos descritos na demonstracao do Teorema 4.4, conclui-se

que toda singularidade de (4.2.2) em U é um centro ou uma sela. ]

Proposicao 4.4. Considere um sistema de equagoes diferenciais definido como (4.2.2)
(porém P, Q) ndo precisam ser polinémios), se o sistema possuir uma integral primeira H
em U, entao toda singularidade de (4.2.2) em U é um centro ou uma sela.

Demonstragao. Note que, como H é uma integral primeira, para todo (z,y) € U

X(H)=0
OH OH
(P.Q)-VH =0,

segue que (P, Q) é perpendicular a VH, implicando que existe A € R\0 tal que

implicando pelo mesmo motivo da demonstragao anterior que as singularidades em U sao
apenas centros ou selas. O

Corolario 4.2. Se R € o fator integrante de X em U, entdo X possui uma integral
primeira H em U.

Demonstracao. Como visto na demonstracao da Proposicao 4.3, existe uma funcao H :

H H
U — R tal que 86— =PRe a@— = —QR. Note que para (z,y) € U,
y x

X(H)=—-PQR+ QPR =0,
logo H ¢ uma integral primeira. O

E possivel provar também que dada uma integral primeira H de X, existe um fator
integrante R tal que R satisfaz:

OH OH
RP=——, RQ=—.
oy ¢ ox
Proposicao 4.5. Seja X um campo vetorial. Se X admite p curvas algébricas invariantes
independentes f; = 0, para i = 1,...,p e q fatores exponenciais independentes e;, para
j=1,.....q, entao ocorrem as sequintes consequéencias.

p q
1. Ezistem A, pj, ndo todos zero, tais que Y ALy, + Y pjLe, = 0 se, e somente se, a
i=1 j=1

~ by A . . . . .
fungdo f...fprelt...eh? € uma integral primeira do campo vetorial X.
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P q
2. Eristem )i, p;, ndo todos zero, tais que Y A\iLy,+ > pjLe; = —div(X) se, e somente
. —

=1 j=
. A . . .
se, a funcdo fi'...fyP el . ..eh? ¢ um fator integrante do campo vetorial X .

Demonstracao. 1) Basta ver que

p q
> ML+ piLe, =0
i=1 =1

Shp g+ Lo e =0
<:>Lf1’\1...f3pefl...egq =0

A
X foreteg’)

A1 Ap p1 Pq
1 e p 61 .-neq

<X ( fl...fgpe’l)l...egq) =0,

provando assim o item 1).
2) Fazendo as seguintes manipulagoes algébricas

p q
S AL+ piLe; = —div(X)
i=1 Jj=1

<:>Lfl>\1“.fp)\p + Lerlumegq = — diV(X)
<:>Lf1>‘1...f;\pe’1)1‘..egq - le(X)
X(fM. forelr.. ebe
(/\1 J:p 1 q):—diV(X)
Mo frert. ey
<X ( fl...flj\pefl...egq) = —div(X) - ( Al...fﬁpefl...egq),
prova-se o item 2) e, consequentemente, a proposicao. ]

Defini¢ao 4.21. Sejam X um espago vetorial de grau d e S C C? um conjunto finito

de pontos (possivelmente vazio). O espago de cofatores restritos com respeito a S, Xg, €
definido por

ZS - ﬂmp ﬂCd—l[xay]a

peS

sendo que my, € o ideal mazimal de Clx,y| correspondente ao ponto p.
Se S possui s pontos, entao a dimensao de Xg é dada por

o:=dimCy_q[z,y] — s = @ — s.
Teorema 4.5. Seja X um campo vetorial de grau d. Assuma que X possui p cur-
vas algébricas invariantes distintas f; = 0, 1 = 1,...,p, e q fatores exponenciais e; =
exp(gl-/hi), i1 =1,...,q onde cada h; € igual a fi para algum k. Suponha, mais ainda, que
existem s pontos criticos py, ..., ps, 08 quais sao independentes com respeito a Cy_1[z, ],
e filpg) #0paraj=1,....,p ek =1,..,s. Entao ocorrem:

17



1. Sep+q > o+2, entao X possui uma integral primeira racional.
2. Sep+q>o0+1, entao X possui uma integral primeira de Darboux.

3. Sep+q > o ediv(X) se anula nos pontos p;, entao X tem ou uma integral primeira
de Darbouzx ou um fator integrante.

Demonstragao. 1) Uma vez que a dimensao de Xg é o segue que existem as, ..., 0gppq €
Bs, ..., Bp+q Dertencentes aos complexos tais que

L1 + O{3L3 + ...+ ap+qu+q = O,
Lo+ B3L3+ ... + BpigLlpiqg =0,

onde
L X(fu)/fn, sen € {1,2,...,p},
X(eprg-nt1)/€prg-nt1, sen € {p+1,....,p+q}.
Segue da Proposicao 4.5 que existem fungoes M; = G1G§3....G;i;q e My =
G2G§3....G5ﬁq que formam uma integral primeira, sendo G; o polinomio definido pela

curva algébrica invariante ou pelo fator exponencial cujo cofator é L;. Dessa forma, to-
mando os logaritmos de M; e Ms, encontra-se funcoes H; e Hy tais que

H, = ln(Gngs.. Ga”q) =1In(Gy) + asIn(Gs) + ... + apiq ln(Gp+q)

ptgq

Hy =1n <G2G§3....G5”+“) = n(Ga) + B310(Gs) + .. + BpygIn(Gpag),

pt+q
note que H; e H, sao integrais primeiras. De fato,

Gﬁm) _ X(GiGE* Gyt
- ptgq Gng3.. Gap+q

- ptq

X(H1> =X (11’1(G1G§3 = L1+063L3+...+Oép+qu+q =0

X(GoGe...Gen)
oGP Lt Pkt F el =0

p+q

X(Hy) = X (1n(G2G§3....G§1;q)> =

de cada integral primeira provém um fator integrante R; tal que

0H;
R,P = ,
dy

0H,;
R’i = - 5

@ ox

obtendo assim

R2 B 8H2/8:c

Consequentemente, como cada (; é um polindomio ou uma exponencial de um
polinémio quociente, segue que as fun¢oes OH;/Ox sao racionais para ¢ = 1,2. Da dltima
igualdade conclui-se que R;/Rs é racional e, para acabar a demonstragao basta, mostrar
que R;/Rs é uma integral primeira. De fato:
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X (&) X(Rl)RQ — X(RQ)Rl . —dIV(X>R1R2 +d1V(X)R1R2 -0
Ry) B -

B R R
concluindo assim a demonstragao de 1).

2) De maneira andloga, existem aq, ..., a1, € C tais que

OzlLl + —|— C)ép+qu+q = 0,

onde

L, =

X(fa)/ fay sen € {1,2,...,p},
X(eerQ*nJrl)/eerqfnJrlu sen € {p + 17 Y2 + q}7

Entao, aplicando a Proposicao 4.5, tem-se que existe uma integral primeira de
Darboux, pois cada f; é um polinomio e cada e; uma exponencial de fungao racional.

3) Se o conjunto {Ly,...., L,,} for linearmente dependente, repetindo a demons-
tragao anterior conclui-se que o sistema possui uma integral primeira de Darboux. Caso
{L1,....,; L,1,} seja linearmente independente, entao {Ly, ...., Ly, — div(X)} sdo linear-

mente dependentes, dessa forma existem Ay, ...\, € C tais que

)\1L1 + —|— )‘p+qu+q = — le(X),

onde
;o X(fu)/fn, sen € {1,2,...,p},
X(eptg-n+1)/€prq—n+1, sen € {p+1,....p+q}.
Utilizando a Proposicao 4.5, conclui-se que existe um fator integrante. Termina-se
assim a demonstracao. O]

4.3 Integrabilidade Liouvilliana

Com os resultados anteriores foi possivel ver que uma maneira de tentar resolver o
problema do Centro-Foco é tentar descobrir se seu sistema possui uma integral primeira
ou um fator integrante.

Encontrar tais fatores integrantes e integrais primeiras é um trabalho dificil, porém
existe um resultado que auxilia na busca. Nesta subsecao serd exposto que é possivel
mostrar que o sistema (4.2.1) tem uma integral primeira em uma extensdo do corpo
C(z,y) se, e somente se, seu sistema possui uma integral primeira de Darboux.

4.3.1 Corpos Diferenciais e Extensoes Liouvillianas

Neste capitulo sempre sera assumido que os corpos sao de caracteristica 0.

Definicao 4.22. Sejam K um corpo e A um conjunto nao vazio de operadores, chamados
derivadores, tal que se § € A, entdo

Sz +y)=08x)+dy), oy =ydlx)+2i(y), Vr,y € K

chama-se o par (K,A) de corpo diferencial.
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Defini¢ao 4.23. Uma extensao (K,A) C (K',A’) é chamada de extensdo diferencial de
corpos se forem satisfeitas: K C K' e §' € A" implica que §' |x € A.

Pelo fato de existir essa compatibilidade dos conjuntos dos derivadores pode-se

deixar de lado a notagao (K, A) e utilizar apenas K, usando A apenas quando necessario.

Definicao 4.24. Uma extensao de corpos diferenciais k C K é chamada de Liouvilliana
se pode ser escrita como uma torre de extensoes diferenciais

k=KyCcK,C..CcK,=K,

sendo que para todo i € {0,1,2,....,n — 1}, uma das sequintes condi¢oes € satisfeita:

1. Ki11 € uma extensao finita algébrica de K;.
2. Kiy1 = K;(t) para algum t tal que §t/t € K;, para todo 6 € A.

3. Kiv1 = K;(t) para algum t tal que 6t € K;, para todo § € A.

A fim de tentar conseguir propriedades novas para o sistema (4.2.2), as extensoes
feitas sempre comegarao no corpo Ky = C[z,y| e o conjunto de derivadores serd A =

{0/0z,0/9y}.

Defini¢ao 4.25. O sistema (4.2.2) possui uma integral primeira Liouvilliana se existe
uma func¢ao ¢ em alguma extensao de C(x,y) tal que X(¢) = 0, onde X € o campo

(4.2.1), e tal que Op/Ox ou Dp/Ay sdo nao nulos.

Proposigao 4.6. Se o sistema (4.2.2) possuir uma integral primeira de Liouville, entdo
ele possui um fator integrante da forma

exp —/de—i—de , 8_U:8_V7
oy ox

Onde U e V sdo funcgoes racionais.
Demonstragao. Assuma sem perda de generalidade que mdc(P, Q) = 1. Por hipdtese,

existe ¢ em alguma extensao de corpos Liouvilliana K de C(z,y) com X (¢) = 0. Sendo
assim,

O¢ O¢
P e _— =
(z,9)5 +Q(,y) oy "
99
9r _ @
96 ~ =P
dy
o¢ ¢
— = — =-P
= ho =0, dy :
para algum h € K. Sendo assim, define-se
A 10h 1 0h

nor U nay
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logo, tem-se A, B € K satisfazendo

oP +8Q 0A 0B
dr 0y’ 9y oz’

orP 0Q 0 8¢ 0o
Ox * oy Oz ( Gy) oy dy <h8x)

0hd &6 0h06 0

ox Jy Oxdy Oy Ox 0xdy

PA+QB = — (4.3.1)

com efeito

_ 0h0¢ 0OhO9 0% 0%
Oz Oy + Oy Ox +h< ox 0y + 0x 0y
1 oh 10h
+ Q=
h@ h Oy
= PA+QB.

Sera mostrado que, se a equagao acima é satisfeita por A e B em K;,1, entao ela é
satisfeita em K;. A conclusao da proposicao segue diretamente no caso ¢ = 0, colocando
apenas U = AeV = B.

Para o caso geral serd considerado cada tipo de expansao (referente a Defini¢ao
4.24) separadamente, sendo que para os tipos 2 e 3 pode-se assumir sem perda de genera-
lidade que as extensoes sao transcendentais, caso nao sejam a demonstracao é igual para
as extensoes do tipo 1.

Extensoes do tipo 1:

Sejam fQH o fecho normal de K, 1, ¥ o conjunto dos automorfismos de K
fixando K; e N igual a cardinalidade do conjunto ¥ (sabe-se da teoria de corpos que neste
caso esse valor sempre serd finito). Uma vez que o(k) = k, Vo € X e g—f: + % € K;,
tem-se que

PZO‘( +QZ Z (PA+Q@B) = Za(gi—l—gcj)

oeX oeY oeY ceX

oP 0Q
N2 2%
(&U + 8y)
do(A)  0o(B)
oy  Ox
para todo o em X. Sendo assim, define-se

B _ 1
A:NZU(A), B:NZU(B),

oEeX oceY

obtendo dessa forma as seguintes igualdades,

oP 0Q 9A 0B

PA+QB_(9$+8 8y_a_$7
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~ Perceba agora que A e B € K,;. Para mostrar que A € K, basta provar que
0(A) = A, para todo 0 € X, sendo assim

o(A) =0 |3 ed) | = £ S ron(d) = = S u(a) = 4

pES pEeX PYeED

a passagem da terceira igualdade ocorre, pois, como ¥ é grupo, para todo ¥ € ¥, tem-se
o low €%, logo oo ail o1 = 1, esse resultado aliado a finitude do grupo justificam a
passagem. Implicando A € K; e analogamente, tem-se que B € K.

Extensoes do tipo 2:

Para este caso assuma que K;1(t) = K;(t) com t um elemento transcendental de

K;, e dt/t € K; sendo § € {6%’8%;}

Tem-se que A = a(t) e B = b(t), sendo a e b fungdes racionais com coeficientes

em K;. Como t ¢é transcendental, pode-se expandir a(t) e b(t) formalmente como série de
Laurent com respeito a t. Sendo assim

a(t) = A+ at', bt)=B+> bt
i#0 i£0

onde A, B, a; e b; € K;. Derivando A em y e B em x, consegue-se que

0A  da(t) 0A (8ai _ ) i
- = = —+ +a;p | T,
dy Jdy dy ; dy P
OB Ob(t) OB i\ .
o ou _8_x+z<8w “bzq)t’

sendo que p,q € K;, satisfazendo
1ot 1ot
b= oy’ 1= Yo

cuja existéncia é justificada pelo tipo de extensao utilizada. Substituindo A = a(t) e
B = b(t) nas respectivas séries de Laurent nas duas igualdades de (4.3.1), e comparando
os termos com poténcia ¥, tem-se que

- _ 9P 0Q 0A 0B
PA B=—+ % = =_-_
+Q Ox + oy’ Oy  Ox
Extensoes do tipo 3:

Para este caso estd sendo assumido K 1(t) = K;(t) com ¢ um elemento transcen-

dental de K;, e 0t € K;, além de § € 2, 2 )
ox’ dy

Tome A = a(t) e B = b(t) e novamente, consegue-se expandindo A e B como série
de Laurent em ¢

A=a(t) = Z a;t’,



B=b(t) = i bit',

1=—00

onde a;, b; € K;, derivando A em y e B em y tem-se que

A . - ,
A 000) S (s )i,

9y 9y = \ Oy
OB 9b(t)  ~ [(Obi1 i1

onde p, q € K, satisfazendo
ot ot

=—, eq=—.
b oy 1 ox

Substituindo as expansoes de A = a(t) e B = b(t) nas duas igualdades de (4.3.1), e
comparando os termos com coeficiente t~!, tem-se que

0a_1 86_1
= Pa_ b, =
8y ax ) a 1 + Q 1 07
sendo assim,
aa_ =9
b_q P

Logo, existe h € K; tal que
a_lh = —Q, b_lh =P
10h - 10h

Definindo A = " e B= ﬁﬁ_y’ tem-se que

_ _ 10h 10h
b, o
T o 718y

L (WL
I oy ox _18y

- oh  da oh  9b_,
o (alaw ~ "y ) " (blay ~ay )

_8(ha,1) + (9hb,1
ox dy
aP  9Q
= % -+ a—y)

@
oxr

e é evidente que — =
dy
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Implicando que para os 3 tipos de extensoes acima exp(— i Adx + de) é fator
integrante. Pois verifica-se a seguinte igualdade

P(% (exp (—/[ldaz+l§dy)> + Q% (exp (—//Idw%—de)) =
—(PA+@B) exp(—//_ldx + de) = — ((?)]; + (ZC;) eXp< /fldx + de).

Consequentemente pode-se repetir o passo indutivo descrito acima para encontrar
solucoes de U,V € K|, satisfazendo as propriedades requeridas.

]

Proposicao 4.7. Se o sistema (4.2.2) tem um fator integrante da forma

ou oV
exp (—/de—i—de), 8_y = oz

onde U eV sao fungoes racionais de x e y, entao existe um fator integrante da forma
l;
exp(g/f) Hfz )

onde f; , f e g sao polinomios em x e y.
Demonstra¢ao. Como U, V € C(z,y), seus numeradores e denominadores podem ser visto
como polinomios em = com coeficientes em C(y).

Seja K uma extensao algébrica de C(y), o qual é um corpo de decomposi¢ao dos
numeradores e denominadores de U e V', considerados como polinémios de x sobre C(y).
Reescrevendo U e V' em funcao de suas fragoes parciais

r n; N

U=2 2 gy T V= ZZ +Z% ,

j (& = B} i=0 el Gl

= = i= 1=
onde Q; g, O_Zi’j7 51', B’ia Yi € Y sao elementos de K. Além disso Q; 5, O_éi,ju ﬁh Biv Yi € Vi
sao 0 para todos os valores que nao estao definidos previamente pela expansao em fracoes
parciais.

Aplicando a condicao que U, = V,, tem-se que
U = i i ag,j + j/B’LaZ,j + Z
v A ($ — 50] (:E — J+1
~x~ [ % jBia
_ irj i,
—ZZ<<x_@>ﬁ<x_ m)%
+ JB a;

o Zj+1 J
—yS et
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T

]Of ZN
- 1 ] c— i—1
‘/r ]+1 VYix )

11]1 =0

comparando os termos das séries e usando a unicidade da expansao em fragoes parciais,
pode-se concluir que

V=Y (i + 1), ag,j-!—l + Jﬂ;‘al}j +Jai; =0, (4.3.2)
em particular a;; = 0.

Considere a seguinte funcao ¢

Oéz‘j % ZH _

1,5,J>1

serd mostrado que ¢ é a integral [ Udx + Vdy. Fazendo os cdlculos
/ z+1

00 _~ 4 =B -1 @ = Day it

4,5,5>1

0
Utilizando (4.3.2) tem-se que —¢ = V. Fazendo o processo andlogo para

oy oz’

tem-se que 9 U.
x
O que implica que ¢(z,y) = [Udz + Vdy.

Seja X o grupo dos automorfismos de K fixando C(y), e seja N igual a cardinalidade
de X. Defina

ceEX
note que

o(a;1(ln(x — 5;))) = i ln(x — J(ﬂi)),

o (/%dy> = /U(VO)dy,

uma vez que o preserva a estrutura algébrica de K, obtém-se a primeira expressao apenas
abrindo In em série de Taylor e apds isso aplicando o, e a segunda através da escrita de
f ~ody como soma de Riemann e, apds isso, aplicando ¢ no somatorio.

Mais ainda, note que uma vez que o fixa os elementos de C(z,y), tem-se que



consequentemente ~ ~
dp v 0¢

dy € 83::U’

sendo que ¢ pode ser escrito por,

6= Ln(Ri(z,y)) + R(z,y) + /S(y)dy,

onde R;, R e S sao funcgoes racionais. Pode-se avaliar o tltimo termo via expansao de S
em fracgoes parciais como

/ y)dy = a;In(S;(y)) + So(v),

onde S; é um polindémio em y e Sy € C(y). Tomando a exponencial de —¢ consegue-se o
fator integrante desejado

exp(—gz_ﬁ) = exp(—R(x HR z,y) HS

Demonstrando assim o teorema. OJ

Teorema 4.6. (Teorema de Singer) O sistema (4.2.2) possui uma integral primeira Li-
ouvilliana se, e somente se, tem um fator integrante de Darbouz.

Demonstracao. (<) A volta do teorema ¢ trivial, uma vez que se D é nosso fator inte-
grante de Darboux, entdo 6 D/D é uma fungao racional, sendo assim pode-se adicionar D
a0 nosso corpo por uma extensao do tipo 2 (referente a Defini¢ao 4.24).

(=) Segue imediatamente das proposicoes 4.6 e 4.7.

4.3.2 Equacao de Ricatti

Como mencionado anteriormente, pode-se utilizar os fatores integrantes e integrais
primeiras para garantir que seu sistema configura um centro. Serd mostrado agora um
exemplo nao trivial. Considere o sistema

T =x(l —x), (433)
y = —)\y + d1x2 + dg.flfy + y2, o

sendo A > 0 tal que A € R\N.

E possivel verificar que (4.3.1) possui a seguinte integral primeira

(y —az)Fi(z) + x(1 — 2)Fi(x)
A —y+ (o= Na)Fy(x) —2(1 — x)Fy(x)’

¢ =2 (4.3.4)
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onde Fi(z) = F(a,b;c;x) e Fy(x) = Fla—c+1,b—c+1;2 —¢; x), sendo que F(a,b;c; x)
¢ uma funcao hipergeométrica de Gauss:

F(a,b;c;x) = Z Mw”,

n=0 (C)nn

com
ala+1)..(a+n—-1), n>1,
(@), =
1, n =20,
e similarmente para (b),, e (¢),. Além disso, a é definido como a raiz de o> —(A\—dy)a+d; =
0,c=X+1eaebcomo raizes de A? — (1 +2a +dy)A+a(A+1) =0.

Consequentemente, se o sistema (4.3.1) possuir uma singularidade nao hiperbélica
a dinamica em torno dessa singularidade deve ser um centro.

4.4 Simetria

Uma ideia natural para tentar distinguir quais sistemas possuem centro e quais
possuem foco seria analisar se a regiao em torno da singularidade em questao possui algum
tipo de simetria em seu retrato de fase. Caso haja a confirmacao de tal fato, temos a
garantia de que a dinamica préxima a essa singularidade sera caracterizada por um centro.

A fim de entender melhor como funcionaria esse tipo de artificio, sera definido o
conceito de campo reversivel e sua aplicagao no sistema de Liénard.

Definicao 4.26. Seja ¢ : R® — R™ um difeomorfismo de classe C*°. ¢ é chamada de
involucao se ¢* = Id.
Definigao 4.27. Sejam X : R? — R? um campo vetorial e ¢ : R? — R? uma involugdo
com dim Fix(¢) = 1. Se

Do(x) X (x) = =X (o(x))
para todo v € R?, X € chamado de ¢-reversivel. Onde dimFix(¢) é a dimensdio do

subespago vetorial formado pelos pontos fixos de ¢ e Dp(x) é o Jacobiano de ¢ aplicado
em x, se existir uma involucdo linear R : R? — R? com dim Fix(R) = 1, satisfazendo

R(X(z)) = —X(R(x))
para todo v € R?, entio X € nomeado de reversivel.

Proposigao 4.8. Seja v : (—¢,¢) — R? uma solugdo de (4.2.2) que passa pelo ponto
p. Se o campo vetorial de (4.2.2) for reversivel, tem-se que o : (—e,e) — R?, tal que
a(t) = R(y(—t)) também € solugao de (4.2.2) e passa por R(p).

Demonstra¢ao. Considere a(t) = (ay(t), as(t)) e y(t) = (71(t),72(¢)). Além disso veja
que

X(a(t)) = X(R(v(=1)))
= —R(X(v(=1)))

= E(t)’
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logo «v é solugao de (4.2.2) e, com efeito, se y(ty) = p, segue que a(—to) = R(y(ty)) = R(p),
concluindo assim a demonstragao. O]

Seja R : R? — R? uma involugao linear tal que dim Fix(R) = 1. Note que tem-
se como corolario da proposicao 7 que, se uma orbita v possui 2 pontos pertencentes a
Fix(R), v deve necessariamente ser uma orbita periddica.

Com efeito, tem-se que o sistema (4.2.2) tem simetria com respeito ao eixo = se
forem satisfeitas as seguintes igualdades para a involugao R(x,y) = (x, —y):

R(X(z,y)) = —X(E(,y))

Pz,y) | _ | —Plz,—y) -

_Q(xvy) ] i —Q(.T, _y> ]
P(l‘,y) _ — _ _P(xa_y) _
Q(xvy) ] i Q(LE, _y) ] ’

analogamente, o sistema (4.2.2) terd simetria no eixo y caso sejam satisfeitas as igualdades
para R(z,y) = (—z,y):

R(X(z,y)) = =X (R(z,y))

—P(z,y) | _ | —P(-=,9)

Qz.y) | | —Q=2,y) |
P(z,y) | _ | P(—z.y) |
Qr.y) | | —Q(=2,9) |

Exemplo 4.1. Efacilmente verificado que o sistema de Kukle,

T =1y,
{ y=—x+ a;x? + Aoy + a3y2 + aux® + a5x2y + a6xy2 + a7y3.

tem simetria no eiro T se ay = a5 = ay = 0, e simetria no eixoy sea, = ag = a5 = a7 = 0.

4.4.1 Sistema de Liénard

Considere o sistema de equagoes diferenciais
T =y,
‘ (4.4.1)
y=—g(x)—yf(z),

onde f e g sao polindmios em z. Note que o sistema (4.4.1) provém da EDO de segunda
ordem

T+ f(z)t +g(x) =0, (4.4.2)

o qual generaliza a equacao do oscilador de Van de Pol.

Notoriamente, as singularidades de (4.4.1) devem pertencer ao eixo x. Sem perda
de generalidade, pode-se assumir que existe a origem é uma singularidade de (4.4.1), caso
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nao seja essa condigao é contornada fazendo uma mudanga de variavel conveniente (uma
simples transla¢ao no eixo z).

Além disso, como o interesse desse projeto é o estudo do Centro-Foco, precisa-se
impor condic¢oes a f, g para que exista um foco ou um centro nao degenerado na origem.

Seja J(z,y) o Jacobiano do campo relacionado ao sistema (4.4.1), sendo assim
tem-se que

aplicando (0,0) em J(z,y),

0 1
70,0 = [—g'<o> —f(O)]

dessa forma o polinémio caracteristico de .J(0,0) é dado por p(A) = A? + Af(0) + ¢'(0),
sendo assim, para que as solugoes do polinémio caracteristico nao pertengam aos reais é
necessério fazer as restrigoes ¢'(0) > 0 e f(0)* < 4¢/(0).

Para entender melhor o comportamento de (4.4.2), serd feita uma série de mu-
dancas de variaveis a fim de tentar encontrar alguma simetria em tal sistema.

Denote F' e G por

Fla) = /0 " je)de, Gla) = /O " g(©)de.

Fazendo a mudanga de varidvel y — y + F(x) encontra-se (serd mudado o sistema
de y para w para que nao haja confusao nos célculos).
w=y+ F(z)
= =g+ f(z)
e além disso, y = w — F(x).

Sendo assim, o sistema (4.4.2) fica na forma

{izw_F@% (4.4.3)

w = —g(x).

E importante perceber que se o sistema (4.4.3) possuir um centro em torno de
(0,0), entdo o sistema (4.4.1) também possui um centro em torno da origem. Com efeito,
se (z(t),w(t)) é solugao periédica de (4.4.1) com condigao inicial (z(0),w(0)) = (xq, wp)
préxima a (0,0), é evidente que apenas por meio da mudanca de varidveis, tem-se que
v(t) = (x(t),w(t) — F(x(t))) é solugao de (4.4.2), como x(t) e w(t) sdo periddicas entao
~(t) também é periddica. Mais ainda, v(0) = (x(0),w(0) — F(2(0)) = (x¢, wo — F(x0)).
Note que a funcao h(z,w) = (x,w — F(x)) satisfaz h(0,0) = (0,0), e

det(1'(0,0)) = det E _qm] =10,
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utilizando o Teorema da Funcao Inversa tem-se que h(z,w) é um difeomorfismo entre
duas vizinhangas de (0, 0), mostrando que se existe um centro na origem de (4.4.3), entao
ele também existe perante o sistema (4.4.1).

Ser4 feita agora uma transformacao mais efetiva, a fim de retirar —g(x) do segundo
termo. Devido as condig¢oes impostas em g, é claro que a seguinte funcao u é bem definida,
analitica e invertivel numa vizinhanca suficientemente proxima da origem:

u(z) = sgn(z)/2G(x)

Fazendo a mudanga de varidvel z — u(x), consegue-se que (utilizaremos o mesmo
artificio, porém agora trocando x por z)

=ul(z)=1
d
Z= au(m)
zZ= % <sgn(x) 2G(x))

z =sgn(z)1G (r)——

2 =sgn(2)ig(r) ———=

=) o VRew

s = (w— F()) g(e)——

sgn(z)+/2G(x)

= 5= (w- P (@) L),

sendo assim, o sistema (4.4.3) fica da forma

L (w — Flu=1(2))) 2 )
¢=(w—Fu'(2) 52, (4.4.4)

i = —g(u(2)).

Porém, note que, como g (uil(z)) ¢ analitica numa vizinhanca da origem, pode-se
fazer a expansao em série de Taylor.
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g (™) =g () + ((gou™) (0) 2+ O(:=?)
= 9(0) + (™) (0)g'(u™(0)))  + O=*

= 000) + (e 07 O)) 2+ 06
_ (u%())g'(m) 1 O(2).

Uma vez que g(z) é um polinémio que se anula na origem, segue que g(x) =
g(0)z + L2321 O(2).

Note que, como a derivada de u existe e é continua, pois u ¢ analitica, calculando
a derivada de u no ponto 0,

/ IR T /

907+ (g"(0)/2)* + O
=20t (g/(0)22 + (297(0)/3)a3 + O(at)) /2

907+ (g"(0)/2) + O
0 (g (0)a? + (29"(0)/3)a? + O(a1)) '

70 /g'(0) (14 (297(0)/3¢'(0))z + O(a?))
o SO 1 (g(0)/20(0)) + O(a?)
ST (L (207(0)/39/(0)a + O(a)
=9'(0).
Conclui-se dessa forma que

9 (u'(2)) = Vg'(0)z + O(z*)
A Ui) B RS

z
g9(u='(2))

u~(z
em R em torno da origem tal que w > 0.

1/2

Uma vez que

¢ uma funcao continua, existe uma vizinhanga de 0 contida

Novamente perceba que se for concluido que (4.4.4) possui um centro na origem,
entdo o sistema (4.4.3) também possuird. Para ver isso, seja (z(),w(t)) uma solugao
periédica de (4.4.4) com condicao inicial (zg,wp) proximo a origem, pela mudanca de
varidveis imposta y(t) = (u'(z(t)),w(t)) resolve (4.4.3) e claramente é periédica. Por
outro lado, v(0) = (u!(z),wp); uma vez que a fungao h(z,w) = (u'(2),w) satisfaz

h(0,0) = (0,0) e

det(R'(0,0)) = det [\/9’(0) 0] = /¢'(0) #0,

0 1
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tem-se novamente que h é um difeomorfismo entre vizinhancas da origem, mostrando que
existir um centro na origem de (4.4.4) implica um centro na origem de (4.4.3).

Tomando a intersegao das vizinhangas tais que o sistema (4.4.4) possui um centro

u"l(z
e M > 0 e multiplicando o campo do sistema (4.4.4) por STy encontra-se o
seguinte sistema associado:

{ f=w—F(u'(2)), (4.4.5)

W= —2z.

uma vez que F(u~!(z)) é uma funcao analitica, escrevendo sua série de Taylor como
[e.o]

> a;2", o sistema (4.4.5) terd simetria sobre o eixo z, se e somente se, ag,+1 =0V n € N.
i=1

Sera mostrado que o fato de existir um centro em torno da origem no sistema
(4.4.5) implica na existéncia de um centro em torno da origem no sistema (4.4.4).

Seja V' C R uma vizinhanca da origem tal que *q(u%l(z)) > 0, como 0 é um centro do
sistema (4.4.5), implica da estabilidade da origem que existe uma vizinhanga W C R? de
0 tal que toda solucao 1 (t) = (z(t), w(t)) de (4.4.5) que satisfaz (z(0),w(0)) € W implica

(z(t),w(t)) € Vx V, VteR. Define-se a seguinte EDO:

dr _ g(u™'(2(7(1))))
dt z(7(t)) ’
7(0) = 0.

Seja 7(s) a solucao da equagao acima. Primeiramente, é fato que 0 nao é singula-

. ~ . 71 . . .
ridade da equacgao acima, uma vez que M > (0 numa vizinhanca da origem.

Considere agora y(t) = ¥(7(t)) = (2(7(t)),w(7(t))), serd concluido que v é solugao
de (4.4.4), veja que

e além disso,

dy
E@) =

_ » g(u (=(r(1)))
—((wwt»—F(u O i

e e, —g<u1<z<r<t>>>>) .

¢ uma solugao do sistema (4.4.4) com condigao inicial (2(0),w(0)).

~—

Segue que (¢

Seja (w—,wy) o intervalo maximal de definigao da solugao 7(s), sera concluido, que
7(s) — oo quando s — w,. Tem-se entdo duas possibilidades, w; < 0o ou w, = oo.
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Caso w4 < 00, o resultado é imediato, uma vez que —;( ) > 0 para todo t € R,
implicando que 7(s) é crescente, além disso uma vez que é sabido que |7(s)| — oo, quando
s — wy, segue da crescéncia de 7(s) — oo, quando s — wy.

Quando wy = oo, supoe-se por redugao ao absurdo que 7(s) nao tende para oo
quando s — 00; esse resultado, aliado com a crescéncia de 7, implica que 7(s) é limitada,

segue que existe ty € R tal que lim 7(s) = ¢y. Dessa forma
§—00

lim ~(s) = lim $(r(s)) = ¢ (im 7(5)) = w(to) = (=(tn). w(to)).

§—00 5§—00

mas perceba que, se ¢(t, (o, o)) ¢ o fluxo de (4.4.4), tem-se que da unicidade de solugao
que p(t, (2(0),w(0)) = ~(t), Vt € (w_,0). Sera concluido que z(ty) é uma singularidade.
Basta notar que

(1, () = p(t, Tim 7(s)) = lim p(t, (s, (=(0), w(0)))) = lim p(t-s, (2(0),w(0))) = té(to).
segue que o fluxo do sistema (4.4.4) no ponto com condigao inicial ¥(ty) é igual a

¥ (ty) para todo t, logo ¥(ty) é singularidade de (4.4.4), o que é um absurdo, uma
vez que ¥(ty) é um ponto regular do sistema (4.4.5) (pois é um ponto que pertence

g(u*:((tz()to))) > 0, implicando que o campo

X(zw) = ((w= P (@)L gl (2)) = (w0 = Flu!(2)) 20, o),

associado ao sistema (4.4.4), ao ser aplicado em () deve ter pelo menos uma de suas
entradas diferente de 0, mostrando que () nao é singularidade de (4.4.4).

a uma Oorbita periédica), e por construgao

Conclui-se entao que 7(s) — oo quando s — w™. Serd mostrado agora que v é
solugao periddica de (4.4.4).

Ora, como 7(t) é solugao do sistema (4.4.4) com condigao inicial (z(0),w(0)), uma
vez que que P(t) = (2(t),w(t)) é periddica, entao existe a € R, tal que (0) = ¥(a).
Como 7 é crescente e ilimitada existe § € R de forma que 7(5) = «, sendo assim,

portanto, -y é solucao periddica de (4.4.4).
Logo, para toda solugao periédica de (4.4.5) com condi¢do inicial numa vizinhanga
da origem, é possivel associar uma solugao periédica de (4.4.4) com a mesma condigao

inicial, conclui-se assim que o fato de (4.4.5) ter um centro implica que (4.4.4) também
possui um centro.

Portanto, o sistema (4.4.1) possui um centro na origem se, e somente se, todos os
agni1 (recorde que F(u™'(z)) = >°°, a;2") se anularem.

Esse resultado é dado de maneira mais compacta pelo seguinte teorema.

Teorema 4.7. O sistema (4.4.1) tem um centro na origem < F(x) = ®(G(z)), para
alguma fungao analitica ®, com ®(0) = 0.

Demonstmgdo O argumento acima mostra que (4.4.1) tem um centro se, e somente se,
F(u'(z)) = ¢(z?), para alguma fun¢do analitica ¢, tomando z = u(z), resulta que
F(x) = ¢(u(z)?). Mas como u(z)?> = 2G(x), tomando ®(x) = ¢(2z), consegue-se que

F(z) = o(G(x)). 0
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Considere agora uma fungao z(x) definida na vizinhanca da origem, tal que z(z) =
u™(—u(x)). Pode-se descrever z(z) como a tnica fungao analitica que satisfaz

G(z) =G(2), (2(0)=0,2(0) <0).

O fato da equagao definir uma tnica fungao analitica z(z) segue das condigoes
impostas para a funcao g, expandindo G em série de Taylor e reordenando os termos é
obtido

G(z) — G(z) = (x — 2) <1g'(0)(x + 2) + o(x, z)) = 0.

2
Note que a expressao acima possui dois ramos analiticos na origem, z = = e
z = —x+o(z). Como 2'(0) < 0, segue que z s6 pode ser descrito por z = —z +o(x). Note

agora que 2G(u™!) = u? = (—u)? = 2G(—u!), implicando que G(x) = G(u™'(—u(x))).
Mais ainda, como a expansao em série de Taylor da fungao u™'(—u(x)) é descrita por:

d(u”!(—u))

ut(—u(r)) = u (—u(0)) + 2 (0) + O(a?)

B du™t  d(—u) 2

—3:( i (0) I (0)> +0(z7)
du~t du 2

- ( v <u<o>>%<o>> o)

_ du” ! (u) 2
=—x <T<O)> + O(z7)

= —z+0(z?)

conclui-se que essa solugao deve ser u™'(—u(x)).

Por outro lado uma vez que a origem é um centro se e somente se a fun¢ao F(u™!)
épar. F(u™'(z))—F(u"'(—x)) se anula em todos os pontos, mas isso ¢ equivalente a dizer
que Fu™t(u(z))) — F(u=(—u(z))) = F(x) — F(2) = 0. Dessa forma pode-se caracterizar
os centros da equacgao de Liénard pelo seguinte teorema.

Teorema 4.8. O sistema (4.4.1) tem um centro na origem se, e somente se, existe uma
fungao z(z) satisfazendo

F(z)=F(2), G(z)=G(z), (2(0)=0,2(0)<0).

Note que os mesmos argumentos sao validos caso fossem considerados f e g fungoes
analiticas. Porém perceba que se f e g sdo polindmios, entdao a solu¢ao z(z) deve cor-
responder a um fator comum entre as fungoes F(x) — F(z) e G(z) — G(z) (diferente de
x — z). Assim, segue o seguinte corolario.

Corolario 4.3. Se o sistema (4.4.1) com f e g polindmios possui um centro na origem,
entao € mecessario que

F(x) - F(2) G(r) - G(2)
x—z ‘ x—z
se anulem com respeito a x ou z. FEssa condi¢do € suficiente se o fator comum dos 2
polinomios se anulem em x = z = 0.

Y
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4.4.2 Centros das equagoes polinomiais de Liénard

E interessante notar que o Corolério 4.3 provém uma condicao para a existéncia
de um centro, mas nao expressa nenhuma informacao a respeito de como os sistemas
satisfazem tal condigao. Sera mostrado durante essa subsegao que os centros sao gerados
por simetrias algébricas na variavel x.

Considere o subcorpo de R(z) gerado pelos polinomios F' e GG, chame tal corpo de
F. Sera mostrado que corpo F compartilha propriedades muito importantes com F' e G.

Lema 4.2. Suponha que ezista uma fungao analitica z(x) com z(0) = 0, 2/(0) < 0 tal que
tanto F(z(x)) = F(z) quando G(z(x)) = G(x) numa vizinhan¢a de x = 0. Entao todos
os elementos H do corpo F gerado por F e G satisfazem H(z(x)) = H(x) se tratados
como fungoes meromorfas em x em torno x = 0.

Demonstra¢ao. Primeiramente note que H(z(z)) = 0 se, e somente se, H(xz) = 0, uma
vez que H pertence a um corpo que é gerado pelas fungoes G' e F', que possuem essa
propriedade. Logo, é necessario apenas verificar se a adigao, multiplicagao e inversao (de
elementos nao nulos) de F preservam tal propriedade, o que é evidente. O

Nesse momento serd necessario recordar o Teorema de Liiroth referente a teoria
de corpos. Tal teorema afirma que se K é um corpo e M um corpo intermedidrio entre
K e K(X), para alguma varidavel X, entao existe uma fungao racional f(X) € K(X) tal
que M = K(f(z)).

Note que F é um subcorpo de R(x), além de satisfazer R C F, entdo aplicando o
Teorema de Liiroth existe uma fungao racional r € R(z) tal que F = R(r). Dessa forma
r = A/B, com A, B € Rlz|. Perceba que o corpo gerado por r sobre R também serd

gerado por
ar+p oA+ BB

yr+6 YA+ 6B

para quaisquer constantes a, 3, v e 9, tais que ad — 3y # 0. Para constatar tal afirmacao,
defina C = aA+ B e D =~A+ B, considere a matriz

o B
-(39)

() ()= (s008)
(£ 9)6)-6)

uma vez que A é invertivel, existe uma matriz
dy d
D= (% %)
ds dy
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tal que que A - D = I, consequentemente

96

Precisa ser mostrado que R(A/B) = R(C/D), tome k € R(A/B), entao

A
a1= +0b
= L, sendo que a1, as, by, by € R
azg + b2
N a1A+blB
B a2A+bgB

aq (dlC' + ng) + b1 (dgc + d4D)
CLQ(dlc + ng) + bg(dgc + d4D>

_ (a1d1 + bldg)% + (Clldl + b1d4)
(CLle + deg)% + (&de + bgd4)’

logo k € R(C/D), o que implica que R(A/B) C R(C/D). Fazendo o mesmo processo,
porém para k € R(C/D), conclui-se que R(C'/D) C R(A/B), implicando que R(C'/D) =
R(A/B).

Escolhendo essas constantes a fim de garantir que o grau do denominador seja
menor que o do numerador, pode-se assumir, sem perda de generalidade, que o grau de
B é menor que o grau de A. Além disso, considere que A e B nao tém fatores em comum
e B é monico.

= k=

Uma vez que F';, G € F, é fato que

F_FI(A7B) G_GI(A7B)
- Fy(A,B) "~ Go(A,B)’

onde F; e GG; sao polinomios escolhidos de forma que nao possuem fatores comuns visto

como polinomios em A e B.

Sera mostrado agora que B = 1.

Para provar esse fato, deve-se primeiro fatorar Fy e Fy sobre C[A, B], obtendo

i=1 i=r+1

Note que se \;A+pu; B e A ; A+ pi; B possuirem um fator comum como polinomios
em x, entao eles necessariamente sao multiplos um do outro, pois A e B nao possuem
fator comum em z (tanto em R quanto em C) por hip6tese. Entretanto, lembre que Fj
e I3 nao possuem fatores em comum como polinomios em A e B, dessa forma eles nao
podem possuir fator comum como polinomios em z.

Uma vez que F' é um polinomio tem-se que analisando F' como funcao racional,
seu denominador deve ser uma constante. Uma vez que foi concluido que F(A(x), B(x))
e F3(A(z), B(x)) nao possuem fatores em comum tem-se que
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7+
[T MA+wB) =k e R

i=r+1

Como A tem um grau maior que B, isso pode ocorrer somente quando \; = 0
para todo ¢ = r + 1, ..., s, conclui-se assim que B deve ser um polinébmio constante,
aliando com o fato de B ser monico, implica B = 1. Note que repetindo essa ideia para
G obtém-se a mesma conclusao.

Dessa forma, foi mostrado que tanto F' quanto G sao polinomios de algum po-
linomio A € F. Com base nisso é possivel mostrar as seguintes propriedades sobre A.

Teorema 4.9. O sistema (4.4.1) com g(0) =0 e ¢’(0) > 0 tem um centro nao degenerado

na origem se, e somente se, F(z) e G(x) sao ambos polinémios de um polinomio A(x)
com A'(0) =0 e A”(0) # 0.

Demonstracao. Pelo Teorema 4.8, existe um centro na origem de (4.4.1), sendo assim 3
z(z) com z(0) = 0 e 2/(0) < 0 tal que F(z(z)) = F(z) e G(2(z)) = G(z). Utilizando o
Lema 4.2 e os desenvolvimentos acima, se A é o polinomio gerador do corpo JF, entao A
deve satisfazer A(z(z)) = A(x), sendo assim, se A(z) = > "  a;z" tem-se que

A(z(z)) = Alx)

Z a;i(z(x))" = Z a;x’

Z a;(—|7'(0)|z + O(2?))! = Z a;

ap — a1x + O(2?) = ag + a1r + O(z?).
= a,(|Z/(0)| + D)z + O(z*) =0
= a; =0,

portanto o termo linear de A(z) deve se anular; além disso, uma vez que G(z) é um
polinéomio em A e G”(0) > 0, conclui-se que o termo quadrético de A nao se anula.

Para provar a implicacao contraria, assume-se que F' e G sao polinomios de um
polinémio A com termo quadratico nao nulo, mas sem termo linear. Por essas condicoes
impostas para A, é possivel encontrar uma fungao analitica satisfazendo A(z(z)) = A(x),
sendo que z(0) = 0 e 2/(0) < 0. Tal construcao é feita definindo uma série Taylor da
forma —|ai|z + > 5, a;z", e descobrindo os valores de a; de forma recursiva . Claramente
F e G devem satisfazer as condigoes do Teorema 4.8, e como consequéncia da aplicacao
desse teorema, conclui-se que existe um centro na origem. O

Corolario 4.4. O sistema (4.4.1) tem um centro nao degenerado no ponto x = p se, e
somente se, g(p) = 0, ¢'(p) > 0 e F' e G sdao ambos polinémios de um polinémio que

satisfaz A’'(p) =0 com A" (p) # 0.

Com base nesses resultados é possivel provar a seguinte teorema.

Teorema 4.10. Se o sistema (4.4.1) possui um centro nao degenerado na origem, entdo
a origem possui uma simetria generalizada.
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4.5 Sistema de Cherkas

Considere o seguinte sistema
T =1y,
) ) (4.5.1)
y=Po(z) + Pi(2)y + Pa(z)y?,
sendo Fy, P, e P, sao polinomios.

Fazendo a transformacao de variavel y — y exp ( fom Py(¢ )df), facilmente se verifica
que o sistema (4.5.1), se transforma no seguinte sistema de Liénard:

T =Y,
{ ‘ (4.5.2)
y=g(x)+ f(z)y,
onde g(z) = Py(x) exp (=2 [ Po(€)d€) e f(z) = Pi() exp (— [ Py(€)de).
Sabendo da existéncia dessa transformacao e do seguinte teorema:

Teorema 4.11. Seja (k') um corpo diferencial de caracteristica zero com extensao di-
ferencial (K) com o mesmo corpo de constantes e tal que k € algebricamente fechado
em K. Assuma que K é uma extensao algébrica finita de k(t), onde t é transcendental

sobre k e k' € k. Caso existam c¢1, co, ..., ¢, € k linearmente independentes sobre ()
satisfazendo

n o

Zci—z#—v' €k

- U;

=1

Entao uy, ..., u, € k ev=ct+d, comc,d € k.

é possivel provar o seguinte resultado a respeito do sistema de Cherkas.

Teorema 4.12. Um sistema da forma (4.5.1) com Py = 0 e P;(0) < 0, com um centro
na origem, satisfaz pelo menos uma das sequintes condigoes (possivelmente todas):

1. O sistema € algebricamente reduzivel pela transformagdio (z,y) — (z,y?) e, além
disso, possui simetria com respeito ao eiro x.

2. 0 sistema € algebricamente reversivel na origem. De fato, é algebricamente reduzivel
por uma transformacao (z,y) — (r(z),y) para algum polinémio r(x) sobre R.

3. O sistema tem uma integral primeira de Darbouz.

Demonstracao. A demonstracao serd dividida em 4 passos.
Passo 1:

Fazendo a mudanca de variaveis

y Y exp (/0 PQ(f)d§> .
y =Y exp (/0 PQ(g)dg) +Y exp (/O Pg(f)d,g) </O PQ(g)dg) @
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YA_%@mm(—gAny@&>+Yﬂ@mm(—1fg@mg.

Para ver que tal mudanca de variavel preserva centros basta repetir o procedimento
que foi amplamente discutido e elaborado durante o estudo das mudancas de variaveis do
sistema (4.4.1).

Chamando Y = y, apenas por comodidade, tem-se que o sistema (4.5.1) é equiva-
lente a seguinte equagao diferencial

{xz%
y=g(z)+ f(z)y,

onde
g(z) = Po(a)exp (—2 | Pz(&)df) . F(@) = Pil@)exp (— I Pa(f)df) |

Sendo assim o, sistema de Cherkas muda para um sistema que é polinomial em
y, mas com coeficiente em uma extensao de corpos Liouvilliana de ((C(x, y),d/ dx) que
é gerada pela adigao de exponenciais de integrais (do tipo descrito por g e f) a C(z,y).
Por outro lado, a mudanca de variaveis proporcionou uma reducao, para o grau um, do
polinémio em y no segundo termo do sistema de equagoes diferenciais (4.5.1), tornando
possivel aplicar o Teorema 4.8.

Passo 2

E facilmente verificavel que as condigoes impostas para Py fazem com que seja
possivel aplicar o Teorema 4.8 em ¢(z). Dessa forma, (4.5.1) tem um centro na origem,
se, e somente se, existe uma fungao analitica z(z) numa vizinhanga da origem satisfazendo
2(0) =0 e 2/(0) = —1, a qual satisfaz simultaneamente

[ reae= [ s [ o= [ st

ou de maneira equivalente,

Suponha que f(z) nao se anula para todo x, pois nesse caso ocorreria que P; = 0,
tornando o sistema reversivel e criando uma simetria no eixo x, resolvendo o problema.
Além disso, perante a mudanga de varidveis (z,y) — (z,y?) = (7,9), o sistema pode ser
algebricamente reduzido para

{%:L ) N (4.5.3)
2Py (Z) + 2P (2)y.

Sendo assim, supoe-se que f e g ndo sao identicamente nulas (serd excluido o caso
em que P, = 0, pois caso isso ocorra P, é identicamente nula e pode-se fazer uma analise
semelhante a anterior).

Uma vez que f(x)dz = f(2)dz e g(z)dx = g(z)dz, tem-se que
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consequentemente

pe (- [ re) = e (= [P,

Uma vez que z(z) é uma fungao analitica, z(x) pode ser considerado um elemento
de R{{z}} (corpo das séries formais de Laurent centradas em 0 com coeficientes em R) que
determina um elemento de C{{x}}. Dessa forma exitem dois casos: o primeiro supondo
que z(z) é algébrico sobre C(z) e o segundo se z(z) é transcendental sobre C(x).

Passo 3: z(x) é algébrico sobre C(x)

Neste caso pode-se aplicar os resultados do Teorema 4.11. Primeiramente note
que [ Py(x)dz é um polinémio nao constante (pois supomos Py(x) nio nulo). Além disso,

e due P;;fz) exp (— /0 ' P2<f>d£) = ?8 o (‘/ %)dg)

= %@cp<— /Or Py(§)d€ + /OZ P2(§)df)

Considere as fungoes

1.

U(z) = Ry(, 2(x))e2@*@) = 1, (4.5.4)

onde
Po(z)/Pi(x)

Po(y)/ Pi(y)

Ra(z,y) = / " Py(€)de - / " Py(€)de € Rla,y).

Ri(z,y) = € R(zx,y),

Fazendo R, (z) = Ri(z,2(x)) e Ry(x) = Ro(w, 2(z)), tem-se que R, e Ry pertencem
a uma extensao de corpos diferencial (C(x)[z(x)],d/dz) de (C(x),d/dz) gerada por z(z).

Em ambos os corpos diferenciais, a operacao de derivacao sera denotado, por ’.
Note que

Sendo assim, tomando k = C e K = C(x)[z], Ri(z, 2(z)) como a constante, ao
aplicar o Teorema 4.11 conclui-se que Ry(x, z(z)) é da forma cx + d, para constantes ¢
e d. Substituindo de volta em (R;)'/R; + Ry, é imediato que ¢ deve se anular. Mais
ainda, é claro que se x = 0, Ry(x, z(x)) se anula, e consequentemente d = 0. Chegando a
conclusao que Ry (z, z(x)) = 1.

Sendo assim, de (4.5.4) consegue-se as seguintes equagoes:

Po(x)/Pu(z) = Po(2)/Pi(2), / " Py(e)de = / Py(e)de.
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Considere o subcorpo F' de R(z) gerado por todas as fungoes racionais S(z) tais
que S(z) = S(z(z)). Pelo Teorema de Liiroth esse corpo é isomorfo a R(r/s), para alguma
funcao r(z)/s(z) com r(x), s(z) € R[z,y]. Sem perda de generalidade pode-se supor o
grau de r maior que o grau de s, com r e s cOprimos.

Consequentemente, pode-se escrever

/0 " Bye)de = (r(a) s(x)).

para alguma funcao racional ¢ sobre R, em uma variavel.
Por outro lado, trabalhando sobre C a equacao acima pode ser expressa por

q q

H(Oéi’f“ + 52'5)/1_[(%7” + 0;5).

i=1 =1

Assim como feito na subsecao 4.4.6, se (a;r + f3;s) compartilham um fator comum
com (v;r+9;s), esses 2 polinémios devem diferir por uma constante multiplicando, sendo
assim pode-se assumir que a fragao acima nao admite simplificagoes. Como o lado es-
querdo da equacdo [ Py(§)dE = ¢(r(x)/s(x)) ¢ um polinomio, [(v;r +d;s) deve ser uma
constante, dessa forma o denominador nao depende de r e s deve ser uma constante.

Além disso supoe-se, sem perda de generalidade, que s(z) =1 e r(0) = 0 (caso nao
seja, basta fazer uma mudanga de variaveis conveniente). Mais ainda, como fom Py(&)d¢ =
o(r(x)/s(z)), tem-se que ¢ deve ser um polinomio. Por outro lado fazendo uma andlise
semelhante obtém-se que

Po(z)/Pr(z) = ¢o(r/s)/d1(r/s) = ¢o(r)/d1(r),

para alguns polinémios em uma variavel 1y e 1 sobre R com ged(1,19) = 1. Da
igualdade acima tem-se que

P() . Pl(.T) . T
B @) i@ )

sendo K'(z) uma fungao racional em z sobre R. Entao
By(x) = K(z)¢o(r(z)),  Pi(e) = K@) (r(z)),

o que implica que K (x) é um polinomio sobre R.

Tratando Py como Pi(x) = K (x)i1(r(x)) e substituindo em f(z) = Py(z) exp (— [, P2(£)d§),

obtém-se

F(@) = K@) (r()) exp (— I %(g)dg) |
Substituindo esse resultado em f(z)dz = f(z)dz;
K (@) (r(z)) exp (— | P2<§>d£) 4 = K(2)n(r(2)) exp (— I P2<£>d£> dz.

mas como r(x) = r(z(z)), e usando que [ Py(§)d¢ = [ P»(€)dE, consegue-se que
K(x)dr = K(z)dz,
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entretanto como 7(z) = r(2), tem-se que r’'(z)dx = 1'(z)dz

K(x)  K(z)
@) ()

Dessa forma K(z)/r'(z) estd no corpo F. Implicando que K(z) = r'(z)x(r(x))
para algum funcao racional y sobre R, constatando-se pela igualdade anterior que K deve
ser um polinémio (por comparagao entre os graus de r ¢ 7’). Uma vez que r(x) = r(z)
com 2'(0) = —1, segue que 7'(0) = 0. Entretanto, da expressao Fy(z) = K(z)¢o(r(z)) e

usando que K(z) = r'(z)x(r(x)), tem-se que P;5(0) = r"(0)x(0)¢o(0) e 7”(0) # 0. Sem
perda de generalidade, pode-se escolher r de modo que 7”(0) = 1.

Colocando todas as informacgoes juntas, existem polinémios Ay, A; e A tais que
Po(x) = Ao(r(z))r'(z),  Pi(z) = Ai(r(z))r'(z),  Pa(r(z)) = Az(r(z))r'(2),

com A; = y;¢; parai=0,1 e Ay = ¢'. O sistema ¢é algebricamente reduzivel. De fato, o
mapa (z,y) — (T,y) = (r(z),y) reduz (4.5.1) para o sistema

=7, y=A@) +A@7y+ AT

Esse sistema é nao singular na origem desde que as condigoes em F, impliquem
que Ay(0) < 0.

Passo 4: z(x) é transcendental sobre C(z)

Nesse caso, note que ainda é mantida a igualdade g(z)/f(x) = g(z)/f(z). Dife-
renciando essa equagao obtém-se

(g/f) (z)dx = (g/f)(2)dz,

onde ' significa diferenciabilidade com respeito a z. Isso nos da:

HYIEREOIR
HORAOIER ORI

Uma vez que essa equacao algébrica entre é z e x, e tanto x quando z sao trans-

cendentais sobre C, entao os 2 lados da igualdade devem ser identicamente iguais a uma
contante ¢. Em particular, a fracdo Py/P; deve ser um polinomio.

o que implica

(x) = (2)-

Considere a seguinte igualdade em R(z):

P2P0P1+P0P1/—P1P6:CP13.

Para k € C define-se
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A fim de encontrar curvas invariantes, serao estudadas as curvas Cj = 0. Lembre
que a curva C; = 0 é uma curva algébrica invariante do sistema diferencial (4.5.1) se, e
somente se, DC}/Cy € Clz,y], onde D é o operador

0 )
= 4 (Py+ Py + Py?)—.
y8x+( o + Pry + 2y)ay

Sera determinado, uma condicao para a constante k de forma que tal condicao seja
satisfeita. Note que
DCk = ]C(Po/Pl)/y + Po + P1 -+ P2y2,

utilizando que P,PyPy + PyP] — Py P} = cP}, segue que
(Po/P) = (PyPy — RyP))/ P} = PPy /P — cPy,

dessa forma
DC’k:P2y2—|—k(PoP2/P1—CP1)1U+P0+P1.%

sendo assim, é preciso encontrar polinémios Ax(z) e Bi(z) tais que
conclui-se das duas equacoes acima que

Ak:PQ, € Bkzpl/k',

—CkP1+P1 :Pl/k,
ocasionando

ck*>—k+1=0.

Dependendo do valor de ¢ a equacao pode ter uma ou duas solucoes distintas. Se
¢ = 1/4 existe apenas a solugao k = 2, por outro lado se ¢ # 1/4 existem duas solugoes
distintas k; e k. Portanto

DCy = Cp(Poy + P1/k),
onde k=2mnocasoc=1/4ek=Fk;, j=12sec#1/4

Antes de considerar cada um dos dois casos observe que o sistema (4.4.1) admite

C = exp ( | P2<5>d5)

como um fator exponencial, ou seja, DC/C' € Clz,y|. De fato, tem-se que

DC = C(Py).

Considere os dois casos possiveis. Primeiro seja ¢ # 1/4. Neste caso pode-se
construir uma integral primeira de Darboux com as fungoes C, C, e C},, da seguinte
forma:

(4 + k(B P) (3 + kaBy/ PL))™ exp ( / ' P2<s>ds).
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E imediatamente verificado que se tomarmos 1 = 1, 1o = —ko/ky e r3 = —1 +
k2 /k, entdo tem-se que a combinacao linear dos cofatores correspondentes sao dados por

r1(Poy + Pi/k1) + ra( Py + P /ka) + 3Py = 0.

No caso que ¢ = 1/4, tem-se apenas uma curva algébrica, isto é, Cy = 0. Relembre
que ainda existe o fator exponencial C'. Considere a expressao

C = exp(Py/(Piy + 2F)),
entdo C é outra integral de Darboux e é um fato exponencial. Sendo assim

DC = C(—P,/4).

No caso pode-se construir uma primeira integral de Darboux usando a curva Cy =
y + 2(Py/Py)(z) e os dois fatores exponenciais C' e C' definidos acima. Essa integral
primeira é da forma

(€2 Cm (O

E facil ver que para r; = 2, 1o = —1 e r3 = 1 obtemos a seguinte combinagao
linear de cofatores:

r1(—=Py/4) + ra(Poy) + r3(Py + P1/2) = 0.

Sendo que essa integral é bem definida e holomorfa numa regiao da origem, por-
tanto tem-se um centro na origem. O

4.6 Monodromia

O conceito de monodromia esta relacionado com a forma que os objetos dependem
de seus parametros e de que forma eles sao localmente constantes em algum sentido, ten-
tando entender como uma mudanca de parametros influencia em um caminho nao trivial.
A relagao desse conceito com o problema do Centro-Foco é tentar estender informacoes da
dinamica local do sistema para a dinamica global. Por exemplo, tentar transformar uma
integral primeira valida apenas numa vizinhanga da origem para uma integral primeira
global.

Defini¢ao 4.28. Dado um sistema definido como (4.2.2), um ponto singular y* é dito
monodromico se nao existem orbitas tendendo a, ou deixando y* com um angulo bem

definido.

Dessa forma, o retrato de fase numa vizinhanca de um ponto singular monodrémico
deve ser um foco ou um centro.

Considere agora a equacao de Abel

dy _

o = p@)y +a(a)y’, a<z<b, (4.6.1)

sendo p e ¢ polinomios e a,b € R.
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Seja y(x,c) uma solugao de (4.6.1) que satisfaz y(a,c) = c¢. Os teoremas de de-
pendéncia continua de parametros e de existéncia e unicidade de solucao, garantem que
y(x,c) é bem definida e analitica, em ambos os argumentos para ¢ suficientemente pe-
queno.

Se y(b,c¢) = ¢, entdo y(z,c) é denominada solu¢ao peridédica. Sendo assim, se
y(b, ¢) = ¢, para todo ¢ suficientemente préximo de 0, entao é dito que o sistema possui
um centro entre a e b. Note que as constantes a e b nao sao importantes, pode-se supor
sem perda de generalidade que a = 0 e b = 1 fazendo uma simples mudanca de variavel.

Observe o seguinte sistema

{ Zt:—y+M($,y),

J= 2+ Nz.y). (4.6.2)

onde M e N sao polinomios homogéneos de grau n. Fazendo a mudanca de variavel
x = rcos(f) e y = rsin(f), pelas mesmas manipulagoes algébricas da demonstracao do
Teorema 4.3, conclui-se que o sistema (4.6.2) se torna

{ F=rAl), (4.6.3)

j =1+ B(O)r"!

sendo que
A(0) = cos(0) M (cos(f),sin(6)) + sin(d) N (cos(#), sin(d))

B(0) = cos(8)N(cos(0),sin(0)) — sin(f) M (cos(8), sin(h)).

Dessa forma, tem-se que na regiao R = {(r,6) : 1+ B(6)r"~! > 0}, o sistema
(4.6.2) é equivalente a equagao diferencial

dr A"

@ T (4.6.4)

sendo assim, fazendo a transformagao r — y com

n—1

Y

YT I BOy

a equagao diferencial (4.6.4) se torna

dy

a0 —(n—1)ABD)B(0)y* + [(n — 1)A(0) — B'(9)]y?

Consequentemente, conclui-se que o sistema (4.6.2) tem uma rela¢ao intrinseca
com a equacao (4.6.1), se forem considerados p e ¢ como polindmios trigonométricos com
a=0eb=2r. Além disso, depois de tais manipulacoes fica claro que as defini¢oes de
solugao periédica e de centro do sistema (4.6.2) coincidem com as definigoes feitas para a
equagao (4.6.1).

Sendo assim, o analogo do problema do centro-foco nesse caso é entender sobre
quais condigoes a equacao (4.6.1) possui um centro.
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Como visto antes, sera assumido sempre que a =0 e b = 1. Defina P e () por

P(r) = / "pO)dE, Qo) = / "6,

uma vez que foi visto que a solucao y(x, c¢) é analitica na varidvel ¢, existe série de Taylor
tal que y(z,c) = > a;(z)c". Dessa forma, o problema do centro-foco se resume a verificar
se

c= y(O, C) = y(L C) = Z ai(l)ci

para todo ¢ suficientemente pequeno.

Apesar de parecer muito simples de ser feito do ponto de vista tedrico, do ponto
de vista pratico esse método é extremamente complicado. A fim de tentar contornar essas
complicacoes, o problema do Centro-Foco foi simplificado, dando origem ao problema
modelo.

O problema modelo tenta responder quais condi¢oes devem existir na equacao

dy_

= dr = p(x)y* +eq(z)y®, 0<x<1, (4.6.5)

para que exista um centro para todo ¢ suficientemente pequeno.

Sabe-se da teoria de equacoes diferenciais que a seguinte sequéncia converge para
uma solugao da equacgao diferencial (4.6.5), se y(0) = ¢

o1(z) =c

¢a(2) = c+ /Omp(x)ﬁ(l’) +eq(2)¢i(z) dv = c + *P(z) + eQ(x)c’

bi(x) = ¢+ /0 " ()6, + eq(n)d(x) do.

Uma vez que tem-se como objetivo concluir que y(0,¢) = y(1,¢), desenvolvendo
os termos da sequéncia, consegue-se concluir que o sistema (4.6.5) possui um centro para
todo e suficientemente pequeno se, e somente se, forem satisfeitos

1
P(1)=P(0) =0, / P(x)"q(x)dez =0, Vn € N
0
sendo assim, o problema se resume a encontrar quais funcoes P e () satisfazem essas
equacoes.

Uma condicao simples, que garante um centro, é tentar concluir que P e () sao
ambos polinomios de um polinémio A tal que A(0) = A(1). E possivel mostrar que essa
condicao garante simetria do sistema.
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4.7 O problema do Centro-Foco tangente

Considere o seguinte sistema:

x——%—H—irgP,

Y (4.7.1)
—a_H_|_ Q
y—a €

Onde o Hamiltoniano, H, é um polinomio de grau n+1 e a perturbacao dos termos,
P e @) sao polinomios de grau m. Suponha ainda que o Hamiltoniano H tenha um ponto
de Morse na origem, uu seja, 0H/0x = 0H/0y = 0 em (0,0) e a matriz das derivadas
segundas de H é positiva definida. Entao pode-se escrever H = H(0,0) + X? + Y?
para alguma mudanga de varidvel conveniente e, dessa forma, o sistema (4.7.1) possui
claramente um centro na origem para ¢ = (0. Sem perda de generalidade pode-se supor
H(0,0) = 0. As curvas X? +Y? = ¢, para ¢ préximo de 0, nos dao uma familia de curvas
fechadas tendendo para zero, chamadas de ciclos de anulacao.

A origem do sistema é chamada de um centro tangente se
7{ Pdy — Qdx =0
Ve
para v, um ciclo de anulacao de X? +Y? = ¢ e ¢ suficientemente pequeno.

O problema do centro-foco tangente pergunta sobre quais condicoes de P e @) o
sistema (4.7.1) possui um centro tangente.

A resposta para essa questao é muito simples, para que exista o centro tangente
P e () devem satisfazer a equacao

Pdy + Qdr = dA + BdH,

para A e B polinomios nas variaveis x e y. Nesse caso a 1-forma Pdy — Qdx é chamada
de relativamente exata.

5 O 16° Problema de Hilbert

Considere o sistema de equagoes diferenciais planares
T = Pn (Z)ﬁ', y)a
¥ = Qulz,y),

onde P, e (),, sao polinomios em z,y e o grau maximo de P e ) é n. A segunda parte do
16° problema de Hilbert faz a seguinte pergunta:

(5.0.1)

Dado um inteiro n, qual é o nimero mdzimo de ciclos limites do sistema (5.0.1)
para todos os possiveis P, e Q,? E o que pode-se dizer sobre as posi¢oes relativas de tais
ciclos limites?

Geralmente, o nimero méaximo de ciclos limites é escrito como H(n) e é chamado
de nimero de Hilbert. Descobrir a quantidade e entender a disposi¢ao dos ciclos limites
seria uma ferramenta importante para entender a dinamica do sistema em questao.
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Apesar dos esforgos em volta desse problema, infelizmente essa questao continua
em aberto até mesmo para o caso n = 2.

5.1 A versao fraca do 16° Problema de Hilbert

Seja H = H(x,y) um polinébmio em z,y de grau m > 2. As curvas de nivel
v C {(z,y) : H(z,y) = h} formam uma familia continua de ovais para hy < h < hs.
Considere a 1- forma polinomial w = f(z,y)dy — g(z,y)dx, onde max(deg(f),deg(g)) =
n > 2. Sendo assim, a versao fraca do 16° Problema de Hilbert é descrita por:

Dados os inteiros m e n, qual é o numero maximo de zeros da integral Abeliana?

Sera mostrado agora qual a relacao desse problema com o 16° Problema de Hilbert.

Considere o seguinte sistema Hamiltoniano, com H (z,y) um polindémio de grau m,
tal que o sistema possui um centro na origem :

. OH
r = — 8_ (I, y)7
4 (5.1.1)
1= 2% (ay)
y - 61‘ ay .
e seu sistema perturbado
. OoH
T = _a_(x7y) +€f($ay)7
y (5.1.2)
o0H

V= (z,y) +eg(z,y),

onde f e g sao polinomios em z,y de grau no maximo n, e € é suficientemente pequeno.

Suponha ainda que a familia de ovais, 7, C H~*(h), depende continuamente do
parametro h € (a,b). Entao define-se a seguinte integral abeliana:

I(h) = f f(2.9)dy — gla,y)de.

Uma vez que o sistema (5.1.2) é Hamiltoniano para € = 0, tem-se que a dinamica
em volta da origem é um centro. A pergunta natural a ser feita é quais érbitas continuam
periddicas para toda perturbacao suficientemente pequena e.

Para responder tal questao, primeiramente relembre o conceito do mapa de retorno
de Poincaré.

Proposicao 5.1. (Mapa de Poincaré) Seja F' campo vetorial C™ definido no aberto U C
R™. Assuma que v = {p(t,p); t € R } € solucao T- periddica de & = F(x). Seja ¥ se¢do
transversal de F' em p. Entao existe Yo C X vizinhanca de p (em X)) e fung¢ao 7 : X9 — R
de classe C", tal que 7(p) =T e m(q) == ©(7(q),q) € X. Mais ainda, © € difeomorfismo
C" sobre sua imagem.
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Demonstragao. Considere f: S C R*™1 — ¥, uma secgao transversao tal que f(0) = p
e f'(s)(R") e F(f(s)) geram R™ para todo s. Sem perda de generalidade, pode-se tomar
a fungdo K : U — R tendo 0 como valor regular (isto é, VK (q) # 0), de forma que
¥ = K 1(0) (talvez seja necessério diminuir 3 no processo, mas isso nao ¢ um problema
pois a conclusao do teorema fala apenas da existéncia de X).

Note que ker(VK(q)) = T,%, onde T, X é o espaco tangente a ¥ no ponto ¢g. Com
efeito, tomando v € T,%, existe uma curva A : (—¢,¢) — X = K 1(0), tal que A\(0) =g e
N (0) = v, sendo assim

(VK(q),v) = (VK(A0)),X(0)) = VE(A0)) - X'(0) = (K 0 A)'(0) =0,

uma vez que K (A(t)) = 0, paratodo t € (—¢,¢). Sendo assim T,¥ C ker(VK(q)), uma vez
que ambos os espagos vetoriais possuem mesma dimensao tem-se que 7,2 = ker(VK(q)),
para todo q € X.

Além disso, perceba que X é secdo transversal de F em p < F(p) € T,X, o que
implica que VK (p) - F(p) # 0. Sendo assim, defina a funcdo L : D — R, tal que
L(t,x) = K(p(t,z)), sendo D o dominio do fluxo ¢(¢,z). Observe que

L(T,p) = K(p(T,p)) = K(p) =0

oL 0
o =K () = VG P £0

Aplicando o Teorema da Fungao Implicita na fungao L no ponto (7', p), segue que
existe Uy C U, vizinhanca de p, e uma fungao 7 : Uy — R de classe C", tal que 7(p) =T

e L(r(x),xz) = 0. Tem-se entao que

K(o(t(z),2)) =0= ¢(1(z),z) € X, x € Up.

Derivando K(¢(7(x),z)) em z = p obtém-se que

VEpr)0) - (570 + G0 =0

V) (F0)-70)+ 5T =0

0
dessa forma, Im (F(p) -T'(p) + a—i(T,p)) C ker(VK(p)) C T,X. Perceba que apenas

isolando 7’(p) na equac@o acima, consegue-se que

~VK(p) - aﬁ(T, p)

(Y — ox
T(p) = VEG) - Fo) (5.1.3)

Defina agora 7 : ¥’ = X N Uy — 3, satisfazendo 7(q) := ¢(7(q), q);

Afirmagao 1: 7 é difeomorfismo local em p.

0
Relembre que —gp(t,x) - F(z) = F(p(t,z)) (um jeito facil de ver isso é perceber

Ox
que o fluxo ¢(s,z) conjuga a si mesmo para cada s fixo). Sendo assim
Oy
55 Lop) - Flp) = F(p), (5.1.4)
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portanto,

W) = L r(p). )7/ 0) + 22 (p). )
= F@)-7'() + 22 (T,p)
= 5o (T.p) =7'(0) ~ F(p) - 7' (0) (5.0.5)

Afirmacao 1.1: ker(7'(p)) = {0}.
Sejav € T,% (VK (p) - v =0), tal que 7'(p) - v = 0. Segue de (5.1.5) que

Dy

- (T.p)-v=—F(p)-7'(p)-v, (5.1.6)

além disso, tem-se por (5.1.4)

Iy _ 9 /
= F(p)-7'(p) v =—v, (5.1.7)
juntando (5.1.6) com (5.1.7) tem-se
Op B
%(Ta p) U=,

perceba que por (5.1.3) e o resultado acima, consegue-se

L) 0w
T'(p) v = v
i VK@) @)
___VEp@ v _,
 VK(p) - Flp)
Sendo assim, v € ker(VK (p)). Utilizando esse resultado, em (5.1.6) obtém-se que
9¢ _ / _
5 Lop) v =—F(p)-7(p)-v=0,

0
uma vez que é sabido que a—¢(T, p) é um isomorfismo, tem-se que v = 0. Concluindo que
r

o nicleo de 7’(p) é apenas o ponto 0.

Utilizando o Teorema da Fungao Inversa, segue que existe g C ¥’ tal que 7|y, é
difeomorfismo local. O

Serd agora construido, uma segao transversal o ao sistema (5.1.1) que corta os ovais
{Vh }hy<h<h,, € além disso, para cada ponto z, € o existe uma fungao 7(z, ) analitica, tal
que o valor 7(z,¢e) corresponde localmente ao tempo necessario a drbita que comega em
x e tem perturbacao ¢, retornar a o.

Para mostrar a existéncia de tal fungao antes serd necessario demonstrar alguns
teoremas a respeito da regularidade das solugoes de EDQO’s analiticas.
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Lema 5.1. (Formula de Faa di Bruno) Sejam f : R — R e g : R — R fungdes de
classe C*, entdo para todo n € N, existe um polinomio P, com coeficientes nao negativos
satisfazendo,

dx™
Demonstracdao. A prova é feita por inducao
Cason=1.

Tomando P;(z,y) = zy, tem-se que

LD @) = 1ot (5) = B o). o(a).

Supondo valido para n. Entao existe um polinomio P, com coeficientes positivos tal

que
diﬁh@=fo@@M~wa@@Dy@Mﬂ@w~ﬂW@»
Logo,
A" flg) d [(d"f(g)
dznt1 _%< dz" )

= %Pn(f’(g(:v)), o f(n)(g(ﬂf)),g(:x),g’(x), o ,g(")(aj))

OP,df) I~ 0P, dg®
S e
i—1 (9@ dt i—0 837@ dt

uma vez que os coeficiente de P, sao positivos, os coeficiente das derivadas parciais de P,
também sao positivos, sendo assim, pela tltima igualdade é possivel definir um polinémio
P, 1 satisfazendo as propriedades requeridas.

]

Notagao 5.1. Seja f : R™ — R, funcio de classe C*, denotamos OF f(x), como sendo o

vetor
8k
0" f(x) = (,ﬁ—“(:p)) :
Ox," ...0xn™ oy 4oy —k

Além disso quando for escrito |0F f|, tal expressio deve ser entendida como

ok

ki ki
Ox," ...0xy™

0 f(a)] = ()

Y

ki1+---kki:k
enquanto || 0% f(z)|| corresponde a norma do vetor O% f(z).

Lema 5.2. (Fdérmula de Faa di Bruno II) Sejam f:R"™ - R e g : R — R"™, fungées de

classe C*, sendo que g = (g1, ..., gn), entao para todo k € N existe um polinomio Py com
coeficientes nao negativos satisfazendo, satisfazendo
d“f(9)

S (0) = Pu0f (g(2). ... 0" (9(0). 1 ()07 (@) g (@), ().
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E importante notar que O f(g(x)), significa % f aplicado no ponto g(x).

A demonstragao desse lema também é feita por inducao e é andloga a anterior,
porém um pouco mais trabalhosa.

Lema 5.3. Se f: R* — R" ¢ analitica, entao para todo x € R", existem r, C' € R, tais
que

‘f(")(x) <Cr ™!, VneN,

op
sendo que,

()"
™

)

op

:sup{Hf<"><x> ;vyeR”\{O}}.

Demonstra¢ao. Como f é analitica, para todo x € R", existe uma vizinhanca U,, satis-
fazendo

W)=Y /)y —), ye U,
n=0

de forma que a convergéncia dessa série é uniforme em U,.

Uma vez que que U, é vizinhanca de x, existe r > 0, tal que B(z,2r) C U,, e
consequentemente B(z,r) C Uy.

Sendo assim, para todo z € B(x,1), a série

> s ()
n=0

converge de maneira uniforme, o que implica que o limite

) @) r2)®

n

lim
n—oo

converge para 0 de maneira uniforme.

Como toda sequéncia de fungoes que converge uniformemente para 0 é uniforme-
mente limitada, conclui-se a existéncia de C' € R, satisfazendo

L@ <o veeBED
Crr@en| <o vee B

= ‘f(”)(x)(Z)(”) <Cr™"nl, VzeBz1)

(y)™
ly|"

<Cr™"n!, VyeR"\{0}

oo

< Cr ™nl.
op

= [ @)
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Teorema 5.1. Suponha a >0 e f: (—a,a) — R uma fungdo analitica prozima a origem
e y(t) a unica solu¢ao da EDO

entao y também € analitica numa vizinhanca da origem.

Demonstracao. Sabe-se do Teorema de Dependéncia Diferencial das Solugoes de Equagoes
Diferenciais que a fungao y é de classe C*, logo pode-se definir a seguinte fungao

™)
u) =3 0y,

sera mostrado duas propriedades sobre u:

1. u estd bem definida, i.e; existe uma vizinhanca da origem, tal que a série

i y™(0),,

n!

n=0
converge de maneira uniforme.

2. u(t) resolve a EDO, 2/ = f(x), x(0) = 0.

Prova de 1)

dn / d’I’L
(nt1) — dtg = C;;Ely), pelo Lema 5.1, para todo n € N, existe um

polinomio P, com coeficientes nao negativos, satisfazendo

y/(m+D) d"f(y)

dtn
:Pn(f,oy7"'7f(n)Oy?y’?"'?y(n)>7

Uma vez que y

por inducéo, escrevendo cada y na forma da ultima expressdo, pode-se encontrar um
polinomio @,,, com coeficientes nao negativos satisfazendo

Yy = Q,(f oy,...,fMoy),

sendo assim,
y"(0) = Qu(£(0), ..., F7(0)). (5.1.8)
Uma vez que f é analitica, pelo Lema 5.3 existem r, C' € R, tais que

F™(0)] < Cral. (5.1.9)

Defina a seguinte a funcéo g : (—r/2,7/2) - R
rC

)
r—=x

g(z) =
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e a EDO
7 =g(2), =2(0)=0,

facilmente verificam-se que a funcdo z(t) = r —ry/1 — 24

resolve a EDO acima e z é
analitica numa vizinhanca da origem.

Além disso apenas aplicando as regras de derivagao

g™ (0) = Cr"nl. (5.1.10)

Uma vez que o polinomio (),, tem apenas coeficientes nao negativos, aliado com a
existéncia dos resultado (5.1.8), (5.1.9) e (5.1.10), consegue-se a seguinte desigualdade

[y (0)] = 1Qu(f(0), .., f™(0))]
< @Qu(lf (0)| |f")(0)|)
< Quld (0)7--- (0))
= 2"T(0)

como z é analitica numa vizinhanca da origem, segue que existem K e s € R, satisfazendo
12M(0)| < Ks™™n!, ¥neN.
= |y™(0)] < Ks™n!, ¥neN.

Logo u(t) estd definida para todo t € (—s/2,5/2) e a série converge de maneira
uniforme, com efeito

= yD00) | |y D00) /)] &
o) =35 = 55 () < 3

além disso, como
<K 1iwe 2 2), eVieN
— —, = i
_— 2 ) 272 7e )

utilizando o teste M de Weierstrass consegue-se u(t) convergem de maneira uniforme.
Provando 1.

y(0) ,
7!

Prova de 2) Perceba que

(f ow)™(0) = P(f" ou(0),..., f™Mo,u/(0),...,u™(0))
= Po(f 0 y(0),..., f™(y(0)),4'(0), ...,y (0))
= (foy)™(0)
= (y)™(0)
= y"(0)
u(n-l—l)(o)
= (u')"(0),
como v e f(u) sao analiticas numa vizinhanca da origem, e todas suas derivadas sao
iguais na origem, segue da analiticidade que v’ = f(u(t)) préximo a 0. Do Teorema de

Existéncia e Unicidade de Solucao de Equagoes Diferenciais, tem-se que y = u numa
vizinhanga de 0, o que implica que y é analitica proximo a origem. O
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Teorema 5.2. Suponha a >0 e f: B(0,a) C R" — R™ uma fun¢do analitica préozima a
origem ey a unica solu¢ao da EDO

entao y também € analitica numa vizinhanca da origem.

Demonstracao. A prova serd essencialmente uma adaptagao do Teorema 2.1, sabe-se do
Teorema de Dependéncia Diferencial das Solucoes de Equagoes Diferenciais que a fungao
que a fungao y = (y1,...,y,) é de classe C*, logo para todo i € {1,...,n}, pode-se definir
a seguinte funcao

(g
un) =3 4Oy,
[

novamente sera mostrado duas proposicoes sobre cada wu;:

1. Paratodoi € {1,...,n}, u; estd bem definida, i.e; existe uma vizinhanga da origem,

)
s 27(0) , 4 . .
tal que a série Y77, y’J—,()tJ , convergem de maneira uniforme.

2. u= (ui(t),...,un(t)) resolve a EDO, 2/ = f(x), x(0) = 0.

Prova de 1)

dbyl dr
Z(kﬂ) = dt% = C];]Ey), pelo Lema 5.2, para todo k € N, existe um
polinomio P, com coeficientes nao negativos satisfazendo

S d* fi(y)
! dtk
= Pk(afl Oya"'7akfiOyayia'-'7y§k)7"'7y;7"'>yr(y,k))7

Uma vez que y

mais uma vez, por indugao, escrevendo cada yZ(] ) na forma da tltima expressao, pode-se

encontrar um polindémio @),,, com coeficientes nao negativos satisfazendo

y = Qu@fioy,..., 0 M oy). (5.1.11)

Uma vez que f ¢ analitica, pelo Lema 5.3 existem r, C' € R, tais que

< Cr7"nl. (5.1.12)

op

)

Defina a seguinte a funcao g : (—7/2,7/2) - R

g(:l:l,...,xn)—( r¢ . r¢ )

e a EDO
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facilmente verificam-se que a funcao

2(t) = (r—r\/l—zncz&,...,r—mll—2n0t>,
r r

resolve a EDO acima e z = (21, ..., 2,) ¢ analitica numa vizinhanga da origem.

Além disso, apenas aplicando as regras de derivagoes para todo i1 +io+...4, = k
tem-se que

kg

T e

Uma vez que o polinomio (),, tem apenas coeficientes nao negativos, aliado com a
existéncia dos resultado (5.1.11), (5.1.12) e (5.1.13), consegue-se a seguinte desigualdade

b (0)] = ’Qn (0£:0),....0",0) 1

< Q. (1050, 19"/, 0)])

< Qn(89(0),...,09"(0))
)

(2

uma, vez que cada z; = z5 = ... = 2z, sao analiticas numa vizinhanca da origem, segue
que existem K e s € R, satisfazendo

z(’“(O)] < Ks ™"k, VkeN.

(2

< Ks*kl, VkeN.

op

= |47(0)

Logo w;(t) esté definida para todo t € (—s/2,5/2) e a série converge de maneira
uniforme, com efeito

0 (4) o (4) J 00
)] = |3 2| < [y 2O (f) <y

J!

além disso, como

(@) ,
y ‘(O) tl
1!

1\’ —S 8
< — - = )
_K(2> ,Vt€<2,2),e‘v’l€N,

o teste M de Weierstrass, mostra que cada u;(t) convergem de maneira uniforme.

Além disso, tal resultado implica que v = (uq,...,u,) é analitica, pois cada
projecao ¢é analitica. Provando 1.
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Prova de 2) Perceba que para cada i € {1,...,n}

(fi ouw)(0) = P, (afi ou(0),...,8 f; ou(0),u,(0), ..., u™(0),... 4 (0),... ,ug>)
= P; (0fi0y(0),- .9 fi 0y(0).44(0), .y (0, 4, 0), ...y (0)
= (fioy)V(0)

como cada u} e f;(u) sdo analiticas numa vizinhanca da origem, e todas suas derivadas sao
iguais na origem, implicando pela analiticidade que v’ = f(u(t)) préximo a 0. Do Teorema
de Existéncia e Unicidade de Solucao de Equacgoes Diferenciais, tem-se que y = u, numa
vizinhanga de 0, o que implica que y é analitica proximo a origem. O

Corolario 5.1. Se f : R — R" € analitica, entao as solugdes de x' = f(x) sdo analiticas

Demonstragao. Seja y : (w—,wy) — R solugdo maximal do sistema

Tome ty € (w_,wy), note que v : (w_ — tg,ws — to) — R”, tal que y(t) = y(t +
to) — y(to), resolve a EDO

7 = f(z + y(to))7 Z(O) =0,

com efeito,

V() =y'(t+1t0) = fly(t + to)) = fy(t +to) — y(to)) + y(to)) = f(¥(t) + y(to))

7(0) = y(to) — y(to) =0
Aplicando o Teorema 5.2, v é analitica proxima a origem, o que implica que y é analitica
em uma vizinhanca de .

Como tg é arbitrario a demonstracao se torna concluida. O]

Também é possivel ser provado que se f : R” x R®* — R” ¢é analitica, entao as
solucgoes do sistema
&= f(x,e), x(0)=x,
também dependem analiticamente do parametro € e da condicao inicial xy, i.e;, o fluxo
©(t, g, €) da equagao diferencial acima é analitica (ver [16]).

Considere agora a seguinte EDO.

. O0H

T = %(l‘,y)

- 8H( ) (5.1.14)
Yy = By z,y
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notoriamente a origem é uma singularidade do sistema (5.1.14). Lembre que H(z,y) =
(a/2)x* 4+ by? + cxy + O(23 + 4?), sendo assim, o Jacobiano aplicado na origem do campo
associado ao sistema (5.1.8) é dado por

J(0,0):[Z g]

logo os autovalores de J(0,0) sao:

A = <a+b— (a—b)2+4cz>

1
2

A2=%<a+b+\/m>,

aplicando o teorema de Hartman-Grobmann, tem-se que localmente existe uma sela ou
um né6. Tome a secao o, como sendo a imagem de uma variedade estavel ou instavel de
(5.1.14). Logo, 0 = {v(t); t € (w_,w) }, sendo v uma solucao instdvel ou estavel em
relacao & origem do sistema (5.1.14) e (w_,w,) o intervalo maximal de definicio de v. E
importante notar que do Corolério 5.1 v é uma funcao analitica.

Afirmagao 1. o é secao transversal de (5.1.1).

Basta notar que para todo t € (w_,w, ), tem-se
<v’<t>, (-, %—Zl(v(t)))> =SV 00) + S ) 6 0) =0

Construcao de 7(z,¢).

Considere o ponto x € o, de forma que ¢(t,z,0) é solugdo periddica de (5.1.1) e
o(t,z,e) o fluxo de (5.1.2), portanto existe 1" € R, satisfazendo ¢(0,x,0) = (T, x,0).
Note que, da teoria de variedades, o pode ser vista localmente como imagem inversa do
valor regular 0 de uma fungao K : U — R, tal que z € Int(U) e K~(0) C o, sendo K
analitica.

Considere a fungao G(t, z,e) = K(¢(t,x,¢€)), note que G(T,z,0) = 0, e além disso

oG
E(T,x,()) = VK(x)- F(x,0) # 0.

Tal valor é diferente de zero pois, como mostrado na demonstracao do teorema do mapa
de retorno de Poincaré, tem-se que F(p,0) ¢ T,0 = ker(VK(p)). Sendo assim, pelo
Teorema da Funcao Implicita, conclui-se que existem as vizinhancas V, e Wy de x e 0
respectivamente e uma unica funcao analitica 7: V, x Wy — R tal que

K(p(t(y, 1), y, 1)) =0,

o que implica que ¢(7(y, i), y, 1) € o, para todo y € V, e u € W.

Notacao 5.2. Se f ¢ funcao analitica entao f é chamada de fungdo de classe C*.
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Serd mostrado agora que o e H (o) sao C¥-difeomorfos. Note que o e (w_,w,) sdo
obviamente C*- difeomorfos, uma vez que a solugao v de (5.1.8) faz esse papel. Defina
f i (w_,wy) — H(o), satisfazendo f(t) = H(~(t)). Note que claramente f é fungao
C¥. Sera concluido que f é injetiva. Suponha que existam ¢, ¢t € (w_,w, ) satisfazendo
f(t1) = f(t2), entao pelo Teorema de Rolle existe t3 € (t1,t2) satisfazendo f'(t3) = 0,
sendo assim

0= f(ts)
d

= %H(V(t:a))

oH

= 2 tit) + G )bt

- (%—fwg))f " (%—f(v(@)))g,

o que implica que y(t3) é uma singularidade de (5.1.14) e consequentemente singularidade
de (5.1.1), o que é um absurdo.

Sendo assim, f é injetiva. A inversibilidade de f vem de f’(t) # 0 para todo t
€ (w_,wy), como mostrado acima. Utilizando o Teorema da Funcao Inversa, f é C¥-
difeomorfismo local, aliado com o fato de ser injetiva, tem-se que f é difeomorfismo de
classe C¥ entre (w_,w,) e H(o), pela transitividade tem-se o mesmo resultado para o e
H(o). Logo é possivel chamar cada ponto de o como o numero real da curva de nivel
correspondente sem ambiguidade.

Dessa forma escolhe-se valores da funcao H para parametrizar ¢ e denota-se
v(h,e) como sendo a érbita perturbada do sistema (5.1.1), comegando no ponto h em
o. Identifica-se a préxima interse¢ao da curva em questao com a reta o de P(h,¢) com o.
Define-se entao d(h,e) = P(h,e) — h como a func¢do deslocamento. A Figura 1 representa
tal procedimento.

Figura 1: Fungao deslocamento, retirada da referéncia [1].

O objetivo é encontrar quais érbitas possuem d(h,e) = 0 para e suficientemente
pequeno.

Antes de responder tais questoes serao mostrados dois lemas muito importantes
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para o estudo da fungao d(h,¢), o primeiro é referente ao comportamento das parame-
trizagoes de 7y(h, e) e o segundo permitird derivar em h fungdes do tipo f% fdx — gdy.

Lema 5.4. Sejam {y,} uma familia de drbitas periddicas referentes ao sistema (5.1.1)
e {v(h,e)} a perturbagdo dessas drbitas referente ao sistema (5.1.2). Logo tomando ¢(t)
orbita tal que Im(p) = v e w(t) € orbita que satisfaz Im(p.) = y(h,e), onde Im(f) €
definido como a itmagem da funcao f, entao existe uma funcao ¢ de classe C* tal que

pe(t) = @(t) +e(t).

Demonstracao. Do Coroléario 5.1 conclui-se, uma vez que H, f, e g sao polinomios, a
solucdo ¥(t, (xo,vo), €) do problema de Cauchy

;

OH
T = _a_y(xuy) +€f<l’,y),

. O0H
V=g (z,y) +eg(z,y),

\ (2(0),4(0)) = (z0, %0),

é de classe C“, sendo assim uma funcao ¢ de classe C¥ satisfazendo

U(t, (w0, 90), €) = ¥(t, (20, 0), 0) + (1)
Sendo assim, tomando (g, yo) = (Z,y), existe ¢(t) de classe C¥, satisfazendo
U(t, (7,9),€) = (L, (2, 9),0) + eo(t)
we(t) = p(t) +eo(t).
O que termina a demonstracao. O

Lema 5.5. Sejam f : R* = R, h: R - R eg: R = R funcies de classe C', entio se
F(t) = ,f((tg) f(t, z)dx, tem-se que

g(t) T
a0 =[5 o) - W) A0

Demonstracao. Primeiramente, tem-se que
g(t+e) g(t)
Ft+e)—F(t)= / f(t+€,:v)d:v—/f(t,x)dx

h(t+e) h(t)
g(t) g(t+e) h(t)

:/f(tJra,x)—f(t,x)der / b+ e, 2)do + / F(t+e 2)da.

h(t) g(t) h(t+e)

Primeiro sera mostrado que dada uma funcao ¢ : R?> — R continua, um compacto
K ee >0, existe § > 0 tal que paratodoz € K es € (t—0,t+06), |o(s,z) —p(t,x)| < e.
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Para ver isso, suponha o contrario, logo: para todo n € N, existem z, € K e t, €

[t—%,t+%], tal que

|¢(tn; xn) - (b(ta an)’ >n,

como K é compacto, entao a sequéncia {z, },en possui subsequéncia {x,, }ren convergente,
entao existe o € K, tais que z,, — o, quando k — oo, portanto

lim |¢(tnk7 mnk) -

0= |¢(t,l‘g) - ¢(t7$0)| > 0,

k—o00

o que resulta num absurdo.

o(t, xpn, )| > lim ng
k—o0

Do teorema do valor médio tem-se que, para todo § > 0, existe t* € (¢,t + J) tal

que

flt+6,2)— ft,z) =0

df(t*, )
dt

por outro lado, dado t € R, existem a,b € R, satisfazendo

sup f(t) < a,

teB(L1)

b< inf g(t) e

teB(L,1)

b < a,

uma vez que df /dt é continua, para todo n > 0 existe 1 > 6> 0tal quey z € [b,al eV s

€ [t—s,t+ 5]

Ui

lﬁf(s,m) _Of(t,z)

ot ot |b—al’

sendo assim, dado 7 > 0, segue que para todo 0 < & < 0,

g(t)

é/f(tJre,x)—f(t,:c) iz —

h(t)

conclui-se assim que € — 0 =

g(t) q(t)

/8f(t,x)dx

ot
h(t)

n
- la — bl
h(t)
lg(t) — h(t)|n
la — b]
<n,
g(t) o) ore
L[ f(t+e) - fto)de— [ 2Dy,

h(t) h(t)
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Ainda mais, observe que

g(t+e)

(g(t +€) — g(t))m. < /@ f(t+e,2)dz < (gt +€) — g(t) Mz, seglt+e) > g(t),

e

9(t)

(g(t) —g(t +¢))m. < /(H | ft+e z)de < (g(t+e—g(t)) M., seg(t+e)<g(t),

onde m. = inf{ f(t+¢,x), x € [g(t), g(t+¢€)]} e M. = sup{f(t+¢c,x), x € [g(t),g(t+<)]}.

Segue que
t —g(t 1 [ote) t+e)—g(t
gt +e) g(>mg§— f(t+€,x)dx§g( e) g<)Me, se g(t +¢) > g(t),
€ € Jo) c
€
t) — g(t 1 90 t+e—gl(t
g(t) — g( +5)m5 < _/ flt+e z)de < MMB seg(t+e)<gl(t),
€ € Jy(t+e) €

fazendo ¢ — 0, tem-se que m. — f(t,g(t)) e M. — f(t, g(t)), logo,

1 (t+e)
E/ ft+ex)de — ¢'()f(t,g(t)), quando € — 0,
9(t)

utilizando uma analise analoga, conclui-se que

1 h(t)
-/ F(t+ 2 2)dz — —H (0 (5 h(t)), quando & — 0.
h(t+e)

Portanto

F(t+ei— F(t) /hj:) %’;’@dwg’(t)ﬂt,g(t))—h'(t)f(t, W)

]

/ fta:dx—hm

Teorema 5.3. (Poincaré - Pontryagin) Tem-se que
d(h,e) =e(Il(h) +ep(h,e)), para e — 0,

onde ¢(h,e) € uma funcao de classe C¥ e uniformemente limitada para (h,e) em uma
regido compacta préozima a (h,0), h € (a,b).

Demonstragao. Seja . uma parametrizacao de y(h, )
d(h,e) = P(h,e) — h
= H(p:(b)) — H(p:(a))

[ an
v(he)
OHdx OH dy
= dt
/‘/(hs ((91; @t oy y dt) ’
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do sistema (5.0.1) tira-se que

OH OH OH (0H
d(h,e) :/ )% (_8_3/ +ef(x, y)) + 8_y (% +€g(x,y)) dt

OH OH
=¢ —f(x,y) + —g(x,y) dt
/M G f) + % o)

B g/vm,e) fe) (% ~ sl y)) ol <_Z_t +ef(z, y)) dt
_ dy da
= 8/7(}176)L7[(9ff’>e?J) o — 9w y) - dt

=c / fdy — gdx
y(hye)

perceba que uma vez que 7y, é compacto, segue que 7y(h,e) — 7, de maneira uniforme
quando £ — 0.

Defina F'(h,¢) = f’Y(h o fdy — gdx, serd mostrado que F' ¢ de classe C*. Lembre
que pela construgao de d feita anteriormente, existe um C¥-difeomorfismo entre o e H (o)
de forma que, para todo h € H (o), tem-se H(pu(h)) = h.

Seja p(t, h,e) a solugao do problema de Cauchy

(

OH
T = _8_y($ay) -I—5f(a?,y),

. OH
V=g (z,y) +eg(z,y),

uma vez que j e as solugoes do sistema acima sao de classe C¥, é evidente que (¢, h,€)
¢ de classe C¥.

Foi visto que durante a construcao do seguimento o que para cada z fixo existe
um mapa 7 de classe C¥ tal que 7(y,¢) corresponde ao tempo de primeiro retorno da
solucao para a transversal sigma, para y suficientemente proximo de x e € suficientemente
pequeno. Sendo assim, dado um ponto (h,€), com ¢ suficientemente pequeno, tem-se que

7(u(h).e) Doy Dy
Fne) = [ paygde= [T ot h o) 0 ) gttt o) G )

utilizando o Lema 5.5, tem-se claramente que F' é funcao C¥, logo existe uma funcao ¢
de classe C¥ (pois F’ serd analitica), satisfazendo

F(h,e) = F(h,0) +¢ ¢(h,¢)
=I(h) +ep(h,e), V —ep<e<e,
juntando os dois resultados acima,

d(h,e) = e(F(h,¢))
€

=ce(I(h) +ep(e,h)), V —eg<e<ep.
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A existéncia dos compactos cuja funcao ¢ é uniformemente limitada é garantida
pela construgao da fungédo 7, para todo ponto (h, 0) existe uma vizinhanga V}, x Wy, tal que
7(u(h), e) estd bem definida, sendo assim ¢é possivel encontrar uma vizinhanga compacta
de (h,0) que esta contida em V}, x W e consequentemente ¢ esta bem definida e é limitada
pela continuidade no compacto em questao.

O que completa a demonstracgao. O

Note que as manipulacoes feitas em todos os passos nao dependem da escolha da
transversal o.

Serd utilizada a seguinte notacao: Xy . corresponde ao sistema perturbado (5.1.1)
e XH = XH,O'

Definicao 5.1. Se ezistir h* € (a,b) e €* > 0 tal que Xp. possui um ciclo limite T
com 0 < |e| < &*, e I'. tende para vyp+ quando ¢ — 0, entdo € dito que T'. bifurca para

Ve Refere-se ao ciclo limite I'. de Xy . como bifurcado do conjunto de ovais |J ~n se
he(a,b)
existe h € (a,b) tal que T'c bifurca de .

Sendo assim, é possivel mostrar o seguinte teorema, que conecta a versao fraca do
16° problema de Hilbert com o 16° problema de Hilbert.
Teorema 5.4. Suponha que I(h) ndo € identicamente nulo para h € (a,b), entdo as

sequintes sentencas sdao satisfeitas:

1. Se Xy . tem um ciclo limite bifurcando de v+, entdao I(h*) = 0.

2. Se existe h* € (a,b) tal que I(h*) =0 e I'(h*) # 0, entdo X tem um inico ciclo
limite bifurcando de ~yp.

3. Se existe h* € (a,b) tal que I(h*) = I'(h*) = ... = I*V(h*) =0, e I®(h*) #£ 0,
entao Xg. tem no mdximo k ciclos limites bifurcando do mesmo ~y+, contando as
multiplicidades de cada ciclo.

4. O nimero (contando as multiplicidades) de ciclos limites de Xpg. bifurcando do

conjunto de ovais |J n de Xy € limitado pelo nimero de zeros isolados (contando
he(a,d)
as multiplicidades) da integral abeliana I(h), para h € (a,b).

Demonstracao. 1) Suponha a existéncia de I'. ciclo limite de X, segue do Teorema de
Poincaré-Pontryagin, que existe €* > 0 e h. — h* com ¢ — 0, satisfazendo

d(he,e) = el(h) +*¢(h.,€) =0, 0 < |e| < &*.
Dessa forma, dividindo por € os dois lados da igualdade obtém-se
I(h.) +egp(h,e) =0, 0< e <e"
Tomando € — 0, tem-se que I(h*) = 0.
2) Suponha que exista h* € (a,b) de forma que I(h*) =0 e I'(h*) # 0. Defina

(j(h,g) = d(hT,s)’ e #0,
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utilizando o Teorema de Poincaré-Pontryagin
d(h,e) = I(h) + ep(h,¢),
sendo ¢ de classe C* e uniformemente limitado, numa vizinhanga compacta de (h*,0).

Uma vez que

d * Tl *
o (h7.0) = I'(h") # 0,

aplicando o Teorema da Funcao Implicita na fungao d no ponto (h*,0), conclui-se que

existem vizinhancas V' C R e W C R, de 0 e h* respectivamente, e uma unica fungao
diferenciavel € : V' — W, satisfazendo £(0) = h*, tal que

d(&(e),e) =0, € € V,

d(h*,0) =0, e

uma vez que £ é a unica funcao com essa propriedade segue que existe um unico ciclo
limite bifurcando de «;. Uma vez que £ € tnica, tem-se a existéncia de apenas um ciclo
limite.

3) Considere h* € (a,b) de forma que I(h*) = I'(h*) = ... = I*D(h*) =0, e
I*(h*) # 0. Precisa ser mostrado que existem § > 0 e 5 > 0, tais que para todo (h,¢) €
U={lh—h*| <n, ¢| <0}, a fungdo d(h,e) tem no maximo k zeros em h. Suponhamos
por reducao ao absurdo que existem sequéncias {e,}nen € {7, }tnen, tais que g, > 0 e
N, > 0 quando n — oo, €, — 0 e n, — 0, de forma que para todo ¢,, d(h,e,)/e, tem ao
menos k + 1 raizes, contando as multiplicidades, com h € A = {h; |h — h*| <, }.

Segue que existem Ay, hop, ..., Rpy1, € A, caso para algum i, h;, possua mul-
tiplicidade maior do que um, ele pode ser considerado mais de uma vez nessa lista, além
disso supoe-se que h; < ... < hiiq, note que tal relagao é verificada por hipdtese.

d(hl,n75n> _ _ d(hk+1,n7€n) -0
- T ,
utilizando o Teorema de Rolle, existem hﬁ{ hk o tal que h;, < hﬁi < Ritip,
d d(h’l n’ ) o o d d(hkn7 ) .
dh &, T T dh e, o
continuando esse processo conseguimos encontrar hl e hgcij—l—i,n? satisfazendo
d dh.e) __d )
dh? En T T dh En o

Note que para ¢ = k, tem-se a existéncia de h(k) de forma que

d* (b, en)

dht e, '
fazendo n — oo, tem-se h —> h*, note que

41 "¢

W< 1n) 8“%(h1,n78n) =0,

fazendo n — oo obtém-se que (k) = 0 o que é um absurdo.

4) Segue imediatamente da aplica¢ao conjunta das sentengas (1), (2) e (3). O
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Note que o Teorema de Poincaré-Pontryagin diz que a fungao d(h,e) é C*, sendo
assim, pode-se expressar d(h, ) pela seguinte série:

d(h,e) = el (h) + €2 Iy(h) + ... + ' I;(h) + O(g71),

note que pelos teoremas anteriores conclui-se que I1(h) = I(h), para e suficientemente
pequeno. Sendo assim, uma pergunta natural seria: “Existe alguma formula fechada para
I(h) de forma que I(h) nao dependa das solugoes da equagao diferencial?”

Para responder, tal pergunta denota-se

H H
dH = 8—d:c + a—dy, w = fdy — gdz,
ox Jy

consequentemente, pode-se escrever as equagoes (5.1.1) e (5.1.2) em uma forma mais
compacta, sendo caracterizadas por dH = 0 e dH —ew = 0. Assim como antes, assume-se
que deg(H) = n + 1, max(deg(f,h)) =n ey, = H1(h).

Segue dos teoremas passados e do fato que dH — ew = 0 sobre a curva v(h,€) que

d(h,e) = / dH
v (h,e)

- / cw
v (he)

=€ / fdy — gdx,
v(he)

Fazendo os mesmos passos da demonstragao do Teorema Poincaré-Pontryagin, tem-se que
existe uma funcao ¢ de classe C¥ tal que

dhe) = [ iy~ gdz +2o(0.2)
Yh

:5/ w+ O(e?).

Serd dito que um polinémio H satisfaz a condi¢do (*) se, e somente se, para toda
1-forma polinomial w ocorre:

/w & existem polinémios g e R tal que w = qdH + dR ()
.

Se H satisfaz a condigao (x) entdo pode-se provar o seguinte teorema que caracte-
riza a aproximagcao da n-ésima ordem de d.

Teorema 5.5. Assuma que H satisfaz a condigao (*) e I;(h) =0 (referente a (5.1.2) ),
para j =1, 2, ..., k. Entao existem q1, qo, ..., qx; R1, ..., Ry tais que w = qudH + dR;,
Giw = @dH + dR>, ..., 1w = qdH + dRy, e

Ik+1(h):/ qrw.
Yh
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5.1.1 Estudo da Funcgao Periodo

Serd a mesma notagao anterior para os ovais vy, C H~!(h), sendo H uma fungao
Hamiltoniana de um sistema Hamiltoniano planar. Cada 7, é uma orbita periddica do
sistema, sendo assim, tem-se uma funcao periodo T'(h) que associa cada nimero h ao
respectivo perfodo de 7, com h € (a,b). Se a fungao T for constante para todo h, diz-se
que a familia {7 }re(ap) possui perfodo isécrono. Se um centro é rodeado por uma familia
{7} de periodo isécrono, entdo o centro do sistema é chamado de centro isécrono. Se
a funcao periodo é crescente ou decrescente, a funcao periodo é chamada de mondtona.
Caso contrario, a funcao periodo tem pontos criticos.

Seja p um centro do campo de vetores planar suave X na familia de 6rbitas
periddicas D. E possivel caracterizar os centros isocronos pela seguinte equivaléncia:

1. p é um centro isécrono.
2. Existe uma mudanga de varidveis suave na vizinhanga de p que lineariza X.

3. Existe um campo de vetores transversal U, que comuta com X, isto é, [X,U] =
(DU)X — (DX)U = 0.

4. Existe um campo de vetores U, e uma funcao escala p tal que [X,U] = puX e

/0 " pa(t), y()dt = 0

onde v = {¢(t) = (z(t),y(t)), t € [0,T}] } é qualquer érbita de X em D, e T, é seu
periodo. Nesse caso U é chamado de normalizador de X.

Para sistemas perturbados, tem-se o seguinte teorema que tenta caracterizar a
funcao periodo neste caso.

Teorema 5.6. Suponha que o campo de vetores X tem wum centro isécrono de periodo
To em D. Considere o campo U transversal a X, tal que [X,U] = 0. Seja v(t) =
{@(t,¥(h)), t € [0,To]} o conjunto das orbitas de X em D parametrizado pelo fluzo de
U. Considere a familia de campo de vetores X. = X + €Y tendo também um centro,
escreva Y como Y = aX +bU e seja v.(h) uma orbita fechada de X, passando por 1(h).
As sequintes sentencas ocorrem:

1. A fungao periodo associada a v:(h) é
T..(h) = Ty + €T (h) + O(<?),
sendo que

Ty(h) = - / alo(t; o))t

2. A deriwada de Ty com respeito a h é:

To

Ti(h) = — i Va(z).U()| z=g(t:0(h)) -

3. Se h* é um zero simples de T|(h), entdo para um € pequeno eziste um periodo critico
de X. proximo de h* que tende para h* quando € — 0.
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5.2 Meétodo Baseado nas Equacoes de Picard-Fuchs

Um problema muito comum no estudo de integrais Abelianas é encontrar uma
cota superior para o seu respectivo nimero de raizes, nesta subsecao sera apresentado via
exemplo, uma forma de encontrar essa cota superior por meio das equagoes de Picard-
Fuchs.

Considere o seguinte Hamiltoniano eliptico de grau 3:

3

2
Y x
H == —— 2.1
)=t -+ (52.1)
e a familia de ovais associada
2 2
tmy=q(@y): Hlz,y) =h, -3 <h<o,. (5.2.2)

Denote o campo Hamiltoniano correspondente por X . Fazendo uma analise sobre
as curvas de nivel de H(z,y) = h, é possivel ver que quando h — —2/3 o oval 7, se
degenera para o centro de Xy em (—1,0), enquanto se h — 2/3, 75 tende a uma 6rbita
homoclinica que tem como a— e w—limite (—1,0) (ver [1]). Além disso, considere o
seguinte sistema perturbado de X}, :

{ gj — (5.2.3)

y=-1+2%+e(a+a)y,

onde o é uma constante e € é um parametro pequeno. Define-se a seguinte familia de
integrais:

Iy(h) :j{ vlydr, jeEN, (5.2.4)
T

perceba que para j = 0, o Teorema de Green garante que [, é igual a area da regiao
delimitada pela curva fechada ~;,, sendo assim Iy(h) > 0,V h (—2/3,2/3).

Note que se (z,y) € H '(h), entao H(z,y) = h = H(z,—y), implicando que
(x,—y) € H '(x); dessa forma os caminhos em +; possuem simetria no eixo x. Sejam
a(h), b(h), os pontos onde 7, toca o eixo z. Sendo que a(h) < b(h). Nesse sentido,
conclui-se que

I;(h) = % vy dx (5.2.5)

2/b(h) ' y(h,7) do

3
= / \/2h—|—2i—2xda:

d .
I'(h) = — ¢ 27 yd
i(h) dhf{hx y dz,
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utilizando o Lema 5.5,

J
Ij’.(h):j{ O ylhz) 4
B
Th

b(h) ' 3
aﬁ (xj \/Zh + 2? — Qx) dz + b'(h)b(h)y(h,b(h)) + d'(R)a(h)y(h,a(h))

h
h
, 1
J dx
V2h+ 2% — 22
d
(o)

T

)
)
)

(h)
b(h)
(h)
b(h)
(R)

J
= f{ %dw, (5.2.6)
Th

sendo que y(h,x) > 0 é obtido através da equagao H(z,y) = h, além disso perceba que a
igualdade da terceira linha ocorre uma vez que, por construgao, y(h,b(h)) = y(h,a(h)) =
0.

Seja I a integral Abeliana referente ao sistema (5.2.3). Tem-se que

I(h) = 7{ (a+ )y de = aly(h) + I (h).

Th

O objetivo dessa subsecao é concluir que I(h) possui no maximo uma raiz para h

€ (—2/3,2/3).

Para fazer isso, primeiramente deve-se calcular o limite lim ?(Z). Note que para
h——2/3 2(h)
h = —2/3, a equagao z/3 +x = —2/3, tem como raizes v = —1 e x = 2, sendo que —1

tem multiplicidade dois. Isso significa que quando h — —2/3, a(h) — —1 e b(h) — —1.
Sendo assim, dado € > 0, tome § > 0 tal que para todo h € (—2/3,—-2/3 + §),
la(h)+1| < ee|b(h)+ 1| < ¢, logo, se a(h) < x < b(h), implica que |z + 1| < e. Note que

Ii(h)
Iy(h)

+ 1’ — —Il(hio?hg(’(h) ’ de

b(h)
| e vyt
a(h)

b(h)
/ y(h, z)dz

(h)

b(h)
/ ey(h, x)dx

(") <.

b(h) =
/ y(h, z)dz

(h)

IN

perceba que tal majoramento é possivel pois y(h,z) > 0, entao 2%

h — —2/3.

— —1, quando
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Baseando-se em tal resultado define-se entao a funcao

L(n) .
P(h) = To(h) * % h € (-2/3,2/3]; (5.2

—1, se h = —2/3.

note que isso nos permite caracterizar a fungao I(h) por

I(z) = Io(h) (o = P(h)) .
Sera provado que que P’'(h) > 0, implicando que I(h) possui no méximo um zero.

Teorema 5.7. Iy(h) e I1(h) satisfazem a equagdo de Picard-Fuchs

d (1 Lp 7 I
2 Il 0 — 2 0

Demonstragdo. Uma vez que, sobre vy, y? = (2/3)x3 — 2x + 2h, tem-se que sobre 7y,

ydy = (2* — 1)dx, (5.2.8)

segue que

29 (2h + (2/3):63 — 21)

- dx
J+3 j+1
_2h/ —dx—i— /x dx—Q/x dz
Yh Yh Y Yh Yy
29 onT(h) — 21, (h) + 31;+3(h) (5.2.9)

Por outro lado,

1 1 i+l I3
' (h) =TI .(h) = — / dr — / dx
j _'_ 1( ]-‘rl( ) ]+3( )) j + 1 < . y o y )

1 J+11 _ 2
_ 1 /de
J+1\J, Y

(5:2:8) —1 xj“dy
J+1

:// —27 dx dy
Int(ya)
:/ oI ydx

Vh

= I,(h), (5.2.10)
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sendo assim, I7,3(h) = (j + 1)I;(h) — [;j;1(h)’, substituindo esse resultado em (5.2.9),
obtém-se que
(2j +5)1;(h) = 6hIi(h) — AL}, (h),
tomando j = 0, 1, consegue-se o sistema
51y(h) = 6hI}(h) — 417 (h),
o(h) o(h) —4Ii(h) (5:2.11)
7I,(h) = 6hI](h) — 415(h).

Utilizando (5.2.8), obtém-se y*dy = (z* — 1)ydz sobre ~,, segue que

[2—10:/(x2—1)yd:c:/dey:// 0dxdy =0,
Yh Th Int(ya)

portanto Iy = I, segue que o sistema (5.2.11) se resume a

5Io(h) = 6hIl(h) — AT (h),
{7[1(h) = 6hI|(h) — AI(h).

Resolvendo o sistema linear acima, considerando I(h) e I1(h) como as varidveis,

tem-se que
d (1 Lp 7 I
2 Il 0 — 2 0

Completando a demonstragao. ]
Teorema 5.8. A fungao P(h), definida em (5.2.7), € estritamente crescente para h €
(—2/3,2/3).

Demonstragcao. Primeiramente note que

Py = 2 (1400 _ B0 L) _ ) _ B

Io(h)? ~ I(h)  Iy(h)
Utilizando o Teorema 5.7, transforma-se essa igualdade na equacao de Ricatti

(9h? —4)P' = —7P? + 3hP + 5,

que é equivalente ao sistema

h=9h? -4,

. ) (5.2.12)
P = —7P% 4 3hP +5.

Defina o campo de vetores associado a (5.2.12) por F(h, P) = (9h? — 4, —7P?+3hP +5).

Veja que para h = +2/3, 9h? — 4 = 0. Segue de uma simples andlise das solugoes
de (5.2.11) que as retas {h = +2/3} sdo invariantes. E facil verificar que as singulari-
dades do sistema sado os pontos S_ = (—2/3,—-1), N_ = (2/3,-5/7), .+ = (2/3,1) e
N, = (-2/3,5/7) e, utilizando o Teorema de Hartman-Grobman, conclui-se que S_ e Sy
configuram uma sela, N_ é um n6 instdavel e N, é um no estavel. Considere a curvas,

3h + v9h2 + 140 3h — /9h?% 4 140 2 2
@+<h)—(h, e )e Q—(h, o ),— h<s
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Esbogando um retrato de fase para o sistema (5.2.11), obtemos a Figura 2.

-

Figura 2: Retrato de fase correspondente a equacao (5.2.12), retirado da reféncia [1].

Uma vez que P(h) é solucao do sistema (9h* — 4)P' = —TP%* + 3hP +5 e n(t) =
—% <£+ﬂ> é solucao de b/ = 9h? — 4, consegue-se que
A1) = (n(t), P (n(t)) )
resolve o sistema (5.2.12). De fato,

7'(#) = (' (1), (P(m)'(1))
(n'(£), P'(n(2))n' (1))

_ <9n<t)2 |y TTPOOP + 3nOPMO) +5 4))

In(t)? —4
= (9n(t)* — 4, =7P(n(t))* + 3n(t) P(n(t)) +5) ,
o que verifica que 7(t) é solucao do sistema. Fazendo o limite

I ny /2x\/2h+(2/3)x3_2x v s

e i) / e
—2

consegue-se as seguintes informacoes sobre a curva ~:
~v(t) = (2/3,—=5/7), quando t — —o0,

~v(t) = (—=2/3,—1), quando t — oo.
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Segue dessa observacao e da unicidade da variedade estavel da sela referente ao ponto S_
que ¥(R) = Gr(P), o ramo direito da variedade estavel de S_.

Sejam m; e Ty as projegoes de R? em R, satisfazendo m(x,y) = = e m(x,y) = y.
Tome um ponto (z,y) € (—2/3,2/3) x R, verifica-se que

m(F(z,y)) >0, V(z,y) € (=2/3,2/3) xR,

mo(F(z,y)) =0, V (x,y) pertencente a curva Q),, ou Q_,

mo(F(z,y)) >0, V(x,y) acima da curva )4 ou abaixo da curva @)_,
\ mo(F(z,y)) <0, V(x,y) abaixo da @, e acima da curva Q)_.

Sera demonstrado agora que a regiao M definida como os pontos sobre ou acima
da curva ()_ é positivamente invariante. De fato, suponha o contrario. Entao existem
uma solugao ¢ de (5.2.12) tal que ¢(0) € M e ty tal que ¢(tg) € R? \ M; uma vez que
(—2/3,2/3) x R é invariante pela unicidade de solugao, ¢(ty) € (—2/3,2/3) x R\ M. Pelo
Teorema da Alfandega existe t; € R tal que ¢(t1) € Q_, defina

s:=1inf{t; p(t) € (-2/3,2/3) x R\ M et > 0},

note que para todo £ > 0 suficientemente pequeno tem-se que 7 (¢'(t—¢)) < 0 e ma(¢'(t —
g)) > 0, e por construcao p(s —¢) € (—2/3,2/3) x R\ M, segue que a solucao ¢(t) corta
()_ no tempo s, entao a solucdo (t) caminha contra o fluxo, o que gera um absurdo, logo
M ¢é invariante.

Suponha por redugao ao absurdo que existe ¢y tal que, v(ty) € M, da invariancia
de tal conjunto, tem-se que y(t) € M para todo t > t,, porém 7(t) — S_ quando t — oo,
o que implica que (t) caminharia contra a dire¢do do fluxo para pontos suficientemente
proximos de S_. Conclui-se assim que 7(t) permanece abaixo da curva @)_ para todo t €
R. Consequentemente, m(y'(t)) < 0 para todo t € R2.

Para completar a demonstracao basta observar que, tomando h € (—2/3,2/3)
existe t € R, tal que n(t) = h.

Logo, P(h) é funcao crescente. O

Como coroldrio do fato de P(h) ser fungao crescente, tem-se que a integral Abeliana
I(h) = Iy(h)(a — P(h)) referente ao sistema (5.2.3) possui no maximo uma raiz para h
€ (—2/3,2/3), consequentemente tem-se no maximo um ciclo limite que bifurca de tal
sistema.

5.3 Meétodo do Averaging
Um outro método interessante para se estimar a quantidade de ciclos limites que
bifurcam de um centro perturbado é o método do Averaging. Tal método pode ser consi-

derado uma alternativa aos métodos que focam em limitar a quantidade de ciclos limites
utilizando o majoramento de integrais Abelianas.
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Notagao 5.3. Seja f(y,€) : R* x R funcdo de classe C*, a expansdo de f em série de
Taylor até o termo de ordem k com resto de Lagrange, serd denotado, por

fla.e) = fy) +eft(@) + ...+t foa) + (),
onde | 0f(x.0)
k _ Z,
) = k! ek
e f*1 corresponde ao resto de Lagrange.
Definicao 5.2. E dito que ¢.(t) = O(5(¢)) em tempo-escala ()" se a estimativa ¢
vdlida para 0 < 0(e)t < L, onde L é uma constante que ndo depende de €.

Fazendo uso da notacao 5.1, considere o sistema nao autonomo perturbado

& =cfY(x,t) + 2 (x,t,¢) (5.3.1)
x(0) = o, )

sendo, f1 : VxR = R*e f% : V x (0,69) — R fungdes T-periédicas na varidvel ¢,
V CR™ é abertoe x5 € V.

Define-se a equagao promediada associada a equagao (5.3.1) como sendo a equagao

autonoma perturbada:
3 =cfl(z),
{ @ 552

Fazendo a mudanga da varidvel temporal em (5.3.2), 7 = &t, tem-se o chamado
sistema guiado

dy =
o~ (5.3.3)
y(0) = xo.

Note que, se y(t) é solugao de (5.3.3), entao y(et) é solugao de (5.3.2). Com efeito,
y(0) =xg e

dy dy Fl
%(d) = 5@@) =cf (y).

Apesar de (5.3.1) e (5.3.2) ndo possuirem, a principio, uma relagao evidente, serd
mostrado que, sobre certas condigoes, as solugoes dos respectivos sistemas, z.(t) e z-(t),
permanecem préximas em tempo-escala 1/e, i.e;

1
|z=(t) — 2-(t)|| = O(e), em tempo-escala —,
€
mais especificamente, existem L, K e g > 0, tais que
L
|ze(t) — z.(t)]| < Ke, V0<e<gye 0<t < —.
€
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Lema 5.6. Sejam x. e z. as respectivas solugoes dos sistemas (5.3.1) e (5.53.2), entdo
existem um conjunto D e numeros reais L e €9 > 0 tais que

L
z(t), z.(t) e D, VO <t < — e 0<e <eg,
5

sendo que D C V' € aberto e D é compacto.

Demonstracao. Para ver isso, primeiramente tome qualquer €, satisfazendo 0 < gy < 1 e
D C V, tal que D é aberto e D é compacto Serd escolhido L dependente de D e ¢y de
forma que a equacao acima ocorra.

Uma vez que ||f!]| e ||f?|| sdo continuas, segue que existe M > 0 tal que
1Nz, )| < M e || fP(x,t,e)|| < M paratodos0 <t <T, €D e0<e < e,
como f!e f1 sdo T-periédicas, segue que
|z, )| < M e ||fZ(x,t,e)|| < M, para todot €R, €D e0 < e < .
Uma vez que D é aberto, existe 6 > 0, tal que B(xzg,0) C D. Seja
se = inf{z.(s); s € R"\ B(z,9)},
dessa forma, para todos € € [0,g9) e t € [0, s.], é satisfeito

< (t) = ol| = [lz=(¢) — z-(0)]]

<t sup |2(t)]|
te(0,se)

< t(eM +*M)
< 2Met
< QMEQt,

)
2Meg

_d
2Meg?

essa igualdade torna evidente que < s.. Com efeito, caso contrario, isto é, s, <

ocorreria que

lz(t) — o|| < 2Megt
< 2M8085
< 0,

seguindo que z.(s.) € B(xg,d), contradizendo a maximalidade de s., pois B(xg,d) é
aberto. Conclui-se que

z(t) € D, 0 <t <s.

5
(HeD,0<t<
z(t) € 0 oM,

)
£ Da S S ars
x (t) € 0 < egpt Wi
0
o< S (5.3.4)

z(t) € D, 0

IN
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De maneira analoga, define-se
w. = inf{z.(s); s € R"\ B(x,0)},
sendo assim, para todos € € [0,e0) e 0 <t < w,

[z (t) = woll = [[z(t) — 2 (0)]

<t sup |Z(1)]
te[0,se)

< teM
< 2Met
< 2Meqt.

Pelo mesmo motivo que antes consegue-se que ﬁ < w,, e consequentemente
€0

J
(HeD, 0<et < ——.
we(t) € oM
Pelas equagoes (5.3.4) e (5.3.5), definindo L = 52~ conclui-se que

2M >

L
xe(t), 22(t) e D, VO <t< — e 0<e<¢.
€

(5.3.5)

]

Lema 5.7. Suponha ¢ : V x R — V tal que p(x,s) é uma funcao periodica em s com
periodo T, média 0 para todo x fizo, limitada para todo x € D C V aberto com D
compacto; e com constante de Lipschitz igual a A\, em x, para x € D. Suponha que x.(t)
pertenca a D para 0 < e < gy e 0 <t < L/e e satisfaca © = O(e). Entao existe uma

constante c; > 0 tal que

S 1,

[ etets). s

para todo 0 < e <eg el <t<Lje.

Demonstragao. Dado t € R, existe m € N, tal que mT <t < (m+ 1)T, dessa forma

/OtsO(a:a(S),S)ds _ /OmTw(xE(s),s) d3+/t o(z.(s), s) ds

mT

= Zm:/lT o(x(s),s) ds + /t p(x(s), s) ds

i—1 Y (=T (m-1)T

i=1

+

[ ptwtsr. s as

(i—1)T

[ etatonsyas).

mT
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Observe que para todo i € {0, 1, ..., m},

/ U oen(s), 5)ds

i—1)T

= . z:(5),s) ds ' z((1 —1)T),s) ds
/( @(())+/(' ola-((i = VD), )

i—1)T

= /(Z QD(:L‘g(S), 3) - (,D(l‘a((i - 1)T)7 S) ds

i—1)T

< /( " leee(s),s) — (G — )T),s) ds|

i—1T

< /( A ||ze(s) = we((i = DT) ds

i—DT

il
< [ A Tsuplla.)] ds
(-7 teD

(2

< M\ T?Ke. (5.3.7)

A igualdade da primeira linha é proveniente do fato que |, (?—1)T o(z((i = 1)T),s)ds =0
por hipdtese; a desigualdade da quarta linha é obtida uma vez que ¢ ¢é Lipschitz na
primeira variavel para x € D. Por fim, a desigualdade da quinta linha vem do fato que
& = O(e), sendo assim existe K > 0 tal que

~

|z(t,e)|| < Ke, para todo0 <t < —.
£

Seja ¢; = sup{||¢(z,s)||; z € D es € [0,T]}, uma vez que  é periédica ||p(z, s)|| <

c1 para todost € R e x € D, segue dessa observacao que

/t p(t.e) <Ta (5.3.8)

mT

Juntando (5.3.6), (5.3.7) e (5.3.8), consegue-se

m

Z /('l_l)T o(x:(s),s) ds

=1
<mT?Ke +Tey
< (mT)TKe+Tec

_ [ otats)s)ds

mT

[ etets). s

+

L

< —TKe+Tc
€

< LTK +Te.

Fazendo ¢ := LT K + T'¢; conclui-se a demonstragao.

]

Teorema 5.9. Suponha que f' é Lipschitz continua, f& é continua e ey, D e L possuem
as propriedades referentes ao Lema 5.6. FEntao existe uma constante ¢ > 0, tal que
H(%(t) - zg(t)H < ce para todos 0 < e < gy e 0 <t < L/e, sendo x. e z. solugoes de
(5.3.1) e (5.5.2), respectivamente.
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Demonstracao. Defina E(t,e) = z.(t) — z:(t).
IE® o)l = [lz=(t) — 2 @)
[ o0 w9+ £ (s),.2) = <Pl ds

=c ||| fHae(s)s) +efPa(s) s,6) = f1(2(s)) ds

0

t

=l | fae(s),s) = f1(ze(5),8) +efP(aels), s,6) + fH(z(s), 5) = f1(2:(5)) ds

S € ||f1(.21357$) (ZE, ”d8+€ 2] ‘Ia’S 6 dS e / f ReyS) — fl(za)d‘s
<5)\/ |2(s) — z-(8)||ds + €%c; + ecy
< 5)\/ |E(s,e)||ds 4+ ec1 + eca, (5.3.9)

0

sendo que c; e ¢y sao constantes que majoram, respectivamente, £ multiplicado com
a segunda integral e a terceira integral (referentes a desigualdade da quinta linha da
expressao acima). A existéncia de tais constantes serd discutida abaixo.

Para estimar c¢;, primeiramente tome K = sup{| f?(x,t,¢)|; tal que € D, t
€ [0,T] e e € [0,&0] }, segue do fato que f2l é periédica em ¢ que tal constante majora
| £, sendo assim,

t t
P2, 5,2)ds|| < ¢ / 172 (2, 5, 2)||ds
0

tomando ¢y := LK constata-se o primeiro majoramento.

Para mostrar a existéncia de c¢,, basta ver que ¢(x,s) = f'(x,s) — fl(x) satisfaz
as condigoes do Lema 5.7. De fato, ¢(z,s) é periédica em s para todo x fixado, pois
f(x,s) é periédica em s e f1(x) ndo depende de s; além disso, para todo z fixo, (¢, )
tem média 0, uma vez que

_/fxs fi(x Z—/fxsds— /fxs

Ainda ¢ é Lipschitz pois f! e f! também 0 sao e; D é aberto e D é compacto por hipStese.
Por fim, note que dz./dt = ef(z.(t),t), sendo assim Z = O(e) e, por hipdtese, z.(t) €
0<e<gel<t<L/e. Aplicando o Lema 5.7 conclui-se a existéncia de cs.
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Aplicando o Lema de Gronwall em (5.3.9), tem-se que

t
1E(, ) S6(61+Cz)exp(/ 6>\d8>, 0<t<Lleeld<e<eg
0

IN

el +ca)exp(ert), 0<t<L/ee0<e<eg

IN

L
5(01+62)exp(5)\g), 0<t<L/ee0<e<g

IN

e(c1+c)exp(AL), 0<t<Lj/ce 0<e<e.

Tomando ¢ = (¢; + ¢2) exp(AL), conclui-se a demonstragao. O

Para demonstrar o resultado principal dessa subsecao, antes precisamos demons-
trar um lema a respeito das séries de Neumann

Definicao 5.3. Sejam X um espaco de Banach e T : X — X, um mapa linear continuo,

a Série
o
>.T"
n=0

¢ chamada série de Neumann de T, onde T° = I, sendo I o mapa identidade.

Lema 5.8. Suponha que T € um operador limitado no espago de Banach X. Se a série
de Neumann de T converge na norma de operador, entao I —T" € a inversa da série, isto
(I —-T)"'=>"2,T"; ainda mais, se a norma de operador de T é menor que 1 entdo
sua série de Neumann é convergente.

Sendo a norma de operador definida por

xr
I T|lop == sup T <—> )
{zex\{0}} ||1’ H

Demonstragdo. Supondo que >~ T™ é convergente, tem-se que

n

(I-T7) ZH:TZ' = zn:Ti =) 1
i=1 i=1

i=1

=I-7""

Uma vez que, quando n — oo, ||1T"|,, — 0, implicando que 7" — 0, logo, (I —
T)> i, T — I, portanto (I —T)~t =3 1™

A prova da convergéncia da série de Neumann caso ||T'|| < 1 segue do fato de que
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para todo n € N:

<-—
L= |[T[|op

Portanto a série de Neumann é convergente.

]

Teorema 5.10. (Método do Averaging de primeira ordem). Considere a equagdo dife-
rencial

i =cefx,t) +2fB(x,t, ), (5.3.10)

com x € D, um aberto de R", 0 <t, € € [0,&], para algum £y > 0. Suponha que:

~ 1 2 rl [2] ~ . , . R
1. As funcoes f', 12, %, aafo e %f—x sao definidas, continuas e limitas por uma

constante M, independente de €, em [0,00] x D, 0 < e < g¢;

2. f' e f¥ sao T-periddicas em t, sendo que T ndo depende de .
Se p € um zero simples da func¢do promediada f1(z) = %fOTf(z,s)ds, ou seja, f1(p) =
Of1

0 e det e # 0, entao eziste uma solugio T—periddica ¢(t,e) de (5.3.10) tal que
2

lim ¢(t,¢) = p.
Demonstragao. Considere a fungao T-periddica:
t —
u(t,z) = / fHx,s) — fi(x) ds, (5.3.11)
0

e defina a transformagao

2(t) = 2(t) + eult, 2(t)). (5.3.12)

Serd mostrado que ||u(t, z)|| < 2MT, para todo 0 <t,y € D. Dado t € R, sejam
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e N, tal que mT <t < (m+ 1)T":

futa)l| = || [ 1G5 = o) ds
mT t _
_ Ya,s) - fi(z) ds + / FHs) — Fi(x) ds
0 mT
<\ [ ras - r@as|+| [ s - i as
0 mT
T t—mT B
<ol [ P -Pds| | [ s - Hwds
0 0
t—mT
1 _f1 d
<[ res -] e

Por outro lado, perceba que derivando a transformagao (5.3.12) tem-se

0 0
Z+ 50—?(75, z) + 88—373 =i =cf(z,t) + 2 fP(x,t,e),
isolando z, consegue-se
0
([n + 6%) s=cfl(t,x) +2fP(t, x,e) — aa—l;. (5.3.13)

Da definigao de u, é claro que a—? = fY(z,t) — f1(2), baseado nesse resultado,
define-se R:

R=cfl(z 4 eult,2),t) —ef'(z,t) + 2fP (2 + cu(t, 2), t, €), (5.3.14)

note que como u, f* e fP sdo periédicas, entdo R também possui tal propriedade. Segue
da definigao de R que (5.3.13) pode ser reescrita por

([n + e%(t, z)) t=cfl+ R (5.3.15)

. . e ) ou
Note que, repetindo o processo de majoracao feito em wu(z,t), conclui-se que 5
2z

sendo assim, aplicando o Lema 5.8, é possivel inverter a matriz do lado da equagao (5.3.15)
para ¢ suficientemente pequeno, o que é facilmente obtido diminuindo o tamanho de &g,
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obtendo

_ du 2
=1, — €5, (t,z) + O(e%), (5.3.16)

para todos t > 0, z € D.
1
Observe que a funcao f! ¢ Lipschitz na varidvel x, uma vez que B ¢ limitada
x

por M. Tem-se, pelo, desigualdade do valor médio:

af (1’0 + t((lfl — ZE()), t, 6)

| (zo,t,€) — fH(z1,t,€)|| < ||lwo — 21]| sup Iz

tel0,1]
< M|zy — mo],

mostrando que f! ¢ Lipschitz com constante de Lipschitz igual a M.

Note que R = O(g?). Com efeito:

IR = llef* (z +eu(t, z),t) —ef' (2, 1) + 2 fP (2 + eu(t, 2), t,¢)|
<ellfH(z +eult, 2),t) — f1(z, )| + 18P (= + eult, 2), 1, )|
< eM|lult, 2)|| + €| fPz + eu(t, 2), , €)|
< 2e*M?T + M
< &’K,

sendo K = 2M?T + M.

Por outro lado, segue de (5.3.15) juntamente com (5.3.16) que Z pode ser expresso
por
ou

,ézgfl(z)—i—R—ng(t,z)fl(z)jLO(eS). (5.3.17)

E interessante perceber que o termo de ordem O(g?) também é T-periédico, pois foi obtido
pela multiplicacao de fungoes T-periddicas.

Da diferenciabilidade de f! com respeito a ¢ é tirado que

fHz+eult,2),t) — fH(z,t) = e%’j(z, thu(t, 2) + O(e?), (5.3.18)

observe que o resto O(g?) é uma funcao T-periddica (basta isolar O(e?) para constatar
tal fato). Fazendo o mesmo processo para a funcio f12, tem-se que

FA(z 4 eult, 2),t,e) = fA(2,t,0) + O(e), (5.3.19)
sendo O(¢) T-periddica, pois f2 é T periédica.
Agora, defina R(z, t,e) pela expressao

~ of! ou = 2
R(z,t,e) = E(t,z) — &(t,z)fl(z) + f¥(2,t,0) + O(e), (5.3.20)
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perceba que, novamente, O(¢g) é periddica.

Juntando as equagoes (5.3.18), (5.3.19) e (5.3.14), pode-se reescrever a equagao
(5.3.17) como

b =ceflY(z) +*R(z,t,€). (5.3.21)

Como O(e?) = £20(e), segue que o simbolo O(e?) estd incorporado a e2R(z,t,¢).

Uma vez que u, f* e f2 e o erro O(e) sao T- periédicas, assim como suas derivadas,
tem-se que R é T-periédica na varidvel ¢; além disso R é de classe C! com respeito a z,
uma vez que f1 é C' em z, assim como o fluxo da equacao diferencial (5.3.17), implicando
o requerido.

Pela definicao que foi feita de u, é possivel concluir que uma solugao 7T-periédica
z(t) de (5.3.21) corresponde a uma solu¢ao T-periédica z(t) de (5.3.10). Suponha que
z(to) = z(to + T), portanto x(ty) — eu(to, 2(to)) = x(to + 1) — eu(to + T, z(to + 1')), mas

to+T ~
ulty + T, 2(to + T)) = /0 Pt +T), 8) — fl((t + T)) ds

to+T1 B

=/ fl(Z(to),S)—fl(Z(to))dSJr/ fH(2(to), 5) — fH(2(to)) ds

to

:/ f to f1<2(t0)) ds
= u(to, z(t)),

sendo assim, fica claro que z(tg) = x(to + T'), implicando que z(t) é T-periddica.

Tome uma solugao z(t) de (5.3.21), entdo z(t) deve satisfazer
t ~
+€/ fH(z(s))ds + & / R(z(s), s,e)ds. (5.3.22)
0

Note que z(t) é peridédica < z(t+7T') = z(t) para todo t > 0, o que equivale a dizer
que z(0) = z(T'), e apesar do campo de (5.3.21) nao ser autéonomo, ele é periédico, o que
possibilita tal resultado. Encontra-se uma rela¢ao biunivoca entre as solugoes de (5.3.21)
e os zeros da equacao:

/ f(z(s))dx + E/OT R(2(s),s)ds =0 (5.3.23)

Apesar da equacio acima nio depender explicitamente de z(0), o fato de f! e R
serem de classe C! implica pelo Teorema da Dependéncia Diferencial Perante as Condicoes
Iniciais e Parametros, que as solugoes de (5.3.21) dependem de maneira diferencial das suas
condigbes iniciais e, portanto, a dependéncia em z(0) é implicita, podendo ser identificada
através da relacdo que leva z(0) a um ponto z(ty) da curva. Note que pelas hipdteses do
teorema, f1(p) = 0, implicando que h(p,0) = 0.

Sera concluido que existe uma vizinhanca de ¢ = 0, tal que a equacdo (2.2.15)
possui uma unica solugao z(0), e se ¢ — 0, entao z(0) — p.
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Observe que

oh o [T
e | Petsanas

[T (2(s,2))
_/0 ox
_ [Toft
=)

of!
:T—
oz’

z(0)=

ds

2(0)=p

. . of! L
note que as hipéteses do teorema dizem que det (%(p)) # 0, o que implica que
T

det (%(p)) # 0, h(p,0) =0 e h ¢é de classe C".

Consequentemente, aplicando o Teorema da Fungao Implicita, existe um aberto
V' C D de forma que V x [0, &9) (sendo que €y pode ser diminuido se necessério) contenha
o ponto (p,0) e que, para cada € € [0,¢q), existe uma unica fungao z(¢) € V tal que:

h(z(e),e) = 0.

Ainda pelo Teorema da Funcao Implicita, tem-se que z(e) é fungao diferencivel
com relagao ao parametro € e, em particular, da sua continuidade obtém-se que z(¢) — p
se € — 0.

Foi concluido anteriormente que cada solugao z(t, ) de (5.3.21) que passa por z(¢)
é periddica e corresponde a uma solugao periddica da equagao original (5.3.10), o que
conclui a demonstragao. O

Note que perante as condigoes do teorema anterior tem-se que para toda raiz x,
dada funcio média f1(z), existe uma (¢, g, ) solucdo periédica para todo € € [0, &)
relacionada ao sistema (5.3.10). Reciprocamente, solugao periédica ¢(t,xg, ), para todo
e € [0,g9) de (5.3.10) é solugao da equagao (5.3.23), implicando que

OZA ﬁw@wmmm$=l(ﬁ@mm=Tﬂum

logo f'(xg) = 0. Porém, é importante ressaltar que xy nao é necessariamente um zero
simples da funcao f*.

Sendo assim, conclui-se que o nimero minimo de drbitas periddicas de (5.3.23) é
no minimo igual ao nimero de zeros simples de f1(x) e no maximo igual ao nimero total
de zeros, contando as multiplicidades.

Uma vez que cada solucao periédica de (5.3.23) pode ser uma 6rbita periddica,
tem-se que uma cota superior para o numero de ciclos limites é o niimero de maximo de
zeros, contando a multiplicidade, de f!(x).
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5.4 16° Problema Fraco de Hilbert com n = 2.

Considere o sistema

. OH
‘T:a_y(xay)—'—gp(x)y)v
oH (5.4.1)
xr = 8_y T,y eqlx,y).

Sendo p e ¢ polinémios em x e y de grau 2, H polinomio em x e y de grau 3 e € €
V C R, onde V' é uma vizinhanca suficientemente pequena da origem.

Com as técnicas mostradas nesse relatorio é possivel mostrar o seguinte teorema
(ver [1]):

Teorema 5.11. 2 é uma cota superior para a quantidade de ciclos limites do sistema

(5.4.1).

6 Participacao em Eventos

No periodo referente ao segundo semestre de 2016 o aluno compareceu ao evento
IT Dia Dinamico, ocorrido na Universidade Federal de Sao Carlos em Sorocaba, onde
viu diversas palestras a respeito da teoria de sistemas dinamicos. Além disso, durante,
primeiro semestre de 2017, houve a participagao em uma série de seminarios organizados
por seu orientador onde foram abordados tépicos sobre sistemas dinamicos, sendo que o
aluno apresentou um seminario a respeito do Teorema de Hartman-Grobman.
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tador pelo suporte e atencao e a minha amiga Bianca Dornelas pela sua ajuda e apoio.

8 Conclusao

Conclui-se do projeto que, dado um sistema como (1.0.1), se ele nao estiver nas
condigoes necessarias para a aplicacao do teorema de Hartman-Grobman em uma singu-
laridade isolada, tem-se que a dinamica em torno desse ponto é um centro ou foco. Para
distinguir qual é a a dinamica em questao, nao é conhecido um critério geral e, para ten-
tar resolver tal problema sao utilizadas diversas fermentas, tais como integrais primeira,
fatores integrantes e simetria do sistema.

Quanto a parte referente ao 16° problema de Hilbert, nota-se que mesmo com
um enunciado simples o problema é extremamente dificil de ser respondido. Para tentar
solucionar tal questao, um dos métodos que vem sendo utilizado sao técnicas que tem o
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objetivo de limitar o nimero de zeros de integrais Abelianas afim de encontrar uma cota
superior para os ciclos limites do sistema.
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A  Teorema de Hartman-Grobman

Uma vez que a demonstragao do importantissimo Teorema de Hartman-Grobman
destoa um pouco do Problema do Centro-Foco, foi preferido colocar essa demonstragao
separadamente neste apéndice.

A.1 Definicoes

Definicao A.1. Sejam f : U C R™ — R" localmente Lipschitz e p(t,x¢) a solugdo
mazimal do problema de Cauchy

&= f(z),

z(0) = xo.

Definimos o fluzo de f como sendo a funcao ® : D — R™, tal que, ®(t,x) = p(t,x), onde
D ¢ o dominio de definicao da equacao.

Definicao A.2. Sejam ® : Dy — R" e ¥ : Dy — R™ o0s fluxos gerados pelos campos
F: Ay —>R" eG: Ay — R, respectivamente. Diz-se que F' € topologicamente conjugado
a G quando eziste um homeomorfismo h : Ay — Ay tal que h(®(t,x)) = V(¢ h(x)) para
todo (t,z) € D;.

Neste caso, tem-se necessariamente que I;(xz) = Iy(h(x)), onde I1(z) e Iy(h(x))
denotam os intervalos méximos das respectivas solugdes maximais. O homeomorfismo h
chama-se conjugacao topolédgica entre F' e G.

Definicao A.3. Seja L : R — R™ um isomorfismo. L é dito hiperbdlico se o espaco R™
possut uma decomposicao em soma direta R™ = E* @& E° tal que:

e Ambos E* e E?® sdo invariantes por L;

o A restrigio L, = L| 5. € uma expansdo, enquanto Ly = L| 5. € uma contragdo; isto
6 ||ILY <1 elLs| <1

E facil mostrar que, se o espectro de L nao toca o circulo unitario entao L é um
isomorfismo hiperbdlico.

Definicao A.4. O ponto p € chamado de ponto singular de um campo vetorial X se
X(p) =0.

Definicao A.5. Um ponto singular p de um campo vetorial X de classe C*, k > 1,
chama-se hiperbolico se todos os autovalores de DX (p) tém parte real diferente de zero.

Serao utilizadas as seguintes notacoes:
a = max{|[L, "], |Ls|I} < 1

Cou(R™) ={¢: R" = R™; ¢ é uniformemente continua e limitada em todo R"}
L,(L)={A=L+X; X € Cpy(R") é u-Lipschitz, limitada por u }
H={h=1I+g;9¢€Cn},
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onde u € R, e I é a aplicagao identidade de R™ para R™. Munindo Cgy(R™) com a norma
do supremo

6]l = sup{llg(z); x € R},

este espaco se torna um espago de Banach, o que faz £,(L) e H se tornarem espacos
métricos completos.

A.2 Resultados conhecidos

Teorema A.1l. (Teorema da Perturba¢ao do Isomorfismo) Se p > 0 € suficientemente
pequeno, entdo cada A € L,,(L) € um Lipeomorfismo, isto €, um homeomorfismo Lipschitz
com inversa Lipschitz.

Teorema A.2. Sejam P um espacgo topolégico, Y um espaco métrico completo e F' :
P xY —Y uma aplicagdo continua. Suponhamos que cada F, = F(p,+):Y =Y € uma
contragao com constante de contracao k, limitada por b < 1. Entao para cadap € P, a
aplicagao F,, tem unico ponto fizo e esse ponto fixzo depende continuamente de p.

Teorema A.3. (Lema de Gronwall) Se o € R, 5(t) > 0 e ¢(t) sao fungoes reais continuas
que satisfazem

o(t) < a+ /5(5)¢(5)d$, paraa <t <b,

entao )
B(s)ds
o(t) < aeaf , paraa <t <b.

Teorema A.4. Sejam f : R" — R" e A : R" — R"™ uma transformacdao linear. Entao,
se ¢(t) € solugdo da equacao diferencial

{ &= Az + f(x)
z(0) = o,

¢ satisfeita a sequinte relacio: ¢(t) = ey + f[f eAt=3) £ (p(s))dt.

A.3 Demonstracao do Teorema de Hartman-Grobman

Lema A.1. Seja U C R? aberto, tal que 0 € U. Dados F : U — R? de classe C' tal que
DF(0) =L ec >0, entio existem 11 > 1y >0 e G : R? = R? de classe C! tais que:

1. G=F em B,,(0).

2. G =1L fora de B,,(0).

3. A funcao ¥ = G — L ¢ limitada por ¢.
4. U € e-Lipschitz.

5. U € uniformemente continua.
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Demonstracao. Escolhe-se uma funcao a : R = R de classe C* satisfazendo:

1. a(x) =0,Vx e R\ [-1,1].

2. a(z)=1,Vze[-13].

3. a(z) é mondtona crescente em [—1, —1] e a(z) é monétona decrescente em [1,1].

Note que, como a é uma funcao de suporte compacto de classe C*°, existe M € R
tal que M = sup{|Da(z)|; x € R}.

Define-se ¢ : U — R? tal que ¢(x) = F(z) — Lx. Observe que ¢ é de classe C! e
além disso, D¢(0) = 0. Sendo assim, dado & = min {ﬁ, %} > 0 existe 1 > r > 0 tal que
r € B.(0) CU = ||Do(x)| <€

implicando pela desigualdade do valor médio que, x € B,.(0) = ||¢(z)|| < &]|=||.
Considere agora G : R? — R? definida por:

JIE]
Glx) = La:+a<T>¢(x),sexEU,
Lz, sex € R"\ U.

Dessa forma, tome r; = 7 e ro = £. Serd verificado que as condicoes sao satisfeitas:

1) Se z € B,,(0), temos que « (@) = 1, implicando que G(x) = Laz+¢(x) = F(z).
2) Se x € R™\ B,,(0), consegue-se que « <”Ti”> = 0 e, consequentemente, G(z) =
Lz + 0¢(z) = L.

o (‘ff—”) o(z), sex € B,,(0),
0, sex € R*\ B,,(0).

3) Note que ¥(x) = G(x) — Lz =

Sendo assim,

IN TN

4) A fim de mostrar que W é e-Lipschitz serd calculado, a diferenca ||¥(x) — ¥ (y)]|.
Separaremos em 3 casos diferentes.
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Considere inicialmente que z,y € B,,(0), sendo assim

i) - 9l = o (M) o) - o (1) ot0)

r

- () ()
o (”jj_”) a (@) H l6@)] + o (”j{—”) H o) — o(v)

1
—sup ||Da(z)[[lz =yl sup [l¢(z)[[+1 sup [[De(z)]l[lz -yl
T 2eR z€Br, (0) 2E€Bry(0)

IA

IN

IN

1.
;MWWFWH+ﬂw—W

N

Sl =yl + Sl =yl
=35 Y 9 Y
< el —yll
Suponha agora que z € B, (0) e y ¢ B,,(0), considere a reta x + t(x — y), t €

[0, 1], sabe-se do Teorema da Alfandega que existe to € (0,1] tal que zo = x +to(y — x) €
0B,,(0). Tome a sequéncia(t,),en tal que t, =ty — to/2n.

[9() - W)l = | ¥(x) - B(z0)]
= [0 (2) = W(limn &+ tay — )|
= lim [ U(x) — U+ taly — )|

< lim ¢l —x +t,(y — )|
n—oo

< (lim 2, )ef|(y — =)
n—oo

< toelly — ||

<cellz -yl

Finalmente, para o caso z,y ¢ B, (0) a desigualdade é ébvia pois [|[U(x)| =
W) = 0= [[¥(z) - ¥ <elle—yl.

5) A prova dessa proposicao é imediata pois ¥ é uma func¢ao continua de suporte
compacto, logo ¥ é uniformemente continua.

Uma vez que 1), 2), 3), 4) e 5) foram verificados o lema fica demonstrado. O

Lema A.2. Seja L: R" — R" uma isometria hiperbolica, se p > 0 € suficientemente
pequeno, entdo para cada A € L,(L) existe um unico h = hy € H tal que hA = Lh. Além
do mais, este hy € um homeomorfismo que depende continuamente de A € L,(L) .

Demonstracao. Pelo Teorema A.1, pode-se tomar § > 0 suficientemente pequeno de forma
que cada A € Ls seja um Lipomorfismo. Sendo assim, tomemos 4 = min {5, 1;2“}

Para demonstrar o teorema sera provado algo mais forte; serd mostrado que para
cada par A, A" € £,(L) exite um unico h € H tal que hA = A’h. Ainda mais, h é um
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homeomorfismo que depende continuamente de (A, A’) € £,(L) x £,(L). A fim de nao
deixar a notacao carregada, serd denotado, a composi¢ao de funcoes pelo produto, isto é,

9(f) =af.
Note que a equagao hA = A'h, parah € He A, N € L,(L) é

(I +9)(L+X) =(L+N)I +g),
sendo g € Cpy(R™). Pode-se ainda reescrever a equagao acima como:

gA—Lg=XN(I+g)— A\ (A.3.1)

Ou seja, (A.3.1) é equivalente a g = [Lg+ N (I +g) —A\JA™. Uma vez que L é uma
isometria hiperbdlica, pode-se decompor R" = E* ¢ E®* = E* X E*, e compondo a func¢ao
g com as projecoes T, : R" — E" e my : R™ — E? conseguimos as seguintes relacoes:

u = [Lugu + N (I +g) = AJAT, (A.3.2)

gs = [Lsgs + )‘/([ + g) - )‘S]Ail' (ABB)

Da mesma forma, (A.3.1) também é equivalente a g = L™ [gA + X — N (I + g)], a
qual pode ser compostas com as projecoes, obtendo-se:

gu = L7 [guh + N = X.(I + 9)], (A.3.4)

Js = L;l[gSA +Xs — A1+ 9))] (A.3.5)

Observe que as equagoes (A.3.4) e (A.3.5) possuem os termos L, e L, !, que definem
uma contracao, sendo assim podemos construir o operador K := K s

K : CBU(Rn) — CBU(]RTL)
9= (9u,9s) — (L;l[gu/\ + A — Xu(] + g)]a [Lsgs + )‘/(I + g) - /\S]A_l)'

Serd verificado que o operador K estd bem definido, ou seja, que K (Cpy(R™)) C
Cpu(R™).

De fato, dada f € Cpy(R™), claramente K (f) é uniformemente continua pois suas
entradas sao escritas como composi¢ao de fungdes uniformemente continuas, sendo assim
basta verificar se K (f) é limitada, para isso analisaremos as projecoes de K(f) em E* e
E" separadamente.

K(f) = (Lgl[qu‘i‘ )\u - A;<I+ f)]v [Lsfs + /\Is(I+ f) - )\S]A_1>‘

Para a proje¢ao de K(f) em E* temos que:

1K (@)l = L3 [fuld + X = AL+ ()]
< L HEULAA@I+ IAa@)E+ I+ Hl@))
< sup |[f(@)]l + sup [|A(z)]} + sup I ()]
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Uma vez que f, A e X sdo funcoes limitadas, encontra-se uma cota superior para
K(f)u(z), implicando que tal fungao é limitada. Por outro lado consegue-se que

VK (F)o(@) | = N[Lofs + X (I + ) = AJA (@)
< Loy (A7 @) 1+ IV + A @)+ IAAT @)
< sup [[f(a)]| + sup [X(@)] + sup [A(a)].

Utilizando o argumento anterior conclui-se que K (f)s é funcao limitada. Portanto
K(f) é limitada, logo K(f) € Cpy(R"™). Serda mostrado agora que a fungdo K é uma
contracao. Tome ¢, € Cpy(R™), note que
1K (6)u = K()ull = [IL3 [$uh + X = No(I + ¢)] = L A+ Ay = AL (1 + )]
< L7 (fu = ) A+ NI+ ¢) = X, (I + )]
< LM 1o = Il + ulld — ]
< (a+ap)llo |
< (a+u)llo =4

1 a
<(3+3)1o-vl

1K (6)s = K()sll = lI[Lsts + N (I + ) = AJA™! = [Loths + NI + 1) = AJAT
<N Ls(w = O AT+ NI+ ) (AT = NI +9)(ATH)]]
<Ll = &l + ullé =l
< (a+pllo =

1 a
<(3+5) 1o vl

Dessa forma serd concluido que a aplicacao K o» ¢ uma contracao, e aplicando o
Teorema A.2 tem-se que para cada A, A’ existe um tnico ponto fixo g = g as que depende
continuamente de (A, A’) € £,(L) x L,,(L). Sendo assim:

9=K(g)
(Gus 9s) = (L [gu + A = Xy(I 4 9)], [Logs + N (I 4 g) — AJA™Y),

uma vez que (A.3.1) é equivalente a ocorréncia simultanea de (A.3.3) e (A.3.4), obtém-se
que:
gA—Lg=XN({I+g)—\
=T 4+g)(L+XN)=(L+XN)I+yg)
=+ g)A=N(I+g).
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Tomando h = hpa = I + gaa consegue-se que h é uma funcao continua que
satisfaz hA = A’h. Mostremos agora que a inversa de hp ar é has 5. Basta notar que

haahar AN = hapAhap = A/hA,A’hA’,Aa

sendo assim ha arhp 4 conjuga A’ com a propria A’ , mas note que a funcao identidade
também faz essa conjugacao, entao pela unicidade tem-se que hp prhara = I, e repetindo
o mesmo argumento para o lado oposto concluimos que hy ahpaa = 1.

Para demonstrar o lema, basta tomar A’ = L, sendo assim consegue-se o homeo-
morfismo h = hp que satisfaz hyA = Lh, e depende continuamente de A. O

Lema A.3. Se A = L+ )\ € considerado como um campo vetorial em R", el € isomorfismo
hiperbolico com respeito a R" = E* ® E® e v > 0 € suficientemente pequeno, entdo para
cada A, (L) existe um tnico H = Hy € H tal que Hop(t,x) = e"H(z) para z € R",
t € R, onde pp(x) € o fluxo de A e Hy é um homeomorfismo dependendo continuamente

de N € L,.

Demonstracdao. Dado o isomorfismo hiperbélico e”, o Lema A.2 nos garante a existéncia
de p > 0 tal que para cada A € L,(e") existe um tinico h = hy € H tal que hA = LA,

. o . 14
sendo assim, tome v = min TP EIR

Seja A € L£,(L). Considere a aplicacao de tempo 1 do fluxo ¢, isto é, g(x) =
oa(1, ), tal que x € R™.

Ser4 mostrado que ¢ € L, (e"). Utilizando o Teorema A.4, observa-se que o fluxo
¢ = ¢, satisfaz a seguinte relacao:

o(t, ) = etz + /t LI\ (p(s, x))dt,
0

consequentemente

o) = olLa) = e+ [N (s, )i

logo temos que

W&i)—eL@ﬂH=:h£ L0\ (s, )t

< el sup [\ (z)]
z€R™

< el

<.

Para mostrar que 5 — el ¢ Lipschitz, precisa-se primeiro mostrar que ¢(t,z) é
Lipschitziana na segunda variavel, V t € [0, 1].

Iott.0) = o690 = etz =) + [ 479 [\6s.21) = Nols, )]
san—muwmulﬁm&@—¢@wmw

< ez —y| + B'L'”/Ot lé(s,2) = 6(s. ) ds
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utilizando o lema de Gronwall (veja o Teorema A.3) temos que

l6(t,2) — (t,y)]| < elM|fz — ylette
< el Hllelle™ |z — y ||, para todo ¢ € [0, 1],

sendo assim

I6(z) — ez — d(y) — e"y|| = /0 "7 (M(@(s,2)) — Mé(s,9))) ds

<wvell sup ||6(s, ) — o(s,y)]|
t€(0,1]

< eIl | — |

< pllz —yll,

dessa forma conclui-se que (E € L,(e"), e utilizando o Lema A.2 constatamos que existe
h = h(; tal que

ho(z) = e h(x).

Define-se H : R" — R" tal que H(z) = fol e L*h(¢(s,x))ds. Mostraremos que H
conjuga ¢ com eXz. Observe que

eLtH(x):/O !9 (g (s, x))ds

[y

eL(t_S)h(gb(s —t,9(t,z)))ds

H
iR

e h(o(u, d(t,x)))du

— —

O

P ((u, 6t x)))du + / (B, (1, 7)) du

ENN

(o olta)du+ [P h (. o0, 2)du

|
~

e HO ((u, 9t )))du + / e h(6(u, ot ) du

o

™

RO+ 100t )dut [ e RO (t.a)du

nd

I
e e e

e Ih((v, B(t,2)))dv + / (0, b(t,2)))du

[y

e h(g(v, d(t,x)))dv
(o(

I
T S
Sl
&

Basta mostrar agora que H é homeomorfismo, para isso note que, para t = 1, a
conjugacao € satisfeita, sendo assim

" H(z) = H(¢(1,2)) = H(¢(x)),
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mas h é a unica funcao com essa propriedade, dessa forma conclui-se que H = h e,
consequentemente, H é homeomorfismo que depende continuamente da funcao A € £,(L).
m

Teorema A.5. (Hartman- Grobman) Sejam X : A — R™ um campo vetorial de classe
C! e p um ponto singular hiperbolico. Existem vizinhancas W dep em A eV de 0 em R™
tais que X |y € topologicamente conjugado a DX (p) |y .

Demonstracao. Primeiramente note que podemos supor, sem perda de generalidade, que
p = 0. Pois caso ocorra p # 0, consideramos o campo X: {u—p; ue A} - R" tal que
)?(u) = X(p + u), dessa forma tem-se que o fluxo de X é conjugado ao de X por uma
translacao; se for provado que X é conjugado a DF(p) numa vizinhanga suficientemente
proxima da origem, entao pela transitividade da conjugagao demonstramos o teorema.

Sendo assim supoe-se p = 0. Como 0 é um ponto singular hiperbdlico, entao os
autovalores de DX (0) possuem parte real diferente de zero, dessa forma ePX(© ¢ um
isomorfismo hiperbdlico. Pelo Lema A.3 temos a existéncia de v > 0 tal que, para todo
campo de vetores A = DX (0)+ A tal que A € £,(DX(0)), existe um homeomorfismo que
conjuga o fluxo de A com o fluxo da equacao linear DX (0)zx.

Aplicando o Lema A.1 em X e v > 0, existem 7 > 75 > 0 e G : R — R? de classe
C* tal que:

1. G=X em B,,(0).
2. G = DX(0) fora de B,,(0).
3. A fun¢do ¥ = G — DX (0) é limitada por v.
4. U é v-Lipschitz.
5. U é uniformemente continua.
Como G = DX (0) + ¥, entao G € L,(DX(0)). Sejam P(t,z) e g(t,x) os respec-

tivos fluxos dos campos vetoriais X e (. Utilizando o Lema A.3, sabe-se que existe um
homeomorfismo H tal que H(g(t,z)) = ePXO'H(z),Vz € R" et € R.

Uma vez que X ‘ B0 =G ‘ B,,(0), tem-se pela unicidade de solugao da EDO que
O(t,x) =g(t,z), Vo € B,,(0)e (t,z) € W, onde W é o dominio de definigao das solugoes
do problema de Cauchy

=X ‘BQ(O)@?) ,
z(0) = zo, x¢ € B,,(0).

Como W é aberto, encontra-se uma vizinhanca de 0 que satisfaz

H(®(t,x)) = PXOUH (1), V (t,2) € W.
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