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1 Introducao

Muitos fenomenos fisicos sao descritos por um Sistema de Equagoes Diferenciais
Ordinarias, porém grande parte dessas equagoes nao possuem uma solugao explicita, uma
vez que nao podem ser descritas por funcoes elementares. E nesse momento que aparece
a necessidade da criagao de uma teoria qualitativa que consegue analisar tais equagoes de
forma eficiente sem que elas sejam resolvidas explicitamente.

Com o passar do tempo, foi descoberta a existéncia de fenomenos que para serem
descritos era necessario que seu sistema de equacoes diferenciais fosse definido por partes,
ou seja, a equacao que rege este evento muda a partir de uma certa condicao. Tendo
em vista o estudo destes sistemas foi criada uma ampla teoria em volta dos Sistemas
Dinamicos Definidos Por Partes.

Dentro do ambito desses sistemas existem os chamados Sistemas Dinamicos Line-
ares Por Partes (SDLP), possuindo uma dinamica muito rica e interessante.

Com o intuito do estudo dos SDLP em dimensao 2, primeiramente foram compreen-
didos tépicos da teoria cldssica de Sistemas Dinamicos (onde os sistemas sao suaves), den-
tre os quais podem ser citados: pontos de singularidade, fluxo de um sistema de equagoes
diferenciais, retrato de fase, ideias basicas da teoria qualitativa, andlise de érbitas, ciclos
limites, algumas técnicas mais avancadas de resolucao de EDQ’s, bifurcagoes, introducao
ao conceito de variedades, comportamento de campos vetoriais e sistemas de equacoes di-
ferenciais definidos no toro e na esfera. Apods a fixacao desses conceitos inicio-se a andlise
dos SDLP.

No que se diz respeito ao estudo dos SLDP, se consistiu na analise dos retratos
de fase em R?, na dinamica do campo deslizante e na avaliacao de equacoes diferenciais
muito simples definidas por partes na esfera.

Além disso no ambito continuo foi demonstrado o comportamento da dinamica de
campos polinomiais de primeira ordem divergentes e Hamiltonianos no toro.

2 Justificativa

Um dos ramos da matematica que vem se desenvolvendo muito nos tltimos anos
é a teoria por tras dos Sistemas Dinamicos Nao-Suaves (SDNS), porém existem vérios
inconvenientes provenientes da tentativa de desenvolvimento dessa teoria. Uma maneira
de se conseguir melhores resultados é restringindo as fungoes utilizadas por fungoes linea-
res, entrando assim na classe dos SDLP. Ao fazer isso temos como maior vantagem o fato
de que a solucao de cada parte do sistema pode ser encontrada analiticamente, algo que
muitas vezes nao ocorre no caso geral.

A aplicacao que sera retirada deste projeto é o estudo da dinamica em variedades
compactas de dimensao 2 (esfera e toro), considerando as arestas da triangulagao, gerando
assim alguns exemplos da ocorréncia de casos muito peculiares.



3 Objetivos

O objetivo do projeto é possibilitar que o aluno tenha contato com a teoria dos
SDNS, a partir dos SDLP em dimensao 2, abrangendo os topicos referentes a:

1. Existéncia e estimativa da quantidade méxima de Ciclos Limites.
Existéncia, localizacao e estabilidade de Ciclos Homoclinicos e Heteroclinicos.

Dinamica da Regiao de Deslize.

- W N

Relacoes entre o niimero de regioes de costura, deslize estavel e instavel para sistemas
lineares por partes definidos em poliedros (e/ou quocientes de poliedros), de modo
que as arestas sejam regioes de descontinuidade.

Os itens (1), (2) e (3) sdo decorrentes da abordagem cldssica dos SDNS e o item (4) é um
caso especial de um trabalho desenvolvido pelo orientador.

4 Método

Foram utilizados os métodos tradicionais de matematica. O aluno estudou as
referéncias [1], [2], [3] e utilizou o software Mathematica 10.3 para fazer simulagoes com-
putacionais.

4.1 Sistemas Dindmicos Lineares Definidos por Partes em Di-
mensao 2

Nesta subsecao serao definidos os SDLP em dimensao 2, a fim de mostrar qual
estrutura matematica o projeto se propoe a entender.

Definicao 1. Sejam A C R? um aberto ndo vazio, f : A — R uma funcdo continua.
Denomina-se a equagoes da forma

dy
a = f(ya t)7 onde Yy = y(t)
de Equacao Diferencial Ordindria (EDO) de primeira ordem.

Notacao 1. Sejam A, B subconjuntos de R? ndo vazios ey, e sejay : A B ondey €
derivdvel no interior de A com relagao a t. Neste caso utiliza-se a sequinte nota¢dao:

o dy

Yy=vy = di
Definigao 2. Seja A C R™ um aberto nao vazio e f; : A— R e y; = y;(t) uma fungao
continua. Denomina-se o sistema de equacao da forma

yl = fl(t7ylay27 s 7yn—1)
Yo = f2(t7 Y1, Y2, - - - 7yn71)

Z)n—l = fn—1<t7 Y1,Y2, ... ,yn—l)

de Sistema de Equacoes Diferenciais Ordindrias de primeira ordem.



Notagao 2. Sejam A;, B; subconjuntos de R" e seja y um vetor da formay = (y1, Yo, -y Yn),
onde y; : A; — B; sendo y; derivdvel no interior de A; com relacao a t, para todo

i€{1,2,3,...,n}. Nesse caso utiliza-se a sequinte nota¢ao:
o (B dys dyn
Y= \a a0 e

Defini¢ao 3. (SDLP em dimensdo 2) Seja A C R? e seja f : U — R, onde f é uma
fungdo suave que tem 0 como valor reqular. Chama-se B = f~1(0) a variedade de des-
continuidade, dessa forma define-se B, = {(x,y) € R? f(z,y) > 0} e B_ = {(z,y) €

R?, f(z,y) < 0}.
Assim defini-se o SDLP como

{ &= X(x,y)
y:Y(Z',y)

onde

S ar+bhyte, (z,y)
X(z,y) = { asx + boy + €2, (x,y) € B_
(z,9)

- Cl$+d1y+637 xz, € B+
Y(zy) = { cor + doy + €4, (z,y) € B

sendo ay, as, by, by, c1, co, di, da, €1, e, €3 € €4 constantes reais.

4.2 Pontos Singulares

Na teoria dos Sistemas Dinamicos os pontos singulares possuem grande importancia,
existindo varios teoremas que relacionando propriedades do ponto singular com o com-
portamento das dérbitas e do retrato de fase (essas propriedades serdo mencionadas mais
a frente).

4.2.1 Caso Suave

Definicao 4. Seja y um vetor da forma y = (y1,y2,...,yn) ¢ f : A C R" — R,

onde f(y1, .- Yn) = (fi(yr, s Un)s s fu(y1, ..., yn)). Considere o sistema de equagoes
diferenciais

caso exista uma n-upla y* = (yi,v3,...,y;) satisfazendo f(y*) = 0, y* € dito um ponto

singular relacionado ao sistema (1) .

4.2.2 Caso Nao-Suave

Definicao 5. Sejam X e Y campos vetoriais definidos em um subconjunto aberto e conezxo
U C R" e, sem perda de generalidade, assuma que 0 € U. Considere f : U — R uma
funcao de classe C* (i.e. f € C*(U,R)) com k > 1, que possui 0 como valor regular,



entao ¥ = f~1(0) é uma subvariedade de dimensaon—1 em U que divide o aberto U em
2 conguntos abertos:

Yr={zeU;f(x)>0} e Y ={zeU;f(r)<0}

Um sistema de Filippov é um campo vetorial suave por parte definido da sequinte
forma:

X(z), zeXt
2(w) = { Y(z), ze€X” 2)

Definigao 6. Considere um sistema como (2). Desta forma, definimos as sequintes
regioes:

e Regiao de Costura: X ={peX: Xf(p)-Y[f(p) >0}
e Regiao de Deslize: ¥* ={p e X: X f(p) <0, Yf(p) >0}
e Regiao de Escape: ¥ ={pe ¥ : Xf(p) >0, Yf(p) <0}

onde X f(p) = X(p) - grad(f)(p)

Defini¢ao 7. Considere um sistema de Filippov como (2). O campo vetorial deslizante

(Z5(p)) € definido por
Yip)X(p) - Xfp)Y(p)
Yi(p) = Xf(p)

Definicao 8. As singularidades do Sistema de Filippov (2) sao:

Z%(p) =

1. p € X%F tal que p é um equilibrio de X ou de Y, isto é, X(p) = 0 ou Y (p) = 0,
respectivamente.

2. peX*UXe tal que Z*(p) = 0.

3. p € 0X°UOIX UOXE, tal que p € um ponto que satisfaz X (p) - grad(f)(p) = 0, nesse
caso p € chamado de ponto de tangéncia singular.

4.3 Orbitas

Seja y um vetor da forma y = (y1,y2,...,yn) € f : A C R" — R" onde

Fyt, o sun) = (i1, Yn)s oo o St Y1, -, yn)), sendo f; uma funcao ao menos CU.
Considere o sistema de equagoes diferenciais

g =fy) (3)
adicionando condicoes iniciais ao sistema obtém-se
y="r), y(s0) =m0 (4)

onde sp € R e zy € A.

O teorema de existéncia e unicidade garante a existéncia de uma tnica fungao que
resolve (4).



Notagao 3. A solugao de um sistema definida como (4) € denotada como y(t) = ¢(t; so, xo),
i e @ Lig0) A sendo satisfeitos:

do(t; so, x0)

dt = f(t7¢(t; 507x0>>

¢(s0; 50, To) = o
Outro resultado interessante que se obtém ¢é o fato das fungoes ¢(t; so, o) € ¢(t; S0, 1)

nao se interceptarem em nenhum ponto, desde que xy # z1, € x1, ¢ € A.

Defini¢ao 9. Dada uma equagao diferencial como (4). O conjunto

Y(s0,x0) :={y € A:y=d(t;50,20) € tE L590)}

¢ chamado de drbita da solugao ¢(t; sg,xo).

4.4 Fluxo de um sistema de equacoes diferenciais

Definicao 10. Considere a equacgao diferencial ou sistemas de equacoes diferenciais

y=r), (5)

onde f : A — R"™ é uma funcao localmente Lipschitz em um subconjunto aberto A de
R™. Suponha que para todo y € A, a solugao ¢(t;0,y) € definida em todo R. O fluzo da
equagao diferencial (5) € definido como ® : R x A R™ sendo que P(t,y) = ¢(t;0,x).

E possivel provar que o fluxo de um sistema como (5) apresenta as seguintes
propriedades:

e Para todoy € A, ®(0,y) =y.
e Paratodo s,t e Reye A, O(s+t,y) = D(s,P(t,y)).

e ® é uma funcao continua.

4.5 Ideias Basicas da Teoria Qualitativa

A teoria qualitativa é importante para a andlise de sistemas dinamicos em que nao
¢é possivel conseguir uma solugao explicita,sendo utilizada para a retirada das informagoes
desejadas da solucao. Nesta subsecao serao apresentadas defini¢oes basicas e decorrentes
deste ramo dos Sistemas Dinamicos.

Sejam A C R™ um conjunto aberto nao vazio e ® : R x A — R” um fluxo associado
a um sistema de equacoes diferenciais.

Considere agora um conjunto de pontos E C A. E dito que E é positivamente
invariante sobre o fluxo se Vy € F ocorre ®(t,y) € E, Vt > 0. Por outro lado, caso ocorra
que Yy € FE implica ®(t,y) € F, Vt < 0, define-se E como negativamente invariante
sobre o fluxo. E ¢ dito invariante sobre o fluxo se ele for positivamente e negativamente
invariante.



Um conjunto invariante é chamado de estavel se, para toda vizinhanca W de FE,
existe uma vizinhanca V' de E tal que, Vy € V e t > 0 implica que ®(t,y) € W. Caso
esta condicao nao ocorra F é dito instavel.

Dados os pontos yg,y1 € A, o ponto yy é chamado de a-limite do ponto y;, se

existe um sequéncia {s, } 2 satisfazendo lim s, = —oo, tal que lim ®(s,,y1) = yo.
n—+oo n—+oo

Chama-se o ponto yy de w-limite do ponto y, se existe um sequéncia {s,}>2,,

satisfazendo lim s, = 400 tal que lim ®(s,, 1) = yo.
n—+o00 n—r+00

Dessa forma os conjuntos a-limite e w-limite do ponto ¥y, sao denotados respecti-
vamente, por a(y;) e w(yy).

Considere agora ~(y;), a 6rbita que passa através do ponto y;. O a-limite da
érbita y(y1) é o conjunto a-limite do ponto y;. Pode-se provar que essa definicdo nao
depende do ponto y; da érbita. Consequentemente, os conjuntos a- e w-limzite sao escritos
como () e w(7)

Dado um conjunto invariante F, a variedade estavel de E, denotada por W*(E), é
o conjunto de pontos no espaco de fase A que o conjunto w-limite esta contido em E. Da
mesma forma define-se como a variedade instavel de F, denotada por W*(FE), o conjunto
de pontos no espaco de fase A que o conjunto a-limite esta contido em E.

O conjunto E é chamado de assintoticamente estével se a variedade W*(E) é a
vizinhanga de E e descrita como assintoticamente instavel se a variedade W*(E) é a
vizinhaca de E.

Por fim, o ciclo limite de uma equagao diferencial como (4) é uma érbita periddica
isolada no conjunto de todas as drbitas periédicas de (4). O ciclo limite é chamado de
estavel (instdvel) e ¢ assintoticamente estével (instavel).

4.6 Retrato de Fase

O retrato de fase é uma representacao grafica de um sistema dinamico, sendo
extremamente importante no caso da dimensao 2, pois torna possivel uma analise visual de
conceitos como: pontos singulares atratores e repulsores, além de ciclos limites. Podemos
também dizer que o retrato de fase é uma representagao geométrica do fluxo do sistema
de equagoes diferenciais.

Os pontos singulares possuem grande importancia para o retrato de fase, uma vez
que apenas sabe-se quais sao os pontos de singularidade do sistema em questao consegue-se
fazer um esbogo dessa representacao.

Exemplo 1. Desenhe o retrato de fase do sistema:

(1) = 2y(t) + (t)
{ J(E) = —a(t) (6)

Resolvendo o sistema (6) obtém-se as sequintes solugoes:
x(t) = %ﬁ [4016% sin (gt) + Ches |:\/7COS (%t) + sin (7725)]
y(t) = % [—2026% sin (41&) + Chez [ﬁcos < >
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onde Cy e Cy sao constantes reais.

Utilizando o software Mathematica 10.3 vemos que o retrato de fase do sistema
corresponde a Figura 1.

£
A -
N
X N .
N NS 4 6
~
x / A
4

Figura 1: Retrato de Fase obtido com o software Mathematica 10.3 correspondente a
equacao (6).

Um fato interessante para se notar é que nesta figura somente a origem é um
ponto de singularidade. Apenas observando o retrato de fase conseque-se notar que esta

singularidade € repulsora, uma vez que vemos que todos os pontos se afastam da origem
a medida que t aumenta.

Exemplo 2. Desenhe o retrato de fase do sistema de Filippov:

{ #(t) = X(z,y)
y(t) =Y (z,y)

onde

X(z.y) = { 2y(t) ;L 96(;)7< Oy >0

—x(t), y>0
ven={ %, 2

Resolvendo o sistema obtém-se as sequintes solugoes:

%ﬁ [4016% sin (47&) + C’ze% [ﬁcos (475) + sin (415)” , y>0

x(t) =

t+C3, y<0
| [t (80 st [Vien (80) s (49)]]. >
= t+Cy, y<O0

onde C1, Csy, C3, Cy sao constantes reais. Utilizando o software Mathematica 10.3
observa-se que o retrato de fase do sistema corresponde a Figura 2.

Apenas analisando o retrato de fase pode-se concluir que a semirreta ro = {(t,0) :

t < 0} apresenta uma regiao de costura e a semirreta r1 = {(¢,0) : t > 0} € uma regido
de deslize estdvel.



Figura 2: Retrato de Fase obtido com o software Mathematica 10.3 correspondente a
equacao do Exemplo 2.

4.6.1 Retratos de Fase de Sistemas Dinamicos Lineares de Dimensao 2

Seja § = f(y) um sistema dinamico linear, i.e.
y=Ay+C (7)

onde A é uma matriz 2 x 2 e C' é uma matriz 2 x 1. Sem perda de generalidade podemos
considerar C' tendo em suas entradas 0, uma vez que a componente C' apenas translada o
retrato de fase do sistema (7).

O Retrato de Fase da equagao acima tem ampla relagao com seus autovalores.
Na Tabela 1 foram desenhadas todas as estruturas possiveis para os retratos de fase
provenientes da equagao (7), ou seja, dado um retrato de fase linear ele correspondera a
algum gréfico da tabela, a menos de rotagoes e escalonamento de eixos.



struturas para os r

Tabela 1: Possiveis e

etratos de fase do sistema (7)
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Nos préximos paragrafos serao comentadas informacoes a respeito da Tabela 1.
Sejam \; e Ay os autovalores da matriz A.

Tem-se que (a) se origina de um sistema dindmico tal que A, Ay € R* e \; # g,
sendo chamado retrato de fase de um né estavel. Em contrapartida, (b) se origina quando
os autovalores A\j, Ay € R%, e A\; # Xy, possuindo o nome de retrato de fase de um né
instavel.

A imagem (c) é gerada quando A\, Ay € R* e A\ = Ay. Este caso é conhecido como
retrato de fase de um né estavel degenerado. Por outro lado se A\j, Ay € R} e A; = Ao,
conforme o caso (d), este é batizado como retrato de fase de um né instavel degenerado.

Uma vez que Aj, Ay possuam parte imaginaria diferente de zero e Re(\1), Re(\y) €
R* | é gerada a imagem (e), sendo este caso chamado de retrato de fase de um foco estavel.
Porém, se A, A possuem parte imagindria diferente de zero e Re(A;),Re(\2) € R%,
encontra-se o caso (f), sendo denominado retrato de fase de um foco instavel.

Consegue-se o caso (g) quando A1, Ay sejam imagindrios puros, sdo intitulado re-
trato de fase de centro.

Finalmente, o caso (h) ocorre quando A, Ay € R e Ay < 0, sendo chamado de
retrato de fase de uma sela.

Também é possivel fazer a mesma analise descrita acima, porém utilizando o traco
e o determinante da matriz A. A Figura 3 representa esses casos.

dx _ p=A+D
dat TAXTBY  G=ap-BC
%:Cx+Dy A=p*-4q

Figura 3: Diagrama Trago-Determinante da equagao (7), retirado de [4].
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4.7 Outros Espacos de Dimensao 2
4.7.1 Toro (T?)

Outro espaco interessante para se desenvolver a teoria de sistemas dinamicos é o
toro. Uma maneira se trabalhar nesse espaco é através de sua parametrizacao

—_
+
(@]
]
2}

—
>

~—

~—
n
—
=

—~

<

~—

onde 6, ¢ € [0, 27].

Porém definir fungoes, campos vetoriais e fazer calculos utilizando esta parame-
trizacao é uma tarefa ardua, uma vez que a parametrizagao ¢ complicada.

Uma melhor maneira de se trabalhar com toro é definindo a seguinte relagao de
equivaléncia sobre R?:

Seja ~ uma relacao de equivaléncia sobre R? tal que dados x,y € R?, temos que
r~y&Sx—y € 2nZl.

Desta forma é possivel identificar o toro como R?/ ~. Durante o projeto serd
utilizada a segunda construcao do toro.

Por conta da relacao de equivaléncia pode-se apenas definir um campo vetorial
f: R? — T? que satisfaca as seguintes relacoes:

o f(z,y)=f(zx,y+2km), VkeZ

o f(z,y) = f(z+2nmy), YVneZ
Sendo assim, define-se campo polinomial no toro de grau n como F), : R? s T?

Fo(z.y) = { gz(x,y) }

(z,9)
onde,
Pn(xa y) = Z [ Z amk(xa y) + bmk(‘ra y) + ka(ZE, y) + dmk(xv y)] )
7=0 Lm—+k=j
7=0 Lm+k=j
sendo que,

i (T, Y) = Pk cos(ma) cos(ky),

12



tal que Pk s Gk > Tmk > Smk > Pmk > Gmk > Tmk » Smk € R.

Para n = 1 temos que Fi(z,y) é definido por

onde

Pi(z,y) = ¢+ ay sin(z) + ag cos(x) + by sin(y) + by cos(y),
Q1(x,y) = ¢+ @y sin(x) + G cos(x) + by sin(y) + by cos(y).

sendo que ¢, ay, as, by, ba, ¢, a1, as, by, by € R.

Uma pergunta natural sao quais propriedades podemos retirar desses campos de-
finidos no toro.

4.7.1.1 Campo Divergente Polinomial de Primeira Ordem

Seja X : R? +— T? um campo gradiente polinomial de primeira ordem. Pela
equagao (8) tem-se que X ¢é escrito da seguinte forma:

| a1 sin(z) 4+ az cos(z) — ¢
X(z,y) = [ by sin(y) + by cos(y) — d
onde ¢, d, a1, as, by, by € R.

Considere a seguinte equacao diferencial:

MR )

onde x: R+— Reondey: R— R, tal que x = z(t) e y = y(t).

Nesta situacao foi possivel provar o seguinte teorema:

Teorema 1. Sejam F : R? — T? um campo divergente polinomial de primeira ordem e o
sistema y = F(y), com 4 pontos de singularidade. Entdo o retrato de fase de F' possui 2
selas e 2 nds (um instdvel e um instdvel).

13



Exemplo 3. Retrato de fase do sistema

{ @ } _ [ sin(x) — cos(z) — 1

Y 2sin(y) — cos(y) — 1 (10)

Uma vez que o sistema possui 4 solugoes, calculando os pontos singulares encontram-
se 0s pares, (7?,7r),(7r,2arctan%),(%,W),(gﬂarctan %), cujos respectivos autovalores da
matriz Jacobiana sao —1,—2; —1,2; 1, =2 e 1,2. Sendo assim 0s pontos (g, 7T) e (g, 2 arctan %)
sao pontos de sela, (m,m) é um nd estdvel e (%, 2 arctan %) um no instdvel.

Por outro lado observa-se que as variedades instdveis e estdveis da sela sao para-
lelas aos eizos x ou y. Fazendo o retrato de fase observa-se ainda que a imagem também

satisfaz o que a teoria nos garante.

k\

Figura 4: Retrato de Fase do sistema (10) utilizando o software Mathematica 10.3

4.7.1.2 Campo Hamiltoniano Polinomial de Primeira Ordem

Seja Y (z,y) : R? = T? um campo polinomial de primeira ordem Hamiltoniano,
pela equagao (8) tem-se que Y deve ser escrito da seguinte forma:

| a1sin(y) +azcos(y) — ¢
Y(z,y) = [ by sin(z) + bzcos(ﬂl?j) —d

onde ¢, d, a1, as, by, by € R2.

Considere a seguinte equacao diferencial:

HERC! (1)
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onde z:R—Rey:R— R, tais que x = z(t) e y = y(1).

Teorema 2. Sejam F : R? — T2, um campo Hamiltoniano polinomial de primeira ordem
e o sistema y = F(y), com 4 pontos de singularidade. Entdo o retrato de fase de F', possui
2 centros e 2 selas.

Exemplo 4. Retrato de fase do sistema

{ i ] _ { V3sin(y) — cos(y) — 1 (12)

] 2sin(z) — cos(z) — 1

O sistema possui 4 solugoes, calculando os pontos singulares encontram-se os pares,

s

(m,7), (7r, %), (arctan %, 7T), (arctan %, 3), 0s respectivos autovalores da matriz Jacobiana
sio (V12,—v/12), (iv/12, —iv/12) , (iv/12, —iv/12) e (v/12, —+/12), sendo assim os pontos
(m, ) e (27T — 2arctan 3, %) sao pontos de sela, (7r, %) 2 (7r, %)sdo pontos de centro.

Fazendo o retrato de fase vemos que a imagem satisfaz o que a teoria nos garante.

Figura 5: Retrato de Fase do sistema (12) utilizando o software Mathematica 10.3

4.7.1.3 Campos Hamiltoniados Polinomiais de Ordens Superiores

Seja Z : R? — T? um campo Hamiltoniano polinomial. Neste caso pode-se encon-
trar o seguinte resultado:
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Teorema 3. Seja F': R? — T? um campo Hamiltoniano polinomial e considere o sistema
y = F(y). Entdo se a razdo entre os termos independentes de F' pertencer aos racionais,

as orbitas do sistema que nao sao homoclinicas ou singularidades sao periodicas; caso
contrario tais orbitas tem as homoclinicas como a— ou w— limite.

Exemplo 5. Orbita do ponto (0.87,0.27), no sistema

[ :; } _ [ sin(y) — cos(y) + V2

V2sin(x) + 2 cos(x) + 3v/2 (13)

Figura 6: Orbita do ponto (0.87,0.27), com o tempo variando de 0 a 50, no sistema (13)
utilizando o software Mathematica 10.3

Figura 7: Orbita do ponto (0.87,0.27) na relacao de equivaléncia, no sistema (13) utili-
zando o software Mathematica 10.3
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Exemplo 6. Orbita do ponto (0.87,0.27), no sistema

HIR i i tanten]

Y

Figura 8: Orbita do ponto (0.87,0.27), com o tempo variando de 0 a 50, no sistema (14)
utilizando o software Mathematica 10.3

Figura 9: Orbita do ponto (0.87,0.27), com o tempo variando de 0 a 200, no sistema (14)
utilizando o software Mathematica 10.3
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Figura 10: Orbita do ponto (0.8, 0.27) na relagao de equivaléncia, no sistema (14) utili-
zando o software Mathematica 10.3

4.7.2 Esfera (S?)

Assim como no toro, é possivel desenvolver a teoria de sistemas dinamicos na esfera
pela sua parametrizagao
x = sin(¢) cos(h),
y = sin(¢) sin(0),
z = cos(9),
onde 6, ¢ € [0, 27].

Uma maneira mais interessante de se trabalhar na esfera é pensando na planificagao
do tetraedro. Isso é permitido uma vez que existe um homeomorfismo entre a esfera e o
tetraedro, sendo assim eles sao topologicamente equivalentes.

| | ||
[T [

Figura 11: Representagao grafica da planificagao do tetraedro com relacao de equivaléncia.
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A relacao consiste em considerar 2 pontos que estao em arestas distintas que
possuam a mesma marcagao (de acordo com Figura 11). Caso as distancias de cada
ponto até o ponto médio (do segmento de reta que é a uniao dos 2 segmentos de retas
com mesma marcagao) sejam iguais, entdo esses pontos sao equivalentes. Os demais
pontos que pertencem ao interior do triangulo externo sao todos distintos.

Ou seja, define-se a seguinte relacao de equivaléncia ~; sobre R?. Dados os pontos
u,v € R?, tal que u = (ug,u1) e v = (vp,v1) tem-se que u ~; v, se e somente se, uma
condicao dentre as seguintes for satisfeita

° u1:U1,6U0+U0:2]€,

o u—v=_(k kV3),
o u—v=(—k kV3),

onde k € Z.
Sendo assim, a esfera é identificada como R?/ ~

Um trabalho que o aluno desenvolveu utilizando essa identificacao da esfera é a
investigacao das regioes de costura e deslize em um sistema dinamico definido por partes
da seguinte maneira

( U, (l’,y) € Sl

/ _ Ug, (x7y) € S2
v(t) = us, (x,y) € S3
[ uas (2,9) € 54

(0, (z,y) € S

/ _ 027 <$7y) € 82
y(t) = 03, (z,y) € Ss
[ 04, (7,y) €54

onde S; corresponde a face i do tetraedro, u; € {—1,0,1} e 6; € R.

O resultado obtido foi o seguinte teorema:

Teorema 4. Seja F: R? — S? um campo vetorial definido por partes na esfera, com F
constante em cada lado do tetraedro. Entao, genericamente:

e todas as configuracoes possiveis de regioes de costura e deslizantes sao realizdaveis,

e " nao pode ter todas as trajetorias periodicas.

5 Perspectivas de Continuidade

O aluno junto com seu orientador pretendem continuar a pesquisa sobre o tema
de sistemas dinamicos porém mudando o foco para o problema do centro-foco, integrais
Abelianas e o 16° Problema de Hilbert.
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6 Outras Atividades de Interesse Universitario

O aluno participou de alguns seminarios de sistemas dinamicos, sendo que em um
deles fez uma apresentagao sobre aplicagoes quadraticas e conjunto de Cantor.
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