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Abstract

In this work we present algebraic limit cycles for quadratic and cubic systems. For quadratic
systems we show all the families of systems that have algebraic limit cycles of degree 4 and some of
degree 5 and 6. We conclude that all these systems have a unique limit cycle, and it is algebraic.
To obtain these results, we make use of projective techniques. Finally we will show that there are
polynomial systems of differential equations of arbitrary degrees that have algebraic limit cycles
of degree 3.

Keywords: Algebraic limit cycles; Projective differential equations; Polynomial differential
equations.

Resumo

Neste trabalho apresentaremos ciclos limite algébricos para sistemas quadraticos e cubicos.
Para sistemas quadraticos mostraremos todas as familias de sistemas que possuem ciclos limite
algébricos de grau 4 e algumas de grau 5 e 6. Concluiremos que todos estes sistemas possuem um
unico ciclo limite, neste caso o algébrico. Para estes resultados utilizaremos técnicas projetivas.
Finalmente mostraremos que existem equagoes diferenciais polinomiais de grau arbitrario que
possuem ciclos limite algébricos de grau 3.

Palavras-chave: Ciclos limite algébricos; Equacoes diferenciais projetivas; Equagoes diferen-
ciais polinomiais
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Introducao

Em 1900 foi realizado em Paris o segundo Congresso Internacional de Matematicos. O objetivo
desse congresso era estabelecer pontos de encontro para a comunicacao e grupos de discussao.
Neste congresso, Hilbert propés uma lista de 24 problemas para serem resolvidos ao longo do
século XX. Um dos problemas mais interessantes sugeridos por Hilbert esta relacionado com ciclos
limite, este problema é conhecido na literatura como o 16° problema de Hilbert e envolve dois
questionamentos: posi¢ao relativa e nimero de ciclos limite. Smale, nos Problemas matemdticos
para o proximo século (1998), reformulou a segunda parte do problema de Hilbert como segue:

Considere a equacdo diferencial em R?

dx dy

dit:P(fL‘,?J), E:Q(l‘ﬁy)a

onde P e @) sdo polinomios. Existe um limitante k para no numero de ciclos limite da forma
k < d?, onde d é o maximo entre os graus de P e (), e ¢ € uma constante universal?

E bem sabido que néo existem ciclos limite para sistemas lineares, mas o Problema de Hilbert
estd insoluvel mesmo para sistemas quadrdticos. Este fato traz um sistematico estudo para sistemas
quadraticos que podem ter ciclos limite e pode ser encontrado uma Classificacao Russa e uma
Classificacio Chinesa. De acordo com a tltima, sistemas quadraticos que podem ter ciclos limite
sao classificados conforme

i =0x —y+Llx® +may+ny?, §=a(l+ax+by)

nas trés seguintes familias: (I) se a =b=0; (II) se a # 0 e b= 0; (III) se b # 0.

A dificuldade de tal problema fez necessario a imposicao de mais hipéteses, levando a considerar
os ciclos limite que estao inclusos em curvas algébricas. O estudo do grau de ciclos limite algébricos
esta diretamente relacionado ao estudo do grau de curvas algébricas invariantes. O problema de
encontrar um limite superior para a ultima é conhecido como Problema de Poincaré.

Neste trabalho vamos mostrar que nao é possivel obter ciclos limite algébricos de grau 3 para
sistemas quadraticos e existem apenas quatro familias destes sistemas que possuem ciclos limite
algébricos de grau 4. Através dos resultados anteriores, aplicando-se transformacoes racionais
convenientes, obteremos sistemas quadraticos que possuem ciclos limite algébricos de grau 5 e 6
e da mesma maneira aplicando-se transformagoes de Poincaré convenientes obteremos sistemas
cubicos com ciclos limite algébricos de grau 4, 5 e 6. Desta maneira, este trabalho se organiza do
seguinte modo



Capitulo 1: Apresentaremos a teoria acerca das equacgoes diferencias polinomias planares
necessaria para a compressao do texto. Além disso, sera discutido as defini¢bes acerca de curvas
algébricas invariantes.

Capitulo 2: Neste capitulo serda construido o plano projetivo complexo. Apresentaremos
nocoes de multiplicidade, género e indice de interseccao neste ambiente. Através das ferramentas
apresentadas serao construidas relacoes entre equacoes diferenciais projetivas e equagoes diferencias
no plano afim e finalmente serdo apresentados lemas técnicos que caracterizam curvas algébricas
que possuem pontos duplos.

Capitulo 3: Inicialmente mostraremos que nao é possivel obter sistemas quadraticos que
possuem ciclos limite algébricos de grau 3. Através de técnicas projetivas apresentaremos neste
capitulo uma prova de que existem apenas quatro familias de sistemas quadraticos que possuem
ciclos limite algébricos de grau 4.

Capitulo 4: Aplicando-se transformagcoes racionais convenientes a partir dos resultados obtidos
no capitulo anterior obteremos sistemas quadraticos que possuem ciclos limite algébricos de grau
5 e 6. Para todos os sistemas quadraticos obtidos provaremos que estes sistemas possuem um
unico ciclo limite. De maneira semelhante, aplicando-se transformagoes de Poincaré convenientes
a partir dos resultados anteriores obteremos sistemas cubicos que possuem ciclos limite algébricos
de grau 4, 5 e 6. Em seguida provaremos que é possivel obter equacoes diferencias polinomiais de
grau arbitrario que possuem ciclos limite algébricos de grau 3. Finalmente, exibiremos um sistema
cubico que possui como curva algébrica invariante dois ciclos limite algébricos.



Capitulo 1

Introducao as equacoes diferenciais
planares

Neste capitulo introduziremos as nogoes basicas acerca de equacgoes diferenciais polinomiais
planares. Alguns teoremas de suma importancia a teoria também serao citados e finalmente serao
discutidas as curvas invariantes, objeto principal para a meta deste trabalho que é a busca de ciclos
limite algébricos para sistemas quadraticos.

1.1 Equacoes diferenciais polinomiais planares

Dada uma aplicagdo f : U — R", definida em cada ponto (¢,z) de um aberto U de R x R",

dizemos que
T = f(t,x)

é a equacdao diferencial ordindria em R™ definida por f, em que o ponto indica a derivada com
respeito a variavel t . Quando f(¢, x) independe de ¢, dizemos que a equagao diferencial é autdénoma,
e escrevemos & = f(x). Neste trabalho, consideraremos equagoes diferenciais planares auténomas
definidas por polindmios, isto é, em R?. Mais precisamente, dados P, Q € R[x,y] coprimos, isto &,
pertencentes ao anel de polindmios reais nas variaveis x e y, a equacao diferencial planar associada
a P,(Q é dado por

m m

&= Ple,y) =) P(z,y), y=Qzy) =D Qi(z,y), (1.1)

i=1 i=1

em que m = max{deg P,deg Q} e P; e (); sdo as componentes homogéneas de grau i. Quando m =
1, o sistema é dito linear, quando m = 2,3 o sistema ¢é dito quadratico e cuibico respectivamente.

Uma vez que % = g, podemos considerar o sistema (1.1) através da forma diferencial
w = Qdx — Pdy,
ou através do campo vetorial
0 0
x=rPL 102
ox Q@y



Definicao 1.1. Um fluro em C? ao longo de um tempo t € R é definido por:

¢: RxC?* — C?
(t,2) = ¢'(2),

tal que:

i) $°(z) = =

ii) $'(6%(2)) = 6+ (2)
para todo z em C? et,s € R.

O sistema (1.1) define um fluxo ¢!(z,y) em C2. E sabido que este fluxo é uma funcao suave
definida para todo (x,y) em alguma vizinhanga da posigdo inicial e tempo inicial.

Definigao 1.2. Uma solucdo de (1.1) através do ponto (xg,y0) € C? € definida por (z(t),y(t)) =
{¢"(x0,90),t € R}. O conjunto de todas as solugoes é dito retrato de fase.

O problema de encontrar a solucao de uma equacao diferencial quando uma condic¢ao inicial
x(tg) = x¢ é dada é conhecido como Problema de Cauchy. Neste sentido, o seguinte teorema vem
em auxilio:

Teorema 1.3 (Existéncia e unicidade). Se f(t,x) e a derivada parcial espacial %(t,x) sao apli-
cagoes continuas de (t,z) no aberto U C R™™ entdo, dado qualquer ponto (ty, zo) € U, existe uma
inica solugio do problema de valor inicial © = f(t,x),z(ty) = xg, definida num intervalo aberto
(to — a, tg + @) centrado em to, para certo a = a(tgy, xo) > 0.

Definicao 1.4. O conjunto a — limite (respectivamente w — limite) de um ponto (xo, o) através
de ¢ € definido por:

Qoo = {(z,y) € C%; @' (x0,90) — (x,y) para algum t, — —oc}
Weo = {(1,y) € C% @' (20, 90) — (x,9) para algum t, — oo}

Para fluxos no plano, o teorema de Poincaré-Bendixon é um importante resultado de um
ponto de vista topoldgico, que ndo pode ser generalizado para dimensoes maiores. De acordo com
o teorema, existem trés tipos de conjuntos limite compactos: singularidades, érbitas periddicas
fechadas e a uniao de singularidades e trajetorias conectando-as. O segundo sao os ciclos limite,
e o ultimo é referido como orbitas heteroclinicas quando eles conectam pontos distintos e orbitas
homoclinicas quando eles conectam um ponto a si mesmo.

1.2 Singularidades

Definicao 1.5. Uma singularidade ou ponto critico para o sistema (1.1) é um ponto (xo,yo) tal
que P(x0,y0) = Q(z0,y0) = 0.



Uma singularidade é em particular uma solugao, onde ¢(xg,40) = (o, ¥o), para todo t € R.

Denotaremos por DX a matriz jacobiana associada ao campo de vetores X. O fluxo do sistema
(1.1) em uma vizinhanga de uma singularidade (zo, o) é classificado de acordo com os autovalores
da matriz DX (xzg, o). Observe que, como o sistema (1.1) é real, se (zg,yp) ¢ uma singularidade
complexa, entao seu conjugado (Tg, 7,) ¢ uma singularidade também. Mais ainda, se (xg, yy) é uma
singularidade real de um sistema real com autovalores associados ndo-reais \ e u, entdo p = .

Definigao 1.6. Seja p = (xo,y0) uma singularidade do sistema (1.1). Sejam X e p os autovalores
de DX (p).

i) Se A = =0, entdao p é dito degenerado. Além disso, se DX (p) #Z 0, dizemos que p é um
ponto nilpotente.

ii) Se A\ =0, mas X2 + u? # 0, entio p é dito degenerado elementar.
iti) Caso contrdrio, p é dito nao-degenerado.

a) Quando DX (p) pode ser diagonalizada, para p real é dito:
x um foco, se A =7 € C\R.
*x uma sela, se Ay < 0 para A\, u € R.
* um no, se A\ > 0 para A\, pu € R.

Para p complexo, € dito:
. A
* um no ressonante, se £ € Q.
* wm noé nao-ressonante, se % ZQ

b) Quando DX (p) ndo pode ser diagonalizada, p é dito singularidade logaritmica.

Além das classificagoes de singularidades acima temos mais uma particular, conforme a defini¢ao
a seguir.

Defini¢ao 1.7. Uma singularidade O de (1.1) é um centro se possui uma vizinhanca U tal que
para todo p € U\{O} satisfaz P*(p) + Q*(p) # 0, e a solugio passando através de p é fechada,
circundando O.

O comportamento dos sistemas lineares sao bem conhecidos na teoria das equagoes ordinarias.
Através do teorema de Hartman-Grobman ¢é possivel construir localmente uma conjugacao do
sistema com o campo linear dado por sua derivada, tendo como hipotese que os autovalores da sua
derivada tenham parte real nao nula.

Teorema 1.8 (Hartman-Grobman). Seja X um campo de vetores num aberto U € R" ep € U uma
singularidade de X. Suponha que p seja hiperbélica, isto é, os autovalores da matriz DX (p) tém
parte real nao nula. Entdo, X € localmente conjugado a DX (p), no sentido que existem vizinhangas
U da origem , V que contém p e um homeomorfismo h : U — V tal que h(e!?*®)z) = ¢'(h(z))
sempre que x e ¢'(x) pertencam a U.



1.3 Curvas invariantes e ciclos limite

Definig¢ao 1.9. Um conjunto Q € dito invariante por (1.1) se ¢'(Q) C Q, para todo t € R, onde ¢
¢ o fluzo definido por (1.1). Quando o conjunto invariante é uma curva dizemos que esta € uma
curva invariante.

Uma vez que solucoes de equacoes diferenciais planares sao pontos ou componentes de dimensao
1, as curvas invariantes desempenham um papel muito importante no estudo delas. Qualquer
singularidade ou solu¢do de uma equacao diferencial sdo conjuntos invariantes para o fluxo, mas
a reciproca nao ¢é verdadeira. Uma curva invariante pode nao ser uma soluc¢ao de uma equacgao
diferencial, mas esta é formada por solugoes.

As tangentes as trajetérias de uma equacao diferencial polinomial planar sdo definidas em quase
todo ponto. Assim, se f(z,y) = 0 é a equagao de uma curva invariante, suas tangentes devem
coincidir com as tangentes das trajetorias. Em outras palavras, o gradiente de f, Vf = (%, %) e
(P, Q) devem ser ortogonais ao longo da curva f = 0, isto é:

i (p2f L 0%T)  _
f_<Pa$+Qay>f:0 0 (1.2)

Uma curva invariante f(z,y) = 0 é dita algébrica de grau n quando f(z,y) é um polinémio de

grau n.

Definigao 1.10. A curva f(z,y) = 0 de grau n € wma curva algébrica invariante se existe um
polindmio k(x,y) de grau mdzimo m — 1 dito cofator tal que

af . ,of _

Poy @5, =h (1.3)

De fato, esta tltima defini¢ao é consequéncia de (1.2) quando f = 0 é algébrica.

Vf

Figura 1.1: Gradiente ortogonal ao fluxo (P, @) sobre uma curva invariante.

Defini¢ao 1.11. Um ciclo limite para o sistema (1.1) é uma drbita periédica isolada no conjunto
de todas as solucoes periodicas. Quando o ciclo limite estd contido no conjunto de zeros de uma
curva algébrica invariante é dito ciclo limite algébrico.



Para um exemplo de como um ciclo pode ocorrer, considere a equacao diferencial planar em

coordenadas polares dada por: '
r=r(l—r), 6=1.

Temos para » = 1 que » = 0 e seu angulo varia de forma constante, logo seu raio nao varia e
portanto é uma orbita fechada. Ja para r < 1 temos r > 0, logo a drbita se expande e é atraida
pela 6rbita fechada. Para r > 1 temos 7 < 0, logo a drbita se contrai e é atraida pela 6rbita
fechada. Desta maneira concluimos que esta orbita fechada é um ciclo limite. A seguir esbogamos
seu retrato de fase.

Figura 1.2: Ciclo limite dado por um circulo de raio r = 1.

1.4 Integrais primeiras e sistemas hamiltonianos

Definigao 1.12. Uma fungao H(x,y) € dita wma integral primeira para o sistema (1.1) em um
aberto U € R? se H(x,y) é uma fungio nio constante em U tal que é constante em cada solug@o

(x(t),y(t)) € U de (1.1). Caso H(z,y) = Zgzz;’ com h,g € Rz,y| e g(x,y) # 0 para todo

(x,y) €U, dizemos que H(x,y) é uma integral primeira racional.

Em posse de uma integral primeira, todas as solugoes de uma equacao diferencial planar em
U sao conhecidas, uma vez que cada solugdo é dada por H(xz(t),y(t)) = ¢, para algum ¢ € R.
Claramente, se H € C'(U), teremos:

- OH OH
H=—P+—Q=0.
ox dy @
Por exemplo, para o sistema linear © = y , y = —x todas as solugoes sao Orbitas periddicas

dadas por circunferéncias, neste caso H(x,y) = x?/2 + 3*/2 é uma integral primeira racional para
este sistema.

Quando (1.1) possui uma integral primeira racional H = h/g, entao todas as curvas invariantes
podem ser definidas por f. = 0, onde f. := h — cg, para alguma constante ¢ € R, logo sao algébri-
cas. Neste caso ¢é excluido a existéncia de ciclos limite.



Defini¢ao 1.13. A equagao diferencial planar (1.1) é dita um sistema hamiltoniano caso os
polinomios P, Q) satisfacam a sequinte rela¢ao

or _ 24

or oy

Se um sistema é hamiltoniano, entao existe uma funcao estado H(x,y) que satisfaz

oOH oH
— =P -— = — .
oy (@.9), 5. = Q)
Neste caso, o sistema se torna
s 0H . oH
Ty YT T

Mais ainda, a fun¢do H(x,y) é uma integral primeira para o sistema, pois

dH OH OH OHOH OHOH

at Tor Ty T oy or o oy

Logo a fungao H(x,y) é constante ao longo das trajetérias, isto significa que o retrato de fase é
dado pela familia de curvas H(z(t),y(t)) = h, onde h € R.



Capitulo 2

Equacoes diferenciais no plano projetivo
complexo

Neste capitulo introduziremos um novo ambiente, o plano projetivo complexo. Para este ambi-
ente definiremos as curvas algébricas que nele moram e alguns teoremas que concernem a teoria de
curvas algébricas, como o teorema de Bézout. Finalmente introduziremos as equagoes diferenciais
projetivas e suas relagoes com o plano afim.

2.1 Construcao do plano projetivo complexo

Considere duas retas paralelas r e 1/, ou entdo a hipérbole zy = 1 e os eixos coordenados.
Em todos estes casos essas curvas nao se intersectam a uma distancia finita no plano euclidiano.
Porém, com uma nova estrutura, podemos dar sentido a interseccao de retas no infinito, através
do plano projetivo complexo.

O plano projetivo complexo é construido através da relagdo de equivaléncia C3\{0} / ~,
onde (Xo, YE), ZO) ~ (Xl, Yi, Zl) se (X07 Yb, ZQ) = ()\Xl, )\Yi, )\Zl), para (XQ, YE), Z()), (Xl, Yi, Zl) c
C3\{0} e A # 0. Assim, os pontos em CP? sio classes (Xj : Yy : Zy). Dados os conjuntos

Uy ={(X:Y :2) e CP?; X #0},

Uy ={(X:Y :Z)€eCP?; Y #0},
Uy ={(X:Y :Z) e CP*; Z # 0},

defina os difeomorfismos

¢XI UX — CZ
(X:Y:2Z) = (%2,

(by: Z/{y — C2
(X:Y:2) (%,%),

¢Z: L{Z — (C2
(X:Y:2) o (5.3,



desta maneira teremos um atlas diferencidvel e assim CP? possuiré estrutura de variedade difer-
enciavel.
Para introduzir uma topologia & CP?, considere a projecao

T CH\{0} — CP?
(X,Y,Z) — (X:Y:2),

dizemos que um conjunto & C CP? é aberto se, e somente se, 7' (U) é aberto em C3\{0} com
sua topologia usual. Esta é a topologia identificacdo de CP?, a qual é a maior topologia tal que 7
¢ continua.

Observe que os conjuntos Uy, Uy, Uy sdo abertos e densos em CP2?. Além disso, seja A? =
{(X:Y:1); X,Y € C}, considere a aplica¢ao

@ C? — A? C CP?
(X,)Y) +— (X:Y:1),

temos que ¢ é um homeomorfismo. Desta maneira podemos considerar o plano afim C? como
contido em CP?, identificando-o com A?Z.

2.2 Curvas algébricas projetivas

Definicao 2.1. Uma curva algébrica projetiva é o conjunto das classes de equivaléncia de polinomios
homogéneos em Clz,y, 2] tais que F' ~ G se, e somente se, FF = G, A # 0. O grau da curva € o
grau do polinomio que o define.

Uma curvareal f(z,y) = 0 de grau n em coordenadas projetivas (X,Y, Z) é dada por F(X,Y, Z) :=
Z"f(X/Z,Y/Z) = 0, um polinémio homogéneo em X,Y, Z. Reciprocamente, dada uma curva al-
gébrica projetiva F'(X,Y, Z) = 0, sua curva afim correspondente é dada por F,(X,Y) = F(X,Y, 1),
caso Z = 0 tomamos ou F(1,Y,Z) ou F(X,1,7), uma vez que em coordenadas projetivas nem
todos os pontos podem ser nulos. Dizemos que a reta Z = 0 é a reta no infinito.

Proposigao 2.2 (Férmula de Euler). Seja F' uma curva algébrica projetiva de grau n. Entdo:

OF oF oF

2.2.1 Pontos miltiplos

Seja f(x,y) = 0 uma curva afim. Pelo teorema da fun¢ao implicita temos:

of
W_ %
af *
dz o

que determina o declive da reta tangente a curva. Quando ambas as derivadas parciais sao zero
sobre um ponto da curva dizemos que este ponto é um ponto multiplo, caso contrario é dito um
ponto simples.
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Para o calculo da multiplicidade de uma curva afim f em um ponto p, suponha primeiro que
p = (0,0). O polinémio f pode ser escrito na forma f = f,, + fy1 + ... + fn, em que f; é a
componente homogénea de f de grau i, m é o menor grau que possui uma componente homogénea
e n é o grau do polinémio f. Neste caso definimos m = m,(f) a multiplicidade de f no ponto
p. Usando as regras de derivadas ¢é facil verificar que p é um ponto simples se, e somente se,
mp(f) = 1, e neste caso fi ¢ exatamente a reta tangente a f em p. Se m = 2, p é dito um ponto
duplo; se m = 3, é dito ponto triplo e assim sucessivamente.

Por exemplo, considere as curvas f(x,y) = y* — 23 — 22, g(z,y) = (22 + y*)? + 322y — 3 e
h(z,y) = (2? +y?)® — 42%y>. Observe que em todas elas p = (0,0) é um ponto miltiplo, e em cada
caso p ¢ um ponto duplo, triplo e quadruplo respectivamente.

0

N

Figura 2.1: Graficos das curvas f, g e h respectivamente.

Para estender estas definigbes & um ponto p = (a,b) # (0,0), considere T a translagdo que
leva (0,0) a p, isto é, T(z,y) = (v + a,y +b) e tome foT = f(x + a,y + b). Definimos
my(f) == mo,0)(f oT). Observe que se m,(f) =0, entao p & {f = 0}.

Se p é um ponto miltiplo de multiplicidade m > 0, temos f,, = [IF, L
diferentes linhas retas.

T
]

onde L; sao as

Definicao 2.3. As retas L; sao ditas retas tangentes a f = 0 no ponto p, r; € dito a multiplicidade
da tangente.

Dizemos que p é um ponto multiplo ordinario se r; = 1, para i € {1,...,k}, caso contrdrio é
dito ponto multiplo ndo-ordinario.

As defini¢oes acima podem ser passadas para curvas algébricas projetivas. Mais precisamente,
se F' =0 é uma curva algébrica projetiva e P = (X : Yy : Zy) € CP?, definimos a multiplicidade
de F' no ponto P por mp(F') = mp,(F), onde P, = (Xo/Zo, Yo/Z) € F. = F(X,Y,1).

Quando o ambiente é o plano projetivo as curvas algébricas obtém propriedades interessantes,
como veremos adiante o Teorema de Bézout garantird que duas curvas algébricas irredutiveis
sempre se tocam em mn pontos distintos, em que m e n sdo 0s seus respectivos graus. Até o
momento temos a seguinte proposi¢ao, cuja prova pode ser vista em Fulton [14] e mais adiante nos
permitira classificar quais casos analisar para a existéncia de curvas algébricas invariantes.
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Teorema 2.4. Seja F(X,Y,Z) =0 uma curva algébrica irredutivel em CP? de grau n, entdo:

>

pEFmy>1

mp(imy = 1) _ (n=1)(n ~2)
2 - 2 ’

onde m, é a multiplicidade do ponto p.

2.2.2 O género de uma curva

Em topologia temos a classificacdo de superficies de Riemann compactas, que é expressa unica-
mente através de um tinico nimero g dito género, que conta quantos “buracos'a superficie possui,
ou seja, o numero de somas conexas por toros da superficie. Em geometria algébrica ha um analogo
para curvas algébricas e intuitivamente o mesmo dito acima ocorre para curvas nao-singulares, ou
seja, que nao possuem pontos multiplos.

Para curvas algébricas mais gerais existem diversas defini¢oes, para nossas necessidades daremos
a seguinte defini¢ao:

Definigao 2.5. Sejam f(x,y) = 0 uma curva algébrica plana apenas com pontos ordindrios e n o

grau de f. O género de [ € definido por

(n—1)(n—2)
2

_y el =) (2.1)

g:
> 2

onde a soma percorre todos os pontos multiplos de f.

A definicao é andloga para curvas algébricas projetivas aplicando-se a mesma equagao (2.1),
levando em consideracao que a curva nao possua pontos multiplos nao-ordinarios.

Observe que em virtude do Teorema 2.4 o género de uma curva projetiva é sempre um inteiro
nao negativo. O mesmo vale para curvas afins, apesar de nao podermos fazer uso do Teorema 2.4
neste caso.

A definicdo acima nao se aplica para curvas com pontos multiplos nao-ordinarios. Para este
caso é necessario o uso de transformagoes quadraticas, quais preservam o género da curva, mas
apos passos sucessivos de aplicagoes eliminam os pontos multiplos nao-ordinarios.

Definicao 2.6. Sejam p = (0:0:1), p =(0:1:0) ep” = (1:0:0). Uma transformacao
quadrética padrao é uma aplicagio Q : CP*\{p,p’,p"} — CP? definida por: Q(X :Y : Z) =
YZ:XZ:XY).

Observe que Q o Q = Id, pois
QXY :2)=(XZXY :YZXY :YZXZ)=(X:Y :2Z).

Se T' é uma mudanca de coordenadas projetiva, dizemos que Qo1 é uma transformagao quadrdtica.
Para o calculo do género de uma curva qualquer, ao nosso auxilio vem o seguinte teorema. Para
maiores detalhes, veja Fulton [14].
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Teorema 2.7. Através de uma sequéncia finita de transformacoes quadrdticas, qualquer curva
algébrica projetiva pode ser transformada em uma curva cujos pontos multiplos sao apenas or-
dindrios.

Para o célculo do género uma curva, suponha que py = (Xo : Yo : Zp) seja um ponto multiplo de
uma curva algébrica dada, aplicando uma transformagao quadratica, a curva é aplicada em outra
e po € aplicado no conjunto de r; pontos pi1,p12,...,P1. Assim dizemos que a curva possui
pontos na primeira vizinhang¢a de py. Através de no maximo r; transformagoes quadraticas novas
obtemos r, pontos da segunda vizinhanca de py : p21,p22, ..., P2,r. Sucessivamente o processo é
aplicado até os pontos de alguma vizinhanca serem todos ordinarios, e neste caso dizemos que o
ponto multiplo da curva dada em pg estd resolvido. O ponto multiplo py é dito ezplicito e py., .,
k > 0, sao ditos implicitos. Assim, aplicando a equagao (2.1) a curva obtida calcula-se o género
da curva.

2.2.3 Indice de interseccgio

Para o calculo do nimero de intersec¢oes entre duas curvas introduziremos as ferramentas a
seguir.

Definigao 2.8. O anel local em p € C? ¢ definido por

O,(C*) ={f/g; f.g € Clz,y] e g(p) # 0}.

Seja p = (X : Yy : Zy) € CP% Uma vez que nem todas as coordenadas de p podem ser nulas
podemos considerar Z; # 0, fazendo a mudanca de varidveis xo = Xo/Zy e yo = Yo/Zo, p é dado
por suas coordenadas locais (xg,yo) € podemos definir o anel local em p, O,,.

Definicao 2.9. Sejam Fi, ..., F, curvas algébricas em CP? definidas em coordenadas locais por
F,=0,.. F, =0. O indice de interseccao das curvas em p € definido por:

i) I,(Fy,...F,) =0, sep & FiN..NE,;
i) I,(Fy, ..., F,) = 00, se Fi, = hg;, para i € {1,...,n}, onde h é um polinomio que zera em p;

iii) I(F, ..., Fy) = dimc|O,/(Fla, ..., Fuu)] caso contrario, onde (Fi., ..., F.) € o ideal definido
pelos polinomios Fi,, ..., F..

Pela inclusao de ideais (Fiy, Fjx) C (Fia, ..., Fi), para i, j € {1,...,n}, temos a seguinte relagao
entre o indice de interseccao de n curvas e o indice de interseccao de cada par

L(Fi, ..., Fy) < min{L,(F}, F})}. (2.2)
4,7

Definicao 2.10. Sejam F,G duas curvas algébricas projetivas e p € F,G. Dizemos que F e G
cortam-se estritamente em p se F' e G ndo tém componentes em comum tais que zeram em p.
Dizemos que F' e G cortam-se transversalmente em p se p € um ponto simples de F' e G tal que
as tangentes a F' e a G em p sdo distintas.
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Tais defini¢coes dadas nao sao arbitrarias, através delas existe uma tnica maneira de calcular
o indice de interseccao de duas curvas satisfazendo as propriedades do seguinte teorema. Para
detalhes, veja [14].

Teorema 2.11. O indice de intersecgio de F' = 0 e G = 0 em p, I,(F,G), é unico para todo
p € CP? e satisfaz as sequintes condigoes:

i) I,(F,G) € um inteiro ndo negativo para todo F,G e p quando F' e G cortam-se estritamente.
I,(F,G) =00 se F' e G ndo cortam-se estritamente;

it) I,(F,G) =0 se, e somente se, p nao é um ponto comum a F' e G. L,(F,G) somente depende
dos fatores de F' e G que zeram em p;

iii) Se T é uma mudanga de coordenadas tal que T (p) = q, entao I,(T'(F),T(G)) = L,(F,G);
v) I(F,G) = 1,(G, F);

v) L,(F,G) > m,(F)m,(G), verificando a igualdade se, e somente se, F' e G ndo tém tangentes
comuns em p;

27’

I(F,G) =X, Yo s L (Fy, Gy);

=1 J

vi) Se F' = [[i_, F{" e G = [[i G, entdo o indice de interseccio pode ser calculado como

vii) I,(F,G) = I,(F,G + AF), para todo polindmio homogéneo A nas varidveis X, Y, Z.
Para trés curvas algébricas projetivas temos o seguinte lema.

Lema 2.12. Sejam A, B, C, C' polindmios homogéneos em trés varidveis. Entao
I,(A, B,CC") < I,(A,B,C) + I,(A, B,C").

O seguinte resultado, devido a Darboux, permite no contexto das equacoes diferenciais proje-
tivas contar o niimero de singularidades que tal sistema possui e além disso obter condigoes para
que tal sistema possua uma integral primeira racional. Sua prova pode ser vista em [5].

Teorema 2.13 (Lema de Darboux). Sejam A, A, B, B', C, C" polinémios homogéneos em CP?
nas varidveis X,Y,Z de graus I, I';, m, m', n, n', respectivamente. Suponha que A, B, C e
A, B, C'" sdo dois conjuntos de polinémios coprimos que verificam AA'+ BB '+ CC' = 0. Entao
para A=1+10'=m+m’' =n+n' tem-se:

Z) Zp Ip(A’ B’ C> + ZP [p(Alv Bla C/) Z M;

i) Se ANBNCNA'NB NC" =10, entao ZPIP(A7B’C)+Zplp(A,,B,,C,):M,

Através das ferramentas introduzidas estamos em condigoes de citar o importantissimo teorema
de Bézout, que diz exatamente em quantos pontos duas curvas algébricas projetivas se intersectam.
Sua prova pode ser vista em Fulton [14].

Teorema 2.14 (Bézout). Sejam F =0 e G = 0 duas curvas algébricas em CP? de graus m en
respectivamente, sem componentes em comum. Entdao 3, I,(F,G) = mn.

14



2.3 Equacoes diferenciais projetivas

Sejam P, Q e R polindémios homogéneos de grau m + 1 nas variaveis X, Y e Z. A 1-forma
w=PdX + QdY + RdZ
é dita projetiva se XP+YQ+ ZR =0, isto &,
P=MZ—-NY, Q=NX—-LZ R=LY —MX,
para alguns polinémios homogéneos L, M e N de grau m. Assim
w=LYdZ - ZdY)+ M(ZdX — XdZ) + N(XdY —YdX).

Desta maneira w = 0 define uma equacao diferencial, dada por

X=P=MZ—-NY, Y=Q=NX-1LZ Z=R=LY —-MX. (2.3)
Lema 2.15. Definindo L = L+ AX, M = M + AY, N = N + AZ, para A um polinémio
homogéneo de grau m — 1, entao (2.3) permanece invariante.

Seja ' = 0 uma curva algébrica projetiva de grau n. Dizemos que F' = 0 é uma curva algébrica
invariante irredutivel para (2.3) se

oF oF oF
8—XL+8—YM+a—ZN—KF,
onde K é um polindmio de grau m — 1. Aplicando a férmula de Euler obtemos
oF KX oF KY oF KZ
— | L—— — (M - — — (N——) =0.
ox )+ v ( )+ 5z ( )0

n n n
As singularidades para (2.3) sdo os pontos nos quais a tangente nao estd determinada. Esses
pontos verificam

P=MZ—-NY =0, Q=NX—-LZ=0, R=LY —-MX =0.

Para determinar o nimero de singularidades de uma equacao diferencial projetiva temos o
seguinte corolario do Teorema 2.13:

Corolario 2.16. O nidmero de singularidades da equagdo diferencial (2.3) onde L, M, N sao
polinémios coprimos de grau m, é m?> +m + 1, contadas as multiplicidades.

Demonstragdo. Tome A= MZ—NY, B=NX—-LZ C=LY-MX A =X,B =Ye(C' =7,
logo AA"+ BB’ + CC’" = 0. Uma vez que ndo existem pontos comuns as curvas A’ =0,B' =0 e
C’" =0 temos que

S L(A, B, C") = 0.
p

Aplicando o Teorema 2.13 ii) obtemos

13 +1
> m + 2
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2.4 Relacoes entre objetos afins e projetivos

Da mesma maneira que podemos restringir uma curva algébrica projetiva para o plano afim,
podemos fazer o mesmo para a equagao diferencial (2.3) e suas curvas algébricas invariantes irre-
dutiveis, obtendo uma curva algébrica invariante afim e uma equagao diferencial no plano afim. O
resultado é dado através do seguinte lema:

Lema 2.17. Seja (2.3) uma equagio diferencial com L, M e N de grau m. Seja F' = 0 uma curva
algébrica invariante irredutivel de grau n para (2.3) com cofator K. Entao, a restri¢io da equagao
diferencial projetiva ao plano afim é

a qual tem graum+1 e F(X,Y,1) =0 € uma curva algébrica invariante com cofator f((X, Y, 1) =
K(X,Y,1) = nN(X,Y,1) de grau mdzimo m, sempre que Z = 0 nao é uma reta invariante.
Demonstragao. Uma vez que F' = 0 ¢ uma curva algébrica invariante temos

OF oF OF

Por outro lado, pela formula de Euler, temos para Z # 0

oF 1 OF OF

Combinando as duas igualdades teremos para Z =1

OF OF
oy (L= XN) + 2 (M —YN) = F(K —nN).

Assim F(X,Y,1) =0 é uma curva algébrica invariante para a equacao diferencial
IL(X,Y,1) — XN(X,Y,1)]dY — [M(X,Y,1) — YN(X, Y, 1)]dX =0,

com cofator K(X,Y,1) = K(X,Y,1) —nN(X,Y,1).
A reta Z = 0 é invariante para (2.3) se, e somente se, N = ZA, para algum polinémio A de grau
m — 1. Quando isto nao acontece N(X,Y, 1) é um polinémio de grau m. |

Da mesma maneira que podemos estender uma curva afim para o plano projetivo, podemos
fazer o mesmo para a equagao diferencial (1.1). Escrevendo-a como Pdy — Qdx = 0 e usando as
coordenadas projetivas = X/Z, y =Y /Z, definimos os polindémios

L=2"P(X/Z,Y/]Z),
M= 2"Q(X/Z,Y|Z).

Desta maneira, obtemos a equagao diferencial projetiva

L(YdZ — ZdY) + M(ZdX — XdZ) = 0.
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Note que, neste caso, temos N = 0.

E claro que qualquer singularidade p = (o, o) da equacio diferencial afim (1.1) se torna uma
singularidade p = (Xy : Yy : 1) para a equagao diferencial projetiva. Os pontos satisfazendo
yP,, —zQ,, = 0 sdo ditas singularidades infinitas. Eles sao singularidades para equacao diferencial

projetiva que, de um ponto de vista afim, moram na linha do infinito, isto é, em Z = 0, eles sao
da forma p = (Xo: Y5 : 0).

Definig¢ao 2.18. Dizemos que o sistema (1.1) tem infinito degenerado se a linha do infinito Z = 0
¢ formada por singularidades ou equivalentemente yP,, — xQ,, = 0.

Se f = 0 é uma curva algébrica invariante para a equagao diferencial afim com cofator £, entao a
curva projetivizada F = 0 definida por F' = Z"f(X/Z,Y/Z) tem cofator K = Z"'k(X/Z,Y/Z).

2.5 Estrutura das curvas algébricas que possuem pontos
duplos

: _ 0« . OF OF OF\ _ .
Dizemos que um ponto duplo p de F' = 0 é um nd se I,(5%, 5, 57) = 1, neste caso existem

dois ramos e suas tangentes Ly e Lo sdo diferentes. Dizemos que um né é simples se I,,(L;, F') =3
para i € {1,2}.

Seja p um ponto duplo ndo ordinéario de F' = 0, isto é, p tem uma tUnica tangente com multi-
plicidade dois. Entao dizemos que p é um cuspide se Ip(g—f;, g—{;, g—g) = 2. Neste caso existe uma
tangente no ponto multiplo, porém o sentido da tangente nao é continua. A curva, formada por um
unico ramo esta em ambos os lados da tangente. Dizemos que p é um tacno se Ip(g—f;, 2—5, g—g) =3.
Neste caso dois ramos cortam-se com a mesma tangente. Finalmente, dizemos que p é um cispide

OF OF OF

rhampoid se I,(5%, 5y, 57) = 4. A tnica diferenga geométrica entre um cispide é que, localmente,

a curva estd em um unico lado da tangente.

Figura 2.2: N6 Figura 2.3: Cuspide

Observagao 2.19. Um fato muito importante e util para calcular o género de uma curva projetiva
¢ que se a curva tem um tacndé ou um cuspide rhampoid, entdo ela tem um né ou um cuspide na
primeira vizinhanca, respectivamente. Nos ou cuspides nao tém pontos maltiplos implicitos.
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Figura 2.5: Cuspide
Figura 2.4: Tacno rhampoid

O proximo resultado nos da uma caracterizacao técnica de curvas que possuem pontos duplos.

Proposicao 2.20. Seja F' = 0 uma curva algébrica de grau 4 tendo um ponto duplo p. Fazendo
uma projetivizacao e tomando as coordenadas locais em p, a curva pode ser escrita como f =
fo+ f3+ f1 =0 com fy = xy, se as tangentes sio diferentes ou fy = 2, se as tangentes sdo as
mesmas. Entao:

i) p é um né se fo = xy;
ii) p é um cuspide se fo =% e x 1 f3;
iii) p é um tacnd se fo = 2%, fs =gy e x 1 (fs — %gg);
w) p € um cuspide thampoid se fo = %, f3 = xgs, x|(f4 — ig%) ext(fs— %QS);

v) Lg%, 3+ 57) =5 se fr =1, fs=1wg2 e 2*|(f1— 193).

Demonstracao. i) Uma vez que p é um né, temos I, (g§, gg, g—;) = 1. Logo, pelo Teorema 2.11
v) e por (2.2) segue que as duas tangentes a p sao diferentes. Assim fo = zy.
OF OF OF

ii) Uma vez que p é um cuspide, temos I (BX’ 51 57) = 2. Logo, pelo Teorema 2.11 v), as
tangentes & p sdo iguais. Assim, fo = 2% ¢ f = 2? + f3 + f4. Derivando f com respeito a x e a y
segue que 8—3: =2 + af“* 4 Ofa OF _ 8f3 + 8f4 O indice de interseccio entre 2L e ﬂ ¢ maior que

oz’ Oy oz
8f3 OF OF aF _
dois se, e somente se, x divide pelo Teorema 2.11 v). Uma vez que I,(5%, 57, 57) = 2, ¥ nao

divide 8—’;3 Assim z nao divide f3

iii) Uma vez que p é um tacnd, temos I, (g—f; 25, gg) = 3. Pelos argumentos utilizados na prova

de ii), x divide %—J;. Logo x divide f3 e podemos escrever f3 = xgy. Temos f = x% + xgs + fu,
derivando com respeito a x e a y teremos:
of 992 Ofs Of _ g2  Ofs

) ZJ2 i -}
or T or TR 9 5y T ey T oy
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Entao:

) 0 ofs .0 0
o (5 5) = I 2o+ o082 + gt G0+ 52)
= I, (20 + 292 + g0+ G4 w92 + 9 — %L (20 +2%2 + g+ 92))
0 ofs 0 ;0920 g2 &
=1 2x+x%+g2+£,a—y( 92) L i a@)
e pelo Teorema 2.11 v), uma vez que I,(3%, 55, 95) = 3, z ndo divide %(ﬁ; — 193), e portanto =
nao divide fi — 1g3.
iv) Uma vez que p é um cuispide rhampoid, temos Ip(g—f(, g—g, g—g) = 4. Pelos argumentos
utilizados na prova de iii), x divide fy — %gg. Portanto f, — ig% = xws, para algum polinémio
homogeéneo v3 de grau 3, e entao:

of of 992 0fa Ovg _ 108920892\ _ 1092 0fs
Ip<axvay) I(2x+x 92+ 5T <8y 2 0z Oy 2 By m«)
992 Ofa Ovg _ 10992 g 1092 0fa _ 1092 0fs
—I<2$+ZE +g+3m’ (8y 2 2 dy Ox 2 9y Ox

O oy
vz _ 10992 092 dga 9fa
(ay 2 Ou ay)(%*“‘ T2+ %
1
2

9g2 Ofs _10920fs _ 1 (,.992 Ovs _ 1092 9g2
[(2w+.¢c +92t 5. 2%y, o xax+92><8y 28x3y>

1 (Ovs _ 1092992 9fa
2 \ oy 29z oy ) Oz

OF OF OF

Uma vez que (5%, 5v» 57) = 4, ¥ ndo divide:

_ 1092 0fs Oug 092092 _ 1092 (Ofs 1, 0Og2) __ l 8113
2 dy Ox 29 dy + 4g ox dy ~ 2 Oy ( x 292 8:1:) 278y
_ _19g dvs Ovs _ _ 19(g2vs) _ 10vs
— T 20y (U3+x ) 2g28y_ 27 9y 2 Oz

Assim, x nao divide 8(%#;3) e portanto, x nao divide v3g,. Em particular, x ndo divide vs, e 22 nio
divide fy — 193

) Se I (gf;, gg, gg) > 5, pelos argumentos utilizados na prova de iv) obtemos que x? divide
Ja— 192- [ |

A seguir daremos uma estimativa inferior para o indice de interseccao entre duas curvas.

Lema 2.21. Seja p um ponto simples de G = 0 e um ponto duplo de F' =0 com I (gﬁ;, gf,, gg) > 2.
Sejam F' =0 e G = 0 tangentes em p. Em coordenadas locais as curvas podem ser escritas como

f=a?+fs+..=0,g=x+g+..=0.

i) Se I (gﬁ;,gi,gg) 2, entao I,(F,G) > 3

i) Se Ip(g—f;, g—g, gg) > 3, temos f3 = xhy, entao I,(F,G) > 4;
i) Se I, (gf;, gi, gg) >4 e x divide hy — 2gs, entao 1,(F,G) > 5;
iv) Se I,(9%, 95, 95) > 5 e x divide hy — 2gs, entdo I,(F,G) > 6.
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Demonstracao. i) Temos que I,(f,g) > 3 decorre diretamente da Proposigao 2.11 v).

ii) Quando I, (gf;, 25, ‘gg ) > 3, em coordenadas locais:

L(f,g)=L(x*+zha+ .o+ g+..)=La*+zhs+...—x(x+ga+..), 2+ g+ ...)
= I(x(hy — g2) + ...,z + g2...)

e pelo Teorema 2.11 v) L,(f,g) > 4.
iii) Se I,(2%, 98 98) > 4, teremos:

L(f,9) = (x +xho+ fo+ ., x+ g2+ ...)

=Lz +xho+ fu+...—z(x+g)+...,2+ g2...)
= Ip(z(ha — g2) + fa+ sz +ga+ ..

(
(z
= I(v(hy — g2) + fa— (ha — g2)(x + g2) + ..,z + g2+ ...)
]p(f4+g2<h2 )+,$+92+) >5

se x divide f4 — gg(hg ) (f4 — *hQ) ( hg ) .
oF OF OF

iv) O mesmo argumento pode ser usado quando L(5%, 5% 57) = 5, levando em conta que x

divide fi — ga(ho — g2) = (fa— 1h3) + (3h2 — g2)*. u

2
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Capitulo 3

Ciclos limite algébricos de grau 4 para
sistemas quadraticos

Neste capitulos abordaremos acerca de ciclos limite algébricos para sistemas quadraticos, onde
mostraremos que nestes nao podem ocorrer ciclos limite algébricos de grau 3. Além disso veremos
que existem quatro sistemas quadraticos que possuem ciclos limite algébricos de grau 4 e que estas
sdo as unicas possibilidades para este grau.

3.1 Introducao

Como mencionado na introduc¢ao, o 16° problema de Hilbert nao possui solu¢do mesmo para
sistemas quadraticos. Neste capitulo vamos discorrer acerca da obtencao de ciclos limite algébricos
para sistemas quadraticos.

Em 1958, Ch’'in Yuan-shiin mostra em [7] um sistema quadratico tendo ciclo limite algébrico
de grau 2 e ele prova a unicidade deste ciclo limite.

Se um sistema quadrdtico tem um ciclo limite algébrico de grau 2, entdo através de uma mu-
danga de varidveis, o ciclo limite torna-se o circulo I == x?> +y?> — 1 = 0. Mais ainda, I’ é o tinico
ciclo limite para o sistema quadrdtico que pode ser escrito na forma:

i=—ylax+by+c)— (2 +y*—1), §=uz(az+by+c),
com a# 0 e c? > a®+ b2

O caso de ciclos limite de grau 3 foi estudado mais tarde. Em seus trés artigos Evdokimenco
prova desde 1970 até 1979 que nao existe sistemas quadraticos com ciclos limite de grau 3, veja
[10], [11] e [12]. Na proxima segao daremos uma prova simples deste resultado, que foi exposta por
Chavarriga, Llibre and Moulin-Ollagnier em [5].

O estudo de ciclos limite algébricos de grau 4 para sistemas quadraticos comegou apds a prova
de Evdokimenco. Assim, Yablonskii [23] encontrou o primeiro deles em 1966. Em 1973 um segundo
ciclo limite algébrico de grau 4 foi encontrado por Filiptsov [13], e um terceiro foi encontrado em
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1999 por Chavarriga [2]. Finalmente, em 2004 Jordi Sorolla mostrou em sua tese de doutorado
um ultimo ciclo limite algébrico de grau 4, e provou que estas sao as unicas possibilidades de
ciclos limite algébricos de grau 4 para sistemas quadraticos, veja [22]. Daremos uma prova deste
resultado no final deste capitulo.

3.2 Ciclos limite algébricos de grau 3 para sistemas quadrati-
COS

Através do trabalho de Chavarriga, Llibre e Moulin Ollagnier em [5], apresentaremos uma prova
de que sistemas quadraticos nao podem ter ciclos limite algébricos de grau 3. Neste caminho, temos
a seguinte proposicao.

Proposicao 3.1. Seja f = 0 uma curva algébrica irredutivel de grau n > 1 sem pontos maltiplos
para o sistema (1.1) de grau m. Entaon < m + 1.

Demonstracao. Seja F' = 0 a projetivizacao da curva f = 0, temos que F' é uma curva algébrica
irredutivel para a equagao projetiva advinda de (1.1). Logo existe um cofator K tal que

oF oF

Observe que temos que N = 0. Pela férmula de Euler obtemos que

oF XK oF YK oF K
ox (=) oy (v ==0) 5z () (3.

Neste momento utilizaremos o Teorema 2.13 (Lema de Darboux). Tomemos

9F . 9F . OF , XK _, YK _, 7K
A=ox By O AT b BEM o O

e também

h=S"1,(A B,C), I' =Y L(A, B,C.
p p

Observe que, por hipétese, h e h' sao finitos. Mais ainda, como AN BN C = (), temos que h = 0.
Uma vez que A, A’, B, B',C' e (' satisfazem a equagao (3.1), pelo t Teorema 2.13 obtemos

m? + (n—1)3

h+h' =
m+n-—1

=m*+(n—1)(n—m—1). (3.2)
Pelo Teorema 2.14 (Bézout), o nimero de pontos que se intersectam das curvas A’ = 0,B" = 0
e C' = 0 é no maximo m?, contando as multiplicidades; isto é, b/ < m?. Portanto um limitante

inferior é como se segue: 0 =h > (n—1)(n—m—1),el <n<m+ 1. [

O seguinte resultado é provado em [3], o qual serd necessario para a prova que desejamos.
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Teorema 3.2. Seja f =0 uma curva algébrica irredutivel de grau n para o sistema (1.1) de grau
m com cofator k # 0. Se m? é o nimero de solucoes para o sistema

no plano projetivo, tendo em conta as multiplicidades e os nimeros de interseccao, entao o sistema
(1.1) tem uma integral primeira racional.

Agora estamos em posse de todos os resultados necessarios para provar que sistemas quadraticos
nao possuem ciclos limite algébricos de grau 3.

Teorema 3.3. Nao existem ciclos limite algébricos de grau 3 para sistemas polinomiais quadrdticos
reais.

Demonstracao. Seja f = 0 uma curva algébrica invariante de grau 3 para um sistema quadratico
polinomial real de grau 2. Se a curva cubica f = 0 possui pontos multiplos, entdo ela é racional
(seu género é 0) e portanto nao possui nenhum oval. Se f = 0 ndo possui pontos multiplos,

a equagao (3.1) na prova da Proposi¢do 3.1 implica que I/ = 2% = 4. De acordo com o Teo-
rema 3.2, o sistema possui uma integral primeira, e portanto nao possui nenhum ciclo limite.
|

3.3 Ciclos limite algébricos de grau 4 para sistemas quadrati-
COS

Nesta secao apresentaremos conforme o teorema abaixo os quatro possiveis ciclos limite algébri-
cos de grau 4 para sistemas quadraticos. Apresentaremos uma prova deste resultado no final do
capitulo, que também pode ser vista em [6].

Teorema 3.4. Através de uma mudanga de varidveis os unicos sistemas quadrdticos que tém ciclos
limite algébricos de grau 4 sao:

a) Sistema de Yablonskii:
i = —4abcx — (a + b)y + 3(a + b)cx® + 4xy, (3.3)
y = (a + b)abx — 4abcy + 4(abc® — 2(0& +b)* + dab)x® + 8(a + b)exy + Sy*.
Este sistema possui a curva algébrica invariante irredutivel de grau 4:
(y — c?)? + 2*(z — a)(x — b) = 0. (3.4)

Para abc # 0, a # b, ab > 0 e 4c*(a — b)? + (3a — b)(a — 3b) < 0 a curva (3.4) contém um

ciclo limite algébrico de grau 4.
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b) Sistema de Filipstov:

i =6(1+a)x+2y—6(2+a)r® + 122y,
v =15(1+ a)y + 3a(1 + a)x* — 2(9 + 5a)xy + 16>

Este sistema possui a curva algébrica invariante irredutivel de grau 4:
3(1+ a)(az® +y)* + 2y*(2y — 3(1 + a)z) = 0.
Para 0 < a < =% a curva (3.6) contém um ciclo limite algébrico de grau 4.
c¢) O sistema:
@ =51+ 62% + 4(1 + a)vy +ay®, =1+ 2y + 4y + (2 + 3a)y?,
possui a curva algébrica invariante irredutivel de grau 4:
2? + 2° 4+ 2%y + 2axy® + 2azy® + a*y* = 0.
Para %W
d) O sistema:
&= 2(14 2z — 2ka® +62y), ¢ =8 — 3k — 14kx — 2kxy — 827,
possui a curva algébrica invariante irredutivel de grau 4:
1/4+x—2® 4+ ka® + ay + 2%y* = 0.

Para 0 < k < i a curva (3.10) contém um ciclo limite algébrico de grau 4.

< a <0 acurva (3.8) contém um ciclo limite algébrico de grau /.

(3.9)

(3.10)

Figura 3.1: curvas invariantes dos sistemas a), b), ¢), respectivamente, do Teorema 3.4
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—/J L_//.
Figura 3.2: curva invariante do sistema d) do Teorema 3.4

Este resultado é obtido usando técnicas projetivas, em particular, a reta no infinito desempenha
um papel importante. De um ponto de vista projetivo, e a fim de fazer uma classificacao algébrica
das curvas que contém ciclos limite, podemos dizer que no caso a) a curva tem dois pontos duplos:
um n6 em (0 :0: 1) e um tacné em (0 : 1 : 0) que tem tangente real, mas ela é isolada pois os
ramos através dela sao conjugados complexos. Consequentemente, o género da curva é g = 0.

Nos casos b) e ¢) a curva possui um tnico ponto duplo, um cispide ramphoid, que é finito e
que pode ser colocado em (0:0:1). O género da curva é g = 1.

No dltimo caso d) a curva tem um cuspide rhampoid infinito em (0 : 1 : 0). Logo o género da
curva é g = 1 também.

3.4 Alguns resultados sobre singularidades e pontos multi-
plos

Através dos trabalhos de Chavarriga, Llibre e Sorolla em [6], nas proximas segbes apresentare-
mos resultados técnicos que auxiliarao na demonstragao do teorema principal apresentada no final
do capitulo.

Para singularidades sobre retas temos o seguinte lema.

Lema 3.5. Seja r =0 uma reta, entdo:

S L(r,P,Q,R) <m+1,
p

onde m € o grau do sistema (2.3).

Demonstracao. Temos que I,(r, P, Q,R) < min{l,(r,P), I,(r, Q), I,(r,R)}.
Se >, I,(r,P, Q,R) > m + 1, entao:

S L P)>m+1, Y LrQ) >m+1, Y. L(rR)>m+ 1.
p p p
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Desta maneira como o graude r é 1 e o grau de P, Q e R é m+ 1, para valer o Teorema de Bézout
teria de ocorrer que r divide P, Q e R, contradizendo a hipdtese. |

Quando uma reta possui menos que m + 1 singularidades ela pode ser invariante ou nao,
dependendo das singularidades. Usando o seguinte resultado caracterizaremos as retas invariantes.

Teorema 3.6. Sejar = 0 uma reta. Ela € invariante para (2.3) se, e somente se, dop L(r,P,Q,R) =
m+ 1.

Demonstragao. Por meio de uma projetividade podemos considerar que a reta é Z = 0. Suponha
que >, I(r,P,Q,R) = m + 1. Assim

N I(Z,P)>m+1e Y I,(Z,Q) >m+1.
) )

Por outro lado, uma vez que P = MZ — NY,Q = NX — LZ e usando o Teorema 2.11(vii) teremos
que

ZIP(Za P) = ZIP(Za NY) e ZIP(Z> Q) = ZIP(Z> NX).

Uma vez que X,Y e Z ndo podem se anular simultaneamente, segue que 3, I,(Z, N) > m+1e
assim pelo Teorema de Bézout Z divide N, isto é, N = Z A, para algum polinémio de grau m — 1,
desta maneira Z = 0 é invariante para w = 0.

Reciprocamente, se Z = 0 é uma reta invariante para w = 0 teremos que N = ZA, para
algum polindémio A de grau m — 1. Tomando L = L — AX,M = M — AY e N = 0 teremos que
o I(Z,P,QR) =5, 1,(Z,MZ,~LZ,LY —MX) =¥, 1,(Z, LY — MX) = m+1 pelo Teorema
de Bézout. [

Conforme a seguinte proposicao, todos os resultados que concernem a equagoes diferenciais
continuam prevalecendo para curvas algébricas invariantes.

Proposicao 3.7. Todos os pontos maltiplos de uma curva algébrica invariante irredutivel de w = 0
(2.8) sao singularidades da equagao diferencial projetiva w = 0. Os pontos de intersec¢ao entre
duas curvas algébricas invariantes de w = 0 sao singularidades da equacao diferencial projetiva
w=0.

Conforme feito na se¢do 3.2, para uma curva algébrica invariante irredutivel F' = 0 para (2.3)
de grau n temos
OF ([ KXy OF () KY) OF( KZ)
0X Y 0z n
Logo existem dois tipos de singularidades para w = 0, aqueles que estao na curva projetiva F' =0
e 0s que nao necessariamente estao, mas que satisfazem

n n

PSS VS S )
n n n
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Assim, definimos

OF OF OF
=21, (axayaz)

Quando uma equacao diferencial projetiva é extensao de uma equacao diferencial afim temos
N = 0. Assim, em A’ dois tipos de singularidades sdo contadas, ndo necessariamente disjuntas:
aquelas em que K = 0 e aquelas em que Z = 0. Definindo

KX KY KZ)

h’:ZIp<L— VAL L
V4

n n n

KX KY
=S h(LMK), 1=, (L_M_z)
P n n

segue do Lema 2.12 que
h' < R} + R, (3.11)

Note que pelo Teorema de Bézout temos que b} < m(m — 1), caso contrario os polindémios P
e () nao seriam coprimos, Contrariando a hipotese.
Se hl, > m, entao P,, = by X e Qnm = TY Considerando a equacao diferencial projetiva

oriunda de uma equagao dlferenmal no plano afim
LYdZ — ZdY)+ M(ZdX — XdZ) = 0,

substituindo nela L por L — *2=1%X ¢ M por M — #2=1¥ vemos que Z = 0 é uma reta composta por
singularidades, isto é, tem mﬁnlto degenerado. Slstemas quadraticos afins com infinito degenerado
podem ser reduzidos a equacao diferenciais lineares em CP?, em particular nao tém ciclos limite.

A seguir apresentaremos o seguinte resultado que diz respeito a curvas algébricas invariantes.

Lema 3.8. Seja f := 3", f; = 0 uma curva algébrica invariante afim do sistema (1.1) de grau n.
Seja d um divisor linear real ou complexo de f, com multiplicidade | e seja k = X"  k; o cofator

de f = 0. Entao:
i) d € um divisor de A = yP,, — xQn;

it) Seja la multiplicidade de d como divisor de A. Entao d € divisor de k,,_1x — nP,, e de
km_1y — nQ,, com multiplicidade | — 1;

iti) hy =m+1—r, onde r é o nimero dos diferentes fatores de f,;

w) d éum divisor de fr_1(kp—12—(n—1)Py) e de fr1(kn1y—(n—1)Qn) com multiplicidade
min{l — 1,1}.

Demonstracao. A curva f = 0 satisfaz (1.3) pois é invariante. Tomando os termos de grau
m+n—1em+n—2em (1.3) teremos

0fn afn

Qm = km—lfn; (312)
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afn 1 6fn 1 afn

Ofn
+Pm 187+Qm lay

Por outro lado, de (3 2) e da férmula de Euler a:af" + yaf" = nf, obtemos

afn - fn(kmfly - n@m) afn o fn(an - kmflx)
or A "oy A '

P,

+ Qm

= k1 foo1 + koo (3.13)

(3.14)

Portanto, qualquer divisor de f, deve ser um divisor de %A e %A Se d é um divisor de f,, com
0 fn 0 fn
e

afn 3fn
oxr > Oy

multiplicidade [, entao d é um divisor de com multlphcldade [ —1, e assim d deve dividir

A, isto prova i). Uma vez que d divide
de (3.14) segue ii).
Suponha que f,, = di i+ ..+l =neA=(L b )B, onde B contém os divisores de

=1 " =1
A que nao dividem fn Substituindo as expressoes acima em (3.14) teremos

L, (H déi‘1> B =kp_1y —nQm, L, (H dﬁi‘1> B =nP, — kny_11, (3.15)
=1 =1

onde L, = didy...d, 374 4 %‘j; e L, = didy...d, Y, d ay Note que L, e L, nao tém fatores em
comum de grau positivo.

Levando em conta os graus das expressoes que aparecem em (3.15) teremos

i=1

com multiplicidade I — 1 e A com multiplicidade

Onde b é o grau de B. Logo
SUhi—=1)+b=m+1-r

Portanto KX Ky
ZI (L— M- — Z) Z(l;;—l)+b:m+1—r,
n n

=1

que prova iii). Esta ultlma igualdade se torna clara se levarmos em conta que

=ZR+ L (Hdll>

KX X
L——:ZR+Pm—km !
n n

=75 — —L (H db 1)

e que seus pontos comuns em Z = (0 vém dos divisores de ( r dl"q)
De (3.13) e da féormula de Euler para f,,_; dada por xaf” L4+ yaf" L = (n—1)f,_1, obtemos

8fn_1 afn— 1
A ox oy

= yc + fn—l(km—ly - (n - 1)Qm>7 A = fn—l((n - 1)Pm - km—lx) - IC,
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onde C = ky_ofn — P 1%@ Qm— 1af" Uma vez que d é divisor de f,, %i; e % com
multiplicidades [, [ — 1 e [ — 1 respectlvamente, entdo d é um divisor de C' com multiplici-
dade maior ou igual que [ — 1. d também divide A com multiplicidade [, assim segue iv).
|

O seguinte teorema ¢ uma simplificacado de um resultado mais geral devido a Darboux, para
detalhes, veja [3].

Teorema 3.9 (Teorema de Darboux). Sejam fi1 =0 e fo = 0 duas curvas algébricas invariantes
para o sistema (1.1) com cofator ky e ko, respectivamente. Suponha que existam dois nimeros
reais \1 € Ay tais que:

/\1]{31 + )\2]62 = 0.

Entio H = ff 52 ¢ uma integral primeira real para o sistema (1.1).

3.5 Alguns resultados sobre sistemas quadraticos
Nesta secao apresentaremos alguns resultados sobre sistemas quadraticos, que sao da forma:

=P+ P+ P =ap+ aor +any + ago® + anxy + a02y2,
U= Qo+ Q1+ Q2 = boy + biox + bory + bax® + by zy + boay?, (3.16)

e mostraremos algumas situagoes em que ciclos limite nao podem ocorrer.

Lema 3.10. Seja f:= 3" fi = 0 uma curva algébrica invariante para (3.16) de grau n que nao
possui pontos maltiplos na reta do infinito. Sejam dy e dy dois divisores lineares de f,, real ou
complezo, com multiplicidade estritamente maior que um. Se h' > 3 ou h' =2 e hl, = 0, entdo o
sistema (3.16) possui uma integral primeira racional.

Demonstragao. Se h' =4, entao pelo Teorema 3.2 o sistema (3.16) possui uma integral primeira
racional. Suponha que A’ = 3, uma vez que f,, possui pelo menos dois divisores lineares, pelo Lema
3.8 iii) segue que Ay < 1, e assim A} > 2. Se K’ =2 e hl, = 0, entdo h} = 2. Em ambos os casos
hy > 2.

Seja k = ko + ki o cofator de f, em que k; é um polinomio homogéneo de grau 7. Uma vez
que h} > 2, o cofator ou possui pelo menos duas singularidades ou possui uma singularidade com
multiplicidade maior ou igual a 2.

Afirmagao. Se um divisor linear d; divide f,,_;, entdo existe um ponto multiplo de F' = 0 em
Z =0.

Para provar a afirmacao, sem perda de generalidade podemos assumir que d; = = e f =
fo+r fi+ .o+ foo+xgno+ 2°gn_s, com s > 2. Entao é facil ver que o ponto (0:0: 1) é um
ponto multiplo de F' =0 em Z = 0. Assim a afirmagdo esta provada.

Uma vez que a curva nao possui pontos multiplos no infinito, pelo Lema 3.8 iv) segue que d; e
dy sao divisores de k1y — (n — 1)Q9 e kyx — (n — 1) P,. Portanto

k k
Py = \idydy + %: Q2 = Xadidy + 1
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Agora o sistema (3.16) toma a forma

L k
¢2P0+P1+A1d1d2+%, ?)ZQ0+Q1+/\2d1d2+%a

e entao, pode ser escrito como
k1y

T=FR+P - dy

dy

€ .
1_17 y:Q0+Q1_

Fazendo a mudanga de variaveis z = A\ox — A1y, teremos 2 =

k’o{L‘

k
B:)\2<P0+P1— )—A1<QO+Q1— 0y>.
n—1 n—1

Os polinémios B e k possuem o mesmo grau e B zera nos dois pontos de £k = 0 que sao singu-
laridades ou na singularidade com multiplicidade maior que 2. Logo temos B = ak. Portanto,

z = k( %), isto é, a + w = 0 ¢é uma reta invariante com cofator —*-. Assim, pelo
—n

Teorema de Darboux H=Ff (a 4 Aoz /\1y) é uma integral primeira racional para o sistema.

[ |

Proposicao 3.11. Seja F' = 0 uma curva algébrica invariante irredutivel de grau 4 para o sistema
quadrdtico (3.16). Suponha que a curva possui dois pontos multiplos sobre Z = 0, entdo:

i) Se h' >3, entao o sistema possui uma integral primeira racional.

it) Se os dois pontos miltiplos sdo cispides, entdo ou o sistema possui uma integral primeira
racional, ou a curva possui trés cuspides.

Demonstragao. Sejam p; e p, os pontos miiltiplos sobre a reta no infinito. Podemos considerar,
sem perda de generalidade, quep; = (1:0:0)eps = (0: 1 :0) se eles forem reais, oup; = (1:4:0)
e po = (1:—i:0) se eles forem complexos. Em ambos os casos podemos escrever

f = D?+ D(ma1x + myay) + Moz + myxy + meay® + migx + mory + moo,

onde D = zy se os pontos forem reais e D = 2% 4 3% se os pontos forem complexos. Através de
uma mudanca linear de variaveis podemos escrever:

f=D*+ fa+ fi+ fo,
onde f; sdo polindmios homogéneos de grau i € {0,1,2}. Claramente, pelo Lema 3.8 iii) temos
hYy = 1.
Uma vez que a curva acima ¢ invariante pelo fluxo definido por (3.16), desenvolvendo (1.3) de
acordo com as diferentes poténcias, obtemos para os termos de grau 4 e 5 apds uma simplificacao

aD 8D k1D 8D oD koD
QQ 12 ) Ql 02
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Derivando D com respeito a t e levando em conta as relagoes acima obtemos

. D D
D::'Egiv—l—y%:g:];D%—l, (3.17)
onde [ é uma funcao linear.
Para provar i), se b’ > 3, entdao h} > 2 devido a h}, = 1, e portanto existem duas singularidades
do sistema no cofator levando em conta as multiplicidades, isto é, [ = ak. Entao a equagao (3.17)
pode ser escrita como D = g(D +2a) e H = f(D + 2a)~? é uma integral primeira racional para o
sistema.
Para provar ii), se os dois pontos miultiplos sdo ctispides, teremos fo = mq; D e também

8D _ mnk
RIS
Entéao (3.17) pode ser escrita como
) 0D 0D k miy ko
D=2y (py M) gy R
$8x+y8y 2( 2> Ty

e Se b} > 0, entao devera existir uma singularidade no cofator, e assim D + = 0 é uma
curva invariante para o sistema (3.16) com cofator %, e portanto H = f(D + ™1)~% ¢ uma
integral primeira racional para o sistema.

mi1
2

e Se b} = 0, entao b’ < h} + hy = 1 e portanto h > 6. Mas para uma curva com dois
cuspides teriamos h = 4. Uma vez que o nimero maximo de pontos miltiplos sobre uma
curva algébrica invariante quartica ¢ trés, entao devera existir outro ponto multiplo e este
sera um cuspide também. [ |

Temos o seguinte resultado devido a Ye Yian-Qian, cuja demonstragao pode ser encontrada em
[24].

Teorema 3.12. a) Sejam X e Y fungoes de classe C' definidas em uma regiao simplesmente
conera U C R?. Se

0X(z,y) N Y (z,y)

div(X (v, y),Y (z,y)) = ox dy

=0,

entao o campo vetorial

0 0
X=X—+Y—
ox * dy

nao possui ciclos limite em U.

b) Para um sistema quadrdtico, existe uma unica singularidade dentro de uma regidgo limitada
por uma orbita fechada, o qual é um centro ou um foco, e o determinante da parte linear
nesta singularidade é nao nulo.
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3.6 Prova do Teorema 3.4

Seja f = 0 uma curva algébrica invariante irredutivel com coeficientes reais de grau 4 para o
sistema quadratico (3.16). Suponha que este contenha um oval que seja um ciclo limite para o
sistema. Seja F' = 0 a equacdo da curva no plano projetivo. Entdo, por (3.2) temos que h+h’' > 7.
A existéncia de uma integral primeira racional exclui a existéncia de um ciclo limite. Assim, pelo
Teorema 3.2 deveremos ter h' < 4 e portanto segue que h > 4. Levando em conta o Teorema 2.4,
uma curva quartica pode ter, no maximo, um ponto triplo ou trés pontos duplos.

3.6.1 A curva F =0 possui um ponto triplo p

Neste caso a curva nao pode ter nenhum oval. No caso de existir, como p é real podemos
extrair uma reta contendo p e um outro ponto ¢ na regiao limitada pelo oval. Esta reta possui
cinco pontos em comum com a curva quartica, contando suas multiplicidades. Pelo Teorema de
Bézout, a curva nao é irredutivel.

3.6.2 A curva I' =0 possui trés pontos duplos p1, po, p3

Pelo menos um dos trés pontos multiplos deve ser real pois quando a curva possui um ponto
complexo esta possui também o seu conjugado, mas apenas 3 pontos sao permitidos. Por outro lado
h >4, o género (2.1) da curva nunca é um inteiro negativo, e levando em conta a Observagao 2.19,
os pontos duplos podem ser somente ctispides ou nos pois a existéncia de pontos mais degenerados
implicaria a existéncia de pontos duplos implicitos, que forgaria o género ser negativo. Temos as
seguintes possibilidades:

3.6.2.1 p; é um cuspide e p, e p3 sao nos

Neste caso p; é um ponto real e uma vez que este é cispide, sua tangente devera ser real.
Assim, a cOnica que contém os pontos p1, po, p3, um ponto ¢ na regiao limitada definida pelo oval
e sua tangente a py, corta a curva F' = 0 em nove pontos, o qual nao ¢é possivel pelo Teorema de
Bézout se a curva for irredutivel.

3.6.2.2 p; e py sao cuspides e p; é um nod

Neste caso p; e py nao podem ser reais. Caso o fossem, suas tangentes seriam reais também e
a cOnica que contém os pontos p1, ps2, p3, um ponto ¢ na regiao limitada pelo oval, e sua tangente
a p; cortaria a curva F' = 0 em nove pontos, o que nao é possivel se a curva é irredutivel.

O né p3 nao pode ter tangentes reais. Isto pode ser visto usando a mesma conica, agora tangente
a FF' =0 em p3. E usando esta conica nao tangente a ps, mas contendo um ponto real simples r
que nao pertenga ao oval segue que os tnicos pontos reais da curva F = 0 sdo p3 e os pontos do
oval. Em particular, a curva tem no maximo um oval.

Pela Proposi¢ao 3.11 p; e ps ndo podem ser pontos infinitos. Por outro lado, ps ndo pode ser
um ponto infinito pois ele possui tangentes complexas e a reta infinita é invariante. Se algum
ponto do oval corta o infinito ndo teremos ciclos limite afins. Assim, os pontos do infinito devem
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ser conjugados complexos e pelo Lema 3.8 F, = D? onde D é um polindémio quadratico irredutivel
sobre o corpo real.

Sem perda de generalidade podemos assumir que a expressao local da curva no plano afim seja:
[ = moo + miox + mory + max® + myxy + mexy® + msoz®
+ mo1 2%y + mioxy® + mosy® + (2 + Bay + Cy?)?
onde B? —4C < 0. Note que C # 0.

Podemos considerar p; = (0:7:1),po =(0: —i: 1) ep3 = (1:0:1). Uma vez que p; e py sdo
cuspides e p3 é um no, as seguintes expressoes devem ser identicamente nulas. Note que a iltima
significa que a tangente a f = 0 em p; e ps é dupla.

f(p12) = C* + mog — moz £ (mo1 — moe3)i, f(ps) =1+ moo + mag + mag + M3,
0 .
Gi (p12) = mip — mig £ (myy — 2BC)i, (p3) = 4+ mqg + 2mgp + 3mao,

8 .
85@1’2) = Mo — IMps = (mog — 202)17

(82f82f_<82f

f(
of
ox
0

ai(p:&) = 2B + mg1 + mq1 + may,

2
0z 0y? 8963/) ) (pr2) = ~12B°C" + 48C° — 4B’moy — 8Cmoy + 12BCmuy — mify

+4m%2 — 24(]2m20 + 4m02m20 — 12m03m21 + 4(3B2m03 + 607’7103 — 6ch12 + mi1Mmi2—
3m03m20 + 602m21 — m02m21i.

Desta maneira obtemos mig = mis = 2—2C%+msg, mog = —3+C?—2msy, mi1 = 2BC, mgs =
2mgy = 2C%, mo; = —2B(1 + C), mg = me3 = 0. Entdo a ultima expressdo pode ser escrita
como: ,

O*f 0% f o*f
— =4(242C 2 —2C +4C?
(8332 8y2 axy (pl,Q) ( + +m30)( + +m30)

+16BC (2 4 2C + mgp)i.

Se 2+ 2C +mgy = 0, entdao f = (C'—x — Cx + 2? + Bay + Cy?), que ndo ¢ irredutivel. Assim
a tnica possibilidade é 2 — 2C + 4C? + ms3y = 0 e C' # 0. Entdo temos mgy = —2 + 2C — 4C2.
Também, uma vez que C # 0 temos que B = 0. Neste caso f depende apenas de poténcias pares
de y. Assim, levando em conta que existe no maximo um oval, se houver é um oval para f =0, o

qual é simétrico com respeito ao eixo y = 0 e deve haver trés pontos de interseccao da curva f =0
com este eixo: os pontos do oval e p3. De fato,

f(z,0) = (=1 + 2)*(C* + 2Cx — 4C%*zx + 2%).

O primeiro fator corresponde a p3 e o segundo deve ter duas raizes reais. As raizes sao r =
—C'+2C%+ /(=1 + C)C3. Assim, uma condi¢io necessdria para a existéncia de um oval é C' > 1.
Impondo a f = 0 ser invariante para (3.16) com cofator mz + ny + p, definimos:

5 o of af
— PO R
M z‘Jr%:()]\/[”:zcy : 8xP+8yQ (mx +ny+q)f.
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Os coeficientes M;; devem ser zero.
Em ordem cinco temos:

Mso = 4az — m,

My = 4aq1 + 4b9C —n,

M32 = 2(2(102 + 2(1200 + 26110 — C’m),
Mys = 4a1,C + 4byoC + 4byyC? — 2Cn,
M14 = C(4a02 + 4b110 — C’m),

M05 = C2<4b02 - n)

Desta maneira obtemos m = 4agy, n = 4bga, a11 = bga — baeC' € agy = (az — b11)C.
Os coeficientes de M em ordem quatro sao:

M40 = 4@10 + 2@20 - 2@200 + 4@2002 —q,

M3y = 2(2a01 + boz — boaC + 2b19C + 5bogC' + 2bgaC? — 9banC? + 6y C?),

Mgg = 20(2&10 — 6&20 + 2b01 + 5511 + 12&200 - 9b110 — 6&2002 + 6b1102 — q),
M13 = 20(2@01 - b02 + 3b020 + 2b100 — bQQC + 3[)2002),

Moy = C2(2as0 + 4boy — 2b1y — 6a20C + 6b1,C — q).

Desta maneira obtemos q = %(8()01 — b11 + 3b110), a9 = i(4b01 — 2()11 + 3b110 - 3b110), apgp =
C(—=b1o — bao 4 3b20C'), boz = —3bs0C, az = 3byy.

Em ordem trés temos:

M30 = %(8(100 + 4b01 + b11 — 4b01C + 5b110 + 8b0102 — 7b1102 — 15[)1103 + 18[91104),
M21 = 20(2()00 + 5b10 + 5b20 — 9b100 — 18bQOC + 6b1002 + 3352002 — 1852003),

M12 = %C(86L00 — 4601 — bll + 12()010 — 3[)110 — 3b1102 + 9b1103),

M03 = 202(21700 — blO - bgo + 3b100 + 12b200 — 962002).

Desta maneira obtemos agy = 261102(2 + 3C), byy = —3byC, by = —ibn(l +3C)%, by =
bao(—1 4+ 3C).

Em ordem dois temos:

My = ;)bll(l — O)C(—=1+42C)(1+3C)?,

e desta maneira teremos by;; = 0 uma vez que C' > 1. Note que by # 0, caso contrario o sistema

se tornaria £ = § = 0. Entao, fazendo a reescala no tempo C% = ﬁ 0 sistema se torna

i =—4Cry, 7= —-3C —x+3Cx+2*—3Cy°,

e entao o cofator é k = —12C'y. Portanto, pelo Teorema de Darboux H = ?]; ¢ uma integral

primeira racional e assim nao existe nenhum ciclo limite para este caso.

3.6.2.3 pi,p2 e p3 sao cuspides

Neste caso um destes cuspides deve ser real e entao podemos usar o mesmo argumento utilizado
em 3.6.2.1.
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3.6.3 A curva I' =0 possui dois pontos duplos p1, p>

Levando em conta que h > 4 estes dois pontos duplos nao podem ser nés ou cuspides e algum
deve ser mais degenerado. Por outro lado, pela observagao 2.19 e pelo fato de o género computado
por (2.1) nao poder ser um inteiro negativo, segue que temos dois pontos duplos explicitos, mas
nao podemos ter mais que trés pontos duplos (explicito ou implicito). Assim, p; ou py devem ser
um no6 ou um cuspide. Neste caso, temos as seguintes possibilidades:

3.6.3.1 p; é um nod e p; é um tacnd

Note que neste caso h =4 e b’ = 3.

Os pontos p; e py devem ser reais pois a curva possui coeficientes reais, e nao podem ser
conjugados complexos pois seus indices de interseccao sao diferentes. Uma vez que ps é um tacno
real de uma curva com coeficientes reais, ele possui uma tangente dupla com coeficientes reais.
Portanto, uma tangente real.

As tangentes a p; ndo podem ser reais. Se estas fossem reais, a cOnica que contém pi,ps e
outro ponto ¢ na regiao limitada pelo oval e é tangente a p; e py cortaria a curva F' = 0 em nove
pontos (contando suas multiplicidades) pelo Lema 2.21. Portanto a curva nao seria irredutivel pelo
Teorema de Bézout.

Usando o mesmo argumento com a conica nao tangente a p;, mas contendo um ponto simples
real de F' = 0 segue que os Unicos pontos reais de F' = 0 sao pi, p2 € os pontos do oval.

Um dos pontos p; e p, devem estar no infinito. Caso contrario, os pontos do infinito teriam
de ser simples e complexos, uma vez que os Uinicos pontos reais da curva sao pi, ps € os pontos do
oval. Entdao f; = D?, onde D é um polinémio homogéneo de grau dois irredutivel sobre o corpo
dos reais, e pelo Lema 3.10 teriamos que o sistema possuiria integral primeira.

Mas somente p, pode estar no infinito. p; nao pode estar pois ele possui tangentes complexas
e a reta no infinito é invariante. Se py estiver no infinito e existir algum outro, estes deveriam ser
complexos conjugados, assim existiriam trés pontos no infinito. Entao terfamos k), = 0 pelo Lema
3.8 e uma vez que h' = 3 terfamos h} > 3 por (3.11), o que nao ¢é possivel. Por outro lado, uma
vez que h' = 3, pela Proposicao 3.11 p; e p» nao podem estar ambos sobre a reta do infinito.

Suponha que p; estd no infinito. Podemos considerar p; = (0 : 1 : 0) com tangente y e
po = (0:0:1). Entao a equagao projetiva da curva é

F=X"+XY(AC+BY)Z +Y?*7Z*

e as tangentes em p; serao dadas por Z e BX + Z, que nao sao complexas, assim temos uma
contradicao.

Suponha que ps estd no infinito. Vamos considerar p; = (0: 0 : 1) com tangentes complexas e
pa = (0:1:0). Uma vez que py é um tacné a equagao afim da curva é

f=ax* +2%(bx + cy) + 2% + 97,

que corresponde a familia de Yablonskii, caso a) do Teorema 3.4.
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3.6.3.2 p; é um nod e p, é um cuspide rhampoid

Neste caso p; e ps devem ser reais e entdo a tangente a py também serd real. A conica que
contém estes pontos, um ponto ¢ na regiao limitada definida pelo oval e satisfaz o Lema 2.21 iii),
corta a curva F' = 0 em nove pontos, o que nao ¢ possivel se a curva ¢ irredutivel.

3.6.3.3 p; e py sao cuspides

Através de uma projetividade podemos considerar que os cuspides sdo p; = (1 : 0 : 0) e
pa = (0:1:0) e a equagdo projetiva da curva F' = 0 é definida por

F=XY*+MXYZ?+ (M X + XY)Z° + N\ 2%

Se Ay = 0 ou A\3 = 0, entao p; ou ps sdo tacnds, respectivamente. Se A3 # 0, a equacgao diferencial
projetiva é definida por

L == L2 —+ L1Z—|— L0Z2, M == MQ —+ M1Z+ M0Z2, N = NQ + le -+ N[)Zz.

Podemos considerar que o cofator de F' = 0 é zero.
Uma vez que p; e py sao singularidades da equagao diferencial projetiva, teremos:

(LY — MX)(1,0,0) = —M5(1,0,0) = 0, (LY — MX)(0,1,0) = Ly(0,1,0) = 0,
(LZ — NX)(1,0,0) = —N5(1,0,0) = 0, (LZ — NX)(0,1,0) = 0,
(MZ — NY)(1,0,0) =0, (MZ— NY)(0,1,0) = —N5(0,1,0) = 0.

Portanto, Ny = qo XY, Ly = (X + a2Y)X e My = (a3X + a4Y)Y. Consideremos L; = b1 X +
bg}/, M1 = ng + b4Y e N1 = b5X + bGY

Uma vez que F' = 0 é uma curva algébrica invariante da equacao diferencial projetiva obtemos
as seguintes relacoes correspondendo aos coeficientes das diferentes poténcias de Z:

OXY2Ly + 2X2Y M, = 0,
2XY2L, + 2X2Y M, + 2\ XY N, = 0,
2XY2Lo + 2X2Y My + MY Ny 4+ A X Mo + 3(XoX + A3Y)Ny + 20, XY Ny = 0.

Isto é,

2Y Ly +2X M, = 0,
2YL1 -+ 2XM1 -+ 2)\1N2 == 0,

Em particular, da primeira equacao de (3.18) obtemos
a; +az =0, as+as=0. (3.19)

De (3.18) teremos

3
YL+ XM+ MZN = \Z3N, — 5 (e X + AsY)apZ2.
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Em outras palavras, se definimos G = XY + %Z 2 teremos

oG oG oG
—L+-—M+_—N=2* 3.20
ox" oy oz " (3:20)
onde r = \{ZNy — %()\QX + A3Y)ao.
Quando uma curva possui dois cuspides, temos h =4 e assim b’ = Y, [,(L, M,N) > 3.

e Se{L=0}N{M =0} n{N =0}N{Z =0} =0, entdo I,(r,L, M,N) = I,(L, M, N), para
todo p por 3.20. Entao:

S L(rP,QR) = I(r,LY = MX,LZ — NX,MZ — NY)
p p

> S 1,(r, L, M,N) = 3" L,(L,M,N) >3
P p

Assim, pelo Lema 3.5 3°, I,,(r,P, @, R) = m+ 1 e portanto pelo Teorema 3.6 concluimos que
r é uma reta invariante que contém as singularidades da equagao diferencial. Nunca existe
um foco numa reta invariante, logo nao existem ciclos limite neste caso.

e Segpertence a {L=0}N{M =0} N{N =0}N{Z =0} com q # p; e g # ps, entdo a reta
Z =0, que contém py, ps e q € invariante. Neste caso ayp =0 e
oG oG oG
L+ M+ N =\NNZ>
ox~ "oy oz H
Portanto, se \{ Ny # 0, todas as singularidades que nao estiverem na curva F = 0 estarao
na reta Z = 0, a qual é invariante. Em particular, os focos de um ciclo limite pertencem
a Z = 0, o que nao é possivel. Se A\ Ny = 0, obtemos a integral primeira racional H = %
usando o Teorema de Darboux e o fato de as curvas H = ¢ serem escritas como polinémios
homogéneos.

« Suponha que g pertence a {L =0} N{M =0} N {N =0} N{Z =0} com ¢ = p; ou g = p,.
Podemos considerar, sem perda de generalidade, que ¢ = p;, e entdo como L(1,0,0) = 0
obtemos a; = 0 e de (3.19) az = 0.

Nas coordenadas locais em p;, a equacao diferencial é (N — ZL)dy — (M — Y L)dz = 0.
Levando em conta (3.19), podemos escrever como:

y=M —ylL =bsz+ ...
2=N—zL="0bsz+ ... (3.21)

E a curva nas coordenadas locais em p; é f := y? + A\yz? + Aoz + A3yz3 + A\y2z? = 0. Uma vez
que f = 0 é uma curva algébrica invariante de 3.21 com cofator k = ky + k1y + k22, obtemos:

(2y + M2+ .)(b3z + ...) + (2A1yz + 322 + ) (bsz + ...)
= (ko + k1y + k22) (y? + Myz? + Xe2® + ...)
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Cada um dos coeficientes da expressao acima devem ser zero. Para os coeficientes de y?, yz
e 2% obtemos
k= 0, 2b3 - 0, /\1b3 + 3/\2b5 - )\2]{70 - O,

de onde
by = b5 =0, (3.22)

pois Ay # 0.

Tomando as coordenadas locais em p, para a equacao diferencial e a curva, usando os mesmos
argumentos como para p; obtemos:

by =0, bg= % (3.23)

Resumindo, de (3.19), (3.22), (3.23) obtemos

L= CLQXY + leZ — L022,
M = —Cl2Y2 + b4YZ + M0Z2,
N =a XY +2YZ + NoZ?2.

Uma vez que F' = 0 é uma curva algébrica projetiva invariante para o sistema acima com
cofator zero, a funcao

o OF OF OF
M = M XYIZF = L+ M+ —-—N
z‘+J§c—5 7 aX + aY + aZ

deverd ser identicamente nula. Desta maneira obtemos:

Moos = —LoAz2 + A3 My + 4A4 No,

M014 = %(—3[;0)\1 —+ 3[)4)\3 -+ 4(12)\4 —+ 9)\3Ng),
M104 == bl)\Q + )\1M0 + 3>\2N0,

M113 = b1>\1 + b4/\1 + 2&2/\2 + 4@0/\4 + 2)\1N0,
M122 = é(—6L0 + 2@2)\1 -+ 9@0)\3),

M212 = 3&0)\2 + 2]\407

Mooy = 2(by + by + aghy).

As expressoes acima sao zero de maneira nao trivial se

O[Moos, Mora, Mios, M113, Moy, Mo1a, Map1]\ 32 B
det =200 =0
Olaz, by, Lo, by, My, ag, No) 3

onde = A3 = 27A2X2 — AT\, — 36\ Madsdy + 8A2N2 — 16)3.
1 273 — AL 17 1

Quando Ay = 0, p; é um tacno; e quando €2 = 0 a curva F' = 0 possui outro ponto miiltiplo,
contrariando a hipdtese.

Portanto, nao existem ciclos limite para este caso.
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3.6.3.4 p; é um cuspide e e p, é um tacnéd

Neste caso os pontos duplos sdo reais e suas tangentes também sao reais. A coOnica que contém
P1, P2, um ponto ¢ na regiao limitada pelo oval e é tangente a p; e po, corta F' = 0 em nove pontos,
isto nao é possivel pois a curva é irredutivel.

3.6.3.5 p; é um cuspide e p, é um cuispide rhampoid

Os argumentos acima podem ser usados novamente e assim este caso nao é possivel.

3.6.4 A curva F' =0 possui um ponto duplo p

Levando em conta que h' < 3, pois caso contrario pelo Teorema 3.2 existiria uma integral
primeira racional, segue da equagao (3.2) que h > 4. Vamos distinguir dois casos.

3.6.4.1 p é um cuspide rhampoid

: OF OF OF ~ Ac i .
O ponto p é real, e uma vez que Ip(a—X, 5v1 57) =4, fa ndo pode ter trés divisores diferentes,

caso contrario hl, = 0 pelo Lema 3.8 iii). Entao, h} > 3 por (3.11), o que néo é possivel pois o
sistema é quadratico. Vamos distinguir duas possibilidades importantes.

3.6.4.1.1 p um ponto finito

Seja p um ponto finito no plano projetivo. Podemos considerar p = (0 : 0 : 1) um
cuspide rhampoid. Se y ¢ a tangente a curva F' = 0 em p, entdao temos

f=y+yfot fu,
OF OF OF

pois I, (5%, 5y 57) = 4, onde y divide fy— ifg. E uma vez que f4 ndo pode ter trés divisores, este

pode tomar as seguintes formas: f; = d3d3, fi = dids ou fy = kdj.
3.6.4.1.1.1 [ =L

Uma vez p é o tinico ponto miiltiplo da curva, nao existem pontos multiplos no infinito.
Por outro lado, b’ > 3 e f4 possui dois divisores com ambas multiplicidades estritamente maiores
que um. Assim, pelo Lema 3.10, o sistema possui uma integral primeira racional.

3.6.4.1.1.2  f, = d3d,

Sem perda de generalidade podemos assumir que a curva é

f=v*+ylaz® + bry + cy?) + 2*(Ax + By).

a2

Uma vez que y divide f; — i f2 segue que A = % - Podemos considerar ¢ # 0, caso contrério

existiria um ponto duplo no infinito, a # 0 pois a curva deve ser irredutivel e B £ 0. O caso B =0
sera estudado em 3.6.4.1.1.3.
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1/3

Fazendo uma mudanca de varidveis x = X/(Bc)'/?, y = Y/c podemos considerar

2
a
f=y*+ylaz® +bay + y*) +2° <4w+y> :
Uma vez que f = 0 é uma curva algébrica invariante para (3.16) com cofator mx + ny + q,
obtemos que agg = bgg = 0, pois p é uma singularidade. Definimos

s of, of
— g . 9 9] ~
M i}jo M;x'y’ 8mP+ ay@ (mx +ny + q)f,

que devera ser identicamente nula.
Para grau cinco temos:

Mso = +(4a”ag + 4byy — a*m),

My = 3(4a®ay; + 12ag0 + 4byy — 4m — a®n),
My = aagy + 3ay; + boy — n,

Ms3 = 3ags,

My = Mys =0,

de onde temos agy = 0, n = 3ay; + boa, m = §(a*ay; + 12a20 — a®bos + 4b11), bay = 1za?(a%ay —
4&20 — &21702 + 4b11).
Para grau quatro temos:

My = 1—16(16(12&10 + a’ayy — 4aasy — a’bog + 16b1g + 4abyy — 4G2Q)7
My = 5(8a’ag; + 24ay9 — 2a3ary — aasy + a*aib — 4aagb + 8boy
+2a3602 - a4b602 + 4a2bb11 — 8q),

M22 = T16(48a01 - 16(1&11 + 3a4a11 — 12a2a20 - 4a2a11b - 32&20b - 3a4b02
+4a2bb02 + 12&2611 + 16bb11),

M3 = 3(—a*ann — 12a50 — 8ay1b + a®boy + 4bbgs + 8b11),

Moy = —3aq1 + 2bga.

Desta maneira obtemos:

q= %(216&10 + 30&3CL11 + 3(16CL11 + 12@@11b — 10a4a11b — 2a2a11b2 + 72b01
—48&611 — 6a4b11 + 20&25611),

bog == %alla
a20 — 2—14(0,20/11 — 4&11() + 16b11)7

apl = %(24@(111 + 3a4a11 - 4a2a11b - 8@11()2 - 6a2b11 + Sbbu),
blO = Tégaz(—72a10 + 42a3a11 + 3(16CL11 — 10a4a11b — 2a2a11b2 + 72b01 — 726Lb11,
—6a4b11 + 200,2bb11).
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Para grau trés temos:

Msy = 50 (—T2a10 + 42a®ay; + 3a%ay; — 10a*ai1b — 2a*ai1 b 4 72bg
—T72aby; — 6a’byy + 20abbyy ),

M21 = ﬁa(—lllélalo — 72@3(111 — 6a6a11 — 72@(1,10[) — 12@(1111) + 62a4a11b
—|—3a7a11b + 4a2a11b2 - 10a5a11b2 — 2a3a11b3 + 726Lbb01 -+ 1206Lb11

+12a%by; — 112a%bby; — 6a°bby; + 20a3b%by, ),

M12 = ﬁ(—QlGazalo + 192&2(111 + 150a5a11 + 9a8a11 — 576&105

+144a1,b — 152a%a11b — 42a%a11b — 112aa11b* + 34aa;1b?

+8a2a11b3 + 216a2b01 + 288bb01 - 288b11 - 264a3b11 — 18a6b11

+256(lbb11 + 84a4bb11 - 80(12(72[)11),

Moz = 75(—216a10 — 108a1; — 30a*ay; — 3abay; + 12aa11b + 13a*ayb — 2a%ay, b

—8&1163 + 144601 + 48&()11 + 6a4b11 — 26a2bbll + 8b2bll).

Considerando o sistema de equagoes dado por M3y = My, = My = Myz = 0, com incognitas
a10, 11, bo1 € by1, vamos buscar uma solugao nao trivial pois para o caso trivial teriamos P = ) = 0.
Portanto

O[Mso, May, Myo, M,
det<[ 30, Ma1, Mg, Mo

()(l a b 2‘}‘(1&) —I —|— | 3
ab 08 8@
[ 0, %11, % ,b]]] > ( )( )( +

~ 576
—36ab — a’b* + 4b°) = 0.

Se —2 +ab = 0 ou 108 + 8a® — 36ab — a?b* + 4b® = 0, entdo existiria outro miltiplo, o que
contradiria a hipdtese. Assim, uma vez que a # 0, segue que —1+ab = 0. Neste caso se tomarmos
b= %, entdo obtemos o sistema ¢) do Teorema 3.4 fazendo a mudanca de coordenadas x = aX
com o parametro %

O ciclo limite neste sistema surge a partir da bifurcacdo de Hopf na singularidade ((9 —
V17)/8, —(5+3v/17)/8) quando a = (—71+17y/17)/32. Assim, quando @ aumenta o ciclo limite al-

gébrico aumenta sua amplitude e termina possuindo tamanho infinito sobre a curva z?(1+z+y) = 0
quando a = 0.

3.6.4.1.1.3 f, = kd!

Fazendo uma conveniente mudanca de variaveis linear podemos considerar
f=y*+ylaz® + bay + cy?) + k',

OF OF OFY\ _ . 12 S 1.2
Uma vez que I,(5%, 5v» 57) = 4, y divide fy — 7 f5, e entdo k = ja°.

Fazendo a mudanca de varidveis x = X/A, y =Y/B, com A = %b e B= M%iac)’ obtemos
6 .2
o sistema de Filipstov, caso b) do Teorema 3.4, com fator de proporcionalidade %, onde o

A 4 3ac
parametro € g3-o—.

O ciclo limite neste sistema surge a partir da bifurcagdo de Hopf na singularidade (4,48/13)
quando a = 3/13. Assim, quando a diminui, o ciclo limite algébrico aumenta sua amplitude e
termina possuindo tamanho infinito sobre a curva y?(3 — 6z + 4y) = 0 quando a = 0.

Se 2b? — 3ac = 0, obtemos f = 24x* + 2422y + 6y + 62y* + 93, a qual ndo possui nenhum oval.
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3.6.4.1.2 p um ponto infinito

Seja p um ponto infinito no plano projetivo. Podemos considerar p = (0 : 1 : 0) o
ponto multiplo. Entao f = f; + zg2 + fo + f1 + fo, onde f; nao pode ter trés diferentes di-
visores e ap6s mudanca de varidveis lineares f; pode ser escrito em uma das seguintes formas:

f4 = .T2y2, f4 = 373?47 f4 = O{IA.
3.6.4.1.2.1 f, — 2%?

Neste caso
f= x2y2 + m(an + bxy + cy2) + mogz? + muzy + m02y2 + mipx + Moy + Moo.

Note que podemos considerar b = ¢ = 0 fazendo a translacio v = X — 7, y =Y — g Uma vez que

]p( OF OF OF

2
5% 9y 57) = 4 e a tangente a f = 0 em p é x, obtemos mgy = me1 = 0 e Mgy = ™11 e entdo

4
m11 2 2 3
f= 5 +zy | + miox + mooxr” + az”.

Fazendo a mudanca de varidaveis x = mq; X podemos tomar my; = 1, pois my; nao pode ser
zero, caso contrario a curva seria redutivel. Uma vez que os ramos de f = 0 sdo definidos por

== \/ —x(mip + maoz + ax?), a ndo pode ser zero, caso contrario a curva nao teria ovais.
Uma vez que f = 0 é uma curva algébrica invariante para o sistema (3.16), com cofator
mx + ny + ¢, definimos

o af, of
M = ~;0Mijx y = %P + @Q —(mz+ny+q)f
i+j=
e zeramos os coeficientes M;;.
Os coeficientes dos termos de grau 5 sao:
M50 - 07
Myy = 2by,

M3y = 2a99 + 2011 — m,
Maz = 2a11 + 2bgz — n,
My = 2aqs,

Mos =0,

de onde obtemos byy = age = 0, m = 2(asy + b11), n = 2(a11 + bg2).
Para os coeficientes dos termos de grau 4 temos:

My = a(az — 2b11),

M3y = aay; — 2abgy + 2019,
My = 2a19 + 2bo1 — q,
M3 = 2ayqy,

Mo, = 0,
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de onde obtemos agy = 2b11, big = %(2ab02 —aayy), ¢ = 2(aip + bo1), apr = 0.
Para grau 3 temos:
M3y = aayg — 2abgy — 2b11meag,
Msy = 2bgy — 3b11 — 2bgamo,
Mo = 2ag0 — a1 — by,
Moz =0,

de onde obtemos ajg = %(abm + biimao), boo = %(3511 + 2bgamao), ao = %(041 + bo2).
O restante dos coeficientes de M sio:

Moy = %(—83)1177110 + 2aaq1 + babgy — 4bgimap),
Mll — %l(aallmlo —+ 2b02m10 —+ 3ab01 + 2b11m20)7

Moy =0,

Myg = L(—4aboimig — 2b11m19Mag + aaymag + 2abgzmao),
My =0,

Moo = 5 (aayymyg + aboymig — 3aber — 2b11ma).

A fim de obter uma solucao nao trivial devemos ter

a[MQ()’MllaMlo,Moo] 2 9 ,
det _2 L
¢ ( a[an, 601, bll; b02] aml()(ml[) + mQO)( ammeoq mQO)

e Se myigp = 0 os ramos de f = 0 sao definidos por y = g—; + /—moy — ax, que nao definem
nenhum oval.

e Se 4amyg —m3, = 0, os ramos de f = 0 sdo definidos por y = ;—; + ";207\/%‘?, que nao definem

nenhum oval.

e Se m¥, + my = 0 e myy # 0, obtemos myy = —m3,. Entdo de Moy = 0 obtemos by, =
5%(—2b01m%0+4bnm10—aan). Portanto, de M;; = 0, teremos by, = ﬁé%bmmi’o—aanmm—
15abg,. Agora, uma vez que Mg = —bgmig € mig # 0 segue que by; = 0.

Tomando a = km3, e fazendo a mudanca de variaveis x = X/myq, y = myoY, (3.16) toma a

forma
mio

= %(1 + 20— 2ka” + Gay), § = =518 — 3k — Lk — 2kay — 8y°),

e a curva se torna f = i +x — 2%+ k2 + 2y + 2*y* = 0 com cofator 740(2 — 3kx +2y). Este
caso corresponde ao sistema d) do Teorema 3.4.

O ciclo limite surge a partir da bifurcagao de Hopf na singularidade (2, —1/4) quando k& = 1/4.
Assim, quando k£ diminui o ciclo limite algébrico aumenta sua amplitude e termina possuindo
tamanho infinito sobre a curva 1/4 + x — 2 + xy + 2%y? = 0 quando k = 0.
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3.6.4.1.2.2 f, =2y

Neste caso
f=2%+ x(amz + bxy + cy2) + Maox? + mu1zy + moey® + migx + mory + moo.

Se considerarmos a projetivizacao desta curva vemos que a tangente da curva no ponto p é Z, e
os termos de grau 3 sdo X2 + bX2Z + mowX?Z + mg1 Z3. Uma vez que p é um cispide rhampoid,
este caso nao pode ocorrer pois Z nao divide os termos de ordem trés.

3.6.4.1.2.3 f, = az*

Neste caso
f=oaz"+ z(az® + bry + cy?) + moox® + myrxy + mogy® + mioT + mory + Moo.

Uma vez que p é um cuspide rhampoid e a tangente da curva neste ponto é Z, obtemos ¢ =
2
0, mpe = 1lea = bz # 0. A mudanca de variaveis x = X + A, v = Y + kX + B, com

—(—4a?—b3m abm 2m
A= T} (a+bk), B= %(a2+2abk—2kb%2+b3mm—abmn—kamn) e k = e —prmotam k2 o)

zera os coeficientes de 2%, y e 22. Note que k estd bem definido pois o denominador nunca
zera. (Caso contrario, se —2a + bmy; = 0, entao Ip(g—f{, %v g—g) = 5, o qual sera estudado na
proxima se¢ao. Assim podemos considerar, fazendo a mudanca da variavel x, que my; = 1, e entao
f= %x‘l + bx*y + y? + xy + migxr + moo. Uma vez que f = 0 é uma curva algébrica invariante

para (3.16) com cofator mx + ny + ¢, definimos

> o Of of
_ P “Jo_—
M igjoszy : 8xP+8yQ (mz +ny +q) f,

o qual devera ser identicamente nulo.
Para grau 5 temos:
M50 = %(4020 —m),
My = %(4%1 —n),
M3y = agab?,

Mz = My = Mys = 0,

de onde obtemos m = 4as, n = 4ay; e agy = 0, uma vez que b # 0.
Para grau 4 temos:
M40 = §(4a10b + 4b20 — bp),
M3y = b(—2ag0 + ap1b + b11),
My = b(—2a11 + bo2),
M3 = Myy =0,

de onde obtemos byy = %(q — 4ayg), b1 = 2az — apb e bpe = 2a4;.

44



Para os coeficientes dos termos de grau 3 temos:

M3y = 2(—4aio + 4agob + 4b1g + q),
M21 = %(-2@20 — 2@01() + 2bb01 — bq)7
My = —ayy,

Moz =0,

de onde obtemos q = 4(&10 — agob — blO)7 ajp = Oe aop — b(-CLOl — 2&10 + 2&00[) + b01 + 2b10).
Para grau 2 obtemos:

Mgo = bboo + blO + 3a01bm10 + 6a10bm10 — 6a00b2m10 — 3b601m10 — 6bb10m10,
M11 = —3@10 + 6@00() + b01 + 61)10,
Moy = ag1 — 4ayo + 4agob + 2001 + 4b1p,

de onde obtemos apy = 2<—6L10 + 4a00b + 4b10), b01 = 3(@10 - 2@00() - 2b10) e boo = %(—blo +
9a10bm10 - 36a0062m10 - 366b10m10).
Para os demais graus, os coeficientes a zerar sao:

MlO = %(—blo — 12&10b2m00 + 48a00b3m00 + 48b2b10m00 + 6a10bm10 - 326LOObQTnlO - 32()[)107’”10),
MOl = %(aoob — 2b10 + 16(1101777110 — 64@00b2m10 - 64bb10m10)’
Moo = —4daigmoo + 4dagobmog + 4bigmog + aoomap.

Podemos obter uma solugao nao trivial para agy, big € a9 de Mg = My = My se

Mg, Moy, M, 4
det <a[ 10, 01, 00])

B 6(_77100 + 108b°mg, — 36bmogmig — mi, — 32bm3,) = 0.

ago, b1o, aio

O anulamento deste determinante é uma condigdo para a existéncia de outro ponto multiplo,
também. Por hipodtese, isto nao pode ocorrer.

3.6.4.2 p é um ponto duplo com [p(g—?, 3—5, g—g) >5

Os tinicos pontos reais sao p e os pontos que estao no oval. Se r é outro ponto real, a conica
que contém r, um ponto ¢ na regiao limitada pelo oval e satisfaz o Lema 2.21 iv), corta a quartica
com indice maior ou igual a seis em p, indice um em 7, e corta o oval em dois pontos, o que nao é
possivel pelo Teorema de Bézout se a curva é irredutivel.

3.6.4.2.1 p é um ponto finito

Seja p um ponto finito. Podemos considerar p = (0 : 0 : 1) e a tangente a curva em
p ¢ . Entdo, pela Proposicdo 2.20, em coordenadas locais f = 22 + z fo + fy e 2* divide f4 — /3.
Uma vez que nao ha pontos reais de f = 0 no infinito temos f; = AD?, onde D é um polindémio
quadratico irredutivel sobre o anel de polindémios reais. Através de uma mudanca de coordenadas
linear podemos tomar D = 22 +y? e A=1o0u A = —1.
Mais ainda, uma vez que z* divide f; — /3, segue que AD? — 1 f§ = Aa?, para algum polinomio
A de grau 2. Em particular, A # —1, caso contrario esta decomposicao nao seria possivel.
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Uma vez que I,(2%, 95 28) > 5 segue que 22 divide D* — 1 /3 = (D — 1 fo)(D + 1 f3). Se
divide ambos os fatores da ultima expressdao, entao x divide D, o que nao é possivel. Assim, as
possibilidades sdo fo = £2D 4 2c2?, para alguma constante c. Entdo a curva pode ser escrita como

f = (z £+ D?)? + 2cz®. Quando o menos aparece, mudamos o sinal de x e ¢ e portanto, a curva é
f=(@+2*+9*)?+ca’.

Se ¢ é positivo, qualquer circulo 2% +1? = &2 corta a curva f = 0 em p(z) = (x+¢)*+2cx®. Note
que p(0) = &t e p(—e?) = —2¢e%, de onde existe uma raiz real de p(z) = 0 em (—¢2,0). Portanto,
existem pontos de f = 0 em qualquer vizinhanca da origem, isto é, a origem nao é isolada. Uma
vez que os unicos pontos reais de f = 0 sao p e os pontos do oval, entdo p deve pertencer ao oval,
que nao ¢ um ciclo limite pois o ponto ¢ uma singularidade.

Suponha que ¢ é negativo. Neste caso

f=(z+2°+y°)° —a’z’.
Uma vez que f = 0 é uma curva algébrica invariante para (3.16) com cofator mz + ny + g,

teremos .
o of of
M = M;x'y) = —P+ —Q — (mx+ny+q)f,
i+j
o qual devera ser identicamente nulo.
Para os coeficientes de grau 5 teremos:

Mso = 4azg — m,

My = 4ayy + 4byy — 1,

M3y = 2(2a02 + 2a0 + 2b11 —m),
Mas = 2(2a11 + 2bog + 2b29 — 1),
My = 4agy + 4011 — m,

M05 = 4b02 —n.

Desta maneira obtemos m = 4(agz + b11), n = 4(a11 + bao), bo2 = a1 + bag € azyp = a2 + bi1.
Para os coeficientes de grau 4 teremos:

Myo = —2agz + a*agy + 4ayg — 2byy + a*byy — g,
M31 = 4@01 — 2&11 + a2a11 + 4b10 — 4b20 + 4@2620,
My = —3a*ags + 4aig + 4byr — 2b11 — 2g,

Mis = 2(2a01 — ai1 + 2bip — 2by),

M04 = 2(2@02 + 4b01 — q).

Desta maneira obtemos p = 2(ag2 + 2bo1), a11 = 2(ao1 + bio — bag), b11 = —4agz, ajg = %(3@26102 +
4b01 — 4&02) e b20 = —(CL()l + blO)-
Para os coeficientes de grau 3 teremos:

M30 = i(—lGCLQQ + 38a2a02 - 9a4a02 - 8b01 + 4a2b01 + 16&00),
My = —3a*ag; + 2a01 + 4bgo,

My = %(—86102 + 3a*agy — 4bo1 + 8ag),

M03 = 2(@01 + 2[)00).
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Desta maneira obtemos que ag; = —2byy = 0, de onde concluimos que by = 0. Para os

coeficientes de grau 1 temos Mg = 2ag que nos leva a concluir que agy = 0. Dai teremos
bor = 3(—8 + 3a?)ags, de onde obtemos Mzy = 3(2 — a)a®(2 + a)ape.
Se agy = 0, teremos P = (Q = 0. Se a = 2 ou a = —2, fazendo uma reescala no tempo, o

sistema se torna:
i=3r—32"+y° = (1-4x)y.

E facil verificar que o ponto (1,0) é uma singularidade, o qual estd na curva f = 0 e devera
estar no oval pois os tnicos pontos reais sao os pontos do oval e p. Portanto, nao ha ciclos limite
neste caso.

3.6.4.2.2 p um ponto infinito

Seja p um ponto infinito. Podemos tomar p = (1 : 0 : 0) e considerar que a tangente a
curva F'=0em p é Z. Usando o argumento utilizado em 3.6.4.2.1 segue que localmente a curva é
dada por g = (z+ 22 +y?)? 4+ cz3. Assim, a curva projetiva global é F = (XZ + Z? +Y?)? +cX Z3,
e no plano afim é
f=0+z+y*?*+ca.

Se ¢ é positivo, usando o argumento acima segue novamente que o ponto miltiplo ndo pode
ser isolado. Assim, p deve pertencer ao oval pois os Unicos pontos reais sao p e os pontos do
oval. Concluimos que o oval nao pode ser um ciclo limite. Suponha que ¢ é negativo. Neste caso
podemos escrever

f=0+a+y??—d’z

Os ramos de f = 0 sdo dados por

1
T1o = 5(—2 +a® —2y* + a\/—4 + a? — 4y?).

Assim, para existir um oval, a devera ser diferente de zero e o polindémio dentro da raiz deve ter
duas raizes reais diferentes. Em particular, a # 2 e a # —2.
Uma vez que f = 0 é uma curva algébrica invariante com cofator mx + ny + ¢, teremos

_ P “Jo—
M Z‘J;_O.Mwacy : 8xP+8yQ (mz +ny +q) f,

o qual devera ser identicamente nulo.
Para os coeficientes de grau 5 temos:

M50 = M41 = M32 = O,

M3 = 4by,
My = 4byy — m,
Mys = 4boa — n,

desta maneira obtemos byg = 0, m = 4b1; e n = 4bys.
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Para grau 4 temos:
Myy = M3z, =0,
My = 2(ag — 2b11),
M3 = 2(a11 — 2boz + 2b10),
Moy = 2ap2 + 4bo1 — g,

desta maneira obtemos asg = 2b11, a11 = 2bgs — 2b1g € p = 2a92 + 4bg;.
Para grau 3 temos:
M3y = My =0,
My = —2(ap2 — aio + 2bo1 + 2b11),
Moz = 2(ag1 + 2bgo — 2bn2),
M3 = Moy = 0,

de onde obtemos agy = ajg — 2bg1 — 2b11 € agr = —2bgy + 2bgs.
Para grau 2 os coeficientes sao:

Myy = 20Dy,
My = 20 (boa + bio),
M02 = 2&00 — 2(110 — CLQCLlO -+ 2a2b01 -+ 4b11 + 2&21911.

Assim, by = 0, boe = —byg € agy = 3(2a10 + a®ar — 2a2boy).
Para grau 1 temos:
My = 2a2<a10 - 501),
Moy, = 2a*(boo + bro),
desta maneira obtemos aig = bg; € bgg = —byp.
Finalmente, o coeficiente de grau 0 ¢ My = 3(—2 4 a)a*(2 + a)bor, uma vez que a # £2 segue

que bg; = 0. Neste caso temos P = Q = 0. Assim, concluimos que a curva nao é invariante para o
fluxo definido pelo sistema quadratico. Portanto, ndo existem ciclos limite para este caso.
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Capitulo 4

Alguns resultados acerca de sistemas
cubicos

Neste capitulo apresentaremos sistemas quadraticos que possuem ciclos limite algébricos de grau
5 e 6, em seguida provaremos que todos os sistemas quadraticos obtidos possuem um tinico ciclo
limite. Posteriormente aplicando transformagoes de Poincaré convenientes através dos sistemas
quadraticos obtidos produziremos sistemas cubicos, e mostraremos que é possivel construir um
sistema cibico com uma curva algébrica invariante de grau 3. Finalmente exibiremos um sistema
cubico com dois ciclos limite algébricos.

4.1 Ciclos limite algébricos de grau 5 e 6 para sistemas
quadraticos

Através do trabalho de Christopher, Llibre e Swirszcz em [8], nesta segao apresentaremos ciclos
limite algébricos de grau 5 e 6 para sistemas quadraticos, para isto introduziremos uma técnica
na qual a partir de um conhecido sistema quadratico com ciclo limite algébrico aplicamos uma
mudanca de variaveis que preserva o grau do sistema, mas aumenta o grau da curva algébrica
invariante.

Para obtermos isto precisamos também mudar a varidavel independente ou o tempo do sistema.
Para este proposito aplicamos a seguinte transformagao birracional

(z,y) = (2/y*,1/y), (4.1)
depois de uma translacao adequada. Se o sistema tem a forma
i = ax+ By + 2ex® + bay + ¢y, § = yxr + Sy + exy + fy’, (4.2)

onde o ponto denota a derivada com respeito ao tempo ¢, entao é facil ver que aplicando a trans-
formacio u = z/y*, v = 1/y e fazendo a mudanca de variavel temporal dt = vds, o sistema acima
ainda permanecerd na classe dos sistemas quadraticos, obtendo assim o sistema

7' = —ev — fu—yuv —6v*, Y = (b—2f)u+cv—2vu* + (a — 20)uv + B,

49



onde o apodstrofo denota a derivada com respeito ao tempo s.

Como um simples exemplo, o sistema de Yablonskii do Teorema 3.4 a) com um ciclo limite
algébrico de grau 4 pode ser obtido a partir do exemplo de ciclo limite algébrico de grau 2 devido
a Ch’in Yuan-shiin.

Agora aplicaremos a transformacao ao sistema d) do Teorema 3.4. Primeiramente fazendo a
translagao de uma das singularidades do sistema (3.9) para a origem e entao aplicando a transfor-
magao (4.1) obtemos um novo sistema com a forma (4.2).

Teorema 4.1. O sistema:

12
P =28z — ——1% — 2(a* — 16)(12 2 —4
T =28z L (a 6)(12 4+ a)x” + 6(3a — 4)y,
7= (32 —a?)x + 8y — (a+12)(a® — 16)xy + (10a — 24)y?, (4.3)

possut uma curva algébrica invariante irredutivel de grau 5 dada por:

1 6 2
2 16— 2\ .3 _2 2 4 5 2
2® + (16 — a*)z’ + (« )xy+(4+a)2y @ra2? 1o
(a—4)(12+a) 4, (124a) , 8—a
- =0. 4.4
+ xoy° + 1ta Ty +4+@xy (4.4)

Para o € (3v/7/2,4) a curva (4.4) possui um ciclo limite algébrico de grau 5.

Figura 4.1: curva invariante do sistema do Teorema 4.1

Demonstragao. Tome a = 16 — a?. Fazendo a mudanca de coordenadas

(4.5)

(%y):(u_ 1 1 04—2>’

v2 a—|—4’;+ 2

multiplicando por v, e substituindo novamente (u,v) por (z,y) o sistema (3.9) se torna (4.3). A

curva (4.4) é obtida de (3.10) através da mesma mudanga de coordenadas e multiplicando por v°.

A irredutibilidade de (4.4) segue da irredutibilidade de (3.10).
O ciclo limite surge a partir da bifurcacao de Hopf em torno de sua singularidade no ponto
a=3V7 /2, quando v aumenta o ciclo limite algébrico aumenta sua amplitude e termina possuindo
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tamanho infinito sobre a curva 128zy* — 69° + 1y* + 6422 + 322y> + 1282%y — 162y> = 0 quando

a = 4. Desta maneira segue o resultado.

Fazendo uma mudanga de coordenadas para uma singularidade diferente e aplicando uma

transformagao linear que preserva a forma (4.2) obtemos o seguinte teorema.

Teorema 4.2. O sistema:

i = 28(8 — 30)Bz +y + 1683%2* + 3y,

) = 168(8 — 30)(14(8 — 30) Bz + 5y + 848%x%) + 24(178 — 6)Bry + 6y,

possui uma curva algébrica invariante irredutivel de grau 6 dada por:
— Ty + 3(8 — 30)°8y> + 18(8 — 30)(8 — 2)Bay® + 27(8 — 2)* Ba’y”

+24(8 — 30)° %2y + 144(8 — 30)(8 — 2)*B%x’y + 48(53 — 30)* %2
+576(8 — 30)%(B — 2)28%x* — 432(3 — 2)?B2(3 + 2B)x'y

—3456(8 — 30)(8 — 2)28%(3 + 28)x° 4 3456(5 — 2)26°(12 + B)(3 + 23)a"

1+24(3 — 30)%8%(98 — 4)x*y + 64(8 — 30)*B* (98 — 4)z* = 0.

Para 5 € (3/2,2) a curva (4.7) possui um ciclo limite algébrico de grau 6.

N

Figura 4.2: curva invariante do sistema do Teorema 4.2

Demonstragao. Tome a = (4 — 3?)/7. Fazendo a mudanca de coordenadas

(2.y) = v+ 4uf (=30 + 3u(f —2) + ) 30— —u(8+3p)
By = 12626(6% — 4) ’ 14u ’

multiplicando por —42fu/2, e substituindo (u,v) por (z,y), o sistema (3.9) se torna (4.6). A
curva (4.7) é obtida de (3.10) através da mesma mudanca de coordenadas e multiplicando por

84672033(3% — 4)u®. A irredutibilidade de (4.7) segue da irredutibilidade de (3.10).

O ciclo limite surge a partir da bifurcagdo de Hopf na singularidade (19/6,0) quando 8 = 3/2.
Assim, quando [ aumenta, o ciclo limite algébrico aumenta sua amplitude e termina possuindo

tamanho infinito quando g = 2. Desta maneira segue o resultado.
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A partir dos resultados obtidos seguem perguntas naturais. Por exemplo, em todas as curvas
algébricas que obtemos até o momento o sistema quadratico possui apenas um ciclo limite algébrico,
sera que podem haver mais? Além disso, serda que podemos obter sistemas quadraticos com ciclos
limite algébricos de grau arbitrario através de uma cadeia de transformagdes racionais como (4.1)?
Podemos resumir esses questionamentos nas 3 seguintes perguntas:

Problema em aberto 1: Em sistemas quadrdticos permanecem em aberto os sequintes problemas:
i) Qual € o grau mdzximo para um ciclo limite algébrico de um sistema quadrdtico?

it) Existe uma cadeia de transformagoes racionais que dao exemplos de sistemas quadrdticos
com ciclos limite algébricos de grau arbitrario?

i11) O namero mdzimo de ciclos limite algébricos que um sistema quadrdtico pode ter é 17

4.2 Unicidade de ciclos limite para sistemas quadraticos

Nesta segdo vamos mostrar que os sistemas (3.3), (3.5), (3.7), (3.9), (4.3) ¢ (4.6) possuem um
unico ciclo limite, o qual esta contido na curva algébrica invariante. Em nosso auxilio, para a prova
da unicidade do ciclo limite de quatro destes sistemas utilizaremos o seguinte lema.

Lema 4.3. Seja f(x,y) = 0 uma curva algébrica invariante de grau maior que 1 para o sistema
quadrdtico (1.1). Seja k(z,y) o cofator de f. Defina:

XY XY
= 2 _— = 2 _—
L(X,Y,Z)_ZP<Z,Z), M(X,Y,Z2) ZQ(Z,Z),

XY

K(X,Y,2)=2Zk(=,2).

(XY, 2) (Z’Z)

Suponha que existem dois pontos Ay e Ay em CP? tais que L(A;) = M(A;) = K(A;) = 0, para
i € {1,2}. Entdo todos os ciclos limite do sistema estdo contidos em f = 0. Em particular, eles
sao algébricos.

Demonstragao. Nesta demonstragdo consideraremos o sistema (1.1) quadratico, isto é, m = 2.
Como k é o cofator de f e o sistema é quadratico, entao o grau de k é no maximo 1. Primeiramente
suponhamos que o cofator k de f(x,y) = 0 possui grau 0, i.e, k¥ é um ntmero real. Se k = 0,
entdo f é uma integral primeira racional para o sistema quadrético (1.1) e consequentemente o
sistema nao possui ciclos limite, logo este caso nao pode ocorrer. Portanto, suponhamos que k # 0.
Seja v um ciclo limite do sistema (1.1). Uma vez que f = 0 é uma curva algébrica invariante, ou
vyC{f=0}ouyn{f=0}=0. Suponha que yN{f =0} =), entdo teremos

OZ/WL“;:[Y/{:#O.

Assim teremos uma contradi¢ido. Portanto tem de ocorrer v C {f = 0} e o lema segue quando k
possui grau 0.
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Suponhamos agora que k possui grau 1. Pelas hipdteses, existem dois pontos A; e As tais
que L(A;) = M(A;) = K(A;) =0, para i € {1,2}. Note que neste caso temos que A; e Ay sdo
singularidades para o sistema estendido ao plano projetivo a partir de (1.1).

Afirmagao. Existem dois niimeros aj,a; € R tais que af + a3 # 0 e o polinomio K divide o
polinémio a1 L + as M.

De fato, seja A3 um ponto com componentes reais, diferente de A; e A, tal que K(A3) = 0. Este
ponto existe pois K é um polinémio homogéneo real de grau 1. Suponha que L(As) = M(A;) = 0.
Entao os sistemas L = 0e K =0, M = 0 e K = 0 teriam trés solucoes diferentes, os pontos
A; para i € {1,2,3}. Uma vez que os graus dos polinémios homogéneos L, M e K sdo 2, 2 e 1,
respectivamente, pelo Teorema de Bezout segue que K divide L e M. Tomando X =z, Y =y
e Z = 1 obtemos que o polinémio k de grau 1 divide P e (), o que contradiz a hipdtese de P e
@ serem coprimos. Portanto, temos L?(A3z) + M?(A3) # 0. Consequentemente podemos escolher
dois niimeros reais a; e ay tais que a? + a3 # 0 e a;L(A3) + aaM(A3) = 0. Portanto, o sistema
a1 L+ asM =0 e K = 0 possui trés solucoes diferentes, os pontos A; para ¢ € {1,2,3}. Uma vez
que o grau dos polindmios homogéneos a1 L +asM e K sao 2 e 1, respectivamente, novamente pelo
Teorema de Bézout segue que K divide a1L + as M, o que conclui a prova da afirmacao.

Pela afirmacdo e tomando X = x, Y = y e Z = 1 obtemos que k divide a1 P + as@Q). Seja
u(z,y) o polindmio de grau < 1 tal que

a1 P + ayQ = ku. (4.8)

Suponhamos que u possui grau 0, isto é, u é uma constante real. Assim considere a fungao
g = a1x + agy. Claramente
g=a®+ay = a P+ aQ = ku.

Portanto, uma vez que f = kf, segue que
9_ 1
Integrando esta igualdade segue que H = fexp(—g/u) é uma integral primeira definida em todo
R2. Portanto, neste caso o sistema nao possui ciclos limite, logo este caso ndo pode ocorrer.
Suponha que u possui grau 1. Podemos considerar os trés polinémios u, a1z + asy e 1 de graus

1, 1 e 0, respectivamente. Primeiramente, suponhamos que estes trés polindmios sao linearmente
dependentes. Entao, podemos escrever u = ¢;(a1z + asy) + ¢ com ¢; # 0. Assim teremos

U= ci(a® + asy) = c1(a1 P + a2Q)) = c1ku,

onde na tltima passagem utilizamos (4.8). Consequemente, por (1.3), segue que u = 0 é uma reta
invariante para o sistema (1.1). Novamente, uma vez que f = kf, segue que
a _f

au  f
Integrando esta igualdade segue que H = f¢ /u é uma integral primeira definida em todo R
exceto na reta u = 0. Observe que uma vez que f possui pelo menos grau 2, f é diferente de u

23



e consequentemente H nunca pode ser igual a uma constante. Uma vez que u = 0 é uma reta
invariante, a existéncia desta integral primeira implica que o sistema nao possui ciclos limite, logo
este caso nao pode ocorrer.

Suponha agora que os polindmios u, a1x + asy e 1 sao linearmente independentes. Portanto, o
polinémio & de grau 1 pode ser escrito ou como

k= dl(an + agy) + dQ, (49)

ou como
dk = u + Mayx + agy) + ds, (4.10)

onde dy # 0, d # 0, X\ e d3 sdo nimeros reais.
Suponha que vale (4.9). Entao teremos

];7 = dl(alj: + (lgy) = dl(alP + (IQQ) = dlku

Portanto, k = 0 é uma reta invariante para o sistema (1.1). Seja v um ciclo limite para o sistema
(1.1). Uma vez que f = 0 é uma curva algébrica invariante, ou v C {f =0}, ouyN{f =0} = 0.
Suponha que v N {f = 0} = (. Portanto, uma vez que v N {k = 0} = () e pelo fato de k = 0 ser

uma reta invariante, teremos
0= / = / kf 0.
vy il

O que é uma contradigao. Logo tem de ocorrer v C {f = 0} e o portanto o lema segue quando
ocorre (4.9).
Suponha que vale (4.10). Se definimos

H = (a1x + agy + ag)f’\,

onde az é um nimero real, entao teremos

H = (ad + as)) f* 4+ Marz + asy + ag) A f
= (a1 P+ a:Q) f* + Marz + azy + az)k f
= [u+ Maiz + agy + as)]kf, (4.11)

onde usamos que f = 0 é uma curva algébrica invariante com cofator k e (4.8).
Suponha que A\ # 0. Entao, tomando d3 = Aas, de (4.10) e (4.11) segue que

H = dk*f. (4.12)

Seja v um ciclo limite do sistema (1.1). Uma vez que f = 0 é uma curva algébrica invariante, ou
v CA{f =0}, ouyn{f=0}=0. Suponha que yN {f =0} = 0. Entdo, usando (4.12) teremos
que

Oz/Hz/defA;AO.
Y vy

O que nos leva a uma contradigdo. Logo v C {f = 0} e portanto vale o lema para A # 0.
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Finalmente, suponha A = 0. Entao a equagao (4.11) se torna
H = uk = dk* — dsk,

onde usamos a igualdade (4.10). Portanto, uma vez que f = kf, se v é um ciclo limite tal que

fyﬂ{f = O} = (), teremos que
_ : AN 2
0_/7(H+d3f>_/wdk #0,

o que nos leva a uma contradi¢ao. Portanto v C {f = 0}, o que completa a demonstragao. |

A seguir apresentaremos o resultado principal da se¢ao, que garante que os sistemas quadraticos
apresentados nas segoes anteriores s6 possuem um unico ciclo limite, neste caso o algébrico. Para
a prova da unicidade de ciclo limite para os sistemas (3.3), (3.5), (3.7) e (3.9) a prova pode ser
encontrada em [4]. J& para os sistemas (4.3) e (4.6) a prova é original.

Teorema 4.4. Os sistemas quadrdticos (3.3), (3.5), (3.7), (3.9), (4.3) e (4.6) possuem um tinico
ciclo limite, o qual estd contido na curva algébrica invariante.

Demonstragao. Para o sistema (3.7) temos como curva algébrica invariante f = 2% + 23 +
22y + 2azy? + 2axy® + a®y* = 0 com cofator k = 2(5 + 92 + (5 + 6a)y). Usando a desigualdade
(=714 174/17)/32 < a < 0 segue que os pontos reais

A — —(5+ 34a + 12a?) + (5 + 6a)V/1 + 16a + 4a® 7+ 6a — 3v/1 + 16a + 4a? .
L 6(3a — 2) ’ 2(3a — 2) )

A — (—(5 + 34a + 12a*) — (5 + 6a)V1 + 16a + 4a? 7+ 6a + 3v/1 + 16a + 4a? 1)

2 6(3a — 2) ’ 2(3a — 2) P
satisfazem L(A;) = M(A;) = K(A;) = 0, para i € {1,2}. Assim, o sistema (3.7) satisfaz as
hipoteses do Lema 4.3, logo o sistema possui todos seus ciclos limite contidos na curva algébrica
f=0. Uma vez que f = 0 possui um tnico oval segue o resultado para o sistema (3.7).

Para o sistema (3.9) temos como curva algébrica invariante f = i—i—x —r?+ard+ry+22y? =0
com cofator k = 4(2 — 3ax + 2y). Usando a desigualdade 0 < a < 1/4 segue que os pontos reais

A <2+\/4—7a —8+3v4—"Ta 1)
1= s ) )
Ta 14

Ta 14

satisfazem L(A;) = M(A;) = K(A;) =0 para i € {1,2}. Assim o sistema satisfaz as hipéteses do
Lema 4.3, logo o sistema possui todos seus ciclos limite contidos na curva algébrica f = 0. Uma
vez que f = 0 possui um dnico oval segue o resultado para o sistema (3.9).

A (2—\/4—7a —8—3v4—Ta 1)
2 = 5 3 3
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Para o sistema (4.3) temos como curva algébrica invariante (4.4) com cofator k = 4(13a —
24)y — 6(a® — 16)(a + 12)x + 56. Aplicando a mudanca de coordenadas (4.5) aos dois pontos
anteriores obtemos os pontos

s ( — 1960 + 840 + 28v/7a2 — 108 14 1)
P\ (02— 16)(3vTa2 — 108 — Ta + 6)2” 3yTa2 — 108 — Ta+6 )’

A — 196 — 840 + 28/ 7a? — 108 14 |
(@2 = 16)(3VTa? — 108 + Ta — 6)2 3v/7a? —108+7a—6" )

que satisfazem L(A;) = M(A;) = K(A4;) = 0 para i € {1,2}. Assim, o sistema (4.3) satisfaz as
hipéteses do Lema 4.3, logo o sistema possui todos seus ciclos limite contidos na curva algébrica
f=0. Uma vez que f = 0 possui um tnico oval segue o resultado para o sistema (4.3).

O restante da prova temos que os sistemas nao satisfazem as hipéteses do Lema 4.3, logo
teremos de usar argumentos particulares.

Para o sistema de Yablonskii (3.3) temos como curva algébrica invariante f = (y + cx?)? +
2?(x — a)(x — b) = 0. Considere a funcio

2c(a — 3b)(3a — b)(y + cx?) — ab(a + b — 4x)*
I |

H =

Assim teremos

c(2ab(a + b) — (3a® — 2ab + 3b*)z)?
I |

Seja v um ciclo limite do sistema (3.3). Uma vez que f = 0 é uma curva algébrica invariante, ou
vale v C {f =0}, ouyN{f =0} =0. Suponha que y N {f =0} = (). Entdo, de (4.13) teremos

0= /VH = Sgn(fm[, c(2ab(a +b) — (3C|L;|— 2ab + 3b?)x)? L0

H = sgn(f) (4.13)

o que nos leva a uma contradigdo. Logo tem de ocorrer que o ciclo limite v C {f = 0}. Uma vez
que f =0 é formada por um tnico oval, segue o resultado para (3.3).

Para o sistema de Filiptsov (3.5) temos como curva algébrica invariante f = 3(1 + a)(az? +
y)? + 2y%(2y + 3(1 + a)z) = 0. Considere a fungao

- 2y+(3+5a)x2.

Assim teremos

H = sgn(f)

(4.14)

Seja v um ciclo limite do sistema (3.5). Uma vez que f = 0 é uma curva algébrica invariante ou
vale v C {f =0}, ouyN{f =0} = 0. Suponha que y N {f =0} = (). Entdo, de (4.14), teremos

: (4y — 3(1 + a)x)?
0= [ H=sgn(f|, #0,
A en( |>L 0
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o que nos leva a uma contradigao. Logo tem que ocorrer que v C {f = 0}. Uma vez que f possui
um unico oval, segue o resultado para (3.5).
Para provar a unicidade para o sistema (4.6), tome
3 2 208(5—30) 5(8-30)
H(r.y) = —168(8 + 12)z° + 84(5 — 30)x* + zy + 365 1) L+ 35 an)Y
| £ |

onde f é a curva invariante (4.7).
Suponha que exista um ciclo limite v tal que y N {f = 0} = (). Uma vez que a forma é exata
temos que

/H — 0. (4.15)

Por outro lado

6./ —"—1/)2
i = sn(p)) Vg

VI/l /]
Temos que h = 0 nao é invariante para o sistema (4.6), além disso ela é formada por duas retas.
Logo se v é um ciclo limite de (4.6), entdao a quantidade de pontos pertencentes a {h = 0} N~ é

finita. Logo % > (0 em quase todo ponto de . Desta maneira teremos

/ H#0. (4.16)

Assim, de (4.15) e (4.16) temos uma contradigdo. Portanto tem de ocorrer que se y é um ciclo
limite para o sistema (4.6), entdao v C {f = 0}. Uma vez que f possui um tnico oval, concluimos
que este sistema possui apenas um ciclo limite. |

Observacao: Para a obtengao dos pontos que satisfazem as hipéteses do Lema 4.3 para os sis-
temas (3.7), 3.9 e (4.3) basta apenas resolver o sistema L(X,Y, Z) = M(X,Y,Z) = K(X,Y,Z) = 0,
o qual pode ser feito através de softwares matemaéticos.

Ja nas demonstracoes da unicidade de ciclo limite para os sistemas (3.3), (3.5) e (4.6) nao

podemos fazer uso do Lema 4.3. A ideia era construir uma funcao H(z,y) = G’%’g))', onde g é um

polindmio de duas varidveis de grau 3 e concluir que [, H # 0. Para isto era necessario construir
g de modo que

: (122 + may + ny? + ra + sy)?
H = Sgn(f”Y) ’f|

Por outro lado em virtude da regra da cadeia sabemos que

H= Paﬁ T Qaj _ 2<P% + Q%g) — g.k.sgn(f)
e T 7l '

Logo para obter g basta resolver o sistema de equacgoes oriundo da igualdade
0 0]
ox dy

nas variaveis dos coeficientes de g e os coeficientes {I, m,n,r, s}.

2(P ) — g.k = (I% + mazy + ny* + rz + sy)?,
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4.3 Ciclos limite algébricos para sistemas ctibicos

Nas proximas segoes, devido ao trabalho de Llibre e Zhao em [19], abordaremos a cerca de
resultados para sistemas ciibicos.

Assim como sistemas quadraticos, existem sistemas ctibicos que possuem ciclos limite algébricos
de grau 2, como exemplo temos o sistema

i=-y+az@+y*—1), y=x+y@@®+y -1,

que possui como curva algébrica invariante irredutivel o circulo 22 4+ y? = 1. Ao contrario do que
ocorre para sistemas quadraticos, este nao é o tinico sistema ctibico que possui ciclo limite algébrico
de grau 2, para mais exemplos veja [1], [18] e [21].

Na se¢ao 4.4 mostraremos que ¢é possivel construir sistemas ciibicos que possuem ciclos limite
algébricos de grau 3. No artigo [17] o autor fornece exemplos explicitos de sistemas ciibicos
possuindo o oval limitado da curva ctibica y? = 2% 4 cx? +1 com ¢ < —3+/2/2 como um ciclo limite
algébrico de grau 3. Ha exemplos que mostram sistemas cibicos onde este ciclo limite é tinico e
outros onde o sistema possui adicionamente um ciclo limite nao algébrico.

A seguir, apresentaremos proposi¢oes com exemplos de sistemas ciibicos que possuem ciclos
limite algébricos de grau 4, 5 e 6. A ideia da demonstracdo é aplicar uma transformagao de
Poincaré para um sistema quadratico conhecido que possua um ciclo limite com o grau desejado,
assim a transformagao preservara o grau do ciclo limite algébrico, mas aumentara o grau do sistema
em uma unidade.

Proposicao 4.5. .

a) O sistema cibico:

& =2z(=3(a+ b)c+ dabcx — 4y + (a + b)zy), (4.17)

3 3
j= _502 +ab— 5b2 + 4abc® + ab(a + b)x + 5(a + b)ey + 4y* + (a + b)xy?,

possui um ciclo limite algébrico de grau 4 dado por:
1+ — (a+b)x+ aba? + 2cay + 2°y* = 0, (4.18)

com cofator 4z(2abc+(a+b)y). Paraabc # 0, a # b, ab > 0, 4c¢*(a—b)*+(3a—b)(a—3b) < 0,
a curva (4.18) contém um ciclo limite algébrico de grau 4.

b) O sistema cibico:

&= —2x(—3(2+a)+3(a+ 1)z + 6y + zy),
¥ =3a(a+1) —2(3+2a)y + 9(a+ V)ay + 4y* — 2237, (4.19)

possui uma curva algébrica invariante irredutivel de grau 4 dada por:
3(a+1)(a+ zy)?* + 20y*(—3 — 3a + 2y) = 0, (4.20)

com cofator 2z(3 + 3a — 4y). Para 0 < a < 3/13, a curva (4.20) contém um ciclo limite
algébrico de grau 4.
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¢) O sistema cibico:

i =—2(6+ 51 +4(a+ 1)y + ay?),
y=x—2y—3vy — (a+2)y* — ay?, (4.21)

possui uma curva algébrica invariante irredutivel de grau 4 dada por:
z + 22 + vy + 2axy® + 2ay® + a*y* = 0, (4.22)

com cofator —2(3+ 5z + (2a + 3)y + 2ay?). Para (—71+17/17)/32 < a < 0, a curva (4.22)
contém um ciclo limite algébrico de grau 4.

d) O sistema cibico:

& = 2x(2k — 22 — 6y — %),
y = —14kx + 2ky + (8 — 3k)a? — day — 20y* — 227y, (4.23)

possui uma curva algébrica invariante irredutivel de grau 4 dada por:
1
kx — 2 +2° + Zx‘l + 2%y +y* =0, (4.24)

com cofator 4(k —2x — 22? —10y). Para 0 < k < 1/4, a curva (4.24) contém um ciclo limite
algébrico de grau 4.

%

N

Figura 4.3: curvas invariantes dos sistemas a), b) e ¢), respectivamente, da Proposigao 4.5

Demonstragao. Primeiramente vamos mostrar que os ciclos limite algébricos que aparecem nos
sistemas quadréaticos (3.3), (3.5), (3.7) e (3.9) nado intersectam o eixo y.

Ora, substituindo z = 0 em (3.4), obtemos que y? = 0. Isto implica que a curva (3.4) intersecta
0 eixo y no unico ponto (0,0), que é uma singularidade para o sistema (3.3). Portanto, o ciclo
limite algébrico do sistema (3.3), contido na curva (3.4), ndo intersecta o eixo y.
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Figura 4.4: curva invariante do sistema d) da Proposigao 4.5

Usando o mesmo argumento acima, concluimos que o ciclo limite algébrico do sistema (3.7)
nao intersecta o eixo y.
Para o sistema (3.5), temos
dx
dt |z=0
o que implicaria que se o ciclo limite do sistema (3.5) intersectasse o eixo y, entdo a origem estaria
na regiao limitada por este ciclo limite. A origem é um né instavel, o que contradiria o Teorema
3.12.
Um célculo direto mostra que a curva (3.10) e o eixo y nao possuem pontos em comum. Por-
tanto, para todos os pontos (z, y) dos ciclos limite algébricos que aparecem nos sistemas quadraticos
(3.3), (3.5), (3.7) e (3.9) teremos = # 0. Aplicando a transformacao de Poincaré

=2y,

1
r=-, y= E, dt = zdr, (4.25)
z z

para os sistemas quadraticos (3.3), (3.5), (3.7) e (3.9) e substituindo novamente (z,u) por (z,y),
obtemos os sistemas (4.17), (4.19), (4.21), (4.23), respectivamente. As curvas (4.18), (4.20), (4.22)
e (4.24) sao obtidas de (3.4), (3.6) (3.8) e (3.10), respectivamente, através da mesma mudanca de
coordenadas e multiplicacdo por z*. [ |

Proposicao 4.6. O sistema cubico:

b=z (2(a2 —16)(a + 12) — 282 — 6(3a — 4)y + =y )

a+4
12
g = —2(a? — 16)x + (a® — 16)(a + 12)y — 202y — 8ay® + ﬂy : (4.26)
possut uma curva algébrica invariante irredutivel de grau 5 dada por:
1 2 2,2
—(a? = 16)2% + 2% + (a — 2)2’y + Z(Oz —4)(a+ 12)ay® — &x+y4
— 8)xy? 12)y* 4 61/°
_(a—=8)zy +(a—|— )y Lo (4.27)
a+4 a+4 (a+4)? (a+4)?

com cofator 4(a® —16)(a+12) — 84z — 2(19a — 12)y + 259>, Para o € (3V7/2, 4), a curva (4.27)
contém um ciclo limite algébrico de grau 5.
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Figura 4.5: curva invariante do sistema da Proposicao 4.6

Demonstragdo. Uma vez que (0,0) é uma singularidade do sistema (4.3) e

dj = - 12 3/2§07
dt =0 Oé+4

o ciclo limite do sistema (4.3) nao intersecta o eixo y. Aplicando a transformacao de Poincaré
(4.25) para o sistema quadratico (4.3) obtém-se o sistema (4.26). A curva (4.27) ¢é obtida de (4.4)
através da mesma mudanca de coordenadas e multiplicacio por 2°. |

Proposicao 4.7. O sistema cubico:

i = —x(1683% — 843(5 + 10)z + 3y + 238ﬁ(5 + 30)2?), (4.28)
y = 1344(B — 30)3% — 672(8 — 30)5%(5 4 10)x + 488(55 — 3)y

+2§452(52 —900)2% + 286(8 — 54)xy + 3y* — 2386(5 + 30)2%y,

possui uma curva algébrica invariante irredutivel de grau 6 dada por:

3456(8 — 2)26°(12 + B8)(3 + 28) — 10368(3 — 2)*5%(3 + 26)x:
+576(8 — 2)28%(360 — 36083 + 415%)x? — 4483 (—11520 + 306003
—676/3% — 4423 + 2961 2% 4 1125%(294480 + 868803 — 65523>
—4408% + 332 — @63(45648 + 3168 — 4403? — 84°% + p*)a®

3
+7287463(140688 — 68083% + )% — 432(8 — 2)?B%(3 + 28)wy

+1296(8 — 2)* By — 1685%(432 — 10923 + 405 + 33%) 3y
+563%(—10632 — 11245 + 8232 + %) x'y — 1536862(62 — 396)z°y
+27(8 — 2)?Bry* — 504(8 — 2)Bx*y* + (23528 + T)x'y? — 72%y® = 0, (4.29)
com cofator —568x(—645 + 30x + Sz). Para 5 € (3/2, 2), a curva (4.29) contém um ciclo limite

algébrico de grau 6.
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Figura 4.6: curva invariante do sistema da Proposicao 4.7

Demonstracao. Para o sistema (4.6), temos

dx 28

— = —[B(30 0

Q"3 B30+ 5) #
o qual mostra que o ciclo limite do sistema (4.6) nao intersecta a reta = —1/3. Aplicando a
transformacao de Poincaré

1
z= T, U= yl, dt = zdr
T+ 3 T+ 3

para o sistema quadratico (4.6) e substituindo novamente (z,u) por (x,y), obtemos o sistema
(4.28). A curva (4.29) ¢ obtida de (4.7) pela mesma mudanga de coordenadas e multiplicando por
28. |

4.4 Ciclos limite algébricos de grau > 3

Conforme visto na se¢ao 3.2 do capitulo 3, nao é possivel haver ciclos limite algébricos de grau
3 para sistemas quadraticos. Como mencionamos na se¢ao anterior, é possivel obter ciclos limite
algébricos de grau 3 para sistemas ctibicos. No final desta secdo vamos apresentar um resultado
mais geral, que garante que curvas algébricas de grau 3 que possuem um oval e satisfazem algumas
hipéteses podem ser invariantes para uma conveniente equacao diferencial polinomial planar de
grau maior ou igual que 3.

Neste caminho apresentaremos alguns lemas preparatérios. O seguinte resultado pode ser visto
em [15].

Lema 4.8. Qualquer sistema cibico hamiltoniano H(x,y) possuindo um ponto critico do tipo
centro na origem pode ser colocado através de uma mudanga de varidveis afim em uma forma
normal

1 1 1
H(x,y) = 7(932 + y2) — —23 4 axy® + =by?, (4.30)
2 3 3
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onde os parametros a e b estao no conjunto
1
Q={-;<a<l, 0<b< (1—a)(l+2a)2}.

O oval de H(z,y) = h em torno do centro na origem existe para os valores hamiltonianos h € ¥ =

(0, 1/6).

Proposicao 4.9. A curva algébrica de grau 3 contém um oval sem um ponto cujas coordenadas
satisfazem f(x,y) = 0f(x,y)/0x = Of(x,y)/0y = 0 se, e somente se, pode ser escrita através de
uma mudanga de varidveis afins na forma

H(z,y) =h, (a,b) € Q, heX, (4.31)
onde H, Q e X estio definidos como no Lema 4.8. Mais ainda, a curva algébrica (4.31):
a) contém um inico oval e
b) é irredutivel se, e somente se, (b,h) # (0, (1+ 3a)/(24a%)).

Demonstragao. A necessidade decorre diretamente do Lema 4.8. Para provar a suficiéncia,
suponha que f(z,y) = 0 é uma curva algébrica de grau 3 possuindo um oval sem pontos cujas
coordenadas satisfazem f(z,y) = 0f(z,y)/0x = Of(x,y)/0y = 0. Entao, f(z,y) = 0 é uma
trajetéria do sistema hamiltoniano quadratico

. Of(xyy) . Of(xy)
b0 ey (4.32)

Pelo Teorema 3.12, a componente fechada de f(z,y) = 0 ndo é um ciclo limite do sistema (4.32),
isto implica que esta é uma orbita fechada circundando um centro e o determinante da parte linear
neste centro é nao nulo. Pelo Lema 4.8, f(z,y) pode ser escrita na forma (4.31), o que conclui a
demonstracao da suficiéncia.

Para provar a afirmagao a), assuma que a curva algébrica H(z,y) = h contém dois ovais, 0s
quais sao duas orbitas fechadas do sistema

:t:a—H:y+2axy+by2, y:—a—H:—x—l—xQ—ay?. (4.33)
dy ox

Uma figura com os retratos de fase deste sistema em funcdo dos parametros a e b pode ser en-
contrado na figura 1 do artigo [15]. Pelo Teorema 3.12 existe um centro dentro de cada oval. Se
estas duas oOrbitas fechadas circundam o mesmo centro, entao a reta passando através do centro
deveria intersectar em pelo menos quatro pontos a curva algébrica H(z,y) = h de grau 3, o que
é uma contradicao. Se estas duas orbitas fechadas circundam dois centros diferentes, entao a reta
conectando os dois centros deveria intersectar em pelo menos quatro pontos a curva algébrica
H(z,y) = h de grau 3, o que é novamente uma contradigdo. Logo a curva H(z,y) = h s6 pode ter
um oval.
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Para provar a afirmagao b), suponha que H(z,y) — h é redutivel e h € ¥, entao H(x,y) — h
pode ser escrita na forma

H(]?,y) —h= (0513 + By + 5>H2('T7y>7

onde a, 3 e § sao constantes reais, o + % # 0, Hy(x,y) é um polindmio de grau 2. O Lema 4.8
implica que a reta ax + Sy + 0 = 0 ndo intersecta o oval Hy(x,y) =0, o que d&d § # 0. Uma vez
que ax + Py + 0 é uma linha invariante do sistema (4.33), temos que ai + Sy = 0 para os pontos
(z,y) satisfazendo azx + fy + 6 = 0. Se 5 # 0, o # 0, entdo

(az + ﬁg)br%s = 512(—(5(046 —bad + aBd) + (—a’B — 8% + 2ba*s — daafd)x
+(ba?® — 3aa?B + *)2?) = 0,
o que fornece:
1 B _B(=p 438
a—2<—1+52>, b_T’ a = —0. (4.34)

Se vale (4.34), entao

H(a,y) b~ (~ax + By + ) Hlr.y) = < — b

onde
mey)zé;@ﬁQ—ﬁx+2$f%w%y+2@hy+C%Q—ﬁafl

Isto significa que H(z,y) — h é redutivel se, e somente se, h =1/6 € ¥. Se f # 0, o = 0, entao

(0 + Bi)lys = 5 (~as® — fa+ %) 20,

=

o que é uma contradigao.
Se f =0, a # 0, entdo o sistema (4.33)

dx y(a — 2ad + bay)

dt e=—3 N o

0

se, e somente se, a = 2ad e b = 0, o que implica

1+ 3a

0 —h—
(2,y) P

(2az + 1)(—1 — 3a + 2a(1 + 3a)z — 4’z + 12a°y?) =

1
24a3
Assim H(z,y) — h é redutivel se, e somente se, b= 0, h = (1 + 3a)/(24a%). [

Para os resultados seguintes, precisaremos de uma hipétese a mais sobre o polinémio H(z,y),
ser reqular no infinito.

Defini¢ao 4.10. Um polinomio H(x,y) € Clz,y| de grau n + 1 é dito regular no infinito se vale
uma das trés condicoes equivalentes:
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i) sua parte homogénea principal lfl, um polinomio homogéneo de graun + 1, € um produto de
n + 1 formas lineares duas a duas diferentes;

it) H possui um ponto critico isolado na origem (x,y) = (0,0);
iii) A curva de nivel {H =1} € C? € ndo singular.

Esta condicio significa que apés a compatificagdo projetiva natural do plano-(x,y) C?, todos
os fendmenos “interessantes'ainda acontecem apenas na parte finita do plano projetivo.

Lema 4.11. Se H ndo possui fatores repetidos, entao mdc(H,, H,) = 1.

Demonstracao. Suponha que mdc(H,, H,) # 1. Entdo existe um polinémio A nao constante
tal que A divide H, e A divide H,. Portanto, A divide H, e fly. Por outro lado, pela férmula
de Euler temos zH, + ylf] = nH, onde n é o grau de H. Assim A divide H. Uma vez que
A, H:B, H e H sio polinomios homogéneos de C[z,y] e A divide H,, H e H, os fatores lineares
de A possuindo multiplicidade m deverao ser fatores lineares de H possuindo multlphcldade m+1.
Esta ultima afirmacao segue identificando 0s fatores lineares do polinémio homogeneo H (x,y) em
duas varidveis com as raizes do polindmio H (1, 2) na varidvel z. Portanto, A é um fator repetido
de H , provando o resultado. [ |

Lema 4.12. Seja f(x,y) = 0 uma curva algébrica invariante de grau n para o sistema (1.1) de
grau m. Suponha que:

i) Nao existem pontos (x,y) tais que f(z,y) = 0f(z,y)/0x = 0f(x,y)/0y = 0;
it) f nao possui fatores repetidos, isto €, f € reqular no infinito.
Entao o sistema (1.1) tem a forma

of (z,y)

M, y = B(z,y)f(x,y) + D(x,y)T, (4.35)

i = A(x,y)f(z,y) — D(x,y) o

onde A(x,y), B(z,y) e D(z,y) sio polinomios com gr A(z,y) < m —n, gr B(z,y) < m—mn e
gr D(z,y) =m —n+ 1.

Demonstragao. Aplicando a condigdo i), a partir do Teorema dos Zeros de Hilbert (para detalhes,
veja [14], Hilbert’s Nullstellensatz) temos que existem polindémios F, F' e G tais que

b, g0

=1. 4.
I 8y +Gf = (4.36)

Uma vez que f satisfaz a equagao (1.3), obtemos de (1.3) e (4.36) que

k= (kE+ GP)gi + (kF + GQ)(;ZJ;.
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Substituindo k& em (1.3), obtemos

[P~ (kE+ G| =~ — (KF + GQ)S

of
oy
Uma vez que f satisfaz ii), pelo Lema 4.11 temos mdc(%, %) = 1, assim existe um polinémio D

tal que
of of
oy’ ox’
Isto prova que o sistema (1.1) tem a forma (4.35) com A = kE + GP e B =kF + GQ.
De (4.36) temos que gr £ =gr F <mn, oquenos da que gr A <m —mnegrB<m-—n. Da
equagao (4.37) e da afirmagao anterior concluimos que gr D < m —n + 1. |

P—(kE+GP)f=-DZ, Q- (kF+GQ)=D (4.37)

Teorema 4.13. Um sistema ciubico possui uma curva algébrica invariante irredutivel contendo um
oval reqular no infinito de grau 3 se, e somente se, este sistema pode ser escrito através de uma
mudanga de varidveis afim na forma

T

Y

—(l+mz+ny)Hy(z,y) +r(H(z,y) — h) = P(z,y),
(l+ma+ny)H,(z,y) + s(H(z,y) — h) = Q(z,y). (4.38)

Onde I, m, m, r e s sio constantes reais, 1> + m? +n? # 0, H(x,y) € definido em (4.30),
heX=(0,1/6), b* —4a®> #0, (b,h) # (0, (1+ 3a)/(24a®)) e o sistema

H(z,y)=h, l+mx+ny=0 (4.39)

nao possui solugoes para x € (x1(h), xa(h)), onde (x1(h),0) e (z2(h),0) sdo os dois pontos de
interseccao da componente fechada de H(z,y) = h com o eixo x. Mais ainda:

a) a orbita fechada algébrica € um ciclo limite hiperbolico se, e somente se, mr + ns # 0
b) se mr+ns =0, entdo o sistema (4.38) nao possui ciclos limite.

Demonstracao. Se mdc(H,, H,) # 1, entdo existe uma curva tal que cada ponto é uma singu-
laridade do sistema Hamiltoniano (4.33). Porém, este retrato de fase ndo aparece na figura 1 de
[15]. Portanto, temos que ter mdc(H,, H,) = 1. Por outro lado, a curva H(z,y) = h é regular no
infinito se, e somente se, b? — 4a® # 0. Pela Proposiciao 4.9 temos que H(z,y) = h é irredutivel se,
e somente se, (b, h) # (0, (1+ 3a)/(24a?)).

A Proposicao 4.9 e o Lema 4.12 implicam que o sistema cubico com uma curva algébrica
fechadade grau 3 pode ser escrito através de uma mudanga de variaveis afim na forma (4.38). Esta
curva fechada pode ser um ciclo limite, um lago homoclinico, um laco heteroclinico ou uma 6rbita
periodica circundando um centro.

Seja I'y, o oval da curva algébrica H(x,y) = h. Entdo, I', é uma érbita periédica do sis-
tema (4.38) se, e somente se, ndo existe nenhuma singularidade em I';. Existem dois tipos de
singularidades em H (z,y) = h, aqueles cujas coordenadas satisfazem

H(z,y) =h, Hy(r,y)=0, Hy(z,y)=0 (4.40)
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e aqueles cujas coordenadas satisfazem (4.39). Pela Proposigao 4.9, singularidades satisfazendo
(4.40) nao existem. Portanto, (4.39) nao possui solu¢ao no intervalo (x1(h), xz2(h)) se, e somente
se, 'y, é uma Orbita peridédica do sistema (4.38). Temos que um ciclo limite é hiperbdlico se, e

somente se T(h) ) (OP(z,y) 0Q(z,y)
) _ €,y LY
/0 div(P, Q)dt = /0 ( gx oy > an o

onde T'(h) é o periodo de I'y,. Uma vez que H(z,y) = h é uma curva algébrica invariante temos
que nela H,(z,y)dx + Hy(x,y)dy = 0. Por outro lado, pelo sistema (4.38) obtemos

dx
P(z,y)

Uma vez que o oval I, estd sobre a curva algébrica H(z,y) = h, no calculo da integral (4.41)
teremos no denominador P(z,y) = —(I + mx + ny)H,(x,y). Portanto

T(h) B OP(xz,y) 0Q(x,y) du
/0 div(P, Q)dt = j’gh ( Oz ™ dy > P(z,y)

L)+ (s m) )
Ty —(l+mx +ny)Hy(z,y)

m—s (r+n)H,(z,y)
= —dr — dx
r, [+ mz+ny r, ([ +ma +ny)Hy(x,y)

dt =

m—Ss r+n
Y SUET S )
T, L +mz +ny v, (I +mx + ny)

// mr + ns dud
— T
mtry, (I 4+ max + ny)? 4

onde na ultima passagem utilizamos o Teorema de Green e supomos que [';, tem orientagao anti-
horaria. Portanto, a 6rbita peridédica I'j, é um ciclo limite hiperbdlico se, e somente se, mr+ns # 0.
Assim provamos a afirmagao a).

Se mr +ns = 0, m®> +n? # 0, entdo | + mx + ny = 0 é uma curva algébrica invariante com
cofator Ky (z,y) = nH,(z,y) — mH,(z,y). Por outro lado, o cofator da curva algébrica invariante
H(z,y) = h é Ky(x,y) = rHy(x,y) + sHy(x,y). Portanto, sKi(x,y) + mKs(x,y) = 0. Segue do
Teorema de Darboux 3.9 que o sistema (4.38) possui uma integral primeira da forma

Hy = (I +max +ny)*(H(x,y) —h)™.
Sem =n=0,1+# 0, entdo o sistema (4.38) possui uma integral primeira da forma
Hy = lln|H(z,y) — h| + sz — ry.

Portanto, das duas equagoes acima segue a afirmagao b). |

Com o auxilio dos resultados anteriores obteremos as seguintes proposicoes, que permitirao
demonstrar o resultado principal da sec¢ao.
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Proposigdo 4.14. Ser # 0, (a,b) € Q, h € &, | € (—oo,—3) U (1,+00) e (b,h) # (0,(1 +
3a)/(24a®)), entdo o sistema

T = —(iIZ’ - l)Hy(l',y) —|—T(H<£Ij‘,y) - h) :7p(37,y)7

possui um ciclo limite algébrico hiperbdlico de grau 3, onde H(x,y), Q, ¥ estio definidos como no
Lema 4.8.

Demonstragao. Primeiramente vamos mostrar que nao existem singularidades sobre o oval 1’y
da curva algébrica H(z,y) = h. Existem dois tipos de pontos criticos em H(x,y) = h: aqueles
cujas coordenadas satisfazem (4.40), e aqueles cujas coordenadas satisfazem

H(z,y)=h, z==I. (4.43)

Sabemos que singularidades satisfazendo (4.40) nao existem pela Proposigao 4.9.

Denotado por I'y /6, o laco homoclinico do sistema quadrético hamiltoniano (4.33) ¢ definido
por H(z,y) = %. Através de uma computacgao direta sabemos que I'; 5 intersecta o eixo x nos
pontos (1,0) e (—%,O), o que implica que a linha 2 = [ nao intersecta I'y/5. Uma vez que na
orbita fechada I', do sistema (4.33) encontra-se a regiao limitada pelo laco homoclinico I'y /6, esta
orbita nao intersecta a linha = [. Portanto, nao existem singularidades sobre o oval I';, da curva
algébrica H(z,y) = h para h € ¥, o que mostra que I';, é uma 6rbita periédica.

Através dos mesmos argumentos utilizados na prova do Teorema 4.13, obtemos que

/T(h)d' (PQ)dt—?{ LS ey gy — (1)// " drdy #0
0 A B rhx—lx P mtrh(x—l)Qxy ’
onde T'(h) é o periodo da orbita periddica I'y,. Consequentemente, I', é um ciclo limite algébrico
hiperbolico irredutivel de grau 3. |

Teorema 4.15. Qualquer oval de uma curva algébrica irredutivel f(z,y) = 0 de grau k sem pontos
(x,y) satisfazendo Of(x,y)/0x = 0f(x,y)/0y = 0 é um ciclo limite algébrico de uma conveniente
equacao diferencial polinomial de grau i, i > k + 1.

Demonstragao. Se uma curva algébrica f(z,y) = 0 de grau k contém um oval sem pontos
(x,y) satisfazendo Of(x,y)/0x = Of(x,y)/0y = 0, entdo esta é uma érbita fechada do sistema
Hamiltoniano @ = 9f(x,y)/0y, y = —0f(z,y)/0x. Seja f(x,y) = h uma integral primeira

deste sistema hamiltoniano e (h., hs) 0 intervalo maximo de existéncia de érbitas fechadas I', C
{(z,y); f(z,y) =h}, he <0 < hy. Considere a equagao diferencial polinomial perturbada de grau

i>k+1 5 5

i = a‘;;’ U= —a‘£+gf(m,y)(y+xi_k). (4.44)
Segue de um célculo direto que f(x,y) = 0 é uma curva algébrica invariante do sistema (4.44) com
cofator K (x,y) = ef,(z,y)(y+2"). A integral Abeliana, associada ao sistema (4.44), é¢ dada por

1) = § flay)y+a"F)de = hi(h) (4.45)
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onde supomos que o oval I'y, possui a orientagdo horaria e
L(h) = ¢ yde= / / drdy # 0. (4.46)
Fh inch

Para a conclusao do resultado utilizaremos as afirmagoes a seguir, que podem ser vista em [16].
E bem conhecido que a fungao deslocamento do sistema perturbado (4.44) pode ser expressa
na forma

d(h,e) = el(h) + O(e?)

e valem as seguintes afirmagoes quando I(h) # 0:

a) Se existe h* € (he, hs) tal que I(h*) =0e I'(h*) # 0, entao o sistema (4.44) possui um unico
ciclo limite bifurcando a partir de I';+, mais ainda, este ciclo limite é hiperbdlico.

b) O ndmero total (contando as multiplicidades) de ciclos limite do sistema (4.44) bifurcando
a partir do anel periddico de sistema hamiltoniano (4.44) com ¢ = 0 é limitado pelo nimero
méaximo de zeros isolados (levando em conta suas multiplicidades) da integral Abeliana I(h)
para h € (he, hs).

¢) I(h) é uma fungao analitica em h € (h, hy).

Observe que I(h) possui um tnico zero em h = 0 e I'(0) = Ip(0) # 0. Uma vez que (4.45) e
(4.46) implicam que d(h,e) # 0, segue que oval contido em f(x,y) = 0 é um ciclo limite algébrico
hiperbdlico. ]

Como consequéncia dos resultados anteriores, estamos em condi¢oes de enunciar o resultado
principal da secao.

Teorema 4.16. Qualquer oval de uma curva algébrica irredutivel f(x,y) = 0 de grau 8 sem pontos
(x,y) satisfazendo Of (z,y)/0x = Of (x,y)/0y = 0 é um ciclo limite algébrico de uma conveniente
equacao diferencial polinomial de grau i, i > 3.

Demonstracao. A afirmacao segue diretamente da Proposicao 4.14 e Teorema 4.15. |

4.5 Sistemas ciibicos com dois ciclos limite algébricos

Ao contrério do que até o momento sabemos para sistemas quadraticos, podem ocorrer sistemas
cubicos com dois ciclos limite algébricos. Na préxima proposicao apresentaremos um sistema ctibico
com dois ciclos limite algébricos circundando dois focos diferentes, um estando contido em x > 0
e outro em = < 0.
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Proposicao 4.17. O sistema cubico:

& = 2y(10 + zy),
= 20x 4y — 202 — 222y + 49, (4.47)

possui dois ciclos limite algébricos contidos na curva algébrica invariante:

1, 1, 1, 1
a2 _ Zxt = 4.4
2y 21; —|—4x 3 (4.48)

Figura 4.7: curva invariante do sistema da Proposicao 4.17

Demonstragao. O sistema (4.47) possui trés singularidades no plano finito: uma sela em (0, 0)
e dois focos estaveis em (£1, 0). O sistema Hamiltoniano

_ - 3
=Y, Yy=r—x,

possui a integral primeira H(x,y) = y?/2 — 2*/2 + 2*/4 = h a qual corresponde a duas drbitas
fechadas circundando o centro (+1, 0) se h € (—1/4, 0). Isto significa que a curva algébrica (4.48)
contém dois ovals. E facil provar que (4.48) é uma curva algébrica invariante para o sistema (4.47)
com cofator K(z,y) = 8y*. Uma vez que ndo existem singularidades do sistema (4.47) sobre a
curva (4.48) e os focos (£1, 0) estdo dentro dos dois ovals, segue o resultado. [

Problema em aberto 2: Em sistemas cubicos permanecem em aberto os sequintes problemas:
i) Qual € o grau mdzximo para um ciclo limite algébrico de um sistema cibico?

it) Eziste uma cadeia de transformagoes racionais que dao exemplos de sistemas cibicos com
ciclos limite algébricos de grau arbitrario?

ii) O nimero maximo de ciclos limite algébricos que um sistema cibico pode ter é 27
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