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1 Introducao

Neste relatério descrevemos o que foi feito durante o periodo de vigéncia
do projeto. Estudamos o comportamento qualitativo de sistemas lineares de
equagoes diferenciais em duas dimensoes até a construcao do diagrama trago-
determinante. Fizemos também alguns avancos nas técnicas para encontrar o
retrato de fase de alguns sistemas lineares em trés dimensoes.

O objetivo principal do projeto é, no entanto, estudar os centros em sistemas
bidimensionais nao-lineares e buscar meios de determinar quando ocorrem.

Sendo assim, abordamos o teorema de Hartman-Grobman e explicamos o
problema do centro-foco.

Depois, trabalhamos um pouco com campos reversiveis e hamiltonianos,
onde a identificacdo de centros pode ser um pouco mais ficil e discutimos a
aplicacao de Poincaré em sistemas cuja linearizagao é um centro.

Por dltimo, analisamos um algoritmo para o célculo das constantes de Lya-
punov.

Ao longo deste projeto, fizemos uso do software Mathematica para plotar
retratos de fase e fazer alguns calculos relacionados as constantes de Lyapunov.

Vamos, agora, introduzir algumas nogoes que serao uteis no desenvolvimento
deste relatorio:

Notagao 1 Neste projeto, temos como principal objeto de estudo equagoes di-
ferenciais ordindrias auténomas de primeira ordem, ou seja, equacdes da forma

b= ()

onde f é um campo vetorial em R™. Da teoria de equacoes diferenciais, temos
que, se f €, pelo menos, de classe C, o problema acima admite solugcdo mazimal
dnica, que denotaremos por o(t) ou z(t), definida em algum intervalo de R
contendo o zero.

Notagao 2 Seja f: U — R"™ um campo vetorial de classe C* definido no aberto
U do R"™ e p e U. Denotaremos por p¢(p) a solugdo do PVI



definida no intervalo mazimal I, C R. Chamaremos ¢(p) a trajetéria de f por
p. Vem da teoria de equagées diferenciais que vi(p) € continua em t e em p.

Definigao 1 (()rbita) Uma orbita do campo f por p é o conjunto

T ={et(p) 1t € L}
Dizemos que a orbita v, € periddica quando existe nimero real T' > 0 tal que
er(p) =p.

Outro resultado basico da teoria de EDO’s é que ¢ € 7, se, e somente se,
Vg = 7Vp- Podemos, entdo, decompor o aberto U como uniao disjunta de drbitas.
Podemos também designar uma orientacao as érbitas de f da seguinte maneira:

Definigao 2 Dada uma orbita v de f e uma parametrizagdo & : J — R™ de
de classe C', dizemos que & estd orientada pelo campo f se

(€, f(&@) >0, Vi e J.

A decomposicao do aberto U mencionada acima munida da orientagao pro-
veniente de f é denominada o Retrato de Fase do campo f.

Neste projeto, nosso interesse se concentra em estudar retratos de fase de
campos bidimensionais nas vizinhangas de singularidades isoladas.

Definigao 3 Dizemos que o ponto p € R™ é uma singularidade do campo f
quando f(p) = 0. Além disso, se houver vizinhanga perfurada V de p tal que
f(z) #0, Vo €V, dizemos que p € uma singularidade isolada de f.

Em R2 h4 vérios tipos de retratos de fase que podem aparecer ao redor de
uma singularidade isolada. Estamos particularmente interessados em retratos
do tipo Centro:

Definicao 4 (Centro) Dizemos que o retrato de fase de um campo f definido
em um aberto de R? ao redor de uma singularidade isolada p ¢ do tipo Centro,
se existir uma vizinhanca perfurada V de p tal que, para todo x € V, ~, €
periodica. Podemos dizer também que a singularidade p € do tipo Centro.
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2 Sistemas lineares em 2D
Aqui, vamos considerar a EDO linear
&= Az, A € M>(R) (1)
cuja solugao esta definida para todo t € R e é dada por
z(t) = et

onde a exponencial de uma matriz B € M, (R) é definida pela expressao

oo

B = Z 21—'3z

i=0
Uma 6rbita desse campo passando pelo ponto p € R? é dada por
Yp = {pe(p) :t €R} = {eAtp :t € R}

Uma propriedade interessante da exponencial de matrizes é que, se C e D sao
matrizes n X n e existe uma matriz M tal que CM = M D, entdo e“*M = MeP?.
Para provar esse fato, note que, para todo k natural, temos C*M = M DF. De
fato, suponha que C*~'M = M DF='. Entao C*M = CC*'M = CMD*~! =
MDDF-1 = MD*. Com isso, temos

001 740 001 i 1 001 140 001 141
eCtM:<;i!Ct>M:Zi'C’Mt:;i!MDt:M<;Z_!Dt>:MeDt

i=0
Como consequéncia disso, se J é a forma de Jordan da matriz A, temos
eM = MeTtM!

onde MJM~! = A.

Assim, o comportamento do sistema pode ser expresso em termos dos auto-
valores da matriz A. Em particular, no caso bidimensional, se esses autovalores
possuem parte real igual a zero e parte imaginaria diferente de zero, p = 0 serd
uma singularidade isolada do tipo centro.

De fato, suponha que os autovalores de A sejam da forma A = +«i, onde
a € R\{0}. Entdao det A = a® # 0 e, assim, p = 0 é a tinica singularidade do
campo e, portanto, é isolada. Pelo que vimos acima, podemos, sem perda
de generalidade, assumir que A estd na sua forma de Jordan, que é dada por

0 -«
a 0 )°
Para calcular a exponencial de At vamos mostrar indutivamente que

on _ ((=1)"(at)?" 0 2n+1 0 (=1)"* (at)?r
(At) = ( 0 (1)n(at)2n> € (At) + = ((l)n(at)2n+1 O )



Um célculo rapido confirma a validade das expressoes para o caso n = 0.
Agora, supondo-as vélidas para n — 1, temos

(At)Zn _ (At)z(n—l) . (At)2

= (T Ceotaaon) (T8 )
= (7T Cotan)

A segunda expressao se demonstra de maneira andloga. Com isso,

1=0

o0 1 ; o0 1 )
= ; (22)'(,416)2 + ; T 1)'(At)2 +1
B o L (—l)i(at)Qi 0 ' 00 ; 40 | (_1)i+1(at)2i+1
- ; (24)! ( 0 (—1)Z(at)21> * Z_g (2i +1)! ((—1)1(at)2z+1 0 >

> e o,
0 ico ( li); (—1)"(at)*

. TR D anE
Yizo (21'41r1)!(_1)7'(0“)2%1 0

Observe que as séries que aparecem nas entradas das matrizes sao as ex-
pansoes em série de Taylor de seno e cosseno. Sendo assim, temos

QA _ Ecoséatz Cos?a?)); (Sen(zat) —ser(l) (at))
_ (cos(at) —sen(at

sen (at)  cos(at)

Para um ponto qualquer p = (x,y) € R?\{0} temos

or(p) = eAlp — (cos (at) —sen (at)) . <:c> _ (:g cos (at) — ysen (at))

sen (at)  cos(at) Yy xsen (at) + y cos (at)

Portanto, para T = 27/, temos p¢(p) = p, ou seja, a érbita que passa por
p é periddica. Esse resultado nos diz que todas as drbitas nao singulares desse
campo sao periédicas, portanto o retrato de fase é do tipo centro.

Os outros tipos de retratos de fase do campo podem ser encontrados de
maneira semelhante, calculando-se a exponencial da matriz A. Como menciona-
mos anteriormente, em campos lineares, essa classificagao pode ser inteiramente



feita olhando apenas para os autovalores de A. A seguir, daremos uma breve
descrigao dos outros tipos de retratos de fase de um campo linear ao redor
de uma singularidade isolada e como devem ser os autovalores de A para que
ocorram.

e N¢: pode ser atrator ou repulsor. Dizemos que um né é atrator quando
todas as drbitas se aproximam da origem quando t — co e que é repulsor
quando se aproximam da origem quando t — —oo. Ocorre quando os
autovalores de A sdo reais e tém o mesmo sinal. E atrator quando sao
negativos e repulsor quando sao positivos. Quando os autovalores sao
iguais, o n6 é dito degenerado;
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N —tr(A)\ + det(A) =0



que possui solugao

tr(A) £ /tr(A)? — 4det(A)
2

A2 = (3)

Isso motiva a criagao de um diagrama que represente todos os possiveis
retratos de fase do sistema em funcao do traco e do determinante da matriz
A.

Para isso, vamos olhar para o discriminante tr(A4)? — 4det(A) da equagio
(2). Ele nos dard todas as informagoes necessdrias para saber a natureza dos
autovalores de A.

Da equacao e das relagoes entre os autovalores de A e o retrato de fase
de mostradas acima, chegamos nas seguintes relagoes:

o Se det(A) < 0, temos uma Sela

e Se 0 < det(A) < tr(A)?/4, temos um N6, degenerado quando hé igualdade
e Se 0 < tr(A4)?/4 < det(A), temos um Foco

o Se tr(A) =0 e det(A) > 0, temos um Centro

Podemos detalhar ainda mais se notarmos que tr(A) > 0 faz com que nés e
focos sejam repulsores e tr(A) < 0 faz com que sejam atratores.

Podemos, ainda, classificar os retratos de fase da matriz A quando a mesma
nao é invertivel, i.e., quando det(A) = 0, calculando a exponencial de A. Nesse
caso, quando tr(A) # 0, hd uma reta de descontinuidades ao invés de um ponto.
Se tr(A) > 0, o retrato de fase consiste de semiretas que se afastam da reta de
descontinuidades quando t — co. Se tr(A4) < 0, essas semiretas se afastam da
reta de descontinuidades quando t — —oo. Por tltimo, quando tr(4) = 0, o
sistema s6 possui pontos singulares.

Tendo em vista essas relacoes, o diagrama trago-determinante pode ser con-
cebido como sendo a curva y = z2/4 no plano det(A) por tr(A). Cada regido
delimitada pela curva e pelos eixos corresponde a um tipo de retrato de fase:



Ny Q\LP‘H

’\-)6 p\evp\sor DQQCM“")o

telA)

Assim, o diagrama traco-determinante constitui uma maneira facil e rapida
de identificar o retrato de fase de um sistema linear bidimensional.

3 Sistemas lineares hiperbdlicos em 3D

Nesta segao forneceremos apenas uma intuigdo sobre como desenhar retratos
de fase de alguns sistemas lineares em trés dimensoées, visto que o foco do projeto
é em sistemas bidimensionais.

Portanto consideraremos novamente o sistema , mas, dessa vez, vamos
supor A € M3(R) uma matriz hiperbdlica, ou seja, que nao possui autovalores
com parte real nula.

Para entender melhor o comportamento desses sistemas, vamos introduzir a
defini¢do de subespago estavel e subespago instével:

Definicao 5 Se A\; = a; +ibj, j = 1,2,3 sdo os autovalores da matriz A e
wj = uj +1v; sdo os autovetores associados a \j, entdo definimos

E® = span{uj,vj|a; <0}
E" = span{uj,v;|a; > 0}

os subespagos estdvel e instdvel respectivamente, ou seja, os subespagos gera-
dos pelas partes real e imagindria dos autovetores associados aos autovalores
com parte real menor que zero e maior que zero, respectivamente. Vamos dizer
que esses subespacos estdo associados aos autovalores com parte real negativa e
positiva respectivamente.



Esses subespacos de R? sdo invariantes por A e sdo tais que R? = E* @ E.

Para encontrar o retrato de fase de um sistema linear hiperbdlico em 3D,
primeiro devemos encontrar esses subespacos.

Como estamos em trés dimensoes e R? = ES®E", podemos ter um subespaco
com trés dimensoes e o outro com zero ou um subespaco com duas dimensoes
e o outro com uma. No primeiro caso, teremos que todas as trajetérias ou se
aproximam da origem para tempo positivo (se dim(E®) = 3) ou se afastam da
origem para tempo positivo (se dim(E") = 3). J4 no segundo caso, teremos que
um dos espagos vai ser um plano e o outro uma reta e eles se intersectam na
origem.

Sendo assim, chamando de A1 e Ay 0s autovalores de A associados ao espago
bidimensional e A3 o autovalor associado a reta, podemos usar A1, Ay e o di-
agrama apresentado na segao anterior para identificar o comportamento das
trajetérias no plano, ji que os espagos sdo invariantes por A. Além disso, o
sinal da parte real de A3 vai nos dizer se as trajetérias na reta se aproximam
ou se afastam da origem para tempo positivo. Observe que A3 deve ser real e,
portanto, deve ser sua prépria parte real, ja que, caso contrario, seu conjugado
complexo seria também um autovalor de A cuja parte real teria o mesmo sinal
da parte real de A3 e, com isso, terfamos contradicao com o fato de o espaco
associado a A3 ter dimensao 1.

Para desenhar o retrato de fase do sistema nesse caso, devemos, entao, fazer
o retrato de fase primeiro no plano e depois fazer com que as trajetérias repitam
o comportamento apresentado 14, mas se aproximando assintoticamente da reta,
seguindo a diregao indicada pelo sinal de A3.

Aqui estao alguns exemplos retirados do livro de Jorge Sotomayor [4]:




4 Problema do Centro-Foco

Nesta se¢ao vamos explicar o que é, de fato, o problema do centro-foco, que é
o objetivo principal deste projeto. Aqui, comegaremos a trabalhar com sistemas
nao-lineares.

Para entender esse problema, precisamos, primeiro, apresentar o conceito de
conjugacao de campos vetoriais:

Definigao 6 Sejam f:U — R™ e g : V — R™ campos vetoriais de classe C*
definidos nos abertos U,V do R™ e denote por p; e ¥ as trajetorias de f e g,
respectivamente. Dizemos que o campo [ é topologicamente conjugado (resp.
C"-conjugado) a g se existir um homeomorfismo (resp. C"-difeomorfismo)
H:V->U talquelg(x) =19 =1 para todo x €V e

proH=Hoy, Vtel.

Observe que, se p € V', o homeomorfismo H leva a érbita de g por p para a
6rbita de f por H(p). De fato,

H(yg) = {H(W(p) -t € I} = {pe(H(p)) -t € T} =l -

Mais ainda, como t_l}rinoo H () =H (t_lgrinoo wt(-)), H preserva o compor-

tamento das orbitas.
Antes de prosseguirmos, vamos introduzir duas definigoes.

Definicao 7 Seja p uma singularidade do campo f. Chamamos a matriz df(p)
de linearizacdo ou parte linear de f no ponto p.

Definicao 8 Dizemos que p € uma singularidade hiperbdlica do campo f quando
f(p) =0 e a matriz df(p) € hiperbdlica, ou seja, nao possui nenhum autovalor
com parte real nula.

Agora, apresentamos um dos teoremas cldssicos da teoria qualitativa de
equagoes diferenciais:

Teorema 1 (Hartman-Grobman) : Seja f : U — R"™ um campo vetorial
de classe C' definido em um aberto U € R™, ¢; sua trajetéria e p € U uma
singularidade hiperbdlica de f. Denotemos também A = df(p). Entdo existem
vizinhangas V. C U de p, W C R™ de 0 e um homeomorfismo H : W — V tais
que

ovo H(w) = H(e )

para todo x € W et € J,, onde J, € o intervalo mazimal de definicao da
trajetoria do campo x v Ax restrito a W.

10



O teorema de Hartman-Grobman, enunciado acima, diz que, se a matriz
de linearizagao de um sistema for hiperbdlica, esse sistema é conjugado a sua
parte linear em uma vizinhanga da singularidade, ou seja, o comportamento
qualitativo do sistema nessa vizinhanga é igual ao de sua parte linear, o que é
um resultado surpreendente e muito 1til no estudo desses sistemas.

Porém, se a matriz de linearizacdo do sistema nao for hiperbdlica, nao ha
nenhum resultado como esse teorema, que avalie o comportamento em uma
vizinhancga da singularidade.

No caso bidimensional, o que se sabe é que, caso a matriz nao seja hi-
perbdlica, o retrato de fase serd um centro ou um foco.

O problema do centro-foco trata justamente de saber diferenciar entre os
dois no caso de um sistema cuja linearizacao nao seja hiperbdlica.

5 Centros Quadraticos e Cibicos

Nesta secao, vamos apresentar 2 teoremas que tratam da identificacao de
centros em sistemas polinomiais quadréticos e ctibicos em R?. Seré conveniente
escrever esses sistemas como

x:X(x,y), yzY(a:,y) (4)

Porém, os teoremas tratam de tipos especiais de centros, os chamados centros
180CTON0S.

Na defini¢ao , definimos uma érbita periédica. O menor niimero T que
satisfaz aquela propriedade é chamado de periodo minimo da orbita. Se uma
singularidade p de um campo C! em R? é do tipo centro, todas as érbitas em
uma vizinhanga perfurada V' de p sao periddicas. Sendo assim, podemos definir
uma funcao em V', que chamaremos de fun¢ao periodo de p, que leva x € V' ao
periodo minimo de 7,. Da unicidade de solugoes, segue que a fungao periodo
de p esta bem definida.

Com isso, podemos fazer a seguinte definicao:

Definicao 9 (Centro Isécrono): Um centro p de um sistema como é dito
isdcrono se a func¢ao periodo de p em uma vizinhanca perfurada V de p € cons-
tante.

Antes de avancarmos para os teoremas, vamos introduzir a nocao de equi-
valéncia entre campos vetoriais, que é muito parecida com a nocao de conjugagao
apresentada na segao anterior, mas é mais fraca.

Definicao 10 Seja f : U — R" e g : V. — R" campos vetoriais de classe
C' definidos nos abertos U,V C R™ e denote por ; e ¥, as trajetérias de
f e g, respectivamente. Dizemos que f ¢ topologicamente equivalente (resp.
C"-equivalente) a g se existir um homeomorfismo (resp. CT-difeomorfismo)
H :U —V tal que, para todo p € U,

Ve(H(p)) = H(or,1)(p), Yt € Iy,

11
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onde 7, : IH(p) — IJ € uma funcao estritamente crescente.

Grosso modo, a equivaléncia entre campos vetoriais também preserva o com-
portamento qualitativo das 6rbitas, mas, diferentemente da conjugacao, nao pre-
serva o tempo. Podemos dizer também que a fungao 7 redimensiona o tempo.

Agora vamos considerar os seguintes sistemas:

(5)

&= —y + agr® + anzy + a2y’
§ = 2+ baox® + by xy + booy?
&= —y+ azz® + anx*y + a122y® + agsy® (6)
y = + b3ox® + by 2y + biaxy® + bosy®
Observe que a linearizacao de ambos os sistemas é um centro.
Finalmente, apresentamos 2 teoremas muito similares que nos dizem quando
esses sistemas serdo centros isécronos. Os teoremas foram tirados do artigo [2],

de Chavarriga e Sabatini, mas o primeiro foi provado por W. S. Loud e o segundo,
por I. A. Pleshkan. Suponha a singularidade na origem.

Teorema 2 A origem do sistema quadrdtico (@ € um centro isocrono se, e
somente se, o sistema pode, por meio de uma mudancga linear de coordenadas e
redimensionamento do tempo, ser levado para um dos sequintes sistemas:

o i=—y+az’—y’, y=uz(1+2y)

o i=—y—32% g=u(l-Fy)
c b=yt 2212 j=a(l+3y)

s

Teorema 3 A origem do sistema ctbico @ € um centro isécrono se, e So-
mente se o sistema pode, por meio de uma mudanc¢a linear de coordenadas e
redimensionamento do tempo, ser levado para um dos segquintes sistemas:

o i=—y+a2’—3xy?, §=ax+3ay—1°
o i=—y+a’-ay?, y=vt+aty—y’
o i=—y+3z%y, ¢=2x—2z3+ 9y

o i=—y—3a?y, y=zx+22°—9xy’

Esses dois teoremas basicamente nos dizem que, a menos de equivaléncia,
esses sao todos os centros is6cronos quadraticos e cibicos que existem.

12



6 Campos Reversiveis e Hamiltonianos

Agora, vamos falar um pouco sobre campos hamiltonianos e sobre o conceito
de reversibilidade e relacionéd-los com centros no plano.

Definigao 11 Seja f : U C R?2 — R? um campo vetorial. Dizemos que f ¢é
¢-reversivel se

do(x) f(z) = —f(¢(x))

onde ¢ € uma involucdo, ou seja, um difeomorfismo tal que ¢ o ¢ = id.

Uma propriedade de vital importancia no estudo de campos reversiveis é a
simetria com respeito ao conjunto dos pontos fixos de ¢:

Se f € um campo ¢-reversivel, entdo o retrato de fase do sistema & = f(x)
é simétrico com relagdo ao conjunto Fiz(¢) = {x € R? : ¢(x) = x}.

De fato, note que, se f é ¢-reversivel e z(t) é uma solucdo de & = f(x),
temos

(6(x(~1)) = —de(z(~t))a' (1) = —dé(z(~1)) f(z(~1)) = f((z(~1))).

Pela unicidade de solugoes, z(t) = ¢(z(—t)), o que significa que o retrato de
fase é simétrico em relagao a Fiz(¢p).

Uma consequéncia direta desse resultado é que, se uma orbita desse sistema
toca o conjunto Fiz(¢) em dois pontos distintos, entdo ela é, necessariamente,
uma érbita periddica simétrica.

Apresentamos, agora, o teorema que relaciona campos reversiveis com cen-
tros no plano, presente em [I]:

Teorema 4 Qualgquer campo vetorial analitico em R? cuja parte linear seja
equivalente a (—y,x) € reversivel se, e somente se é um centro.

Outra nogao importante no estudo da teoria qualitativa de equagoes diferen-
ciais é a de campo hamiltoniano:

Definicao 12 Dizemos que um campo f definido em um aberto U C R? ¢é
hamiltoniano se existir H : U — R de classe C? tal que

fla,y) = (—Zl(af,y% %Z(%y)) :

Agora, denotando por ¢, a trajetéria de f, observe que, para x € U

L Hou(2))) = dH (1)) F(e(2)

dt

=~ () S (o) + O ) A ) = 0

13



A equagao acima nos mostra que H é constante ao longo das trajetérias de
f- Quando isso acontece, dizemos que H é uma integral primeira do campo f.

Observe que isso torna muito mais facil o estudo das orbitas de f, ja que
elas serdo curvas de nivel da fungao H. Se H~!(c) for uma curva fechada para
algum ¢ € R, f admite, pelo menos, uma 6rbita periddica.

7 Mapa de Poincaré

Nesta secao, vamos considerar um sistema do tipo
y=z+Y(z,y)

com uma singularidade isolada na origem, onde X (z,y) e Y (z,y) s@o funcoes
de classe C'! sem termos lineares. Observe que a linearizacdo do sistema na
origem é do tipo centro.

Uma se¢do transversal de um campo f em R? é um segmento de reta trans-
versal as trajetérias de f em determinada regiao do plano. No nosso caso, vamos
considerar uma parcela do eixo x positivo como uma secao transversal do campo
(7). De fato, vamos tomar V como na defini¢ao e denominar O}, o eixo x
positivo. Como y = 2+ Y (x,y) e Y(z,y) ndo possui termos lineares, podemos
tomar U C V uma vizinhanca perfurada da origem pequena o suficiente para
que y # 0 em U. Entao ¥ := U N O serd uma segao transversal de (7).

Agora vamos mostrar que existe Xy C 3 tal que pontos de ¥y retornam a
> através da trajetoria do campo . A aplicacao que leva um ponto de ¥y ao
seu primeiro ponto de retorno a 3 é chamada de Mapa de Poincaré.

De fato, similarmente ao que observamos anteriormente, como X (z,y) e
Y (x,y) nao tém termos lineares, podemos tomar uma vizinhanga perfurada da
origem U C V pequena o suficiente para que sign(d) = sign(—y) e sign(y) =
sign(z) em U.

Desse modo, no primeiro quadrante do plano teremos # < 0 e y > 0, no
segundo quadrante teremos © < 0 e y < 0, no terceiro, £ > 0 e y < 0 e no
quarto quadrante, © > 0 e y > 0. Assim, as diregbes do nosso campo serao algo
como esta ilustragao:

RN

N | S

(lomo as trajetérias sao tangentes ao campo e continuas, temos que, se
q € UNO;, entao ¢;(q) retorna ao eixo x positivo para algum t* > 0. Podemos,
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entao, definir Xg = Un OF e, se necessdrio, tomar U menor, de modo que as
trajetorias retornem para X..

Denotamos o mapa de Poincaré por m : ¥y — X e, como dissemos anterior-
mente, dado g € ¥, m(q) é dado por

m(q) = ¢ (q)

onde t = t* é o menor tempo positivo para o qual ¢:(q) € X.

O mapa de Poincaré é uma importante ferramenta no estudo da teoria qua-
litativa de equacoes diferenciais, ja que transforma um problema de dinamica
continua em um de dindmica discreta, onde pode-se ganhar informacoes sobre
o campo simplesmente olhando para as iteragoes dessa aplicacao.

Um resultado que segue diretamente da definicao do mapa de Poincaré é o
de que, dado ¢ € Xy, a érbita v, é periédica se, e somente se,

m(q) = ¢.

Portanto essa aplicacao também é muito 1til para determinar a ocorréncia
de centros em sistemas do tipo .

8 Algoritmo para as constantes de Lyapunov

Nesta secao, descreveremos o algoritmo desenvolvido por Torregrosa para o
célculo das constantes de Lyapunov, seguindo [5].

Para entender um pouco melhor o que sao essas constantes, introduzimos o
conceito de uma funcdo de Lyapunov:

Definicao 13 Seja f um campo vetorial C* definido no aberto U C R™ e p
uma singularidade de f. Dizemos que h : U — R € uma fun¢do de Lyapunov de
f empseh éC e satisfaz:

a) h(p) =0 e h(z) > 0 para todo x # p
b) fh(x) = (Vh(z), f(z)) <0 para todo x # p

Se f admite funcao de Lyapunov em p, entao existe vizinhanca Vp C U de
p tal que tlgglo vi1(q) = p para todo ¢ € Vp, onde ¢; é a trajetéria do campo f.
Quando tal vizinhanga V| existe, p é dita uma singularidade assintoticamente
estdvel.

Quando temos fh(x) > 0 em vez de fh(z) < 0 no item b) da defini¢ao (I3)),
existe vizinhanca V' C U de p tal que, para toda vizinhanga Vo C V de p, v,
escapa de V para algum g € V{;. Nesse caso, dizemos que p é instdvel.

Em [5], o valor das constantes de Lyapunov determina uma possivel funcao
de Lyapunov, como veremos na equagao a frente.

Este algoritmo faz uso de coordenadas complexas para reescrever o sistema
[@: . )

Chamando z = & + iy, temos & = %52 e y = %%, Substituindo em :
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i=d4ig=X(z,y)+iY(z,y)

_x z+z7ziz iy z—i—z)z—‘z
2 21 2 21

= Z(2,%)

Nosso interesse nesta se¢ao é, novamente, em sistemas como . Entao
vamos trabalhar, em coordenadas complexas, com sistemas da forma z = iz +
Z(2,%).

Agora, escrevemos Z(z,Z) = Z2(2,Z) + Z3(2,Z) + ..., onde cada Z;(z,%) é
um termo polinomial homogéneo de grau j.

O algoritmo se baseia na equagao

F =3 Vo (27) (8)
k>1
onde F' = Fy + F3 4 ... é uma funcao de z e Z, com Fj um polindmio

homogéneo de grau k e Vo411 sao as constantes de Lyapunov. Para encontrar
as constantes, temos que encontrar as Fj’s. Se a primeira Vo1 for negativa,
F vai ser uma funcao de Lyapunov e a origem vai ser assintoticamente estavel.
Se ela for positiva, a origem vai ser instavel. Se todas as constantes forem zero,
Torregrosa mostrou que a origem é um centro.

Como F = F(2,%), temos ' = F,% 4+ F5%Z. Com isso, os termos F}, podem
ser encontrados recursivamente através da equagao

(Fo,+Fs,+...)(iz+ Zo+ Zs+...)+
+(Fos+ Fsot ... )(—iZ+ Za+ Z3+...)
= V3(22) + V5(22)° + ...

Para o termo de grau 2, temos izFs, — 1ZFoz = 0 = zFy, — ZFy; = 0,
uma equacao diferencial parcial que tem como solugao F5(z,z) = ¢(2%), onde ¢ é
qualquer constante complexa. Escolhemos ¢ = 1/2 e ficamos com Fy = (2Z)/2.

Para os outros casos, definimos ¢; i, := F},Zy + FizZ, e temos, para grau p,

p—1
. . _\P
—izF, +iZF,. = g Op—kit1,k — Vp1(2Z)2
k=2

com V,_; = 0 quando p ¢é impar.
Escrevendo Fy(2,%) = >-5_ hp—j,;2P 7777, com algumas manipulagdes algébricas,
Torregrosa chega em

p p—1
(2] = P)hp—j 2" 7% = —i Z Gp—k+1,k + ’L‘fol(zz)%
=0 k=2

J

o que da origem a diferentes sistemas lineares, dependendo da paridade de p.
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Quando p é impar, obtemos um sistema cuja matriz de coeficientes é diagonal
e tem determinante nao nulo. Além disso, V,,—; = 0 e ndo aparece na equagao.
A solugao do sistema é dada por
B = P
—j, . ,
Pid T 95

onde q~5j é o coeficiente do termo zP~7%/ na expressio —i Zz;é Pp—kt1 e =
—iS(p).

Quando p é par, a matriz de coeficientes do sistema obtido também é di-
agonal, mas o (£ + 1)-ésimo elemento da diagonal é 0. Além disso, V,,_1 nao
é, necessariamente, zero e aparece na posigao g + 1 do vetor de coeficientes
independentes. Desse modo, quando j # &, os termos h,,_; ; sdo determinados
como anteriormente, mas quando j = &, temos

Ohg = ¢g + Vo1

3

e h%g é um parametro livre, entao podemos defini-lo como sendo zero. Mas,
assim, o sistema s6 tem solucao quando o coeficiente independente para j = £
¢é zero. Isso determina a constante de Lyapunov V,_i:

Vp—1= igg-

9 Exemplo

Nesta secao, vamos fornecer um exemplo para ilustrar o que foi discutido na
segao anterior. Em [5], Torregrosa exemplifica seu algoritmo com o sistema

T=—-y+ asx? + azz® + agx* + asx®
y=x

Nosso exemplo ¢é similar, porém 3 também é nao linear:

T = —y+ axx? + azx® + asx?t
U=+ bay® + b3y® + bays

Comegamos colocando nosso sistema em coordenadas complexas:

Z:ZZ+ZQ+Z3+Z4

~ z+7\’ 2 -7\’
Zj—Zj(Z,Z)—CLj( 2 ) +b]< 22 ) .

Como a parte linear é iz, temos Fy(z,%) = (2%Z)/2.

onde
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Agora observe que, para todo j € {2,3,4}, temos Z = Z;. Desse modo,
1k = Zk(Fi, + Fiz). Para calcular F3, temos

1 1 1 1
S(3) = 922 = glaz = b2)2" + (302 +b2)2"Z + S(3az — 82)27 + laz — bo)2".

Lembrando que @ s@o os coeficientes de —iS(p), os coeficientes de F3 sao
dados por:

—i(az — by)/8 1 —i(3as — b2)/8 )
hso = (2_732)/ _ ﬂ(@ —by), hgq = %32)/ _ §(3a2 +by),
—i(3az — by)/8 1 —i(ag — bg)/8 )
h172=(+32)/:—§(3a2+b2), ho’gz% Z—ﬂ(GQ—bQ).

Para Fjy, temos

5(4) - ¢2,3 + (25372 =
= (24 2)(203(: D)z + ) —das(z +2)° ~ Jasba(z — 2 + ba(z ~ 7))

Como 4 é par, teremos hy o = 0. Para o resto dos coeficientes, expandi-
mos a expressao de —iS5(4) e usamos seus coeficientes como anteriormente para
encontrar:

1 1
7(7201% + iag + 2a2b2 — bg), h371 = f(*QCL% + 2ia3 — 20,21)2 + bg),

hao =
Y 16
1 1
h173 = E(—Qa% — Qiag — 2a2b2 + bg), h014 = 6—4(—2@% — ’iag + 2a2b2 — b3)

Nossa primeira constante de Lyapunov vem da expressao

Vs = igho.
Da expansao de —iS(4), temos 52 = —%ag, ou seja,
3
‘/3 = g@g.

Continuando o algoritmo, temos

1
%:—§%$m%4m¢ﬁﬂ@£+m»

Vy = (—62786a3+1989a3 —101440a3bs+10720a,4by+930b5+8760b3b3+

g
6144
+1071b34-a3(—61272b3+8508b3 ) +4704boby+4a(6692a4 —2970b3+4575b5b3 419560, ).
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10 Anexos

Abaixo estd o codigo do Mathematica utilizado para fazer os cédlculos das
constantes de Lyapunov apresentadas na secao anterior. Para simplificar a
notagao, usamos z, y em vez de z, Z.

Z[j_] := If[1 < j < 5, Subscriptla, jI*((x + y)/2)"j +
Subscript[b, jI*((x - y)/(2%I))"j, 0]

F[2] := x*y/2
\[Phil[1_, k_] := Z[kx]*(D[F[1], x] + D[F[1], yD)
Slp_1 := Sum[\[Phil[p - i + 1, i], {i, 2, p - 1}]

Klp_, k_] := Coefficient[-I*S[p]l, x"(p - k)*y k]

hlp_] := Table[If[2 k - p != 0, Klp, k1/(2 k - p), 0], {k, O, p}]
Flp_] := Sum[h[p][[k]1*x~(p - k + L*y~(k - 1), {k, p + 1}]
VIp_] := Simplify[I*K[p + 1, (p + 1)/21]
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