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Resumo do projeto

O objetivo deste projeto é iniciar o aluno no estudo dos Sistemas Din&mi-
cos. Faremos isto focando no caso de sistemas planares. Num primeiro mo-
mento, serd feito um estudo tedrico, incluindo resultados classicos, como por
exemplo Teorema de Poincaré-Bendixson e Teorema de Hartman-Grobman.
A seguir, passaremos a estudar classes importantes de campos vetoriais, tais
como campos reversiveis-equivariantes e hamiltonianos. Dentro deste con-
texto, estudaremos condicoes para que um sistema quadritico admita um
centro (nao-linear). Finalmente, estudaremos o ntmero de ciclos-limite que
podem se bifurcar de um centro (linear ou quadratico), utilizando o Método
da Média.

Proposta de trabalho

Abaixo seguem as atividades previstas. Na proxima se¢ao, detalharemos
as atividades desenvolvidas.

Margo a junho

Frequentar, como aluno ouvinte, as aulas da disciplina Equacoes Diferen-
ciais Ordinarias do Mestrado em Matemaética, que foi lecionada no IMECC-
Unicamp pelo orientador deste projeto, com o objetivo de estudar os re-
sultados bésicos relativos & teoria, como por exemplo o Teorema do Fluxo
Tubular, Teorema de Poincaré-Bendixson, Teorema da Variedade Estavel e
Teorema de Hartman-Grobman.

Julho-setembro

Estudo sobre sistemas Hamiltonianos e reversiveis. Propriedades e prin-
cipais caracteristicas.

Outubro-novembro



Condigbes para que um sistema quadratico ter um centro.
Dezembro-fevereiro

Estudo do Método da Média.
Marco-abril

Aplicacdo do Método da Média a centros planares, lineares e nao-lineares,

para determinacao do nimero de ciclos-limite que podem nascer a partir de
certas perturbagoes destes centros.

Atividades desenvolvidas
Marco a julho

Foi realizado um estudo da teoria de Equacoes Diferenciais Ordinéarias.
Setembro-novembro

Determinacado das condigoes para um sistema quadratico ter um centro.
Dezembro-fevereiro

Estudo do Método da Média.
Marco-abril

Aplicacdo do Método da Média a centros planares, lineares e nao-lineares,

para determinacao do nimero de ciclos-limite que podem nascer a partir de
certas perturbacoes destes centros.

Alteracoes

Conforme consta no Relatoério Parcial, o estudo sobre sistemas hamilto-
nianos e reversiveis foi alterado de julho-setembro para outubro-novembro,
apo6s o término da determinacao das condi¢bes para um sistema quadratico
ter um centro. No entanto, esse tultimo levou mais tempo do que o pres-
visto para ser finalizado. Assim, o estudo sobre sistemas hamiltonianos e
reversiveis nao foi realizado.
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RESUMO

Neste texto, temos como objetivo estimar o ntumero maximo de ciclos
limite que podem aparecer na perturbacao polinomial de centros em sistemas
planares polinomiais.

Inicialmente estudamos a teoria bésica de equacdes diferenciais ordiné-
rias. Em seguida, estabelecemos condicoes para um sistema planar polino-
mial ter um centro. Por fim, introduziremos o Método da Média para estudar
o ntimero de ciclos limite.

Obtivemos estimativas para o numero méximo de ciclos limite em um
centro linear com perturbacao polinomial qualquer e nos centros quadraticos
nao-lineares S1 e S2 com perturbacao polinomial de grau até 5.
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Introducao

Uma equagao relacionando uma fungao incégnita e suas derivadas é cha-
mada equagao diferencial. Presentes na descri¢do matematica de quase todos
os fendmenos deterministicos, as equagoes diferenciais sao de grande impor-
tamcia em quase todos os ramos da Ciéncia, sobretudo na Fisica, onde apa-
recem descrevendo leis fundamentais do Universo.

Nao é surpresa, portanto, que a origem das equacoes diferenciais esteja
relacioanad & descoberta de algumas destas leis: as leis de Newton. No final
do século XVII, enquanto formulava suas leis de movimento e gravitagao,
Newton introduziu com o seu Principia Mathematica as idéias bésicas que
dariam origem ao Calculo Diferencial e Integral e, através deste, s equagodes
diferenciais. Leibniz, de maneira independente, também deixou grandes con-
tribuicoes para a formulagdo do Calculo, cuja primeira descrigdo completa
pode ser associada & Maria Agnesi em 1748 no seu Instituzioni analitiche.

Inicialmente, o estudo de equacdes diferenciais resumiu-se quase exclusi-
vamente a procura e descricdo explicita de suas solucdes. Estudo esse que
recebeu contribuicao de nomes como Euler, Riccati, Clariut, Lagrande, La-
place, d’Alembert e a familia Bernoulli. Com a reformulac¢io mais precisa
e rigorosa do Calculo feita no século XIX principalmente por Cauchy, Wei-
erstrass e Riemann, dando origem ao que hoje conhecemos como Andlise
Real, comeragaram a surgir questoes mais profundas na teoria de equagodes
diferenciais como, por exemplo, a existéncia e unicidade de solugoes.

Foi somente em 1881-1882 que, na série de artigos On the curves defined
by differential equations, Poincaré deu um novo rumo & teoria ao construir a
chamada Teoria Qualitativa de Equacoes Diferenciais. Nesta teoria, Poincaré
mostra que pode-se obter muitas informacdes sobre o comportamento quali-
tativo das solugdes de uma equacio diferencial a partir da prépria equacgio,
sem a necessidade do conhecimento explicito das soluges. Essa abordagem
mais geométrica permitiu a Poincaré, dentre outras, investigar curvas inte-
grais no plano, classificar singularidades (sela, foco, no, centro), introduzir o
conceito de ciclo limite e estudar a finitude dos mesmos.



Neste contexto, Lyapunov daria também sua grande contribuicdo & Teo-
ria Qualitativa em 1892 ao estudar a estabilidade de solugbes com maestria
na sua tese de doutorado: The general problem of the stability of motion.

Em 1900, Hilbert propés 23 problemas que, em sua visdo, seriam os gran-
des desafios da Matematica no século que se iniciava. Destes, 5 continuam
sem solucdo. No presente texto, estamos interessados no 160 problema, que
trata do niimero méximo de ciclos limite que podem aparecer num sistema,
planar polinomial de grau n. Em particular, temos como objetivo estimar o
nimero maximo de ciclos limite que podem aparecer na perturbacao polino-
mial de centros em sistemas planares polinomiais.

Para isso, inicialmente estudaremos a teoria bésica de equagoes diferen-
ciais ordindrias. Em seguida, estabeleceremos condi¢oes para um sistema
planar polinomial ter um centro. Por fim, introduziremos o Método da Mé-
dia para estudar o namero de ciclos limite.



Capitulo 1

Equacoes Diferenciais
Ordinarias

1.1 Introducao

Definicao 1.1.1. Seja A C R*" um aberto nao-vazio e f : A — R" uma
funcdo continua. Uma equacdo da forma

¥ = f(t,z), (1.1)
d

onde ' = & com t € R, é chamada Equagdo Diferencial Ordindria

(EDO) de primeira ordem definida por f.

Observe que se n > 1, entdao (1.1) consiste num sistema de n equagoes
diferenciais ordinarias escalares. De fato, introduzindo coordenadas em R"
podemos escrever x = (x1,...,x,) € f(t,x) = (fi1(t,z), ..., fn(t,x)) de modo
que a equagao vetorial ' = f(t,z) é equivalente ao sistema:

$/1 = fl(t,xl, ...,xn)
: (1.2)

xl, = fu(t,z1, ..y xy)
Definicao 1.1.2. Seja I C R um intervalo ¢ ¢ : I — R™ uma funcdo

derivdvel. Dizemos que ¢ € uma solugao da equagao (1.1) se satisfaz safisfaz
a equagdo (1.1) em todo o seu dominio, ou seja, ¢'(t) = f(t,¢(t)),Vt € I.

Exemplo 1.1.1. Considere f : R?> — R dada por f(t,z) = x. Entdo, para
todo C € R a fungdio pc : R — R dada por oc(t) = Cel é solugdo da equagio
diferencial ' = f(t,x).

Exemplo 1.1.2. Considere f : R® — R dada por f(t,z1,22) = (—x2,71).
Entdo, a funcio ¢ : R — R? dada por ¢(t) = (cost,sint) ¢ solucio da
equagdo diferencial ' = f(t,x).



O primeiro exemplo acima ilustra o fato de que uma EDO pode admitir
infinitas solucées. Como veremos na préxima secao, é possivel estabelecer
condigoes sobre a funcdo f que garantem a existéncia e unicidade de uma
solucao de (1.1) definida num dado ponto do aberto A, chamado condicao
inicial ou, mais precisamente:

Definicao 1.1.3. Seja (to,20) € A e ¢ : I — R uma solugio de (1.1). Se
to € I e p(ty) = xo, entao dizemos que a solugao ¢ satisfaz a condigc@o
inicial (to, xp).

Exemplo 1.1.3. Considere f : R?2 — R dada por f(t,z) = 325, Entio
as fungoes p(t) = 0 e Y(t) = t3 definidas em R sdo solucées da equacio
diferencial ' = f(t,z) que satisfazem a condicao inicial (0) = 0.

Fechamos esta secéo observando que uma equacao diferencial da forma

(M = F(t,x, 2’ 2", ..., x(m_l)), (1.3)

chamada EDO de ordem m, é equivalente a um sistema de m EDQO’s de
primeira ordem, ou seja, uma solu¢ao de um d4i origem a uma solugdo do
outro.

Lema 1.1.1. Toda EDO de ordem m € equivalente a um sistema de m EDQO’s
de primeira ordem.

Demonstragio. Dada uma EDO de ordem m como (1.3), defina a seguinte
familia de fungoes:

T; = x(ifl), .
onde ¢ = 1,...,m. Entdo, temos o seguinte sistema de m EDQO’s de primeira
ordem:

x) = @9
7

x! =z
m—1 — +¥m

xl, = F(t,x1,....Tm)

Seja = ¢ uma solucdo de (1.3). Definindo ¢; = =1, i =1,...,m,
teremos a solugdo x1 = 1, ..., Ty = ©m do sistema acima.

Por outro lado, seja 1 = ¢1, ..., Tm = @m uma solugao do sistema acima.
Definindo ¢ = x; teremos que

¥ =1
o' =) =
M =t = F(t, 21, tm) = F(t, 0,9/, .., oM7)



ou seja, r = ¢ é uma solucao de (1.3). O

Ao longo do texto demonstraremos outras equivaléncias dessa natureza
cuja importancia reside no fato de expandir os resultados ja conhecidos para
uma certa classe de equacgoes diferenciais a outras classes.

1.2 Existéncia e Unicidade de Solucoes

Nosso objetivo nesta se¢do é provar um Teorema de Existéncia e Uni-
cidade de solugdes para uma EDO de primeira ordem 2/ = f(¢,z), onde
f:AcCR"! = R” ¢ uma funcio continua. Para isso, antes demonstrare-
mos dois lemas que auxiliardo na demonstracao do teorema.

A menos que seja dito o contrério, [.|| : R — R denotara a norma do
maximo em R", ou seja,

lyll = max{|y;[;i = 1,...,n}, (1.4)
onde y = (Y1, ..-,Yn) € R™ e |y;| € o valor absoluto de y; € R.

Definicao 1.2.1. Seja (to, 79) € R™"!. Uma vizinhanga ciibica de (ty, o)
¢ um congunto da forma

(@,0)(10.00) = {(t,2) ER" [t —to| Sa e [lz — w0l <},
onde a,b € R*.

Observe que toda vizinhanca ctbica é um compacto de R"*!. pois ¢ o
produto de dois compactos. De fato, podemos sempre escrever (a, b)(to,xo) =
Blto, a] x B[zg,b], onde a norma na segunda bola fica subentendida.

Lema 1.2.1. Seja ¢ : (r1,72) = R™ continua. Entao, vale a sequinte desi-

gualdade:
¢
‘ / p(s)ds
to

Demonstragao. Dados t,ty € (r1,72) e escrevendo ¢ = (¢1, ..., pn), entao:

| tor| = rctsc [ outores)
/tt i(s)ds| i = 1n} < max{ t i 1n}

|pi(s)] ds
t

to
lo(s)|l ds

to

t
< |/ llels)lids

to

. (1.5)

= max{

<




Definicdo 1.2.2. Seja A C R wm aberto nao-vazio e f : A — R™ uma
funcdo. Dizemos que f € Lipschitz continua em relagdo a x se existe uma
constante K > 0 tal que

1t 2%) = ft,2)|| < Kla” — 2|, (1.6)

para todo (t,x*), (t,x) € A.

Dizemos que [ é localmente Lipschitz continua se para todo ponto
(to, o) € A existe uma vizinhanga Uy C A desse ponto tal que a restrigao de
f a Uy é Lipschitz continua.

Lema 1.2.2. Seja A C R™™ um aberto nao-vazio e f = (f1,..., fn) : A —
R™ uma fungdo continua com derivadas parciais gm"_ continuas em A, Vi, j =
J

L,...,n. Entdo, dado (to,r0) € A e uma vizinhanga cibica (a,b) .z C A,
a restricao de f a essa vizinhanga € Lipschitz continua.

Demonstragdo. Seja (to,r0) € A dado e (a,b)q,2,) C A uma vizinhanga
cubica.
Como cada

of; .
5, € continua em (a,b)(

tadas e, portanto, existe K >0 tal que

to,z0) C A compacto, entao sao limi-

para todo (t,7) € (a,b)y.20), ©J = 1,05 1

Sejam t € Blto,a] e ip € {1, ...,n} fixos.
Como Blzg,b] é convexo, entdo pondo y = x + s(z* — z) teremos que
(t,y) € (a,b)19,00), V5 € [0,1]. Dai, definindo

9(s) = fio(t,y) = fio(t,x + s(z* —2)), s€0,1],
teremos pelo Teorema do Valor Médio que existe § € (0,1) tal que g(1) —
g(0) = ¢'(9) e, portanto, da defini¢do de g e da regra da cadeia segue que

n 9 .
Falta) = flz) = 3

i=1

(t,z +0(z" — x))(x5 — ),

e, portanto, podemos estimar

0 0 * *
St 0 = )| (a5 — )

|fio(t7x*) - f’io(tax)| < Z
j=1

n
<KDY |} — ;)| < Knlla* — =]
j=1

Logo, o resultado segue tomando K = Kn. O



Corolario 1.2.1. Sob as hipdteses do lema 1.2.2 acima, f € localmente
Lipschitz continua.

Finalmente, abaixo enunciamos ¢ demonstramos um Teorema de Exis-
téncia e Unicidade de solugdes para uma EDO de primeira ordem.

Teorema 1.2.1 (de Existéncia e Unicidade). Seja A C R™1 um aberto
nao-vazio e f = (f1,..., fn) : A = R™ uma funcdo. Seja 2’ = f(t,x) uma

EDO de primeira ordem. Se f e as derivadas parciais ,f’_ orem continuas
ox
J

em A, Vi,j =1,...,n, entdo:

(a) Para cada ponto (to,xo9) € A, existe uma solugcio ¢ de ' = f(t,x),
definida em um intervalo [to—a*, to+a*| para algum a* > 0, que satisfaz
¢(to) = wo.

(b) Se duas solugées ¢ e 1p de x’ = f(t,x) coincidem em um ponto ty, entdo
elas coincidem em todo o seu intervalo de defini¢do.

Demonstragdo. (a) Seja (to,zo) € A e (a,b)2,) C A uma vizinhanga cii-
bica qualquer.
Pelo Lema 1.2.2; existe uma constante K > 0 tal que

1f(ta") = f(t2)| < K |lz* — x|,

para todo (¢,z*), (t,z) € (a, b) (t0,z0)-
Como f & continua em (a,b), 2,) C A e (a,b)(,2) ¢ compacto, entdo
existe M > 0 tal que

||f(t? .’L')” <M, V(t,l’) € (av b)(to,xo)'
Seja a* um numero real tal que

b 1
M? ?7 }7
e construa a seguinte sequéncia de fun¢oes definidas em B[tg, a*]:

0 < a* < min{a,

¢o(t) = zo,
Qpl(t) =g+ ftt f(S, 900(5))(183
pa(t) = zo + [, f(s,¢1(s))ds,

@i(t) = wo + JZ) f(s,pi—1(s))ds, ete.

Primeiro, observe que por inducdo obtemos que todas as funcées da
sequéncia ; acima sao continuas. De fato, se p;_1 € continua, entao f(s, pi—1(s))
é continua, pois f é continua. Dai, existe N > 0 tal que || f(s, ¢i—1(s))|| < N,

Vs € Blto,a*| e, portanto, dados t1,t2 € B[tg, a*] segue que



t1 to

f(s,0i-1)ds — [ f(s,pi-1)ds

to to

to

f(s,pi—1)ds

t1

< M |ty —t1],

ou seja fti f(s,pi—1)ds & Lipchitz continua em t e, portanto, continua. Logo,
p; € continua.

Além disso, o grafico de cada func¢ao da sequéncia ; estd contido em
(@, 0)(t9,20)- De fato, dado t € Blto, a*] segue que
t
/ Mds
to

t

1/ (55 pi-1(s))ll ds

to

¢
f(s,pi—1)ds

to

lpi(t) = ol = < <

< M|t —to| < Ma* < b,

ou seja, [[pi(t) — zo| < b.
Provemos que a sequéncia ¢; converge uniformemente em (a*,b), z,):

Observe que Vi € N temos

[ 1656 — sts,pia ) as

to

i (t) - oilt)| = ]

t

1f(s,0i(s)) = f (s, 0i-1(s))] ds

<

to

Mas, como todas as funcoes da sequéncia ; tém seus graficos contidos
em (a*,0),,z,), entdo podemos estimar

leira(t) — i) < ’/t K lpi(t) — i1 ()] ds

Dai, por indugado obtemos da desigualdade acima que

lpisi(t) — @i(®)]l < b(Ka")', VieN.

Como Ka* < 1, entdo a série Y o0 b(Ka*)" converge e, portanto, pelo
critério de Weierstrass segue que a série > 2 ¢; converge uniformemente em
Bltg,a*]. Mas, a soma parcial dessa série é da forma S;(t) = ¢;(t) — ¢1(¢),
logo, a sequéncia p; converge uniformemente em B[ty, a*] para uma fungao
¢ definida em Bltg,a*]. Além disso, como cada ¢; é continua e ¢; — ¢
uniformemente, entao ¢ é continua.

Por outro lado, a sequéncia de funcoes

10



Flsypuls))ds,

to

converge uniformemente para f; f(s,o(s))ds em Bltg,a*]. De fato, seja
€ > 0 dado. Como ¢; — ¢ uniformemente, entdao Ing € N tal que

€

(1) — ot . Vte Blty,a"].
n>no = lgilt) —o(t)ll < =, ¥t € Blto,a’]
Dali, segue que
¢ t ¢
wo o= | [ fsaonis= [ sptnas| < | [ K lots) - ool as
to to to
€
<Ka"—— ==¢
= na Ka* ¢
Logo, pela unicidade do limite segue que
t
p(t) =z0+ [ f(s,0(s))ds, (1.7)

to

e, portanto, p(tg) = xo e ¢'(t) = f(t,¢(t)), Vt € Bltg,a*], completando a
demonstracao da parte (a).

(b) Sejam ¢ : I, = R" e v : I, = R" duas solucdes de 2’ = f(t,z) tais
que p(tyg) = ¥(ty) = xo para algum ponto (to, o) € A.

Seja J = I, N I, o intervalo onde ambas as solugoes estao definidas e
N C J o subconjunto onde elas coincidem. Observe que N # (), pois tg € N.

Provemos que N é aberto e fechado em J:

(i) Fechado:
Seja (t,) C N uma sequéncia que converge para 7 € J. Como ¢ e 1) sdo
continuas, entao

p(1) = lim p(t,) = lim $(t,) = d(7),

ou seja 7 € N e, portanto, N é fechado em J.

(ii) Aberto:

Seja t1 € N, ou seja, p(t1) = ¥(t1) = x1.

Analogamente ao realizado na demonstracao da existéncia, obtemos uma
vizinhanca ctbica (a*,b), »,) na qual é valida a desigualdade (1.6) e Ka* <
1.

Diminuindo a* se necessério, pela continuidade de ¢ e ¥ podemos obter
as desigualdades [|@(t)]| < b, [|[¥(t)|| < b, ||p(t) —(t)| < b, Vt € Blt,a*].

11



Mas, como ¢ e ¥ sdo solugoes, entdo podemos escrever

p(t) =1+ | [fls,0(s))ds e (t) =1+ t f(s,9(s))ds,

t1

e, portanto, para t € Blt1,a*] obtemos a estimativa

/t [F(s:0(s)) — (s, 1b(s))] ds

1

lo(t) — v(t)] = ]

t

le(s) — (sl ds

t1

<K

< b(Ka*),

, ou seja, |lp(t) — ()| < b(Ka*). Repetindo a desigualdade acima com
esta nova estimativa obtemos que ||o(t) — 1 (t)|| < b(Ka*)? e assim sucessi-
vamente obtemos que

lp(t) — p(t)|| < b(Ka*)", Vn€N.

Como Ka* < 1, segue pelo teorema do confronto aplicado & desigualdade
acima que

o(t) =(t), Vte Blty,a"],

ou seja, existe uma vizinhanca U C N de ¢, ou seja, N é aberto em J.

Como J C R & um intervalo, entao J é conexo. Logo, como N # () &
aberto e fechado em J, entdao N = J. O

Assim, temos agora uma maneira relativamente simples para verificar
existéncia e unicidade de solugdes de equagoes diferenciais do tipo (1.1).

Exemplo 1.2.1. No ezemplo 1.1.1 temos f(t,x) = x e a derivada parcial
g—x(t, x) = 1 continuas em R2, logo, dado (to,z0) € R?, existe uma tinica
solugio ¢ de x' = x definida em uma vizinhanga I, de to tal que ¢(to) = xo.

Exemplo 1.2.2. Analogamente ao anterior, no exemplo 1.1.2 temos f(t,x1,x2) =
(—x2,x1) € as derivadas parciais %(t,$1,$2) = (0,1) e %(t,$1,$2) =
(—1,0) continuas em R3, logo, dado (to,x0) € R3, ewiste uma tinica solucio

¢ de 2’ = f(t,x) definida em wma vizinhanca de ty tal que o(ty) = xo.

Exemplo 1.2.3. No ezemplo 1.1.8 temos f(t,x) = 323 que € continua em
R2. Porém, a derivada parcial %(t, x) = 2073 nio é continua em T = 0,
logo, nao podemos garantir a existéncia e unicidade de solucdes que sejam
definidas em pontos da forma (to,0) € R2. De fato, como vimos naquele
exemplo, existem pelo menos duas solugoes definidas em (0,0). Por outro
lado, nos demais ponlos onde %(t,x) estd definida, ou seja, (to,zo) € R2
com xqg > 0, podemos garantir existéncia e unicidade de solugoes
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1.3 Solucao Maximal

O teorema 1.2.1 demonstrado na secao anterior é local, ou seja, obte-
mos sempre informacgoes sobre solugoes definidas numa vizinhanca de um
dado ponto de A. De fato, basta observar como a solucdo foi construida na
demonstracdo da parte (a) do teorema.

Nesta secao, veremos que sob as hipoteses do teorema 1.2.1 é possivel
expandir o intervalo de defini¢do de uma solucao obtendo a chamada solugao
maximal, cujo intervalo de defini¢do é maximal em A.

Fixemos o seguinte contexto: seja A C R™! um aberto ndo-vazio, f :
A — R™ uma fungéo satisfazendo as hipoteses do teorema 1.2.1 e 2/ = f (¢, x)
uma EDO de primeira ordem.

Defini¢ao 1.3.1. Seja ¢ : I — R™ uma solug¢io de ' = f(t,xz), onde I é
um ntervalo aberto.

Dizemos que @ : I > R™ ¢ um prolongamento de ¢ se I contém I
propriamente e p(t) = ¢(t), Vt € I.

Dizemos que ¢ é uma solugcao maximal se nao admitir prolongamento.
Neste caso, o seu intervalo de definicao é chamado intervalo mazximal de
existéncia de .

Exemplo 1.3.1. Considere f : R> — R dada por f(t,z) = 1+ x2. Pelo
teorema 1.2.1, p(t) = tant é a unica solugio de ' = f(t,x) que satisfaz
©(0) = 0. Mas, como ¢ s6 estd definida continuamente no intervalo (—%, g),
entdo esse € o intervalo mazximal desta solucdo.

Teorema 1.3.1. Seja (tg, o) € A. Entao, existe uma unica solu¢ao mazi-
mal ¢ : I — R"™ tal que $(to) = xp.

Demonstragao. Seja (to, o) € A.

Considere o conjunto ¥ = {(ga,la);@ € A)} dos pares (¢a, o) onde
Yo : Io = R™ & solugdo de 2/ = f(t,x) que satisfaz ¢, (ty) = xg, definida no
intervalo aberto I,.

Defina:

I=|]J I
aEA

Como cada I, é um intervalo aberto que contém t(, entao I é um intervalo
aberto que contém ty. Além disso, certamente / é maximal em {I,;a € A}
e, se I, = (aq,ba), entdo I = (m(to, xo), M(tg,x0)), onde

m(tg, o) = ;Ielf/;aa e M(tg,xo) = su/piba.
ac

Assim, podemos definir a fungao ¢ : I = R" da seguinte forma: dado
t € 1, existe ag € A tal que t € I, e, portanto, pela unicidade das solucoes
podemos associar a t o valor ¢q,(t), ou seja, p(t) = @a,(t).
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Observe que construida dessa forma ¢ é solugdo de 2/ = f(t,x) que
satisfaz ¢(ty) = xo e, portanto, (p,I) € X. Logo, ¢ : I — R™ é solugao
maximal definida no intervalo maximal I. Além disso, como é maximal,

entao é Unica. O

Seja (tg,z9) € A e o : Iy — R™ a solucao maximal tal que bo(to) = xo.
Seja (t1,21) € A e ¢ : I1 — R™ a solucdo maximal tal que g1(t1) = ;.
Defina a relagao ~ em A por

(to,zo) ~ (t1,21) & o = 41 (1.8)

Observe que pelo teorema 1.3.1 a relacdo ~ estd bem definida. Além
disso, temos o seguinte lema:

Lema 1.3.1. ~ é uma relagdo de equivaléncia em A.

Demonstragao. Se oy = Ho, entdo (tg,zg) ~ (to,zo) e, portanto, ~ é refle-
Xiva.

Se (to,x0) ~ (t1,71), entdo Py = ¢1 e, portanto, ¢1 = Py, ou seja,
(t1,21) ~ (to, o). Logo, ~ é simétrica.

Se (to,xo) ~ (t1,21), entdo Yo = H1. Se (t1,x1) ~ (t2,x2), entao g1 =
Pa. Logo, temos que pg = @1 = Pa, ou seja, (to, o) ~ (t2,z2) e, portanto,
~ é transitiva.

Logo, ~ é uma relagdo de equivaléncia em A. O

Defini¢ao 1.3.2. Seja (to,zo) € A. A classe de equivaléncia de (to,xo)
seqgundo a relagdo ~ é chamada 6rbita de (to,xo) e denotada por O(tg, o),
ou seja

Olto,z0) = {(t,) € A; (t,) ~ (to, x0)}. (1.9)

Utilizando o conceito de o6rbita definido acima, segue do lema 1.3.1 o
importanto corolario abaixo.

Corolario 1.3.1. A ¢é a uniao disjunta das érbitas em A/ ~.

Como veremos no teorema abaixo, a 6rbita de uma solugdo maximal
tende & fronteira de A ou, em outras palavras, escapa de qualquer compacto
contido em A.

Teorema 1.3.2. Seja C C A um compacto e ¢ : (my,m2) — R" uma
solugao mazimal de 2’ = f(t,x).
Se my > —o0, entdo existe €1 > 0 tal que (
Se my < 400, entdo existe e > 0 tal que (

790(75)) S A—C, Vt < mq+er.

t
t,p(t) € A—C, Vt > my—es.
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Demonstracdo. Seja C' C A um compacto e p a distancia entre C' e o com-
plementar F' de A em R™""! ou seja, p = d(C, F).

Primeiro, observe que p > 0. De fato, suponha por absurdo que p = 0.
Como

— inf {d(y. F
p y”éc{ (y, F)},

entao, dado n € N| existe y,, € C tal que d(yn, F) < %

A sequéncia (y,) assim obtida esta contida no compacto C e, portanto,
admite uma subsequeéncia (y,,) convergente para algum yo € C. Dai, como
d(y, F') com F fixo & uma funcdo continua na variavel y e 0 < d(yy,, I') < n%-?
V7 € N, segue pelo teorema do confronto que d(yo, F') = 0, ou seja yp € CNF,
absurdo, pois C N F = (). Logo, p > 0.

Agora, defina o seguinte conjunto:

C*={y e R"d(y,C) < g}

Observe que C C C* C A e, como C* é fechado e limitado em R™!,
entdao é compacto. Logo, existem constantes reais M > 0 e K > 0 tais que

1t 2)| < M

para todo (t,x) € C*, 4,5 =1,...,n.

Seja (to,zo) € C e considere a vizinhanca cubica (
Escolhendo a* € R de modo que

pop 1 }
2°2M" K’

e procedendo como na demonstragao da parte (a) do teorema 1.2.1 obteremos
uma solugdo ¢ de o’ = f(¢t,x) definida em Bl[ty, a*] que satisfaz a condigao
inicial @(to) = o e [|¢(t) — 20|l < §, Vt € Blto,a*]. Além disso, observe que
a* nao depende do particular ponto (g, zo).

0 < a* < min{

Seja (m1, mg) o intervalo maximal de defini¢do de ¢ que existe pelo teo-
rema 1.3.1 e provemos o caso onde my < +00:

Suponha por absurdo que existe t; € (ma—a*, ma) tal que (t1,¢(t1)) € C.

Observe que (t1,¢(t1)) € O(to,x0) e, portanto, comecando o processo
acima com a condic¢do inicial (¢1, (1)) obtemos uma solucdo definida em
Blt1,a*] com o mesmo intervalo maximal, (my, ma). Absurdo, pois esta so-
lucdo esta definida em t; 4+ a* > mo.

Logo, basta tomar e = a*.
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Analogamente provamos o caso m; > —o0. O

Corolario 1.3.2. Se A = R x E com E aberto nao-vazio em R", entdo
dado K C E um compacto e ¢ : (m1,m2) — R™ uma solu¢ao mazimal de
' = f(t,x) seque que:

Se my > —oo, entdo existe € > 0 tal que ¢(t) ¢ K, Vt < m1 + €.

Se mg < +00, entao existe €2 > 0 tal que p(t) ¢ K, Vt > mg — €.

Demonstragao. Seja m; < m < mg < 400 e I = [m, mg]. Entdo, como K e
I sdo compactos segue que C' = [ x K é compacto contido em A.

Dai, pelo teorema 1.3.2 segue que existe e3 > 0 tal que (¢,(t)) ¢ C,
Vt > mg — €2. Entao, supondo sem perda de generalidade que €2 < mo —m
temos que (¢,¢(t)) ¢ C, ¥Vt > mg — €2 > m, ou seja, Vt € I. Logo, se
(t,p(t)) ¢ C=1x K com t € I, entdo p(t) ¢ K.

Analogamente provamos o caso mj > —oo. O

Conforme vimos no exemplo 1.3.1, a solugdo maximal de uma EDO nem
sempre estd definida em R. Porém, conforme veremos nos exemplos abaixo,

existe uma importante classe de equagodes diferenciais cujo intervalo maximal
é R.

Exemplo 1.3.2. Considere o sequinte sistema de EDQO’s de primeira ordem:

n
l‘; = Zaij(t)xj + bl(t) = fi(t,ml, ...,wn), 1=1,..,n, (1.10)
j=1

que pode ser escrito matricialmente de forma mais sucinta como

¥ = A(t)x + b(t) = f(t, ), (1.11)
onde x = [1,...,x,)", A(t) = (a;;) e b(t) = [by, ..., by]".

Suponha que as fungoes a;; e b; sao definidas e continuas em um intervalo
real (r,s). Entdo, toda solugao do sistema 1.11 que satisfaz uma condigdo
inicial (to,xo) com tg € (r,s), tem como intervalo mazimal o proprio inter-
valo (r,s)

Demonstrag¢ao. Primeiro, observe que f : A — R" onde A = (r,s) x R".
Além disso, como cada f; é a soma e produto de funcoes continuas em
A, entdo f € continua em A. Observe também que as derivadas parciais

gy{; (t,x) = a;;(t) sao continuas em A e s6 dependem de t.

Agora, seja [, 5] C (r,s) e (to,z0) € A com ty € [, 5]. Provemos que
existe uma solucao ¢ : [7, 5] = R™ de 2/ = f(¢, ) que satisfaz ¢(ty) = xo:

Como cada gf é continua, entdo existe K > 0 tal que
J
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para todo (t,z) € [, 3] x R™, i,j = 1,...,n. Dai, tomando K = nkK segue
pelo lema 1.2.2 que

[F(t2%) = ft, )| < K f|l2" — 2|,

para todo (t,z%), (t,z) € [F, 8] x R™.
Como f é continua, entao existe C' > 0 tal que

1t 2)] < C,

para todo (¢,z) € [, §] x R™.
Construa a seguinte sequéncia de func¢oes definidas em [7, §]:

SOO(t) = 20,
p1(t) =0 + [, f(s,00(s))ds,
pa(t) = 20 + [, f(s,01(5))ds,

@i(t) = xo + fti f(s,pi—1(8))ds, ete.

De maneira analoga a realizada na demonstragao da parte (a) do teorema
1.2.1 verificamos que cada funcdo ¢; é continua em [7, §] e tem seu grafico
contido em [, §] x R™.

Pondo C' = C(5 — 7) temos que

le1(t) = o) = f s, 20)ds CGE-7) =0,

\/ | F(s,0)]| ds

e, dai, por inducao em i verificamos que

to

CIKGE 7))
1!
Como, pelo teste da razao a série Y 7, C[K(Zi,)] converge, entao pelo
critério de Weierstrass obtemos que a sequéncia de fungbes ; converge uni-
formemente em [7, §] para uma fungao continua ¢ : [F, 5] — R"™. Além disso,

© € da seguinte forma

lpit1(t) — @i(t)]| <

Y

p(t) =z0+ | f(s,0(s))ds,

to

e, portanto, (tg) = xg e ¢'(t) = f(t,p(t)), Vt € [F, 5].
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Agora, observe que o intervalo maximal de ¢ é no maximo (r, s), pois as
funcoes a;; e b; af estao definidas. Mas, podemos escrever

()= Ulr+ 55— 1)

n
neN

com ty € [r+ %,s — %], Vn € N. Como vimos acima, existe uma solugao
pn definida em cada um desses intervalos e, portanto, pela unicidade das
solucoes podemos definir uma solugdo maximal ¢ : (r,s) — R™ que satisfaz
a condicao inicial (tg, o) associando a cada t € (r,s) o valor ¢,(t), para
algum n € N. O

Exemplo 1.3.3. Um caso particular do sistema 1.11 é aquele em que as
fungoes a;j e b; sao constantes e, portanto, definidas em R. Neste caso,
como vimos no exemplo acima, temos um sistema matricial da forma

' = Az + b, (1.12)

com solugdes mazimais definidas em R.

1.4 Dependéncia Continua e Diferenciavel de Solu-
coes em Relacao a Parametros

Seja A ¢ Rt um aberto nio-vazio e considere a EDO de primeira
ordem

o' = f(t, @, p), (1.13)

onde z = (21, ....xp) € R, p1 = (1, .., ) €ER e f=(f1,sfr) : A= R™

p = P . . . Of; ,
é uma func¢ao continua com derivadas parciais xf t(t,z, ) continuaas em A,
J

Vi,j=1,...,n.

Definicao 1.4.1. Dizemos que pu é um pardmetro da equacdio diferencial
1.13.

Definicdo 1.4.2. Seja I C R um intervalo, pg € R e Oug = I — R
uma fungdo derivdvel. Dizemos que ¢y, € solugdo de (1.13) se ¢, (t) =
f(t, @,uo(t)nU/O); vtel.

Exemplo 1.4.1. Considere a equagdo diferencial ¥’ = px, com u € R. As
solugées dessa equagio sio dadas por ¢, (t) = e, t € R. Observe que essas
solugées além de dependerem do pardmetro u, sao derivdvers em relagdo a |
e, portanto, sao também continuas em relagdo a L.

O exemplo acima ilustra o fato das solucoes de 1.13 ndo s6 dependerem do
pardmetro p, mas também possivelmente serem continuas e até diferenciaveis
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em relacdo ao mesmo. Nesta secdao, estudaremos em maior detalhe essas
dependéncias e, na proxima secao, veremos que esses resultados estendem-se
também para condigOes iniciais da equagao 1.13.

Teorema 1.4.1 (de Dependéncia Continua em Parametros). Seja (to, xo, pto) €
A. Entdo, existem constantes reais p > 0 e a* > 0 tais que para cada
p € Bluo, p), existe uma tinica solug¢ao ¢, : Bltg,a*] = R" de 2’ = f(t,z, p)
que satisfaz ¢, (to) = xo. Mais ainda, a fungao

¢ : Bltg,a*] X Bluo,p] — R"

tw) o eul) —
é continua, satisfaz o(to, 1n) = xo, Vi € Bluo, p| e
oy ¥
¢ (bi) = f(t et n),m), Yt p) € Blto, a”] x Bluo, ). (1.15)

Demonstracdo. Primeiro, observe que para cada u € R! fixo e (tg, o) € R*T!
tais que (to,xo, 1) € fl, segue pelo teorema 1.2.1 que existe uma tnica so-
lucdo ¢, de o’ = f(t,z,p), definida em Bltg,a*] para algum a* > 0, que
satisfaz ¢, (to) = xo.

Agora, seja (to, xo, po) € A e considere uma vizinhanca ciibica extendida

C = Blto,a] x Blxo,b] x Bluo, p|,

onde a,b, p € R* sdo tais que C C A.
Como f é continua e pelo lema 1.2.2, existem constantes reais M > 0 e
K > 0 tais que

If@z, )l <M e |ftzp)— f(E2"w] < Kz -2,

para todo (t,x,pu), (t,z*, u) € C.
Seja a* um namero real tal que

1
M?E}?

e construa a seguinte sequéncia de funcoes definidas em Bltg, a*] x Bluo, p]

0 < a® < min{a,

wol(t, u) = o,
Wl(taﬂ) = To + ftt f(sa @O(Sviu)a M)d‘sa
pa(t, p) = zo + [, f(s,01(s, 1), p)ds,

ilt, ) =m0+ [o f(s,0i-1(s, 1), p)ds, etc.
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Procedendo como na demonstracao da parte (a) do teorema 1.2.1, pro-
vamos que cada funcao ; da sequéncia acima é continua e, obtemos a desi-
gualdade

i1 (s 1) — @ilt, w)|| < b(Ka*)',  VieN

Como Ka* < 1, entao analogamente aquela demonstragao concluimos
que a sequéncia de fungdes continuas ¢; converge uniformemente para uma
fungao continua ¢ : Bltg,a*] X Bluo, p] = R™ da forma

t

@(taﬂ) = xo + ; f(S, @(Saﬂ),ﬂ)dsa (116)

que satisfaz ¢(tg, u) = xo, Vi € Bluo, p] e

22 (61) = F(t ol ). ), ¥(t.) € Blto,a”] x Blyo,

O

Observe que o teorema 1.4.1 é local, ou seja, obtemos sempre informagcoes
sobre a continuidade das solucées em relagao a parametros numa vizinhanca
dos pontos (tg, o). Na construgao que realizaremos abaixo, expandiremos
essa continuidade para intervalos maximais.

Defina a projecdo 7 : R — RIF™ por n(t, z, 1) = (¢, z).

_ Seja (to, xo) € 7r(/~1) uma condicdo inicial e pg € R! tal que (to, xo, o) €
A. Considere o conjunto

A(to, z0) = {p € R (to, mo, p) € A} (1.17)

Para cada u € fl(to,wo) fixo, temos pelo teorema 1.2.1 que existe uma
tnica solucao ¢,(t) de 2’ = f(t,z,p), definida em Blty,a*] para algum
a* > 0, que satisfaz ¢, (t9) = zg. Por outro lado, temos pelo teorema 1.3.1
que essa solucao ¢, admite um intervalo maximal de definigao I e

Dai, podemos definir o conjunto

E(to,xo) = {(t, M) S Rl+1;u S A(to,xo),t S jﬂ}’ (1.18)

que, por construcao, ¢ o dominio maximal da funcdo 1.14 associado & con-
dicao inicial (tg,xp). Além disso, conforme veremos abaixo, o conjunto
7 )
E(to, o) € aberto em R e a funcio 1.14 é continua no mesmo. Antes
) ?
porém, provaremos um lema que auxiliard na demonstragao deste fato.

Lema 1.4.1 (de Gronwal). Seja u : [to,t1] — R uma fung¢do continua. Se
existem «, 8 > 0 tais que
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u(t) < /t[au(s) +Blds, Vi€ [to,t], (1.19)
entdo,

u(t) < g[ea(t—m) —1], Vteto,t]. (1.20)
Demonstragio. Seja v(t) = [, [au(s) + B]ds. Entdo,

Vt)=aut)+ 8 ou u(t)=—[v(t) - f],

e, portanto, de 1.19 segue que

ou seja,

V'(t) — av(t) < 8.

62

Dai, multiplicando a desigualdade acima por e~ obtemos

%[v(t)efat} =/ (t)e” ™ —v(t)ae” ™ < Be” .

Logo, integrando de ty até t e notando que v(tp) = 0, obtemos

- B —at t
t at - 7 aty __ o
o(tye < Dfemeto — ee1),
ou seja,
B att—to)
< = o) —1].
o(t) < Zfe )

O]

Teorema 1.4.2. Seja (to,x0) € w(A). Entio, E(ty, o) € aberto em RIF! ¢
a fungdo @ € continua em E(to, o).

Demonstracio. Seja (t,fi) € E(to,x0), ou seja, t € I, o intervalo maximal
de definicao da solucdo ¢; de o’ = f(t,z, i) que satisfaz @ (to) = zo.

Suponha t > tg e escolha ry € Ip tal que

t0<£< 9,

, e, portanto, t € (tg,72) C In. Analogamente, se ¢ < to, escolhemos r, € Ip
tal que r1 <t < to.

Assim, para provar que E(tp,xg) ¢ aberto basta provar a existéncia de
p > 0 tal que @ esta definida em
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(to,'l“g) X B(ﬂ,p) C E(to,xo).

Como ¢ ¢ continua, entdo o conjunto

{(t, a(t), i) € A;t € [to, 2]}

é compacto e, portanto, existem a,b > 0 tais que

B ={(t,z,p);t € [to,72], = € Blpu(t), a], u € Bl b]},

também é compacto contido em A.
Dai, pelo lema 1.2.2 segue que existe K > 0 tal que

1t 2, ) = f(8 2% p)|| < K [lo — 2],

para todo (t,z, u), (t,z*, 1) € B. )
Como f é continua, entdo é uniformemente continua em B e, portanto,
dado B > 0, existe 0 < b* < b tal que

I —=pl <™ = Nf(t2,p) = FGa, @l < B, Vi€ fto, ta].

Dado 8 > 0, considere p € Blji,b*] e ¢, a solucdo de o’ = f(t,z, 1) que
satisfaz ¢, (to) = xo e suponha que ¢, estd definida em [to, t2] para algum
t2 S T9.

Podemos fazer a seguinte estimativa V¢ € [to, t2]:

leu(t) = pa(®)ll < t 1f (55 uls), 1) = f(s, ouls), )l ds

t t
+/ Hf(svsou(S)vu)—f(sm;z(S),ﬂ)ldSS/ (K [lpu(s) = pa(s)ll + Blds,

to

e, portanto, pelo lema 1.4.1 segue que

[eftt0) _ 1] < Z[Kra—to) _ 1] (1.21)

=~
=~

lu(t) = ea(®)ll <
para todo t € [to, ta].

Dai, escolhendo 8 > 0 tal que %[eK(’"Q_tO) — 1] < a, existe p > 0 tal que

Hu_ﬂH sp = Hf(taxvu)_f@vxaﬂ)u <pB, Vte [t()?t?]‘ (1.22)

Seja p11 € Bljfi, p| e provemos que a solucao ¢, de 2’ = f(t,z, 1) que
satisfaz ¢, (tg) = xo esté definida em [to, 72].
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Seja (m1,m2) o intervalo maximal de definicao de ¢, .
Suponha por absurdo que msy < ro. Entdo, pelo teorema 1.3.2 existe
€2 > 0 tal que

L>mo—€ = (t,(p’ul(t)) §7_f B(Ml) = {(tu x);t € [t07r2]7x € B[‘P#l (t),a]},

e, portanto, como mgy < ro9, entao existe to € [to,rg] tal que to > mo — €9, ou
seja,

lou(t) = wal(t)] > a.

Absurdo, pois temos a estimativa 1.22. Logo, mg > 72 e, portanto, ¢,
esta definida em [tg, ro].

Assim, [tg, r2] X B[f, p] C E(to,x0) e, portanto, em particular (tg,r2) X
B(f, p) C E(to, o), ou seja, E(to, zo) € aberto.

Provemos agora que ¢ ¢é continua em F(tg,x):

Seja (t,f1) € E(to,x0). Entdo, como vimos acima, existe a vizinhanca
fechada [to, 2] x B[R, p] C E(to, zo) onde podemos estimar

HSO(tuu) - ()0(57 ﬂ)H < ||90(t7:u’) - @(tvﬂ)H + H(p(tvﬂ) - 90(57 /1)“

= llu(t) = ea®] + lealt) — ea@)] -

Seja € > 0 dado.
Como pj é continua, entdo existe d; > 0 tal que

- ~ €
t=t<a = lea®) —ea@l <3
Por outro lado, por 1.21 temos que existe do > 0 tal que

lp=all <62 = flont) —ea@®)] <

N

Logo, tomando dyp = max{dq, 2}, segue que

It —EDl <do = ot -] <3
ou seja, ¢ é continua em E(tg, zg). O

Como consequéncia temos o corolario abaixo que é ainda um resultado
local, porém apenas em relagdo ao parametro.
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Corolario 1.4.1 (de Dependéncia Continua em Parametros). Seja (to, zo, f0) €
A. Se a solugio ¢, de x' = f(t,x, o) que satisfaz p,,(to) = xo estd de-
finida em [ri,7m9] C R, entao existe p > 0 tal que a funcao solug¢io ¢ estd
definida e é continua em [r1,r2] X B(ug, p).

Demonstragiao. Como ¢, esta definida em [r1,r2] C R, entdo [rq,72] C fuo:
o intervalo maximal de definicdo de ¢,,. Dai, como ¢,,(t9) = x¢, entao

[r1,72] X {po} C E(to, o).

Seja (t, po) € E(to, o) com t € [r1,r2]. Como E(tg,zo) é aberto, entao
existem e¢; > 0 e p; > 0 tais que

B(tv ft) X B(MO;Pt) - E<t07x0)'

Em particular, U, ,,) B(t; €) ¢ uma cobertura aberta de [r1, 2] con-
tida em E(tg, zg). Dai, como [ry, 2] € compacto, entdo existem €, ..., ez, >0
tais que Ule B(t;, €t,) € subcobertura finita de [rq, ra].

Escolhendo p = max{py,, ..., .pt, }, entao

B(/’[’Oapti) CB(M07P)7 Vizla"'7k7

e, portanto

k
[r1, 2] x B(po,p) C U B(ti, €,) x B(po, pr;) C E(to, xo),
i=1
ou seja, ¢ esté definida em [ry, 2] X B(uo, p). Além disso, como ¢ é continua
em FE(tg,zg), entdo é continua em [ry, o] X B(ug, p). O

Além da dependénca continua das solugoes de ' = f(t, z, u) em relagao
ao parametro u, exigindo mais uma condicao sobre f podemos também obter
dependéncia diferenciavel em relagdo a u, conforme veremos abaixo.

Seja f = (f1, ..y fn) : A € RM T — R” uma funcéo continua com deri-
vadas parciais em relagdo a x1, ..., Tp, [i1, ..., 44 continuas em A. Entao, temos
o teorema abaixo, que estabelece a dependéncia diferencidvel das solucoes de
x' = f(t,x, n) em relagdo ao parametro u e cuja demonstra¢ao omititeremos
aqui, mas pode ser encontrada em [8, p. 46].

Teorema 1.4.3 (de Dependéncia Diferenciével em Parametros). Seja (to, zg) €
w(A). Entdo, a fungdo solu¢io ¢ : E(tg,x0) — R™ de o’ = f(t,x,u) além
de continua, possui as derivadas parciais

Iy dyp _
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definidas e continuas em E(tg,zq), sendo que a derivada mista nao depende
da ordem de derivacdo.

Além disso, escrevendo ¢ = (1, ..., on), entao as derivadas % satisfazem
0 sistema
0 (¢ -~ Of Op; of;
a9 t = t,p(t —2L(¢ t t
o (8/%) (t, 1) ;axj( ,( ’M)’M)auk( )+ 3uk( RECADNNDE
(1.24)

e as condi¢oes iniciais g;f; (to,u) =0,Vi=1,...,n,Vk=1,..,1.

O sistema 1.24 acima é chamado sistema de equac¢oes variacionais as-
sociado & ' = f(t,x, u) com condigbes iniciais (tg,zg). Podemos escrevé-lo
matricialmente de forma mais sucinta da seguinte maneira:

O O
Entao, o sistema 1.24 é equivalente & seguinte equagdo matricial:

Considere as matrizes Y = (8%) , B = (gﬁ?) elF, = (afi) )
nxl 7/ nxn nxl

Y/(tv N) = Fx(tv (p(ta M)v /J‘)Y(ta M) + Fu(tv @(tv N)? N)' (125)

O teorema 1.4.3 garante que a funcio solucao ¢ é de classe C' em relacio
ao parametro u, desde que f seja de classe C! em relacio a = e . Conforme
veremos no corolario abaixo esse resultado pode ser generalizado.

Corolério 1.4.2 (de Dependéncia Diferenciével em Parametros). Seja f :
AcC R+ 5 R™ de classe C™ em relagio a = e p. Entdo, dado (tg,z0) €
m(A), a fungdo solugdo ¢ : E(tg,z9) — R™ € de classe C™ em relagdo a pu.

Exemplo 1.4.2. No exemplo 1.4.1 temos f : R> — R dada por f(t,x,pu) =
ux que além de satisfazer as condi¢ées do teorema 1.2.1 é um polinémio em
e, portanto, tem derivadas parciais em relagdo ao pardmetro u de classe
C®. Logo, pelo colordrio acima, a fun¢do solugdo associada a f é de classe
C* em relagdo a p.

Exemplo 1.4.3. Considere f : R® — R dada por f(t,xz,p) = |u|z. Observe
que f satisfaz as condi¢ées do teorema 1.2.1 porém ndo é derivdvel em rela-
¢do a p e, portanto, nao podemos garantir a dependéncia diferencidvel das
solugoes de ©' = |p|z em relagio a p.

Fechamos estd discussao sobre parametros observando que uma EDO
com parametros pode ser reduzida a outra sem parametros.

Lema 1.4.2. Toda EDO com parametros x’' = f(t,x,u) é equivalente a uma
EDO sem parametros y' = g(t,y).
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Demonstracdo. Primeiro, defina uma aplicacio g : A — R™ por

g(t’y) = g(ta ($’ M)) = (f(t,x,,u), 0)7
onde (t,y) = (t,(z,p)) € A C R x R*H,
Agora, seja (t) = (¢(t), u(t)) uma solucdo de y' = g(t, y) que satisfaz a
condicao inicial 1 (tg) = (o, o). Entdo, temos

(' (t), 1 (1)) = W'(t) = g(t,9(t)) = (f(t, (1), (1)), 0),

ou seja, ¢'(t) = f(t,(t), u(t)) e p'(t) = 0 e, portanto, u(t) = po e ¢'(t) =
f(t,0(t), no). Logo, ¢ € solucao de a’ = f(t,x, up) que satisfaz p(ty) = xo.

Por outro lado, seja ¢ uma solucao de ' = f(t, x, ug) que satisfaz p(tog) =

xo. Entdo, ¥ = (¢, po) é solucdo de y' = g(t,y) que satisfaz y(tg) = (xo, po)-

O

1.5 Dependéncia Continua e Diferenciavel de Solu-
coes em relacao a Condicoes Iniciais

Seja A € R um aberto ndo-vazio ¢ f = (f1,..., fn) : A — R uma

funcdo continua com derivadas parciais gaf L continuas em A, Vi,j = 1,...,n.
J

Considere a equagao diferencial

= f(t,z, pn). (1.26)

Na secao anterior vimos que as solugoes 1.26 tém dependéncia continua
e até diferenciavel em relagado ao parametro p. Agora, estudaremos a depen-
déncia das solugoes de 1.26 em relagao a condigoes iniciais (o, zg) € 7r(/~1).

Para isso, mostraremos que a EDO 1.26 munida de uma condi¢do ini-
cial pode ser reduzida a outra EDO que tem a condicao da primeira como
pardmetro e & qual sdo aplicaveis os resultados da secdo anterior. Mais pre-

cisamente, temos a construcao abaixo:

Considere a EDO 1.26 e uma condicao inicial (tg,z¢) € m(A), ou seja,
¥ = f{t, 7, 1)
Y 1.27
{ x(ty) = xo (1.27)
Seja (to, o, p1) € A fixo e considere a mudanca de varidveis
t = s+t
=Y+ x0

que define a seguinte fungao
p: Rt™ « A BN R1+n+l
(svyvu7t07m0) = (3+t07y+3707/i)'
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Observe que p ¢ C°. Logo, como A & aberto em Rt entio A* =
p 1(A) é aberto em R x A. Dai, como a fungao f é definida em A, podemos
considerar a composta f o p = g definida no conjunto aberto A*:

g: A* — R™
(Sayauvt()ax()) = f(s—i_toay—i_x()nu).

Agora, consideremos em A* a seguinte EDO:
dy _
{ds _9(57?/7”7 to,l‘o) (1 28)
y(0) =0 '

Observe que devido a diferenciabilidade de f e p, temos que g e suas de-
rivadas parciais em relacao a yi, ..., Yn, f1, ---, Ui, t0, 01, ---, Ton 820 continuas
em A* e, portanto, valem as conclusoes a respeito de dependéncia continua
e diferenciavel de solucoes de 1.28 em relagao ao parametro (u, g, o).

Portanto, resta mostrar que toda solugao de 1.28 da origem a uma solu-
cao de 1.27 e vice-versa:

Sejay(s) = (s, p, to, zo) asolugio de 1.28 que satisfaz (0, u, to, z9) = 0.
Note que de fato (0,0, u, to, xo) € A*, pois p(0,0, u, to, xo) = (to, zo, 1) € A.
Tal solucao da origem a funcéo

z(s) = 2o + y(s) = wo + ¥(s, p, to, o),

ou, lembrando que t = s + tg:

.’L’(t) =20 + ¢(t — to, 1, to, :BO) = Sp(t7 , to, l‘o), (129)
que satisfaz
dep
so(t()?,uvt()ax()) = X € E(tMu?tO’xO) = f(t,(ﬂ(t,,u,t(),xo),,u),

ou seja, z(t) = ¢(t, u, to, o) é solucao de 1.27 que satisfaz z(tg) = xg.

Reciprocamente, se z(t) = ¢(t, u, to, o) € solucdo de 1.27 que satisfaz
o(to, i, to, To) = xp, entao temos a funcdo

y(t) = So(t7 H, tO) .’L'()) — 2o,

ou, lembrando que t = s + ty:

y(S) = SO(S + to, Mvtoa l‘g) — o = @Z)(S,H,to,l’o),

que satisfaz

d
¢(0,M,t0,$0) =0 e % :g(sa%to,ﬂ«"o),
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ou seja, y(s) = (t, u, to, o) € solucao de 1.28 que satisfaz y(0) = 0.

Observe que devido a relacdo acima entre as solugoes de 1.27 e 1.28,
temos que a continuidade ou diferenciabilidade de uma implica na mesma
propriedade para a outra. Logo, aplicando os resultados da secdo anterior
ao sistema 1.28, obtemos os resultados que regem a dependéncia continua e
diferencidvel das solugoes de 1.27 em relagdo as suas condigdes iniciais.

De fato, dado (u, to, o) € A, existe uma anica solucao maximal lutonro)
Lipto,.0) — R de ' = f(t,z, pn) que satisfaz go(“,tom)(to) = x¢. Dali, consi-
dere o conjunto

S = {(t, w, to, .’L'()); (,u, to, .I'()) S A, tc I(M,toyﬂﬁo)}’ (1.30)
que é o anélogo do conjunto F(tg,zo) da se¢do anterior.
Aplicando o teorema 1.4.2 ao sistema 1.28 obtemos o seguinte resultado:

Teorema 1.5.1 (de Dependéncia Continua em Condigdes Iniciais). O con-
junto S € aberto em R x A e a funcdo

o S — R"

1.31
(t7 M, tOv .’EQ) = QO(u,tg,aco) (t) ( )

é continua.
Aplicando o coloréario 1.4.2 ao sistema 1.28 obtemos o seguinte resultado:

Teorema 1.5.2 (de Dependéncia Diferencidvel em Condigoes Iniciais). Se
f € de classe C™ em relagdo a x e p, entdo a fungdo ¢ : S — R™ é de classe
C™ em relagdo a p,ty e xg.
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Capitulo 2

Campos Vetoriais

2.1 Fluxo

Seja £ C R™ um aberto no-vazio e f : E — R™ um campo vetorial de
classe C* com k > 1.

Definicao 2.1.1. Dizemos que uma equacgao diferencial ordindria da forma

/
x = f(x), (2.1)
é auténoma.
No capitulo anterior verificamos que todos os sistemas de EDQO’s de pri-
meira ordem, assim como as de ordem superior ou com parametros sao equi-
valentes a uma EDO nao-auténoma. Deste capitulo em diante, passaremos

a estudar equacoes diferenciais do tipo 2.1.1 pois, conforme o lema abaixo,
toda equagio diferencial ndo-auttéonoma é equivalente a uma auténoma.

Lema 2.1.1. Toda EDO nao-auténoma ¢ equivalente a uma EDO auténoma.

Demonstragio. Seja A C R f: A — R” uma funcio continua e considere
a EDO néo autonoma 2’ = f(t,x).

Para cada (t,z) € A, escreva y = (t,x), defina o campo vetorial g : A —
R+ por

g(y) = g(ta l‘) = (17 f(t,:L’)),

e considere a EDO autonoma y' = g(y).
Seja ¥(s) = (t(s), ¢(s)) uma solugdo de y' = g(y). Entdo, temos que

(t'(5), ¢'(5)) = 9'(s) = glp(s)) = g(t(s),0(s)) = (1, f(t(s), ¢(s)),

ou seja, t'(s) = 1 e p(s) = f(t(s),p(s)) e, portanto, t(s) = s e ¢'(s) =
f(s,¢(s)). Logo, ¢ é solugao de 2’ = f(t,x).
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Por outro lado, seja ¢ uma solugdo de 2/ = f(t,z). Entdo, definindo
¥(s) = (s, ¢(s)) segue que

P'(s) = (1,0(s)) = (1, f(s,9(5))) = g(s,0(5)) = g(sb(s)),
ou seja, ¢ é solucdo de ¢y = g(y). O

Observe que como f é um campo de classe C* com k > 1, entdo temos
sempre a existéncia e unicidade de solucoes maximais de 2.1.1, assim como
a dependéncia continua e diferencial dessas solucoes em relacdo a condicoes
iniciais. Em particular, temos o importante teorema abaixo:

Teorema 2.1.1. Seja f : E C R® — R” um campo vetorial de classe C*
com k > 1. Entao:

(a) Dado xy € E, existe uma tnica solugao mazimal ¢, : I,, — E de
' = f(x) que satisfaz pg,(0) = xzg.

(b) O conjunto S = {(t,xz0);z0 € E,t € I} € aberto em R x E.
(c) A fungio o : S — E dada por ¢(t,z0) = pu,(t) € de classe C*.

(d) Dados xo € E, tg € I, e yo = ¢(to, x0), entdo temos que Iy, = I, —to
e p(s,y0) = ¢(s, ¢(to, T0)) = (s + to, o).

Demonstracao. (a) Seja g : R x E — R™ dada por ¢(t,x) = f(z). Como
E & aberto em R”, entdo R x E é aberto em R™"!. Além disso, como f
¢ de classe C*, entdao g é de classe C*. Logo, dado (0,z0) € R x E segue
pelo teorema 1.3.1 que existe uma Unica solugdo maximal ¢, : Iy, — £ de
' = g(t,z) = f(x) que satisfaz 4, (0) = zo.

(b) e (c) Consequéncia direta dos teoremas 1.5.1 e 1.5.2.

(d) Defina a func@o A(s) = ¢(to+s, o). Entdo A esta definida para todo s €
I, —to e X ésolugao de 2/ = f(z),2(0) = yo. Mas, pelo teorema 1.2.1 temos
que (s, yp) ¢ a unica solugao desse sistema e, portanto, A(s) = ¢(s,yo), ou
seja, Iz, —to C Iy,.

Defina a funcao ¥(t) = o(t — to,y0). Entao 1 esté definida para todo
t € Iy, +to e ¥ & solucao de 2’ = f(x),z(to) = yo. Mas, pelo teorema
1.2.1 temos que (¢, xp) é a tnica solucao desse sistema e, portanto, ¥ (t) =
@(t, xg), ouseja Iy, + tg C I,. Dai, segue que Iy, C I, — to.

Logo, Iy, = I, —to € ¢(s,50) = ¢(to + s, x0). O

Definicao 2.1.2. Dado x9 € E, a solugio mazimal @z, : I, — E de
' = f(x) que satisfaz @z, (0) = x¢ é chamada trajetéria do campo f por
ZQ.
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Defini¢ao 2.1.3. A funcio ¢ : S — E é chamada fluxo local gerado por
/.

O adjetivo local na definigdo acima é motivado pelo seguinte lema:

Lema 2.1.2. Seja xg € E. Entdo, existe um difeomorfismo local definido
numa vizinhanca de xg.

Demonstracao. Seja xg € E. Entao (0,z9) € S e, portanto, como S é
aberto segue que existem € > 0 e V C R” uma vizinhanca de zg tais que
(—e,e) xV CS.

Seja ¢ : S — E o fluxo local gerado por f. Para cadat € (—¢, €) podemos
definir a seguinte fungao:

o Vo= o(V)CE

T o(t, x) (2:2)

Mas, observe que ¢(0,x0) = xg € V e, portanto, pela continuidade de ¢
no ponto (0,zp) segue que existe 0 < €* < e e  C V vizinhanga de z tais
que

() € (=€, ") x Q= o(t,z) €V,

e, portanto, para t € (—e*, €*) temos que () C V.

Dai, dado t € (—€*, €*) podemos definir as fungées ¢i[q € ¢y, (). Pelo
item (c) do teorema 2.1.1 ambas sao de classe C* e, além disso, pelo item
(d) as fungoes acima s@o inversas uma da outra. De fato, dado = € , entéo

o—t(pe(x)) = p(=t, p(t,x)) = (t —t,2) = (0,2) = =,
e, por outro lado, dado y € ¢;(€2), entao

et(p-t(y) = ot o(—t,y)) = (t — t,y) = ¢(0,y) =y,

ou seja, go_t|%(g) é a inversa de @¢|q.
Logo, ¢ila : @ = ¢4(Q) C E é um difeomorfismo e, portanto, ¢; é um
difeomorfismo local. O

Definigcao 2.1.4. Dado z¢y € FE, a fungdo vy : V — E definida em uma
vizinhanga V de x¢ e dada por (2.2) é denominada fluxo no tempo t em
torno de xg.

O lema acima nos diz que o fluxo local gerado por um campo f define
difeomorfismos locais, os fluxos no tempo t. Por outro lado, no caso em
que S = R x E, ou seja, Vr € E, I, = R, observe que o fluxo no tempo
t estd definido em FE e, além disso, é um difeomorfismo global em FE. Dai,
denotando o grupo dos difeomorfismos de classe C* definidos em E com a
operacao de composicao por Dif*(E), temos o corolario abaixo:
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Corolario 2.1.1. Seja f : E C R® — R” um campo vetorial de classe C*
com k > 1 tal que Vx € E temos I, = R. Fnitdo, para cada t € R temos que
o1 € Dif*(E) e a aplicacio

®: R — Diff(E)

A (2.3)

¢ um homomofismo do grupo aditivo R em Dif*(E).

2.2 Retrato de Fase

Definicao 2.2.1. Seja z9 € E. O conjunto vz, = {¢(t,x0);t € Iz} €
chamado orbita de [ por xg.

Lema 2.2.1. Sejam xo,y0 € E. Entao vz, = Yy, 0U Yz N Yy = 0.

Demonstragao. Primeiro, provemos que se & € 7,, entao v; = v4,. De fato,
se T € Yg,, entao existe t, € I, tal que x = p(tz, o) €, portanto, temos que
I, =1, —ty e p(t,z) = p(t + tg, zo). Dai, por um lado, dado a € v, segue
que a = ¢(tq, ) = @(ta + tz, o) € Yz,. Por outro lado, dado b € ~,, segue
que b= p(tp, v0) = @(tp — tz, ) € Yo L0Ogo, Yo = Yao-

Agora, suponha que existe £ € vz, N Vy,. Entdo 40 = 72 = Yy Se @
nao existir, entao vz, Ny, = 0. O

Em outras palavras, o conjunto F consiste na unidao disjunta das 6rbitas
de f. Em particular, temos a seguinte definigao:

Definicao 2.2.2. O conjunto E munido da decomposi¢ao em drbitas de f €
chamado retrato de fase de f.

Quando n < 3, o retrato de fase de um campo f é representado gra-
ficamente esbocando algumas o6rbitas de f em R", orientando cada oérbita
com o sentido de crescimento da respectiva trajetéria. Conforme veremos
abaixo, cada érbita no retrato de fase pode pertencer a apenas um dentre
trés conjuntos.

Lema 2.2.2. Seja xg € E e gy, : I, = E a trajetoria de f por xg. Se ox,
ndo € injetora, entio Iy, = R e existe ¢ > 0 tal que vz, (t + ¢) = @z, (1),

vVt € R.

Demonstragao. Como ¢, nao é injetora, entao existem tq,ty € I, com
t1 < tg tais que @z, (t1) = @a,(t2) = co.

Defina a funcao ¢ (t) = ¢z, (t + t1). Entdo, ¢ é a trajetoria de f por ¢y
definida em I = I, — t;. Além disso, pondo ¢ = t3 —t; > 0, entao temos
que ¥(0) = ¥ (c) = ¢y e por indugdo obtemos que ¥ (nc) = ¢y, Vn € N.

Dai, dado t € I, entao pelo algoritmo da divisao de Euclides segue que
existe n € Z e r € [0, ¢ tais que t = nc + r e, portanto,
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P(t) = @(t, co) = p(nc + 1, co) = @(r; p(ne, co)) = @(r, co) = ¢(r),

ou seja, Y(I) C ([0, c]).

Mas, como 0,c¢ € I, entdo [0,c] C I, pois I ¢é intervalo em R e, portanto,
é convexo. Dai, temos que ¥([0,c]) C ¥(I).

Logo, ¥(I) = ([0, ¢]) & compacto, pois [0, ¢| é compacto e 1) ¢ continua.
Dai, pelo corolario 1.3.2 segue que I = R e, portanto, como I, = I + 1,
entao Iy, = R.

Além disso, como ¢(t1,x0) = ¥(0) = ¥(c) = p(t2,x0), entdao p(t +
ti1,z0) = p(t + ta,x0), Vt € R e, portanto

o(t+c,z0) = p(t+(ta—t1), z0) = @(—t1, @(t+t2,20)) = p(—t1, p(t+t1,20)) =

= ¢(t, xo),
ou seja, Yg,(t+¢) = g, (t), ¥t € R. O

Definicao 2.2.3. Sejam zo € E, ¢y, : I, = E a trajetoria de f por xg
e Yz, 6 Tespectiva orbita. Se existir ¢ > 0 tal que g (t + ¢) = g, (t) para
todo t € R e g, (t1) # @z, (t2) para t1,t2 € (0,¢), entdo dizemos que g, €
periodica com periodo c e v, € uma orbita periodica.

Teorema 2.2.1. Seja xg € E e @y, : Iy, — E a trajetoria de f por xg.
Entdo, uma dnica dentre as sequintes alternativas € verdadeira:

(a) @z, € injetora.
(b) I, =R e @y, € constante.
(c) I, =R e @y, € periddica.

Demonstra¢ao. Suponha que ¢, nao ¢é injetora. Entao, pelo lema 2.2.2
segue que I, = R e, além disso, o conjunto
C= {C eR; 9010(75 + C) = Soxo(t)7Vt € R}v

¢ tal que CNR, # 0 e, portanto, C' # (.
Provemos que C' é um subgrupo aditivo de R. De fato, dados a,b € C,
entao

Pag (T + (a4 b)) = uo (£ 4 a) +b) = @ag (T + @) = @, (1),
ou seja, a + b € C. Além disso, dado a € C, entdo
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Pao(t — a) = g ((t — @) + @) = g, (2),
ou seja, —a € C. Logo, C é subgrupo aditivo de R.

Agora, provemos que C' é fechado em R. De fato, dada uma sequéncia
(an) C C tal que a,, — a € R, entdo para todo ¢t € R temos que t+a,, — t+a
e, portanto, pela continuidade de ¢,, segue que

Puo(t+a) = Hm gp(t+an) = Hm gu, (1) = @ (7).

ou seja, a € C e, portanto, C' é fechado em R.

Finalmente, provemos que C = R ou existe 7 > 0 tal que C = 7Z:

Como C NR; # (), entao existe 7 = inf (C NR4) > 0.

Suponha 7 = 0. Sejam t € R e € > 0 dados. Como 7 = 0, entao existe
co € CNR; tal que 0 < ¢ < e. Por outro lado, existe n € Z tal que
ney <t < (n+1)cy, ouseja, 0 <t—ncy < ¢ < € e, portanto, existe ncy € C
tal que |t —nco| < e. Logo, C é denso em R, ou seja, C = R, onde C denota
o fecho de C. Mas, como C' é fechado, entio C = C = R.

Suponha 7 > 0. Entao, 7 € C NRy. De fato, para cada n € N existe
th, e CNRy tal que 7 < t, < 7+ % e, portanto, pelo teorema do confronto
segue que t, — 7. Dai, como C é fechado, entao 7 € C e, portanto, como
7 >0, entao 7 € CNR,4. Dado c € C, entao pelo algoritmo da divisao de
Fuclides segue que existe ¢ € Z e 0 < r < 7 tais que ¢ = g7 + r e, portanto,
0 <c—gc< 1. Mas, como 7,c € C, entdo 7 — qc € C, pois C' é grupo. Dai,
pela minimalidade de 7 segue que r = 0, ou seja, C' C 7Z. Além disso, como
7€ (C e C égrupo, entdo 7Z C C e, portanto, C = 7Z.

No caso em que C' = R, temos que ¢, é constante e igual a x. De fato,
Pz (C) = Pxq (O) =z, Vc € R.

No caso em que existe 7 > 0 tal que C' = 7Z, temos que ¢, é periddica
com periodo 7. De fato, temos que @z, (t+7) = ¢4, (t), Vt € R e, além disso,
pela minimalidade de 7 segue que ¢z, € injetora em (0, 7). O

Definicao 2.2.4. Se ¢;, € constante e igual a p, entao dizemos que @z, €
uma trajetoria singular e p é um ponto singular ou singularidade de
f- Caso contrdrio, dizemos que € uma trajetoria regular e todos os pontos
da respectiva orbita sio chamados pontos regulares de f.

O teorema acima nos diz que toda trajetéria ou é singular ou é regular.
No caso regular, a trajetoria ou é injetora ou é periddica. Em termos de
orbitas, esse resultado da origem ao corolario abaixo:

Corolario 2.2.1. Seja zg € E e vy, a orbita de f por xo. Entdao, uma inica
dentre as sequintes alternativas é verdadeira:
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(a) Yz, € difeomorfa a reta R.

() vz ={p}, pE E.

(¢) Vuy € difeomorfa ao circulo St

2.3 Equivaléncia e Conjugacao de Campos

Na se¢o anterior verificamos que o campo vetorial f age sobre o aberto
E C R™ parcionando-o em curvas diferencidveis, dando origem ao chamado
retrado de fase. Uma questao natural é a seguinte: quando dois campos dao
origem a retratos de fase qualitativamente similares? Para responder a essa
questao introduziremos nesta secao dois conceitos que permitirdo comparar
retratos de fase: a equivaléncia e conjugacao entre campos vetoriais.

Sejam f; : £y C R" — R", fo : E5 C R" — R"™ campos vetoriais de
classe C1 e p1: 51 = Eq, pa 1 So — Eo seus respectivos fluxos locais.

Definicao 2.3.1. Dizemos que o campo f1 € topologicamente equivalente
(C" -equivalente) a fo se existir um homeomorfismo (difeomorfismo de classe
C") h: Ey — E3 tal que

h(pi(t, @) = p2(&(t), h(x)),  V(t,z) € 51 (2.4)
onde £ : I} — Isz(:r) é uma funcdo estritamente crescente sobrejetiva. A

aplica¢io h é denominada equivaléncia topoldgica (diferencidvel) entre fi

e fo.

Lema 2.3.1. Se existe uma equivaléncia h : E1 — Es5 entre os campos fi e
fo, entao h leva drbitas de f1 em drbitas de fo. Mais ainda, h leva pontos
singulares e drbitas periddicas de f1 em pontos singulares e drbitas periddicas
de fo, respectivamente.

Demonstracao. Seja xg € Eq e 7;0 a orbita de f; por zg. Entao, dado
x = ¢@1(t,20) € 7,, segue que

h(z) = h(p1(t,20)) = ©2(E(t), h(20)) € Vi(ay:

ou seja, h(ﬁo) - 7,%(

x0)"
Por outro lado, seja y = pa(s, h(xg)) € W}QL(%). Como £ é sobrejetiva,

entdo existe ¢t € I;O tal que s = £(t) e, portanto,

y = @2(£(t), h(zo)) = h(p1(t, 20)) € h(7z,),

ou seja, '713(960) C h(7z,)-

35



Logo, h(%%o) = 'Yf%(xo)-

Seja p € E1 um ponto singular de f;. Entdo, pela primeira parte temos
que a orbita v} = {p} de fi ¢ levada na orbita *yfb(p) = h(vp) = {h(p)} de fa,
ou seja, h(p) ¢ um ponto singular de fo.

Seja goio : R — FE; uma trajetoria periodica de f; com periodo ¢. Entéo,
temos que

Pt +¢) =gy (t), VtER

Por outro lado,

Orao)(E(1) = Bl (1),  VEER.

Portanto,

Ph (o) (€(0)) = 3, (€)) = (103, (0)) = ¥} () (£(0)).

Mas, como & é estritamente crescente, entao &(c) # £(0) e, portanto,
cpi(mo) nao é injetora. Além disso, como goglco é periddica, entao pelo teo-
rema 2.2.1 segue que goglm nao é constante e, portanto, 90}%(10) também nao é
constante, pois h é bijetora e pela primeira parte temos que ’VZ(;BO) = h(fy%o).

Logo, pelo teorema 2.2.1 segue que cpi(xo) é periddica. O

Definicao 2.3.2. Dizemos que o campo f1 € topologicamente conjugado
(C"-conjugado) a fo se existir um homeomorfismo (difeomorfismo de classe
C") h: Ey — Es tal que

h(g1(t,z)) = @a(t, b(x)),  V(t,x) € S (2.5)

A aplicagio h é denominada conjugagao topoldgica (diferencidvel) entre

fie fa

Lema 2.3.2. Seja h : By — FEo um difeomorfismo de classe C", r > 1.
Entdo, h é uma conjugacdo entre fi1 e fo se, e somente se,

Dh(z) fi(x) = fa(h(z)), Vzx € Ej. (2.6)

Demonstracdo. Suponha que h satisfaz 2.6. Dado zg € E1, defina a funcao
¥(t) = h(g1(t,20)), t € I,. Entdo, ¢ ¢ a trajetoria de fo por h(zg). De
fato, ¥(0) = h(¢1(0,20)) = h(zo) e

/(1) = Dh(1(t,0) o101 (t70) = DA (0) i (1 (1, 20)) =
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= f2(h(p1(t, x0))) = f2(1b(2)),
e, portanto, h(p1(t,zg)) = ¥ (t) = pa(t, h(xg)), ou seja, h é uma conjugacao.

Agora, suponha que h é uma conjugagio. Dado xg € F1, entdo vale que

h(p1(t,z0)) = ¥(t) = pa(t, h(xo)), Vt € I . Dai, derivando em relacio a t
obtemos

o oalts ) = (it 20)) = Dhli (t,20)) it ),

0 ot 0
ou seja,
fa(a(t, h(zo))) = Dh(e1(t, z0)) f1(£(t, 20)),
e, portanto, calculando em ¢t = 0 obtemos 2.6. O

2.4 FEstabilidade

Seja E C R" e f : E — R"™ um campo vetorial de classe C'' com fluxo
¢+ E— FE definido para todo t € R.

Definigao 2.4.1. Seja p uma singularidade de f.

Dizemos que p é estdvel se para toda vizinhanca U de p existe uma
vizinhanga W de p tal que pi(x) € U para todo v € W et > 0. Se,
além disso, limy_oo @i(x) = p para todo x € W entao dizemos que p ¢
assintoticamente estdvel.

Dizemos que p € tnstdvel se nao for estdvel.

No teorema abaixo, cuja demonstragao pode ser encontrada em [9, p. 131],
apresentamos um critério para determinar a estabilidade de uma singulari-
dade.

Teorema 2.4.1. Seja p uma singularidade de f eV : E — R uma fung¢do
satisfazendo V(p) =0 e V(x) > 0 se x # p. Entdo

(a) p é estivel se V(x) <0 para todo x € E;
(b) p € assintoticamente estdvel se V(x) < 0 para todo x € E\ {p};
(¢) p € instdvel se V(z) > 0 para todo x € E \ {p}.

Observe que V(z) = %V(gpt(x))\tzo e, portanto, os critérios nos itens
(a), (b) e (c) acima sao equivalentes respectivamente a V' ser nao-crescente,
estritamente decrescente e estritamente crescente sob trajetérias de f. Uma
funcao V satisfazendo qualquer um dos trés conjuntos de hipéteses do teo-
rema acima é chamada funcao de Lyapunov.
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Capitulo 3

Campos Vetoriais Lineares

3.1 Introducao

Seja (E, | - ||) um R-espago vetorial normado, completo e com dimensao
finita e igual a n.

Definicao 3.1.1. Uma equacao diferencial ordindria linear é uma
equagdo da forma
g =A(t)y(t) + b(t) (3.1)

onde A(t) : E — E ¢é continua em t e linear para cada t fitado eb: 1 C R —
E € continua.

Se b(t) = 0 entdo dizemos que a equagao ¢ homogénea. De maneira
geral, a equagao homogénea associada a equagao (3.1) é
T =A(t)x. (3.2)

De agora em diante estudaremos apenas equacoes homogéneas e ao final
deste capitulo trataremos o caso ndo-homogéneo.

Lema 3.1.1. O conjunto de solugoes de (3.2) é um espago vetorial com
dimensao igual a de E.

Demonstragdo. Sejam z'(t) e z%(t) solugdes de (3.2) tais que zl(tg) = x}
e 72(tg) = x3. Entdo, para todo A1, A2 € R temos que A\jzl(t) + ox?(t)
¢ solugdo de (3.2) com condigdo inicial A\jz§ + A2x3. Logo, o conjunto de
solucoes de (3.2) é um espaco vetorial com dimensao igual a de E. O

Seja t — g¢(t) uma curva de classe C! no espaco de matrizes n x n.
FEscrevendo

g(t) = [g1(t) -+ gn(t)] (3.3)
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onde g1(t), -+, gn(t) sdo as colunas de g(t), entdo g(t) é solucao de ¢'(t) =
A(t)g(t) se, e somente se, g;(t) é solucao de (3.2) para todo i € {1,...,n}.
Neste caso, dizemos que g(¢) é uma solugao matricial de (3.2). A cons-
trucao abaixo permite escrever as solucoes de (3.2) em termos de solugoes
matriciais:

Dada uma base {z},...,28} de E entdo para todo zg € E existem
AL, - An € R tais que
T = Map + - A xh (3.4)
e, portanto, supondo que existe uma solugao z;(t) de (3.2) tal que z;(ty) =
para todo i € {1,...,n} entdo pelo Lema 3.1.1 temos a solugao
z(t) = Mzl (t) + -+ A2 (2) (3.5)
de (3.2) com condigdo inicial z¢. Dai, definindo g(t) = [z!(¢) - - - 2™(¢)] entdo
podemos escrever
A1

z(t)=g@) | |- (3.6)
An

Mas, como {z}, ...,z } é base de E entdo g(t) é inversivel e, portanto,

A1
| =g (to)o (3.7)
An
ou seja,
2(t) = 9(t)g (to)o. (3.8)

Definigao 3.1.2. Seja g(t) uma solu¢ao matricial de (3.2). Se g(t) é inver-
stvel para todo t, entdo dizemos que g(t) é uma solugao fundamental de

(3.2).

Em outras palavras, se (3.2) possui uma soluc¢ao fundamental g(t), entao
todas as suas solugoes sao dadas por (3.8).

Exemplo 3.1.1. A equacdo linear em R? dada por

j:B ﬂx (3.9)

tem uma solugdo fundamental dada por
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o= 5] (3.10)

e, portanto, a solugao x(t) de (3.9) tal que x(0) = xo € dada por

et 0] o]7! et 0
o [ R e

Abaixo apresentamos algumas propriedades das solu¢bes fundamentais.

Teorema 3.1.1 (de Liouville). Seja g(t) uma solugio matricial de (3.2)
definida em wm intervalo I. Entdo, para todot € I e ty € I fizo vale que

det g(¢) = det [g(to)]e o (AN (3.12)
onde tr(A(s)) € o traco de A(s).

Demonstragao. Seja A(t) = det g(t). Entao,

= Zdet (gl(t)v"‘791/'(t)7"‘7gn(t))
' (3.13)
- Zdet gl (t)gz(t)>"'vgn(t))'

Se ¢(t) ndo é fundamental entdo temos (3.12) trivialmente, logo, suponha
que g(t) é fundamental. Dai, para cada t € I e i € {1,...,n} escrevendo
A(t)gi(t) em termos da base {gi(t), ..., gn(t)} obtemos que

=3 a(t)gt) (3.14)
j=1

onde [aj;] é a matriz de A(t) na base {g1(t),...,gn(t)} e, portanto, como o
trago é independente da base entdo

Zdet gl Zam 9] 7 7gn(t))

- Z aii det (g1(t), - gi (), o gn (1))
=1

 r(A)A®).

(3.15)

t
Logo, como A(t) = A(to)efto tr(A()ds solucdo da equacdo diferential
acima, entao segue a formula (3.12). O
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Corolario 3.1.1. Seja g(t) uma solugao matricial de (3.2). Se g(to) € in-
versivel para algum to, entdo g(t) € uma solu¢ao fundamental de (3.2).

Teorema 3.1.2. Sejam g(t) e h(t) solugdes matriciais de (3.2) com h(t)
fundamental. Entao, existe uma matriz C tal que g(t) = h(t)C para todo t.
Mais ainda, se g(t) também € fundamental entao C' é inversivel.

Demonstracdo. Como h(t) é fundamental entdo hh~' = Id e, portanto
h'h~! + h(h~!) = 0. Dai, segue que

(RY(t) = =7 'Wh™t = —h T A@)RRT = —RTH () A(L). (3.16)

Logo,

(K )g(t)) = (W g+htg ==h"TA(t)g+h T A(t)g =0,  (3.17)

e, portanto, existe uma matriz constante C' = h~1(¢y)g(to) com as proprieda-
des desejadas, onde ty ¢ tomado no intervalo de definigao de g(t) e h(t). O

Teorema 3.1.3. Se eziste uma solug¢do fundamental g(t) de (3.2), entdo
z(t) = g(t)g~(to)wo € a tinica solugio tal que x(ty) = xo.

Demonstracao. Suponha que y(t) seja outra solucao com y(tg) = xo. Entao,

%(g‘l(t)y(t)) = —g ' (OAB)Y() + g~ () A[)y(t) =0, (3.18)
e, portanto, g~ (t)y(t) = g~ (t0)y(to), ou seja, y(t) = g(t)g~" (to)zo = 2(t).

O]

3.2 Exponencial de Operadores Lineares

Seja L(E) ={T : E — E| T & linear}.
Defini¢ao 3.2.1. Dado T € L(E) definimos sua norma de operador por

ITllop = sup ||| (3.19)
llell=1
Observe que || - |lop estd bem definida e de fato é uma norma, pois a

dimensao de E é finita.

Definicao 3.2.2. Dizemos que uma sequéncia de operadores T € L(E)
converge para o operador T' € L(E) quando k — oo, isto €,

lim Tj, = T (3.20)
k—o00

se para todo € > 0 existe kg € N tal que ||T}, — T||op < € para todo k > ky.

41



Observe que L(FE) é completo quando munido com a norma de operador
e a nocao de convergéncia de sequéncias definida acima, pois F é completo.

Lema 3.2.1. Sejam T,S € L(E) e x € E. Entao,

(a) [ Tz]| < [Tlopll]l;
(0) 1TSllop < T llopll:Sllops
(¢) IT*lop < IITll5p, Yk € N.

op’

Demonstracao. (a) Para = 0 é imediato, logo, suponha z # 0. Entéo, pela
defini¢do segue que

HTHOP_HT(H H)H—\H Tl = olzal G2y

ou seja, [ Tx|| < [|T]|opl|2]-
(b) Para x € E tal que ||z|| = 1 segue de (a) que

TS @D < ITlopll S@ < 1T opl1STlopllzll = N TTopll Sllop- - (3.22)

Logo,
TS| = SuP IT(S @) < 1T llopllSllop- (3.23)
(c) Segue de (b) por indugao. O

Teorema 3.2.1. Sejam T € L(E) ety > 0. Entao, a série

o0 Lk
T
k=0
converge absolutamente e uniformemente em [—to, to].
Demonstragao. Do Lema 3.2.1 segue que para |t| < [to| temos
t’“T’“ _ HEITIG, _ Jtol® HTHop
< eltollTllop 3.25
e, portanto, pelo teste M de Weierstrass segue que a série (3.24) converge
absolutamente e uniformemente em [—tg, to]. O
Definicao 3.2.3. Dado T € L(E), definimos
o0
Tk
T — -
=Y o (3.26)
k=0

42



Observe que das propriedades de limite segue que e’ € L(E) para todo
operador T' € F.

Frequentemente estamos mais interessados na matriz que representa um
operador linear. Neste caso, todas as defini¢oes e resultados acima sdo ana-
logos.

Abaixo apresentamos algumas propriedades da exponencial de operado-
res.

Lema 3.2.2. Sejam T, P € L(E) ¢ S = PTP~L. Entdo, e® = PeT P71,
Demonstragio. Como S* = PT*P~! para todo k € Z,, entdo
n —1\k n kp—1
s . (PTP)* PT*P
e _”lggokz_:ofd = lim kz—:okl

n—0o0

(3.27)

. toTk 1 T p—1
:P<nlgn;oZM>P = pelp 1,

k=0
O

Lema 3.2.3. Sejam S,T € L(E) tais que ST = TS. Entdo, e5TT = e%e”.

Demonstracao. Pelo binémio de Newton segue que

n SiTk
(S+T)"=n! > T (3.28)
Jjt+k=n
Logo,
= STk XS N TF
S+T _ _ _ .8 T
n=0 j+k=n j=0 k=0

onde usamos que o produto de duas séries absolutamente convergente é igual
a série cujos termos sao dados pelo produto de Cauchy. 0

Corolario 3.2.1. Seja T € L(E). Entdo e’ ¢ inversivel e (e)™! =T,
Demonstragio. Pelo Lema 3.2.3 segue que Id = € = eTe™T. Logo, el ¢é
inversivel e (el)™1 = e~ T. O
Lema 3.2.4. Seja T € L(E). Entao,

d
aetT =TT =TT, (3.30)
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Demonstracdo. Pelo Lema 3.2.3 e pela defini¢do de derivada segue que

(h+t)T _ tT hT _ J
dt h—0 h h—0
hT? pl—17k
= lim lim <T++...+) ol T
h—0 k—o0 2! k! (3.31)
hT? pl—17k
= lim lim (T+ — +...+ 2~ )T
k—o00 h—0 2! k!
=Te'T,

onde a pentltima igualdade é garantida pela convergéncia uniforme dada
pelo Teorema 3.2.1. A outra igualdade é obtida analogamente. O

Corolario 3.2.2. Sejam S,T € L(E) tais que ST = TS. Entio 57T =

GSET = GTES.

Demonstracdo. J4 provamos a primeira igualdade no Lema 3.2.3. Para a
segunda igualdade observe que pelo Lema 3.2.4 segue que

d S —tS S —tS S —tS

7 (eTe ) = e STe ™ + T (-5)e ™ =0 (3.32)
e, portanto, e*Te *S = T para todo t. Logo, pelo Lema 3.2.2 segue que
e¥eTe S = el ou seja, el = eTet para todo t. O

Pelo Teorema 3.1.3 e pelo Lema 3.2.4 segue o teorema abaixo.

Teorema 3.2.2. Seja A uma matriz n xn. Entao, dado xg € E, o problema
de valor inicial

T = Ax
{ 2(0) = 2o (3.33)

tem wma tinica solugdo dada por
z(t) = e, (3.34)
Pelo Teorema 3.2.2 e pelo Exemplo 1.3.3 segue o corolario abaixo.

Corolario 3.2.3. Seja A uma matriz n X n. Entdo, o campo x — Ax gera
0 fluro ¢ : R x E — E dado por

o(t, ) = etz (3.35)
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3.3 Calculo da Exponencial de Operadores

No Teorema 3.2.2 da se¢ao anterior vimos que resolver o problema (3.33)
equivale a calcular a exponencial da matriz A. Nesta secdo, verificaremos que
calcular essa exponencial é equivalente a calcular a forma candnica de Jordan
de A, tendo como motivagao inicial a seguinte propriedade da exponencial:

Lema 3.3.1. Seja A = diag[A1, ..., A;] uma matriz n xn diagonal em blocos,
ou seja,

A 0 0
A=1g . o (3.36)
0 0 A,

onde cada A; é uma matriz quadrada.Entdo, e = diag[eAl, . eAT], ou seja,

e 00
A=1o . ol (3.37)
0 0 eAr

Demonstragdo. Como A* = diag[A¥, ..., A¥] para todo k € Z, , entdo

g dzag [A%. ..., A¥] = diag| EOO A OOE Aﬁ]
< k! e k!
=0 =0 (3.38)

O

Assim, faz sentido utilizar a forma canonica de Jordan que apresentamos
no teorema abaixo.

Teorema 3.3.1. Seja A uma matriz (2n—k) x (2n—k) com autovalores reais

ALy ooy Ak € autovalores complexos Ag11, Aty ooy An, An. Entdo, eriste uma
2n—k

base {V1, ..., Uk, Vkt1, Ukt+1y -, Un, Un } de R™F onde vy, ..., Uk, Wity ..y Wy

sdo os autovetores generalizados com v; = Im(w;) e u; = Re(w;) para

todo j € {k+1,...,n}. Mais ainda, a matriz

P:[vl cee Uk Vgl Ugsl e Up un] (3.39)
€ inversivel e
Jg 0 0
P'AP=|¢ . (3.40)
o 0 J,

onde os blocos J = J;, i € {1,...,r}, sdo da forma
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J = R (3.41)
S
0 A

se X\ for um autovalor real de A ou sdo da forma

D Id, 0
J = R (3.42)
i Idg
0 D
com
a —b 10 00
O PO . P

se A =a+ bi é um autovalor complexo de A.

Dizemos que a matriz (3.40) ¢ a forma candnica de Jordan da matriz
A e cada um dos seus blocos é chamado bloco elementar de Jordan ou
simplesmente bloco de Jordan.

Pelos Lemas 3.2.2 e 3.3.1 e pelos Teoremas 3.2.2 e 3.3.1 segue o corolério
abaixo

Corolario 3.3.1. Seja A uma matrizn xn e P"*AP = diag[Jy, ..., J;] sua
forma canodnica de Jordan. Entdo, dado xog € E, o problema de valor inicial

= Ax
{ 2(0) = o (3.44)

tem uma unica solugao dada por

x(t) = Pdiagle!, ..., et P~ . (3.45)

Assim, resolver o problema (3.44) é equivalente a calcular a forma cano-
nica de Jordan, inclusive a matriz P. Informagoes detalhadas sobre o calculo
da forma canonica no caso geral podem ser encontrados em [Perko,pag.39|.
Neste texto, apresentaremos apenas uma breve descricao do caso 2 x 2:

Seja A uma matriz 2 x 2 com det A # 0 e seja J = P~'AP sua forma
canonica de Jordan.

Como det A # 0 entdo ker A = {0}, ou seja, z = 0 é a tnica singularidade
do campo z — Axz. Nos propomos a estudar o retrato de fase desse campo
numa vizinhanca de x = 0.

Para isso, considere o problema
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{ z (;J:y 2 (3.46)

cujas solucdes sdo dadas por y(t) = e//xg. Como J = P~'AP entdo os

campos ¢ — Ax e y — Jy sdo conjugados e, portanto, estudar o retrato de
fase de x — Ax é equivalente a estudar o retrato de fase de y — Jy. Mas,
pelo Teorema 3.3.1 temos que J € de uma das formas abaixo:

A0 A 1] a —b
17 _ 27 37 _
J—[O M]’ J—[O Al ou J—{b a} (3.47)
e, portanto, a solucio de (3.46) com J =’ .J ¢ dada respectivamente por
At T
1 e 0
y(t) - |: 0 G‘U't_ Zo,
1t
yt) = e [0 1] o, (3.48)

y(t) = 6‘”{

Utilizando esses resultados obtemos a seguinte classificacao topoldgica do
retrato de fase de (3.46) e, portanto, de (3.44):

cosbt —sinbt
sinbt cosbt o

Caso I. Se J =! J com A > 0 > p entdo temos o retrato de fase na Figura
3.1. Neste caso, dizemos que a origem é uma sela.

Figura 3.1: Sela.

Caso II. Se J =! Jcom A > p > 0ou.J =2 J com A > 0 entdo temos
os retratos de fase na Figura 3.2. Neste caso, dizemos que a origem é um
no6 propriose J =! J com A = y e um né impréprio nos outros dois casos.
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Figura 3.2: No.

Caso III. Se J =2 J com a > 0 e b > 0, entdo temos o retrato de fase na
Figura 3.3. Neste caso, dizemos que a origem é um foco.

~

\

\

TN ?
-/
S

g

Figura 3.3: Foco.

Caso IV. Se J =3 J com a = 0 e b > 0, entdo temos o retrato de fase na
Figura 3.4. Neste caso, dizemos que a origem é um centro.

VoSN
(7

™~

?)3

—

J
£

Figura 3.4: Centro.

Em todos os casos, observe que inverter o sinal dos autovalores equivale
a inverter o sentido de crescimento do tempo.
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Observe também que introduzindo coordenadas polares y; = rcos@ e
y2 = rsinf, entdo em um noé existe limy_,_ 6(¢). J4 em um foco temos que
lim;—,_~ 6(t) ndo existe. Essa é a diferenca topologica bésica entre um no e
um foco.

Se a origem ¢ uma sela, no6, foco ou centro de (3.46), entao dizemos que
a origem é uma sela, no, foco ou centro, respectivamente, de (3.44)

Corolario 3.3.2. Seja A uma matriz 2 x 2 com det A # 0. Entao, a origem
€ uma sela, nd, foco ou centro.

3.4 O Caso Nao-Homogéneo

Seja A(t) : E — FE continua em t e linear para cada ¢ fixado e b : I C
R — FE continua. Considere o problema

{ i = A(t)x + b(t) (3.49)

z(to) = zo
Suponha que a equacdo homogénea associada a (3.49) tem uma solugao

fundamental ¢(t) tal que g(t9) = Id. Procurando uma solucao de (3.49) da
forma x(t) = g(t)u(t) obtemos o problema de valor inicial

U= -1
(s
cuja tnica solucdo é u(t) = zp + ft'; g~ 1(s)b(s)ds e, portanto,

o) = glt)oo + 9t0) | g7 (s)b(s)ds. (3.51)

é a unica solugdo de (3.49).
Em particular, se A(t) = A entao a solugao é dada por

t
z(t) = ey —I—/ =94 (s)ds. (3.52)

to

Logo, pelo Exemplo 1.3.3 segue o corolario abaixo.

Corolario 3.4.1. Seja A uma matriz n x n e b € E. Entdo, o campo
x+— Az + b gera o fluzo ¢ : R x E — E dado por

t
ot ) = el —I—/ et=5)4pds. (3.53)
0
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Capitulo 4

Teoria Local

4.1 Introducao

Neste capitulo introduziremos os principais resultados utilizados para
analisar localmente o retrato de fase de um dado campo, ou seja, em uma
vizinhanca de cada um dos seus pontos.

Lembre que dado um campo f: F — R" entao os pontos p € E tais que
f(p) = 0 sdo chamados singularidades e os demais sdo chamadas de pontos
regulares.

Verificaremos que numa vizinhanca de cada ponto regular o campo f é
sempre conjugado a um mesmo campo da forma g = (1,0, ...,0). Assim, lo-
calmente a dindmica de f resume-se as suas singularidades. Neste contexto,
veremos que o comportamento qualitativo numa vizinhanca das singularida-
des p de f de um certo tipo (hiperbolicas)é equivalente ao do campo linear
Df(p), que é bem conhecido pelo menos no caso planar.

4.2 Pontos Regulares

Seja E C R™ aberto e f : E — R™ um campo vetorial de classe C*.

Definicao 4.2.1. Dizemos que uma aplicacdo diferencidvel o : A — E de
classe C" definida no aberto A C R"™! ¢ uma secdo transversal local (de
classe C") do campo f em A se para todo a € A o subespagco Do(a)(R"1) e
o vetor f(o(a)) geram o espago R™. Seja ¥ = o(A) com a topologia induzida.
Se g : A — X for um homeomorfismo entido dizemos que X € uma se¢ao
transversal do campo o em A.

Lema 4.2.1. Seja p € E um ponto regular de f e {v1,...,vn—1, f(p)} uma
base de R™. Seja B(0;5) uma bola de R"™! com centro na origem e raio
d > 0. Entao, para § suficientemente pequeno a aplica¢io o : B(0;6) - E
dada por
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n—1
o(agy...,ap-1) :p+Zajvj (4.1)
=

é uma se¢ao transversal local de f com ¥ = o(B(0;6)) uma se¢do transversal.

Demonstracao. Para todo a € B(0;0), observe que Djo(a) = v; para todo
j€{l,..,n—1} e, portanto, Do(a)(R"1) e f(c(a)) geram R". Além disso,
Df(0) & um isomorfismo e, portanto, pelo Teorema da Fungao Inversa segue
que para 0 suficientemente pequeno o : B(0;6) — X é um homeomorfismo.

O

Teorema 4.2.1 (do Fluxo Tubular). Seja p € E um ponto reqular de f
e o A— ¥ uma secio transversal local de f de classe C* com f(0) = p.
Entao existe uma vizinhanga V de p e um difeomorfismo h : V — (—e€,€) x B
de classe C*, onde € > 0 e B ¢ uma bola aberta em R™ ' com centro em

0= f"Y(p) tal que
(a) h(ENV)={0} x B;

(b) h é uma C*-conjugacio entre fy e o campo constante g : (—¢,€) x B —
R™ dado por g = (1,0,...,0) € R™.

Demonstracao. Sejam ¢ : S — E o fluxo de f e Sq = {(t,u);(t,o(u) € 5)}.
Defina H : Sy — E por H(t,u) = ¢(t,o(u)). Observe que

DLH(0) = 4. 6(t,0(0)) =0 = 7(6(0.7)) = 7(0) (4.2)

e D;H(0) = Dj_10(0) para todo j € {2,...,n}, pois ¢(0,0(u)) = o(u) para
todo u € A. Dai, como ¢ é uma se¢do transversal local de f entdo segue
que os vetores D;H(0),j € {2,...,n}, geram R" e, portanto, DH(0) é um
isomorfismo.

Pelo Teorema da Funcao Inversa, existem € > 0 e uma bola aberta B em
R™! com centro em 0 = f~1(p) tais que H|(_¢)xp ¢ um difeomorfismo de
classe C* sobre o aberto V = H((—¢, €) x B).

Seja h = (H|(_¢)xp) " Entdo h(XNV) = {0} x B, pois H(0,u) = f(u)
para todo u € B. Além disso, h~! conjuga f e g pois

Dh7(t,u) - g(t,u) = DH(t,u) -

—~

1,0,...,0) = Dy H(t,u)

para todo (t,u) € (—¢,€) x B. O
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4.3 Singularidades

Seja E C R™ aberto e f : E — R™ um campo vetorial de classe C*.

Definicao 4.3.1. Dizemos que uma singularidade p do campo [ é hiperbo-
lica se todos os autovalores de D f(p) tém parte real diferente de zero.

No teorema abaixo apresentamos um dos principais resultados da teoria
qualitativa de equagoes diferenciais ordinarias. Um resumo da demonstragao
pode ser encontado em [9, p. 120].

Teorema 4.3.1 (de Hartman-Grobman). Seja p uma singularidade hiper-
bolica de f. Existem vizinhancas W de p em E eV de 0 em R" tais que
flw € topologicamente conjugado a Df(p)|y.

No caso planar, observe que se os autovalores de uma matriz A de ordem
2 X 2 tém parte real nao nula entao det A £ 0. Dali, dizendo que a singula-
ridade p é uma sela, né ou foco de f se 0 for respectivamente uma sela, n6
ou foco de D f(p) entao pela classificacao topologica dos retratos de fase de
equacoes lineares planares realizada no capitulo anterior obtemos o corolario
abaixo.

Corolario 4.3.1. Seja E C R? aberto, f : E — R? um campo vetorial de

classe C*, p € E wma singularidade hiperbolica de f e i, \a 0s autovalores
de Df(p). Entao

(a) p é uma sela se A\, \a € R com Ay <O0;
(b) p € um nd se A1, A2 € R com A\ A2 > 0;

(c) p é um foco se \y = a+if e A\a =a —1if8 com a, 3 # 0.
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Capitulo 5

Centros Is6cronos em Sistemas
Polinomiais Planares

5.1 Introducao

Sejam P e @) campos vetoriais definidos em um aberto de R2. Considere
o sistema

Defini¢ao 5.1.1. Dizemos que uma singularidade (xo,yo) € um centro do
sistema (5.1) se existir uma vizinhanca U de (xg,y0) tal que toda trajetoria
de (5.1) contida em U € periddica. Se todas essas trajetdrias tém o mesmo
periodo p entdo dizemos que (xo,yo) € um centro p-iséecrono ou simples-
mente um centro 1sécrono.

Exemplo 5.1.1. O sistema dado por

i=—y+at+2ey -+, g=a+2®—ay+y? (5.2)
tem o centro em (0,0) representado na Figura 5.1.

Neste capitulo, temos como objetivo estabelecer condigoes para o sistema
(5.1) possuir um centro is6crono numa dada singularidade no caso em que
P e @ sdao polinomios de grau 2. Para isso, estudaremos antes cenarios mais
gerais e, na ultima se¢do deste capitulo cumpriremos o objetivo proposto.

Fixaremos o seguinte contexto: como um centro p-isécrono pode sempre
ser levado via uma mudanca na escala de tempo em um centro 27-isécrono,
entdo por centro entenderemos centro 27-isécrono ;como uma singularidade
(z0,y0) pode sempre ser transladada para a origem O = (0,0), entdo essa
serd sempre a candidata a centro.
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Figura 5.1: Centro em (0,0).

5.2 Sistemas Homogéneos

Seja m € N e considere o sistema

onde X,,, Y,, sdo polinémios homogénos de grau m. Suponha que o sis-
tema (5.3) tem uma singularidade isolada na origem, O = (0,0). Desejamos
estabelecer condicoes sobre X, e Yy, para O ser um centro de (5.3).

Introduzindo coordenadas polares x = pcosf e y = psinf no sistema
(5.3), obtemos

p=p"Z0) , 6=p""'N(0), (5.4)

onde,
Z(0) = cos (0) X, (cos 8,sin 0) + sin (6)Y;,,(cos 0, sin 0), (5.5)
N(0) = cos ()Y, (cos8,sin @) — sin (6) X, (cos 6, sin ). (5.6)

Definicao 5.2.1. Dizemos que a singularidade O é nao-degenerada se a
equagio N(0) = 0 nao possui raizes reais.

Teorema 5.2.1. A singularidade isolada nao-degenerada O é um centro do
sistema homogéneo (5.3) se, e somente se,

27
Z(t)
—=dt = 0. 5.7
o N0 oD
Demonstracdo. Primeiro, suponha que O é um centro. Entfo, todas as so-
lucoes de (5.4) podem se representadas por p = p(f), onde p(6) é solugdo
de
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dp  Z(0)
0~ "N@) (58)

cuja solucdo é dada por

p(8) = p(0) exp ( /0 ’ f[((?)dt) (5.9)

Como O é um centro, entdao devemos ter p(2m) = p(0) e, portanto,

B 2 Z(t) 2 Z(t)
p(0) = p(0) exp < . N dt> = exp < NG dt> (5.10)

ou seja,

2w Z(t)

i pq(t)dt-—-o (5.11)

Logo, se O é um centro, entao vale (5.7). Mas, por (5.9) é claro que se
temos (5.7), entao p(2m) = p(0) e, portanto, O é um centro. O

Corolario 5.2.1. A singularidade isolada nao-degenerada O do sistema ho-
mogéneo (5.3) ou é um centro ou € um foco.

Demonstracdo. Se 2” f]((t)) dt = 0, entdo pelo Teorema 5.2.1 segue que O é

um centro. Por outro lado, suponha que f% Z(t dt # 0. Entao, por (5.9)
temos que

Z(t)
2mn) = p(0) exp <n dt> 5.12
plemn) = pOexp (n [ 5 (512
para todo n € N, pois Z(t) e N(t) sao polinémios em sinf e cos 6.

Dai, se f% (e dt > 0, entdo p(2mn) — +oo quando n — 400 e, se

f027r Z((t)) dt <0, entao p(2mn) — 0 quando n — +oo.

Logo, O é um foco estavel no primeiro caso e instavel no segundo caso. [

5.3 Sistemas Analiticos Gerais

Seja m € N e considere o sistema

w:Xm(x,y)—i-f(x,y) ) y:Ym(x7y)+g<m7y)7 (513)

onde X,,,Y,, s@o polinémios homogéneos de grau m e f,g sdo fungoes anali-
ticas absolutamente convergentes em B(O;r), para algum r > 0, da forma
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flay) = > aga'y! , glzy)= Y bya'y.  (5.14)
i+j>m i+j>m
Desejamos estabelecer condigoes sobre X,,, Yo, f € g para a singularidade
isolada O = (0,0) ser um centro do sistema (5.13).
Introduzindo coordenadas polares © = pcosf e y = psinf no sistema
(5.13), obtemos

p=p"1Z0)+pP(p,0)] , 0=p"""[NO)+ pQ(p,0)), (5.15)

onde Z(f) e N(6) sdo como em (5.5) e (5.6), respectivamente, e

P(p,0) = Z p" =M 4a,: cos 0 + by sin 6] cos' O sin’ 6, (5.16)
i+j>m

Qp,0) = Z P b, cos 6 — a;; sin 6] cos’ O sin? 6. (5.17)
i+j>m

Com o caso homogéneo como motivacao, vamos supor de agora em diante
que a singularidade O é nao-degenerada, ou seja, N(#) = 0 ndo possui raizes
reais.

Neste caso, como

6= p" 1IN () + pQ(p,0)] (5.18)

e p > 0, entdo o sinal de 6§ coincide com o sinal de N(0) + pQ(p,6). Por
outro lado, temos que

(N (0) + pQ(p,0)] = N(0), (5.19)
e, portanto, o sinal de N(0) + pQ(p, #) coincide com o sinal de N (@) para p
suficientemente pequeno. Em particular, como N(f) # 0, entao temos que
N(0) + pQ(p,0) # 0 para p suficientemente pequeno.

Dai, diminuindo r se necessario, segue que todas as trajetorias em B(O;r)
podem ser representadas na forma p = p(6) onde p(0) é solugao de

dp _ Z(0) + pP(p,0)
a9~ "N@) T pQ(p,0)

Agora, como o lado direito de (5.20) é analitico, entao podemos expandir
em série de poténcias de p, obtendo que

(5.20)

25 =2 Val0)p", (5.21)



onde V,,(0) sao funcoes racionais em siné e cos 6.

Dado 0 < po < 7, seja p(0, po) a solucao de (5.21) tal que p(0, py) =
p0, ou seja, o fluxo gerado por (5.21). Sabemos pela dependéncia continua
e diferenciavel em condicoes iniciais que p(6,pp) € C*([0,27] x [0,7]) e,
além disso, pelo Teorema 6.1.2 apresentado no proximo capitulo deste texto
podemos escrever

+oo
n=1

ou seja, podemos expandir o fluxo em série de poténcias de pg. Dai, como
p(0, po) = po, entao por (5.22) segue que

u1(0)=1 e up(0)=0, Vn>1. (5.23)

Além disso, derivando (5.22) em relagdo a 6 obtemos

dp = duy,
- oy .24

e, portanto, comparando (5.24) com (5.21) e (5.22) segue que

du +o0 +oo n
o = -0 (Yot (529
n=1 k=1

e, comparando os coeficientes das respectivas poténcias de py obtemos a
seguinte sequéncia de equagoes diferenciais

+o00

n=1

W = V0w,
s — Vi(0)ug + 2Va(0)urus + V3 (0)us, '

que, combinada com as condicoes iniciais (5.23) determina unicamente as
funcoes u,(0), 6 € [0,27], n € N em relagao ao sistema (5.13). Faz sentido,
portanto, a definicao abaixo.

Defini¢ao 5.3.1. Dado n € N, dizemos que oy, = u,(27) € 0 n-ésimo valor
focal do sistema (5.13).

Teorema 5.3.1. A singularidade isolada nao-degenerada O é um centro do
sistema analitico (5.13) se, e somente se, as fungoes uy(0), Vn € N, sdao
periddicas de periodo 2.

Demonstracao. (<) Como as fungoes u,(0), Vn € N, sdo periodicas de pe-
riodo 27, entdo por (5.23) segue que
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u(2r) =1 e wu,(2r)=0, VneN, (5.27)
e, portanto, de (5.22) segue que

p(2m, po) = po, (5.28)

ou seja, p(f, po) € periddica para todo 0 < pg < r e, portanto, O é um centro.
(=) Suponha que uq,...,uq, sdo periddicas de periodo 27 mas u, nao.
Entao, sem perda de generalidade existe h > 0 tal que

uq(2m) — ugy(0) = h > 0. (5.29)
Dai, por (5.22) segue que

+oo
p(2m, po) = p(0, po) = Y _[un(2m) — un (0)] o

n=1
—+00

B+ S [un(27) — ua(0)]8
n=q+1

+oo
o (h + 3 fun(2m) — un<o>]p8> .

n=1

Diminuindo r se necessério, obtemos que o fator dentro dos parénteses
tem o mesmo sinal que h > 0 e, portanto,

p(2m, po) — p(0, po) > 0 = p(2, po) > p(0, po), (5.30)

e, analogamente obtemos que

p(07p0) < ,0(271', ,00) < ,0(47T, 100) <y (5'31)
para todo 0 < pg < r. Logo, O é um foco e, portanto, temos uma contradi¢ao
pois O é um centro. O

Uma consequéncia imediata da demonstragdo do teorema anterior é a
seguinte.

Corolario 5.3.1. A singularidade isolada ndo-degenerada O do sistema ana-
litico (5.18) ou € um centro ou é um foco.

Em termos de valores focais, o Teorema 5.3.1 pode ser escrito na forma
abaixo.
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Corolario 5.3.2. A singularidade isolada nao-degenerada O é um centro do
sistema analitico (5.13) se, e somente se, 0s valores focais a,, n € N, desse
sistema satisfazem

a=1 , a,=0 , Vn>1. (5.32)

Corolario 5.3.3. Seja O uma singularidade isolada ndo-degenerada do sis-
tema (5.13). Se O € um centro de

entdo O é um centro do sistema homogéneo associado

Equivalentemente, se O € um foco do sistema homogéneo associado, entio
O é um foco do sistema (5.13).

Demonstragao. Por (5.26), temos % = V1(0)u; que admite o fator inte-

grante — foe Vi(t)dt e, portanto, tem como solugao

u1(0) = uy(0) exp < /O ' Vl(t)dt>. (5.35)

Dai, como O é um centro, entao pelo Teorema 5.3.1 segue que u1(0) =
u1(2m) = 1 e, portanto,

| = uy (27) = exp < /0 ZW Vl(t)dt> N /0 Vi)t = 0. (5.36)

Mas, observe que por (5.21) temos que Vi(0) = % e, portanto,
2 2
Z(t) /
—=dt = Vi(t)dt = 0. 5.37
o Ny Y 537
Dai, pelo Teorema 5.3.1 segue que O é um centro do sistema homogéneo
associado. O

5.4 Sistemas Analiticos Gerais: o caso m=1

Considere o sistema

t=azr+by+ flr,y) , y=cx+dy+g(z,y), (5.38)
onde,
+00 +oo
fly) =D Xp(w,y) e glz,y) =Y Yi(zy), (5.39)
k=2 h—2
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com Xj e Yj polindmios homogéneos de grau k, Vk > 1, tais que f e g
sdo absolutamente convergentes em B(O;r) para algum r > 0. Em outras
palavras, consideremos agora o sistema (5.13) da se¢ao anterior no caso m =
1 e, por simplicidade, agrupemos os termos de mesma ordem das funcoes
analiticas f e g em polin6mios homogéneos.

Suponha que a origem O = (0,0) é uma singularidade isolada nao-
degenerada do sistema (5.38). Ja estabelecemos na secao anterior condi¢oes
para O ser um centro, vide Teorema 5.3.1 e Corolério 5.3.2. Nesta secdo, de-
sejamos estabelecer condigoes sobre (5.38) para O ser um centro em termos
da integrabilidade deste sistema.

Lema 5.4.1. Se a singularidade O ¢é um centro do sistema (5.38), entdo
esse é C*°-conjugado ao sistema

'i':_y+f(x7y) ) y:x—i-g(m,y), (540)
onde f e g sdo da forma (5.39).

Demonstragdo. Considere a matriz

A= [CCL 2] (5.41)

e seja P a matriz de mudanca da base canonica de R? para a Forma Candnica
de Jordan Real J de A. Entdo, temos A= PJP !e

ool e

e, portanto, podemos reescrever o sistema (5.38) da seguinte forma

b= Ll Ben] = 2 ) = emoe ][]

= p ) =ra Gl ) = G =2 B e L)

Além disso, observe que

A R e 549

onde f e g sdo da forma (5.39) e, portanto, o sistema (5.38) é C>°-conjugado
ao sistema
H =J H + [f(‘”’y)} . (5.44)
y vy 9(z.9)
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Mas, como O é um centro, entdo pelo Corolario 5.3.3 segue que O é um

centro do sistema linear
[”i] =J m : (5.45)
) )

J = R _OA] , (5.46)

e, portanto,

onde A > 0 é uma constante real. Logo, supondo sem perda de generalidade
que A = 1 (basta repetir o processo acima com a mudanca de coordenadas
linear T = %:E, y= %y), obtemos o resultado desejado. O

Devido ao Lema 5.4.1, de agora em diante vamos considerar sem perda
de generalidade que o sistema (5.38) é da forma

t=X(z,y) , y=Y(z,y), (5.47)
onde
+00 +oo
X(z,y) = —y+ZXk(a:,y) e Y(x,y) :a:—i-ZYk(a;,y). (5.48)
k=2 k=2

Antes de estudar as condigdes para O ser um centro do sistema (5.47),
vamos definir o que entenderemos por integrabilidade e os resultados béasicos
associados.

Definicdo 5.4.1. Seja F : U — R uma fungdo de classe C' definida em
um aberto U C R? tal que VF(z,y) # 0, Y(z,y) € U. Dizemos que F ¢
uma integral primeira do sistema (5.47) se F for constante ao longo de
qualquer tragetoria de (5.47) em U.

Dizemos que (5.47) € integrdvel em U se possuir uma integral primeira
F:U—R.

Lema 5.4.2. Seja ¢(x,y) = ¢ uma solugio de (5.47) dada implicitamente.
Entao, para toda funcao diferencidvel F : U C R — R, F o ¢ é solugio
cldssica (de classe C1) da EDP

OF oF
X—+4+Y—=0. 5.49
oz + y ( )
Por outro lado, se F € solugao cldssica da EDP acima, entio F(x,y) = ¢
define implicitamente uma solugao de (5.47) para todo nivel regular ¢ de F,

ou seja, F(z,y) =c= VF(x,y) #0.
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Demonstragao. Na primeira parte, temos F(c) = F(¢(x,y)) = (F o ¢)(x,y)
e, portanto, pela regra da cadeia segue que

d dz O(F o ¢) dy O(F o ¢)
0:£(Foq5)(:x,y):$87x(a:,y) ETy(x’y)
O(F o 9) O(F o ¢)

= X(:Ea y)T(ma y) + Y(:Bv y)Ty(xv y)>
ou seja, F o ¢ é solugao classica de (5.49).

Ja na segunda parte, dado ¢ € R um nivel regular de F', entao pelo Teo-
rema da Fungao Implicita segue que F'(x,y) = ¢ define implicitamente uma
curva de classe C. Seja z(s) = (21(s), 22(s)), s € I C R, uma parametriza-
¢ao dessa curva. Entao,

d o d21 ﬁj dZQ aj

c=F(z(s)) = 0= £F(z1(s),22(s)) = s oz T ds oy =

= (21(s), 25(s)) - VF(2(s)) = 0= 2'(s) - VF(2(s)) = 0.  (5.51)

(5.50)

Por outro lado,

X(a(6) g (2(6)) + Y () G (a(5) = 0= (5.52)
= (X(2(s)),Y(2(s))) - VF(2(s)) = 0. (5.53)

Dai, por (5.51) e (5.53) segue que existe uma fungdo h : I — R tal que
h(s) #0,Vsel,e

2 (s) = h(s)(X(2(5)), Y (2(5)))- (5.54)

Como z(s) & de classe C! e O é uma singularidade isolada de (5.4.1), entdo
por (5.54) segue que h(s) é continua. Portanto, existe uma primitiva H de h.
Para cada s € I, temos H'(s) = h(s) # 0 e, portanto, pela continuidade de
H' = h e pelo Teorema da Funcao Inversa segue que H ¢ um difeomorfismo
local. Assim, pondo s = H~1(t) obtemos uma reparametrizagao Z(t) =
(z1(t), 22(t)) da curva z(s), onde

At) =2(s) = 21(H X)) e £(t) = z(s) = 2(H (). (5.55)
Dai, de (5.54) e (5.55) segue que

ds 1 21(s)

Z'(t) = zi(S)% = Zl(S)H’(H_l(t)) h(s)
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e, analogamente,

(1) = 2% _y (), (5.57)
ou seja, Z(s) é solugao de (5.47). O

Corolario 5.4.1. Se o sistema (5.47) € integrdvel em uma vizinhanga U
de O com uma integral primeira F : U — R, entdo todas as solucdes de
(5.47) contidas em U sao dadas implicitamente por F(x,y) = ¢, onde ¢ é
uma constante real.

Definicao 5.4.2. Seja U um aberto de R2.
Dizemos que uma fun¢do R : U — R de classe C* é um fator integrante
de (5.47) se

J(RX) O(RY)
Oz + y

Dizemos que uma funcio V : U — R de classe C! ¢ um fator integrante
inverso de (5.47) se 1/v é um fator integrante de (5.47).

= 0. (5.58)

E claro que R é um fator integrante de definido em U se, e somente se,
1/rR é um fator integrante inverso definido em U \ {(z,y) € U|R(z,y) = 0}.

Observe que R ¢ um fator integrante de (5.47) se, e somente se, satisfaz
a equagao

OR _,OR <8X ay) N (5.59

Xt ¥, = Law 9y

Por outro lado, V' é um fator integrante inverso de (5.47) se, e somente
se, satisfaz a equacao

ov ov 0X oY
X—+Y—=|—+——|V.
Ox * oy (033 * 8y> v

Dai, aplicando o Lema 5.49 obtemos o corolario abaixo.

(5.60)

Corolario 5.4.2. Se 'V é um fator integrante inverso de (5.47), entao V(x,y)
0 define implicitamente solucoes de (5.47).

A relagdo entre integral primeira e fator integrante é dada no lema abaixo.

Lema 5.4.3. O campo (5.47) possui uma integral primeira H : U — R se,
e somente se, possui um fator integrante R : U — R. Mais ainda, valem as
seguintes relacoes

o _
or

OH

RY — = —RX. 5.61
<G (561)
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Demonstra¢ao. Suponha que (5.47) possui um fator integrante R : U — R.
Defina

Hy) = [ Ray)Y @ p)ds +h), @ el (562
onde h(y) é escolhido de modo que %—Z[ = —RX. Entao, temos as relagoes

(5.61) e, portanto, sob trajetorias de (5.47) temos

OH OH
X—+Y—=RXY -RXY =0 (5.63)
Ox oy
ou seja, H : U — R é uma integral primeira de (5.47).
Suponha agora que (5.47) possui uma integral primeira H : U — R.
Entao, sob trajetorias de (5.47) temos

OH OH
X— — =0 5.64
ou seja, (X,Y) é perpendicular a (H,, Hy). Mas, (—H,, H,) é perpendicular
a (Hg, Hy), logo, (—Hy, H;) é paralelo a (X,Y’), ou seja, existe uma funcao
R : U — R que satisfaz (5.61) e, portanto, pelo Teorema de Schwarz segue
que
I(RX) N O(RY) 0’H  0*°H

or oy _8:1503/ + 0yox -
ou seja, R: U — R é um fator integrante de (5.47). O

0 (5.65)

Estudemos agora as condicoes em termos de integrabilidade para O ser
um centro.

Teorema 5.4.1. A singularidade isolada nao-degenerada O é um centro do
sistema (5.47) se, e somente se, o sistema (5.47) for integrdvel em uma
vizinhanca U de O com wma integral primeira F : U — R analitica.

Demonstracdo. Primeiro, suponha que O é um centro e seja U uma vizi-
nhanca de O que contém apenas trajetoérias fechadas. Provemos que o sis-
tema é integravel com uma integral primeira F': U — R analitica, ou seja,
da forma

F(z,y) =Y Fi(x,y), (5.66)
k=1

onde Fj, é um polinémio homogéneo de grau k. Para isso, vamos provar a
existéncia de uma funcdo da forma (5.66) tal que, sobre as trajetorias do
sistema contidas em U, satisfaz a equacao diferencial parcial

dF oF oF
= =X

+ves (5.67)

0= =%%: TV,
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ou seja, & constante sobre trajetorias.
Substituindo (5.66) em (5.67) com os polindmios F} e Fy explicitados,
obtemos que Fy(x,y) =0, Fy(x,y) =22+ 3% e

OF OF [ 0F 8Fk
X—+Y—= — H .
Ox dy k-z_g < Oz 8y k> ’ (5.68)

onde —Hg = 22 X5 + 2yYs e

k—2
OF; OF}_
— Hy, = 22X41 + 2yVi_1 + ( A Ly, ’”“), k> 3.
P Oz Ay
(5.69)
Observe que para determinar Hj deve-se conhecer F3, Fy, ..., F_1. Ob-

serve também que para determinar F' é suficiente determinarmos Fy, k > 3,
de modo que

aFk OFy,
Yor Toy oy
Seja k > 3 dado e suponha F3, ..., F,_1,Hs,...,H} ji determinados. Pro-
vemos que a equagao acima admite um polinémio homogéneo de grau k como
solucdo, digamos Fj. Mas antes, vamos encontrar uma condi¢do necessaria
para Fj, ser solucao de (5.70).
Suponha que Fy, é solucdo de (5.70). Em coordenadas polares x = pcos 6
e y = psind, as séries de Fourier de Fj e Hy sdo da forma

= Hj,. (5.70)

onde,

or(0) = S°F_ [Ap cos (16) + By sin (10)]

. 5.72
U4(0) = S [Chy cos (16) + Dyasin (16)], (572)
e Ay, Bry, Cri, Dy sdo constantes reais.
Substituindo (5.71) em (5.70) obtemos a equagao
der
-y, (573)
ou seja,
k k
> "1[Agsin (16) — By cos (10)] = Y [Crycos (1) + Dy sin (10)],  (5.74)
=1 =0

e, portanto, pela unicidade da série de Fourier segue que



Cu
1
Em outras palavras, se (5.70) admite o polinomio Fj como solucao, entao
devemos ter (5.75). Agora provemos que Fj sempre pode ser determinado.
Se k é impar, entao Hj é uma funcao impar e, portanto, Cyg = 0. Além
disso, definindo

D
Cro=0, Ay= % e By =- leN. (575)

0
ei(0) = — /0 Vi (t)dt, (5.76)
entao dd% = —y e, portanto, pondo Fi(p,0) = pFer(0) obtemos uma solu-
cao de (5.70).

Se k é par e Cyyp = 0, entdo analogamente ao caso anterior obtemos
uma solucao. Por outro lado, se Crg # 0 entao nao temos 5.75 e, portanto,
(5.70) nao admite um polindémio homogéneo de grau k como soluc¢ao. Porém,
podemos satisfazer a equacao

OF}, OF}, 2 2\ k
S il N & S _ .
Yor oy k— Cro(2” +y7)2 (5.77)
De fato, em coordenadas polares temos

OF,

87; =—H; + PkaO = —Pk [wk(e) - CkO] ; (578)
ou seja,
dey, -

- = Yr(0) — Cro = Y _ [Chi cos (10) + Dy sin (16)] (5.79)

=1

e, portanto, analogamente aos casos anteriores determinamos via integragao
um polindémio homogéneo de grau k que é solucao de (5.77).

Em suma, sempre conseguimos resolver (5.70) quando k é impar. Ja
quando k é par, se nao conseguimos resolver (5.70), entao resolvemos (5.77).
Provemos que nesse caso a origem nao pode ser um centro, em contradigao
com a hipoétese inicial e, portanto, concluindo esta parte da demonstragao.

Seja F; o primeiro polinémio que ndo conseguimos determinar (Co; o #
0). Considere a funcao

Provemos que F' é uma funcao de Lyapunov estrita para O e, portanto,
essa singularidade nao pode ser um centro.
Primeiro, introduzindo coordenadas polares temos que
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F(pcosh, psinf) = p* + p>alp, 0) = p*[1 + pa(p, )], (5.81)

onde
2i
a(p,0) =Y p* 3 Fi(cosb,sin), (5.82)
k=3
ou seja, « é fungao continua. Dai, como lim, (1 + pa(p,d)] = 1, entao
existe pg > 0 tal que
1+ pa(p,0) >0, ¥Ype(0,p),0 € |0,2], (5.83)
e, portanto,
F(pcosh,psinf) >0, Vpe(0,pg),0 € [0,2n]. (5.84)

Logo, voltando para coordenadas cartesianas temos que

F(z,y) >0, Y(z,y) € B((0,0), po), (5.85)

com F(x,y) =0 se, e somente se (z,y) = (0,0).
Agora, observe que por (5.68) segue que sobre uma trajetoria temos

dF oF oF -
— =X+ Y = Oy o(z* + %) 5.86
ou seja, fora de O temos % # 0 e com o sinal inverso de Cy; .
Logo, F' é uma fun¢ao de Lyapunov estrita para O e, portanto, O é assin-
toticamente estavel (Ca; 0 > 0) ou instavel (Cz;0 < 0). Em ambos os casos,
O ndo pode ser um centro.

Agora, suponha que (5.47) possui uma integral primeira F : U — R
analitica, onde U é uma vizinhanca de (0,0).
Ja sabemos que F' é da forma,

F(z,y) =2 +y* + > Fil(x,y) (5.87)
k=3

e que existe rg > 0 tal que

F(rcosg,rsing) >0, Vre (0,r5),p € [0,2m). (5.88)

Além disso, pelo Lema 5.4.3 existe um fator integrante p : U — R tal
que
OF or

X—+4+Y—=0
8x+ Oy ’

OF

ox —H

e Fy—

—uX. (5.89)
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Defina

G(r, R, ) = F(rcosg,rsing) — R (5.90)

para todo m,R € (0,75) e ¢ € [0,27), onde (r,p) denotam coordenadas
polares. Observe que por (5.89)

G _ plz,y)

or 7
onde x = rcosy e y = rsin p.

Por (5.88) temos que para todo 19 € (0,75) e o € [0,27) existe Ry €

(0,75) tal que G(rg, Ro, o) = 0. Além disso, %f (ro, Ro, o) # 0 por (5.91) e
pois (0,0) é ndo degenerada. Dai, pelo Teorema da Fungao Implicita segue
que em uma vizinhanca de cada (Rp, o) estd definida uma tnica funcao
p(R,¢) que satisfaz G(p(R, ), R,¢) = 0 e, portanto, estd bem definida
p:(0,7rs) x [0,2m) — [0, 00) satisfazendo

(X (z,y) — yY (z,y)) (5.91)

F(p(R, ¢) cos ¢, p(R, ) sinp) = R, (5.92)
Dai, de (5.92) segue que para cada R € (0,75) temos que

R = F(p(R.0).0) = 0*(R.0) + Ty MR OF(LO. oo
R? = (p(R 2m),0) = p2( ,27T)+Z;i3pk(R,27r)Fk(l,0) .
e, portanto,

0 = [p%(R, 27) — p*(R,0)] +Z (R,27) — p*(R,0)]Fi(1,0) =

= [p(R,2m) — p(R,0)][p (R, 2ﬂ)+p(R, 0)]+
(5.94)

00 k
+ Z p(R,27m) — p(R,0)] Z pk_j(Rv 27T)pj(R> 0)Fi(1,0) =
k= 7=0
R0 (0

onde C' > 0, ou seja, p(R,27) = p(R,0).
Logo, de (5.92) e do Lema 5.4.2 segue que todas as trajetorias de (5.47)
contidas em (0, 75) x [0, 27) sdo 27-periddicas, ou seja, (0,0) é um centro. [

5.5 Sistemas Polinomiais Quadraticos

Considere o sistema

i=—y+Az® + Bay+ Cy* , y=x+ K2®+ Ley + My?,  (5.95)
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onde A, B,C,K,L,M € R.

Suponha que a origem O = (0,0) ¢ uma singularidade isolada nao-
degenerada de (5.95). Desejamos estabelecer condi¢oes sobre os coeficien-
tes A, B,C, K, L, M para O ser um centro. Para isso, trabalharemos com o
sistema (5.95) na forma normal de Bautin apresentada no lema a seguir.

Lema 5.5.1. O sistema (5.95) é C*-conjugado a um sistema da forma

i=—y—bax’— 2c+Bay—dy® , §=z+ar®+2b+a)zy+cy?, (5.96)
onde a,b,c,d,a, 3 € R com a+ c=0.

Demonstracao. Primeiro, observe que o sistema (5.95) é igual ao (5.96), po-
rém nao necessariamente com a + ¢ = 0. De fato, basta tomar

a=K,
b=—A,
c=M,
i=—C (5.97)

2%+a=L=a=L+2A4,
2% +B=-B=f=-B-2M.

Agora, se a + ¢ = 0 entao terminamos. Caso contrario, se o', V/, ¢, d’,

o e B representam os coeficientes do sistema (5.96) apos aplicar a mudanga
de coordenadas C'**° dada por

r=Ecosf —nsinf e y=¢Esinf+ncosd, (5.98)

entao obtemos que

a' = acos® 0+ (3b+ ) cos? Osin @ + (3¢ + B) cos O sin § + dsin? 0,
d =ccos® — (2b+ a — d) cos? @sinf — (2c + B — a) cos O sin? § 4 bsin® 6.

(5.99)
Dali, segue que
a +c =(a+c)cosf+ (b+d)sinb. (5.100)
Como a + ¢ # 0, entdo existe 6y € [0, 27) tal que
cosfy = —(b+d) e sinfy = (a+c) .
Vie+ e+ (b+d)? Vie+ e+ (b+d)?
(5.101)

Logo,
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dig —latabrd  (prdiato

Vi(a+ )2+ (b+d)? \/(a+c)2+(b+d)2:0' (5.102)

O
O principal teorema desta secdo é o seguinte.

Teorema 5.5.1. A singularidade isolada nao-degenerada O é um centro do
sistema (5.96) com a+c = 0 se, e somente se, um dos conjuntos de condigoes
abaizo € satisfeito:

I) b+d=0.
II) B=0=aa.
III) B=0=a+50b+d) =a®+2d*+ bd.

Mais ainda, para todo sistema satisfazendo I, I1 ou 111 existe uma inte-
gral primeira analitica H : U — R, onde U ¢ igual a R? ou ao complemento
de uma curva algébrica em R?.

Para demonstrar esta equivaléncia seguiremos a seguinte estratégia: pri-
meiro verificaremos que a suficiéncia das condicoes I, I1 ou I11 implica a
necessidade; em seguida, com base no Teorema 5.4.1, demonstraremos a su-
ficiéncia verificando que qualquer sistema satisfazendo uma das condicgoes I,
1T ou II] possui uma integral primeira analitica e, portanto, um centro em

0.

Teorema 5.5.2 (de Bautin). Suponha que se o sistema (5.96) com a+c =0
satisfaz wm dos conjuntos de condig¢oes I, 11 ou I1I entio O é um centro.
Neste caso, os valores focais oy, deste sistema sio polinomémios homogéneos
de grau n — 1 em Rla,b,c,d,«, 5]. O ideal gerado por a,, n > 1, possui a
sequinte base

By = (b+d)s,
By = (b+d)aaja+5(b+d),
Bz = (b+d)?aa(a® + 2d + bd).

Demonstracao. Primeiro, para determinar os valores focais realizaremos a
mesma construgdo apresentada na segunda secao deste texto.

Introduzindo coordenadas polares = pcosp e y = psing em (5.96)
obtemos a equacao

do _ _Dp’

dp 1—pB’
onde B, D € Rla,b,¢,d, a, 8] e sao dados por

(5.103)
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B = —acos® p — (3b+ ) cos® psin ¢ + (3a + ) cos psin? ¢ — dsin® ¢,
D = —asin® ¢ — bcos® p + (3a — ) cos? sin p + (2b — a — d) sin? p cos .

Para p > 0 suficientemente pequeno escrevemos ﬁ =Y, (pB)k e,
portanto,

dp - k
-— = Ryp”, 5.104
do kzg (5.104)

onde R, = B*¥2D € R[a,b,c,d, o, 3] ¢ um polinémio homogéneo de grau
k—1.

Dada uma condigao inicial pg > 0 suficientemente pequena entao con-
forme o Teorema 6.1.2 existe uma vizinhanga da origem onde podemos es-
crever

(e, po) =Y ur()pf, (5.105)
k=1

onde uy é uma funcao de p,a,b,c,d,a, e S.

Substituindo (5.105) em (5.104) e comparando os termos com mesma po-
téncia de pg obtemos uma sequéncia de equagoes diferenciais cujos primeiros
termos sao

duy dus o dug 3
— =0, — = Rouj, — =2Roujus+ Rauy,...
o dp 2U] o 2uu2 + fguy
Integrando essas equagoes usando a condicao inicial p(0,pg) = po ob-
temos que a; = wui(2m) = 1 e, portanto, ay = u2(27) ¢ um polindmio

homogéneo de grau 1 em Ra,b,c,d, a, 5]. Dai, segue que asz = ug(2m) é
um polindémio homogéneo de grau 2 em Rla, b, ¢, d, o, f]. De maneira geral,
usando a equagao andloga a (5.25) obtida na substituicdo acima prova-se
via indugao que ay = ug(27) é um polinémio homogéneo de grau k — 1 em
Rla,b,c,d, a, 5]

Agora, provemos que o ideal gerado por oy, k > 1, tem {Bj, By, B3}
como base, ou seja, para todo k > 1 existem 9,(;), 9,22), 9,(3) € Rla,b,¢,d, a, ]
tais que

ax = B3t + By + B,

Suponha que (5.96) satisfaz I1/. Entao O ¢ um centro e, portanto, pelo
Corolario 5.3.2 segue que a; = 1 e a, = 0 para todo k£ > 1. Dai, para todo
k > 1 o valor focal ay pertence ao ideal (nulo) gerado pelos polinomios 3,
a+5(b+d) e a® + 2d* + bd. Logo, existem 0\",6% 6 € Rla,b, ¢, d, o, B]
tais que
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ap = (a® +2d% + bd)0®) + (o +5(b+ )0 + 8oLV (5.106)

Devido & distributividade, podemos reagrupar todos os termos que con-
tém o fator 8 em ﬁé,(:) e, portanto, podemos supor que 5,(63) e 9_,(62) nao contém
o fator 8. Dai, usando a representacdo acima para oy e supondo agora que
(5.96) satisfaz II e em seguida I obtemos que 0_,(;) = aa(b + d)@,(f) para

ji=223e 9_](61) =(b+ d)@,(j) com 9,&1), 9,&2), 9,(63) € Rla,b,¢,d, a, 5], ou seja,

ap = aa(b + d)(a® + 24> + bd)6\>) + By6'Y + B6Y. (5.107)

Para 1 < k < 6 devemos ter 0,(63) = 0 pois aj terd grau no maximo

5 e, portanto, podemos escrever oy = Bg@,(f) + Blﬂl(cl). Ja para k > 7,
conforme [11, p. 12|, pode-se provar que 9;3)

podemos escrever

contém o fator (b+d) e, portanto,

ar = B30Y + B.60\Y + B0V (5.108)
Logo, {B1, B2, B3} é uma base para o ideal gerado por ay, k > 1. O

Corolario 5.5.1. Nas hipdteses do teorema anterior, se O é um centro do
sistema (5.96) entao um dos conjuntos de condig¢oes I, II ou 111 é satifeito.

Demonstracdgo. Como O é um centro, entao pelo Corolario 5.3.2 segue que
os valores focais satisfazem

ar=1 , a,=0 , Vn>1,

e, portanto, pelo Teorema 5.5.2 segue que By = By = B3 = 0. Dali, se
b+ d = 0 entdo temos I. Caso contrario, de By = 0 segue que 8 = 0.
Agora, se aac = 0 entdo temos II. Caso contrario, de Bs = 0 segue que
a+5(b+d) = 0. Finalmente, de B3 = 0 segue que a? + 2d% + bd = 0 e,
portanto, temos I11. ]

Com o corolario acima terminamos a primeira parte da estratégia para
demonstrar o Teorema 5.5.1, isto é, a suficiéncia das condi¢es I, 11 ou
111 implica a necessidade. Falta verificar que qualquer sistema satisfazendo
uma das condigoes I, I1 ou I possui uma integral primeira analitica. Nao
apresentaremos uma demonstracao deste fato aqui, mas sim um resumo do
resultado apresentado em [11].

Antes disso, observe que a principio poderiamos generalizar o Teorema
5.5.2 (e, portanto, o Teorema 5.5.1) para sistemas ctibicos, quarticos, etc. De
fato, como R é um anel Noetheriano entao pelo Teorema das Bases de Hilbert
segue que Rla,b,c,d, «, 5] também é um anel Noetheriano e, portanto, o
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ideal gerado pelos valores focais sempre é finitamente gerado. No entanto,
nao conhecemos uma maneira trivial para determinar quantos e quais sao
os geradores. No caso do Teorema 5.5.2, para determinar esses geradores
fizemos uso do conhecimento apriori das condicées dadas pelo Teorema 5.5.1.

Demonstracao do Teorema 5.5.1. Conforme a observacao acima, basta ve-
rificar que qualquer sistema satisfazendo I, II ou III possui um integral
primeira analitica.

Em [11, p. 16] foram construidas integrais primeiras analiticas definidas
em R? ou no complemento de uma curva algébrica em R? para cada um dos
quatro casos abaixo, concluindo a demonstracao deste teorema:

Caso I) O sistema ¢ C'*°-conjugado via uma rotacao de eixos ao sistema

&= —y — bx? — cxy + by? Q1)
y=x+ Axy
onde A,b,c € R.
Caso I1a) Suponha que f =0 = a. Entao, temos o sistema
&= —y+ bx? — 24Axy + dy? Q2)
y =z + Ax? + 2bzy — Ay?
onde A,b,d € R.
Caso I1a) Suponha que § = 0 = a. Entao, temos o sistema
. 2 2
T=—-y—bx"—by
( @
y=ax+ Azy

onde A,b,d € R.
Caso I11) O sistema é C*°-conjugado via uma semelhanga ao sistema

P = —y — ba? + 22y — dy?

g =z +x*+ (20 + a)zy — y*
onde a, b,d € R. [

Finalmente, combinando o Lema 5.5.1 com o Teorema 5.5.1 obtemos o
corolario abaixo:

Corolario 5.5.2. A singularidade isolada nao-degenerada O é um centro do
sistema (5.95) se, e somente se, (5.95) pode ser levado via uma rotagdo de

eizos a um dos sistemas (Q1), (Q2), (Q3) ou (Q4).

Em [6] provou-se que a singularidade isolada nao-degenerada O é um
centro do sistema (5.95) se, e somente se, (5.95) pode ser levado via uma
mudanca linear de coordenadas e uma mudanca na escala de tempo a um
dos sistemas (S1), (S2), (S3) ou (S4) que apresentamos nos exemplos abaixo.
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Exemplo 5.5.1. O sistema dado por

. 2 2
r=-y+zx —
{ Y Y (S1)
y=x+ 2y
tem uma integral primeira dada por
2 2
-ty
H = 5.109

e, portanto, tem o centro na origem representado na Figura 5.2a.
Exemplo 5.5.2. O sistema dado por
. 2
r=-y+zx
Y (82)
y=x+xy

tem uma integral primeira dada por

z? +y2
Hy(z,y) = e (5.110)

e, portanto, tem o centro na origem representado na Figura 5.2b.

Exemplo 5.5.3. O sistema dado por

. 4

T=—y-3x

. 16 (S3)
=r— =T

) 3 Y

tem uma integral primeira dada por

9(x? + y?) — 2422y + 162*

Hs(z,y) = 5.111
3(9) i, (5111
e, portanto, tem o ceniro na origem representado na Figura 5.2c.
Exemplo 5.5.4. O sistema dado por
. 16 4
x:—y—k?xz—ggf
. (54)
y=z+ ga:y
tem uma integral primeira dada por
9(z% + y?) + 2493 + 16y*
Hi(a,y) = 2y ) + 207 4 16y (5.112)

(34 8y)*

e, portanto, tem o centro na origem representado na Figura 5.2d.
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Capitulo 6

Método da Média

6.1 Introducao a Teoria de Perturbacao

Considere o problema de valor inicial

T = f(t,x,e), z(to) = xo, (6.1)

onde 0 < € < 1 é um pardmetro pequeno, t € I com I C R um intervalo
aberto e z € D com D C R" aberto.

Pela dependéncia continua e diferenciavel em parametros sabemos que
se f & de classe C* em ¢ entdo as solugdes z(t,to, zo,€) de (6.1) também
sdo de classe C* em e. Em outras palavras, desde que f seja pelo menos
continua temos que pequenas variagdes em € provocam pequenas variagoes
em x(t,tg, o, €). Uma pergunta natural é quao proximas as solugoes de (6.1)
sdo das solugoes de

&= f(t,z,0), x(to) = xo. (6.2)

Nas aplicacdes o pardmetro € vem associado por exemplo a perturbacoes
causadas por atrito, corpos de massa desprezivel em sistemas gravitacionais
de n-corpos, etc. Dai vem o nome da teoria. Em geral, dizemos que (6.2) é
a equagao nao-perturbada associada a (6.1).

Exemplo 6.1.1. O problema dado por

t=-x+e x(0)=1,

tem como solugdo x(t) = €+ (1 — €)e~t. Jd o problema nao-perturbado

y=-y, y(0)=1,

tem como solugdo y(t) = e~*. Observe que

j2(t) —y(t)| =e—ee" <,
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ou seja, para todo t € R o erro cometido ao aprozimar x(t) por y(t) nunca é
Maior que €.

Exemplo 6.1.2. O problema dado por

t=4x+e x(0)=1,

tem como solugdo x(t) = —e + (1 + €)et. Jd o problema nao-perturbado

y=+y, y0)=1,

tem como solugio y(t) = et. Observe que

|2 (t) —y(6)] = |1 — €',

ou seja, parat < 0 o erro cometido ao aproximar x(t) por y(t) nunca é maior
que €. Porém, parat > 0 o erro aumenta exponencialmente.

Nesta secao temos como objetivo estudar alguns aspectos da construcao
de aproximagdes das solugoes de (6.1), em particular a obtida via expansao
em poténcias de e. Primeiro, estudaremos um maneira mais elaborada para
comparar aproximagoes.

Definigao 6.1.1. Dizemos que uma fungao d : (0, €] — R continua, positiva,
monotonicamente decrescente em uma vizinhanga de € = 0 tal que lime_pd(€)
existe ¢ uma fun¢ao de ordem.

Exemplo 6.1.3. € para todo n € N, €|lne|, sine, 2, e~/ sio funcées de
ordem.

Abaixo, definimos uma maneira para comparar a taxa de crescimento de
funcoes de ordem, os chamados simbolos O de Landau.

Definicao 6.1.2. Sejam 61(€) e da(€) fungoes de ordem.

Dizemos que 61(e) = O(d2(€)) quando € — 0 se existir uma constante
K >0 tal que 01(¢) < Kd2(€) em uma vizinhanga de € = 0.

Dizemos que 61(€) = 0(d2(€)) quando ¢ — 0 se para todo K > 0 temos
91(e) < Kéa(€e) em wma vizinhanga de € = 0.

E claro que se d1(€) = 0(d2(¢€)) entdo 1(e) = O(d2(€)). Em termos de
limites, observe que

lir?jélp g;gz; =K < 61(e) = O(d2(e)),

lim 0(e)
e—0 52(6)

=0 < (51(6) = 0((52(6)).
Exemplo 6.1.4. ¢! = o(¢?), sine = O(e) e €|Ine| = o(1) quando ¢ — 0.
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Agora, generalizamos a defini¢do acima para fungbes vetoriais.

Definigao 6.1.3. Seja d(¢) uma funcio de ordem e f(t,x,€) uma funcdio
comtel CR,z€DCR"”eec (0,6)]. Seja|-| anorma do supremo em
I xD.

Dizemos que f(t,z,e) = O(d(€)) se existir uma constante K > 0 tal que
|fIl < Kd(e) em uma vizinhanga de € = 0.

Dizemos que f(t,z,€) = 0(d(€)) se existir para todo K > 0 temos || f]| <
Ko(e) em uma vizinhanga de € = 0.

E claro que se f(t,z,€) = o(6(¢)) entdo f(t,x,€) = O(d(€)). Em termos
de limites, observe que

. A _
hriljélp@ =K & f(t,z,e) =0((e)),
lim6_>0(|5|{€|)| =0 < f(t,z,e) =0(d(¢)).

Exemplo 6.1.5. etsinz = O(e€) quando € — 0 para t € [0,1] e z € R.

Nos exemplos 6.1.1 e 6.1.2 podemos observar a importancia do intervalo
de tempo onde consideramos uma da aproximacao. Uma maneira de con-
trolar o tamanho deste intervalor consiste em alterar a velocidade do tempo
ao estimar a ordem do erro. Neste contexto, definimos a nocao de escala de
tempo.

Definicao 6.1.4. Sejam d1(€) e 62(€) fungoes de ordem e f(t,x,€) uma
funcdo comt >0, x € D C R™.

Dizemos que f(t,z,€) = O(d1(€)) quando € — 0 na escala de tempo
1/s;(e) se f(t,z,€) = O(61(€)) quando € — 0 para todo x € D e 0 < da(e)t < C
onde C ¢ uma constante independente de c.

Analogamente com o stmbolo o.

Exemplo 6.1.6. Parat >0 e x € R temos que et sinz = O(e) na escala de
tempo 1 e etsinz = O(1) na escala de tempo 1/e. Analogamente, e*tsinx =
O(e€) na escala de tempo /e e tsinz = O(e'/?) na escala de tempo 1/e>.

Ao aproximar uma fungao f(¢,x,€) com outra funcio g(t,x,€) o melhor
cendrio possivel consiste em f ser igual a g quando € — 0. Abaixo, formali-
zamos este conceito.

Defini¢ao 6.1.5. Sejam f(t,x,€) e g(t,x,€) fungoes comt >0 ex € D C
R™ e §(€) uma fungao de ordem. Dizemos que g(t,x,€) € uma aprorimac¢ao
assintotica de f(t,x,€) na escala de tempo 1/5(c) se

f(t,z,e) —g(t,z,e) = o(1)

quando € — 0 na escala de tempo 1/s(c).
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Observe que poderiamos trocar f(t,x,€)—g(t,x,€) = o(1) por f(t,z,€)—
g(t,z,e) = O(e) na definigao acima.

Exemplo 6.1.7. Parat>0e0 < x <1 temos que xsint é uma aprorima-
¢do assintdtica de xsin (t + et) na escala de tempo 1. Para t > 0 temos que
€ € uma aprovimacdo assintdtica de sin (€) + e3te~ na escala de tempo 1/e.

Considere o problema de valor inicial

&= f(t,z€), z(to) =n, (6.3)

comt>0ex € D CR" Suponha que podemos expandir f(t,z,€) em uma
série de Taylor em € em torno de € = 0:

f(t,e) =€ fit,x). (6.4)
§=0
Entao, para todo m € N podemos escrever
fltw o)=Y € fi(t,x) + "Rt z,6), (6.5)
j=0

onde R(t,z,€) é o resto de Lagrange.
Considere o m-jato da solugao z(t) de (6.3) em relacdo a €

zo(t) + ex1(t) + Exo(t) + - - - 4 €Mz (1). (6.6)

Substituindo (6.6) em (6.3), igualando os coeficientes das correspondentes
poténcias de € e aplicando as condigoes iniciais xo(to) = z(to), xi(to) = 0,
i € {1,...,m}, podemos determinar os coeficientes x;(t), j € {0,...,m}. E
natural esperar que a expansao assim obtida é uma aproximacao assintotica
de z(t). No teorema abaixo provamos que sobre certas condigdes isto é
verdade.

Teorema 6.1.1. Considere o problema de valor inicial

m

&= _dfj(t,x)+ ™Rt x€),  x(to) =, (6.7)
=0

com [t —to| < h, x € D CR" ee€|0,e)]. Suponha que

(a) fj(t,x) é continua em t e (m+1— j) vezes continuamente diferencidvel
em x para todo j € {0,...,m};

(b) R(t,z,€) é Lipschitz em x e continua em t e e.
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Entao, a expansao

2o(t) + ex1(t) + Eaa(t) + -+ M () (6.8)

obtida como descrito acima é uma aprozimagao de x(t) tal que

z(t) — (xo(t) + ez (t) + x0(t) + - - + €Map(t)) = O™ ) (6.9)
na escala de tempo 1.

Demonstragao. Substituindo (6.8) em (6.7) obtemos a equacao

m

:ico—l—e:'vl—l—---—l—emﬂ':m:Zejfj(t,a:o—l—-"—f—ema:m)
=0 (6.10)

+ ™Rt o+ -+ €Mxpy, €).

Expandindo o lado direito em série de Taylor e iguallando os coeficientes
das poténcias correspondentes de € obtemos que

j:O = f()(t,l’()),

. 0.11
i o= fultwe) + 2ot zo)an, (6.11)

e, de maneira geral,

T; = Aj(t) + Bj(t)a:j, JjE {1, ...,m}, (6.12)

onde A;(t) e Bj(t) dependem de zo(t),...,z;—1(t) e fo(t,x),..., f;(t,x).
Pela hipdtese (a) segue que as equagoes diferenciais acima com as condi-
¢Oes iniciais xo(tg) =n e x;(tp) =0, j € {1,...,m}, determinam unicamente
os coeficientes z;(t), j € {0,...,m}, da expansao (6.8).
Integrando a equacao (6.7) entre g e t segue do Teorema Fundamental do
Calculo a seguinte equacao integral que é equivalente ao problema de valor
inicial:

t
to

m t
x(t) =n+ Z €’ / fi(r,z(T))dr + emtl / R(t,x(7),€)dr. (6.13)
j=0 7o
Suponha que m = 0. Entfo, temos que
t

zo(t) =n+ t Jo(m, zo(7))dr (6.14)

e, portanto,
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t t

x(t) —xo(t) :/ [fo(m,x(T)) — fo(r,z0o(7))]dT+€ | R(7,2(7),€)dr. (6.15)

to to

Seja L a constante de Lipschitz de fo e M > 0 tal que ||R|| < M. Entdo,
sem perda de generalidade para t > ty temos

t

() = zo(t)]] S/ Llja(r) — zo(7)lld7 + eM(t — to), (6.16)

to
e, portanto, pelo Lema de Gronwall segue que
M
€—.
L
Logo, z(t) — xo(t) = O(e€) na escala de tempo 1 e podemos escrever

l(t) — o (t)]] < e%eﬁt*tw — (6.17)

x(t) = zo(t) + ep(t, €) (6.18)

onde ¢(t,€) é uma fungdo limitada por uma constante nao dependente de e.

Analogamente, para m = 1 provamos que ¢(¢,€) —x1(t) = O(€) na escala
de tempo 1 e, prosseguindo via inducao em m usando as equagoes (6.12)
concluimos a demonstragao. O

Uma pergunta natural é se ao tomarmos o limite m — oo no Teorema
6.1.1 acima obtemos uma expansdo em série de poténcias convergente para
x(t). No teorema a seguir, cuja demonstra¢ao ndo apresentaremos aqui mas
pode ser encontrada em [13, p. 119],obtemos uma resposta para essa questao.

Teorema 6.1.2. Considere o problema de valor inicial

T = f(t,x,e), x(to) =n, (6.19)

com |t —tg| < h,xe D CR"™ e€l0,e] ene[0,n.

Se f(t,z,€) é continua em t, x e € e pode ser expandida em série de
poténcias de x e € para ||z|| < p e € € [0, €), entdo z(t) pode ser expandida
em uma série de potécias de € e n em uma visnhancga de € = n = 0 convergente
na escala de tempo 1.

6.2 Método da Média

Na secao anterior estudamos aproximacoes de solucdes obtidas via ex-
pansao em séries de poténcias. Nesta secdo, estudaremos uma maneira de
aproximar solucoes de problemas nao-auténomos por solucoes de sistemas
autéonomos.

Considere o problema de valor inicial
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i =ef(t,x) +egt,z,e), z(0)=n, (6.20)

onde f(t,x) e g(t,z,€) sdo T-periddicas em t. Dizemos que a equacao dife-
rencial acima estd na forma padrao do Método da Média.
Seja

T
HORE S R (6.21)

a média da funcao f(t,z) em t.
Considere agora o problema de valor inicial

5= (), y(0)=n (6.22)
No teorema abaixo provamos que y(t) ¢ uma aproximagao assintotica de

x(t). Para isso, precisamos do seguinte lema:

Lema 6.2.1. Seja A uma matriz n X n tal que ||I — Al < 1, onde || - || € a
norma de operador. Entdo, A € inversivel e a série

o0

> (I - A (6.23)

k=0
converge absolutamente para A1,
Demonstragdo. Seja B=1— A.
Primeiro, como || B|| < 1 entdo Y 1o, | B||F = ﬁ. Dai, como temos

| B¥|| < ||B||*¥ para todo k € Z; entdo segue que > r || B¥| converge, ou
seja, Y po g B converge absolutamente. Mais ainda, concluimos também que
limy,_,oo B¥ = 0.

Agora, seja S = > 30 B¥ e S, = >°}_, B* as somas parciais. Entdo,

Sy, —BS,=I+B+B*+.--+B")~(B+B*+B*+..-+B"™)

=1-B"",
(6.24)
ou seja,
(I-B)S,=1-B""', VYneN (6.25)
Dai, segue que
U—fnsz1§u1—3ﬁ%:1§u1—B”Hy:L (6.26)

ou seja, [ — B é inversivel e (I — B)™! = S.
Logo, A = I — B ¢ inversivel e Y 22 ,(I — A)¥ converge absolutamente
para A~L. O
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Teorema 6.2.1. Considere os problemas de valor inicial (6.20) e (6.22) com
z,y,m € D CR"™ et >0. Suponha que

(a) f,ge % sao definidas, continuas e limitadas por uma constante M > 0
(independente de €) em [0,00) X D;

(b) g é Lipschitz em x para x € D;

(c) f(t,x) é T-periddica em t com média f° dada por (6.21) onde T > 0 é
uma constante independente de €;

(d) y(t) é ponto interior de D para todo t.
FEntao, x(t) — y(t) = O(€) na escala de tempo 1/e.

Demonstracao. As hipoteses (a) e (b) garantem a existéncia e unicidade de
solugdes de (6.20) e (6.22) na escala de tempo /e

Defina
1 t
u(t.) = - [ [fs.) = F(@)ds (6.27)
K Jo
onde K > 0 ¢é tal que ||%(t,x)|| < 1 para todo t >0 e xz € D. Observe que
2MT
Defina
x(t) = z(t) + eu(t, z(t)), (6.29)

e observe que x(t) — z(t) = O(€) para t > 0.
Derivando (6.29) e substituindo em (6.20) obtemos

.. Ou ou
T=(4+e—(t,2)+e—

Py
ot 9z (b 2)? (6.30)
= ef(t,z +eul(t, 2)) + €g(t, z + eu(t, 2), €).
Usando (6.27) podemos reescrever (6.30) como
ou . 0

I+ 65(75’ 2)]2=€ef"(2) + R, (6.31)

onde I é a matriz identidade n x n e
R=cf(t,z 4 eu(t,2)) — ef(t, 2) + €2g(t, z + eu(t, 2), €). (6.32)

Como H%(t,z)” < 1 entao pelo Lema 6.2.1 segue que
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ou 1 ou 3
[T+ eg(t, 2) T =1- e&(t, z) +0(e). (6.33)
Como f é Lipschitz em z entdo

2LMT
K )

1(t, 2+ eu(t, 2)) = f(t, 2)|| < Le|lu(t, 2)|| < e (6.34)

onde L é a constante de Lipschitz.

Como g ¢é limitada entdo para algum C' > 0 (independente de €) temos
que ||R|| < €2C, ou seja, R = O(€?).

De (6.31), (6.33) e (6.34) segue o problema

t=ef%2)+ R~ ng:fO(z) +0(€%), 2(0) = z(0). (6.35)

Como R = O(e?) entdo (6.35) pode ser colocada na forma utilizada no
Teorema 6.1.1 tomando 7 = et e, portanto, concluimos que a solucao y(t) de

Y= W), w(0) ==(0), (6.36)

é tal que z(t) —y(t) = O(e) na escala de tempo 1 em 7 e na escala de tempo
L/e em t.

Logo, como z(t) — z(t) = O(e) entdao z(t) — y(t) = O(€) na escala de
tempo 1/e. O

No teorema abaixo apresentamos um dos principais resultados do Método
da Média: uma correspondéncia entre os zeros de f¥ e as solucoes periddicas
de (6.20).

Teorema 6.2.2. Considere os problemas de valor inicial (6.20) e (6.22).
Suponha que
(a) f of 9°f 99 sG0 definidas, continuas e limitadas por uma constante
) Ox’ Ox2? 95 32 s p
M > 0 (independente de €) para t >0, x € D C R™ e € € [0, €o];

(b) [ eg sao T-periddicas em t com T independente de €.

Seno € D ¢ tal que fO(no) = 0 e Df%no) € nao-singular, entio existe
uma solu¢ao T-periddica ¢(t,e) de (6.20) definida para € suficientemente
pequeno e tal que lime_0 ¢(t, €) = np.

Reciprocamente, se existe uma solugao T-periddica ¢(t,€) de (6.20) de-
finida para € suficientemente pequeno e tal que lim. o ¢(t,€) = no, entdo

f2(mo) = 0.

84



Demonstragao. Denotemos por x(t,m,€) a solucao de (6.20) com condigao
inicial (0,7, €) = 7.
Defina

x(t,n,€) = z(t,m, €) + eu(t, z(t,n,€)), (6.37)

onde u(t, z) é definida como na demonstracao do Teorema 6.2.1.
Substituindo (6.37) em (6.20) obtemos a equacao

s =ef%2) + ER(t, 2, €), (6.38)
onde
R(t,z,€) = %(t, 2)u(t, z) — %(t, 2)f%(2) + g(t, z,0) + O(e) (6.39)

¢é T-periddica em t e continuamente diferenciavel em z.

Por (6.37), observe que x(t,n, €) é T-periodica se, e somente se, z(t, 7, €)
¢é T-periodica.

A solugao z(t,n,e) é T-periddica (para um valor fixo de € # 0) se, e
somente se,

T
0= Z(Tana 6) —-—n= 6/0 [fo(z(t,%f)) - ER(t>Z(ta m, 6)76)}dt' (640)
Assim, definindo
T
Flne) = [ 1G(m.0) = Rt sl (641

segue que z(t,n,€) é T-periodica se, e somente se, F(n,e) = 0. Observe que
pela dependéncia continua e diferencidvel em parametros e condicGes iniciais
segue que I & de classe C'.

Para a primeira parte, por hipdtese temos que F(ng,0) = 27f%(n9) = 0
e DF(ny,0) = 27D f%1no) é ndo-singular. Dai, pelo Teorema da Funcdo
Implicita segue que existe uma tnica funcio 7, de classe C! definida para e
pequeno tal que F'(n.,e) = 0. Dai, z(t, 7., €) é T-periddica para € pequeno.
Além disso, observe que lim._g z(t, 7, €) = z(t,n0,0) satisfaz o problema

Z(tv"70a0) =0, 2(0,77070) = 7o, (6'42)

e, portanto, z(t, 79, 0) = no. Logo, basta tomar ¢(t, €) = z(t, ne, €)+eu(t, ne, €).

Para a segunda parte, defina n. = 1y para e pequeno. Entao, F'(7,€) =0
para € pequeno e, portanto,

27 f*(10) = F(1n0,0) = lim F (e, €) =0, (6.43)

ou seja, fO(no) = 0. O
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Em outras palavras, cada zero simples de f° da origem a uma solucio
T-periodica de (6.20) e, por outro lado, cada solugao T-periddica de (6.20)
da origem a um zero de f° (ndio necessariamente simples).

Logo, concluimos que o ntmero minimo de solucdes T-periddicas de
(6.20) ¢ igual ao nimero de zeros simples de f° e que o niimero maximo
de solugdes T-periddicas de (6.20) ¢ igual ao nlimero maximo de zeros de f°.

6.3 Método da Média e Ciclos Limite

Defini¢ao 6.3.1. Dizemos que uma solugao T-periddica vy de (6.20) é um
T-ciclo limite se existe uma vizinhanca V' de v tal que v € a dnica solugao
periddica de (6.20) que intercepa V.

Exemplo 6.3.1. O sistema
b= —y+ 2l —2®—y?
=y ( 2 f) (6.44)
j=z+y(l—-a"—y’)

tem o ciclo limite passando por (0,1) representado na Figura 6.1.

NIy 2
NS / S
| §s§\§\\}}¢%/é%gzg
NN \1'/ - \\i\%‘g
AN NS
JESN NS
N
7 N
2 N

Figura 6.1: Ciclo limite.

Na secao anterior verificamos que o nimero méaximo de zeros da equacao
média f° é uma estimativa para o nimero méaximo de solucdes T-periodicas
de (6.20). Mas, como cada uma dessas solugbes periddicas pode ser um
ciclo limite, entao temos também uma estimativa para o nimero maximo de
T-ciclos limite.

Neste contexto, considere um sistema polinomial

{ZL‘ :p(l‘ay)

y=q(z,y) (6:49)
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com um centro T-isécrono na singularidade isolada e nao-degenerada (0,0)
e uma perturbacgao do tipo

(6.46)

= =p(x,y) + ePn(z,y)
v = q(x,y) + eQur(x,y)

onde

M
agry e Quzy) =) Y bigziyl.
k=1 i+j=k

+7

N
k=11i+

j=k

(6.47)

Nesta secao, utilizaremos o Método da Média para estimar o nimero

méximo de T-ciclos limite de (6.46). Em particular, veremos os casos de um

centro linear e alguns centros nao-lineares quadraticos estudados no capitulo
anterior.

6.3.1 Centro Linear

Considere o sistema

{ & =—y+ePy(x,y) (6.45)

j=2z+eQu(,y)

onde Py e Qpr sao dados em (6.47).
Introduzindo coordenadas polares x = rcosf e y = rsin obtemos

7 = €[cos (0) Py (r cos 6, rsinf) + sin (0)Qrr(r cos 6,7 sin §)]

. 6.49
=1+ ;[cos (0)Qnr(rcosf,rsinf) — sin () Py (r cos 6, rsinb)] (6.49)

Como lim_0 6 = 1 entdo § > 0 para e suficientemente pequeno e, por-
tanto,

% = €[cos (8) Py (1 cos @, rsin @) +sin (0) Qs ( cos 0, rsin 8)] + O(€?) (6.50)

que esté na forma padrao do Método da Média. Dai, definindo F : (0, 00) —
R por

F(r)= /O%[Cos (0)Pn(rcosf,rsin®) + sin (0)Qpr(rcos @, rsinf)|do (6.51)

entao pelo Teorema 6.2.2 segue que o niimero maximo de 27-ciclos limite de
(6.48) é igual ao nimero maximo de zeros de F(r). Mas,
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M ot
F(r)y=> 1> a; / cos' ™1 (0) sin’ (0)do
k=1 itj=k 0 (6.52)

N 27 ) )
+ Z rk Z bij /0 cos' () sin’ 1 (0)dh

k=1 i+j=k

¢ um polindomio em r de grau max{N, M} e, portanto, possui no maximo
max{N, M} zeros.
Logo, o namero maximo de 2w-ciclos limite de (6.48) ¢ max{N, M}.

6.3.2 Centro Nao-Linear

Considere o sistema

{jj =P y) (6.53)

¥ =q(z,y)

com p,q : R? — R funcdes de classe C2.
Suponha que (6.53) possui uma integral primeira H de classe C? e uma,
familia de trajetérias fechadas em torno da origem

T C {(z,y) € R*|H(z,y) = h,he < h < hs} (6.54)

onde sem perda de generalidade 0 < h. < hg e h. é o nivel da origem. Seja
U =U{Th|he < h < hg}.
Considere uma perturbagao do tipo

{ & = p(x,y) + eP(z,y) (6.55)

Y= q(a?,y) + GQ((E, y)

onde P,Q : R? — R sdo funcoes de classe C2.
No teorema abaixo apresentamos uma maneira de colocar (6.55) na forma
padrao do Método da Média.

Teorema 6.3.1. Considere os sistemas (6.53) e (6.55) sob as hipdteses
acima. Suponha que

q9(z,y)z —p(z,y)y #0, V(z,y) €U (6.56)
Seja p: (Vhe, Vhs) % [0,27) — [0,00) uma fungdo de classe C? tal que

H(p(R, @) cos ¢, p(R, p) sinp) = R? (6.57)

para todo R € (Vhe,vVhs) e ¢ € [0,2m). Entao, para € suficientemente
pequeno e (x,y) € U estd bem definida
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AR _ @ +y*)(Pg—Qp)

dp 2R(qx — py) + 2Re(Qx — Py)
onde x = p(R,p)cosp, y = p(R,p)sing e u(z,y) é um fator integrante
associado a H(x,y).

(6.58)

Demonstragao. Como H é uma integral primeira de (6.53) com fator inte-
grante associado u entao

OH oH 0H 0H
p% + qé?iy =0, or Hrg, ¢ 873/ = kP (6.59)

Defina

G(r,R,p) = H(rcos @,rsinp) — R (6.60)

para todo (r,¢) € U e R € (v/he, Vhs) onde (r,¢) denotam coordenadas
polares. Observe que de (6.59) segue que

G p(z,y)
o 7
onde z =rcosp e y = rsingp.
Como 0 < h. < hg entdo para todo (rg,pg) € U existe Ry € (vVhe, vVhs)
tal que G(ro, vo, Ro) = 0. Além disso, %—f(ro, ©0, Ro) # 0 por (6.56) e (6.61).
Dai, pelo Teorema da Funcao Implicita segue que em uma vizinhanca de cada
(Ro, o) estd definida uma tnica fungao p(R,¢) de classe C? que satisfaz
(6.57) e, portanto, esta bem definida em (v/hc, vVhs) x U.
Como R(t) = \/H(x(t),y(t)) e p(t) = arctan% para (x(t),y(t)) € I'y,
et € R, entao obtemos que

(q(z,y)x — p(z,y)y) (6.61)

5 (Pg—Qp) . _ (gz —py) + €(Qz — Py)
R=e"2 = =7 = . 6.62
2R v x2 +y? (6.62)
Logo, como por (6.56) segue que lim._,0 ¢ # 0 entdo para e suficiente-
mente pequeno e (x,y) € U estd bem definida a equagao (6.58). O

Expandindo (6.58) em poténcias de € e aplicando o Teorema 6.2.2 obte-
mos o corolario abaixo.

Corolario 6.3.1. Sob as hipdteses do Teorema 6.5.1, seja F : (v/he, Vhs) —
R dada por

7 u(@® + y?)(Pq — Qp)
F(R) = /0 o (6.63)

onde v = p(R,p)cosp ey = p(R,p)sing. Entdo, o nimero mdzimo de
27m-ciclos limite de (6.55) € igual ao nimero mdzimo de zeros de (6.63).
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Exemplo 6.3.2. O campo polinomial quadrdtico S1 dado por

{a’c:—y+x2—y2

. (6.64)
y=x+ 2y

possui um centro 2mw-isécrono na singularidade isolada nao-degenerada (0,0),
conforme o Exemplo do capitulo anterior.

A integral primeira e fator integrante sdo dados respectivamente por
22 + 92 2

T S ME

onde Hi(x,y) = h é uma trajetoria fechada de (S1) para todo h > 0.
A fungao py : (0,00) x [0,27) — [0,00) da mudanga de coordenadas é

dada por
p1(R, ) = R\/1+ R2sin® p + R*sin . (6.66)

Considerando uma perturbagao do tipo

Hy(z,y) = (6.65)

i=—y+a22—y?+elapr+a
{ 4 Y (a10 01Y) (6.67)

y=x+ 2zry + E(blgl‘ + b01y)
aplicando o Coroldrio 6.3.1 e integrando os 28 termos que aparecem em
(6.63) obtemos que

F(R) = wR(2bo1 R* + a1 + bo1)- (6.68)

Como F estd definida em (0,00) entdo os seus zeros sao dados por

2b01R2 +aig+bp1 =0 (6.69)

e, portanto, sao no mdzrimo 2.
Logo, (6.67) possui no mdzimo 2 27-ciclos limite.

Exemplo 6.3.3. O campo polinomial quadrdtico S2 dado por

&= —y+
{y:x—i—xy (6.70)

possui um centro 2mw-isécrono na singularidade isolada nao-degenerada (0,0),
conforme o Exemplo do capitulo anterior.
A integral primeira e fator integrante sdao dados respectivamente por

xQ 2
HQ(xvy) = (1_:_:5/)2 € M2(m,y) = (1_‘_2y)3 (671)

onde Ho(x,y) = h é uma trajetdria fechada de (S2) para todo h € (0,1).
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A fungé@o pa : (0,1) x[0,27) — [0, 00) da mudanga de coordenadas é dada
por

R
S — .72
p2(R, ) = 7 ~Rsing (6.72)
Considere uma perturbacdo do tipo
T = -y + 1‘2 + E(alo.%' + amy) (6 73)
y :$+xy+e(blgﬂc+b01y) ’

com a1g+bo1 # 0. Aplicando o Coroldrio 6.5.1 e integrando os 8 termos que
aparecem em (6.63) obtemos que

F(R) = 7rR(a10 + 501). (6.74)

Como F' estd definida em (0,1) entdo os seus zeros sao dados por

a1p +bp1 =0 (6.75)

e, portanto, F' ndo possui zeros pois por hipdtese a9 + bgy # 0.
Logo, (6.73) nao possui 2m-ciclos limite.

No exemplo acima nos deparamos com o caso onde a funcio média f°
poderia ser identicamente nula e, portanto, ndo teriamos uma estimativa
clara para o nimero méximo de T-ciclos limite. Para estudar casos como
este devemos utilizar os chamados Métodos da Média de maior ordem. Por
exemplo, no Método da Média de segunda ordem analisamos a equacao

i =efi(z,t) + € foz,t) + ER(t, x, €). (6.76)

Um estudo detalhado dos métodos de segunda e terceira ordem pode ser
encontrado em [1].

Voltando ao nosso método de primeira ordem, considere uma perturbagao
polinomial do tipo

{ & = p(z,y) + ePn(z,y) (6.77)

¥ =q(z,y) + Qn(z,y)
onde Py, Qn sao dados como em (6.47) e o sistema nao perturbado (e = 0)
é S1 ou S2.

Utilizando o Corolério 6.3.1 e com o auxilio do sistema algébrico com-
putacional Mathematica (versdo 9.0.1) calculamos as estimativas dadas na
Tabela 6.1 para o nimero méaximo de 27-ciclos limite de (6.77).

Para S1, utilizamos o algoritmo abaixo:
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(x*Input: n — natural number, degree of the polynomial
perturbation
Output: Estimative — natural number, estimative for the number
of limit cycles x)

(x Field x)
P =~y +x"2 - y"2
q = X + 2xxx*y;

(x First Integral and integrating factor +)
H= (x"2 +y~2) / (1 4+ 2xy);
Mu =2 / (1 + 2xy)"2;

(* Change of wvariables x)

Rho = RxSqrt[1 + R"2«Sin[Phi]~2] + R"2xSin[Phi];
x = Rho*Cos|[Phi|;

y = Rho*Sin|Phi|;

(¥ Polynomial perturbation x)

n = 3; (x Insert here the polynomial perturbation degree x)
P = Sum[If[l <= i+j <=n, Subscript[a,{i,j}]*x~ixy~j,0], {i,0,n},
{i.0,n}];

Q = Sum| If[1 <= i+j <=n, Subscript|[b,{i,j}]|*x~i*xy~j,0], {i,0,n},
{i,0,n}];

(x Integrand (first order averaging) *)
Int = Expand|[Cancel [(Mux(x"2+y~2) % (Pxq—Qxp)) /(2+R*(gx—py)) 1];

(¥ Parallel integration x)

IntTerms = Level[Int , 1];

FTerms = Parallelize [Integrate[# ,{Phi,0,2«Pi}, Assumptions—>R>0]
& /@ (IntTerms) |;

F = Together [Sum[t,{t,FTerms }]];

(* Estimative for the number of limit cycles *)

FFactors = First /@ FactorList[Numerator[F]];

FFactorsEstim = DeleteCases|[FFactors, Alternatives @Q Select |
FFactors, (# /. R—>0) — 0 &]];

Estimative = Exponent[ Collect [Product|t,{t,FFactorsEstim}], R],
R

Para S2, utilizamos o algoritmo abaixo:

(*Input: n — natural number, degree of the polynomial
perturbation
Output: Estimative — natural number, estimative for the number

of limit cycles x)

(x Field x)
p=-y +x"2;
q = X + X*y;

(x First Integral and integrating factor x)

H— (x2 +y-2) [ (1+y)2
Mu=2/ (1 +y)"3;
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(¥ Change of wvariables x)
Rho = R / (1 — RxSin[Phi]);
x = Rho*Cos|[Phi|;

y = Rho*Sin|[Phi|;

(¥ Polynomial perturbation x)

n = 3; (x Insert here the polynomial perturbation degree x)
P = Sum[If[l <= i+j <=n, Subscript[a,{i,j}]*x~ixy~j,0], {i,0,n},
{i.0,n}];

Q = Sum|[ If[1 <= i+j <=n, Subscript|[b,{i,j}]|*x~ixy~j,0], {i,0,n},

{i,0,n}];

(x Integrand (first order averaging) *)
Int = Expand|[Cancel [(Mux(x"2+y~2) % (Pxq—Qxp)) /(2+R*(gx—py)) ]1];

(¥ Parallel integration and normalization x)

IntTerms = Level[Int , 1];

FTerms = Parallelize [Integrate[# ,{Phi,0,2*Pi}, Assumptions—>0<R
<1] & /@ (IntTerms) |;

FTermsNormal = Parallelize [Simplify|# /. R—>Sqrt[1-Z"2],0<Z<1] &
/@Q (FTerms) |;

FNormal = Together |[Sum|t,{t,FNormalTerms }]];

(x Estimative for the number of limit cycles *)

FNormalFactors = First /Q FactorList | Numerator|FNormal |]|;

FNormalFactorsEstim = DeleteCases|[FNormalFactors, Alternatives @QQ
Select [ FNormalFactors, (# /. Z—>0) = 0 || (# /. Z—>1) = 0

&l
Estimative = Exponent|Collect [Product[t,{t,FNormalFactorsEstim
H. Rl R

R N
SISO IR G 0
~N ot w o o

Tabela 6.1: Namero méximo de 2w-ciclos limite obtidos via perturbagao
polinomial de grau N dos centros S1 e 52. O caso S2 com N =1 é tratado
como no Exemplo 6.3.3.
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Conclusao

No Capitulo 1 apresentamos os conceitos basicos da teoria de equagdes
diferenciais ordinérias como existéncia e unicidade de solu¢oes e dependéncia
continua e diferencidvel em parametros e condi¢oes iniciais.

Nos Capitulos 2 a 4 passamos a estudar equacoes diferenciais definidas
por campos vetoriais. No Capitulo 2, apresentamos o fluxo gerado por um
campo, o retrato de fase e seus comparadores: as conjugacoes e equivalén-
cias. Estudamos também aqui a estabilidade no sentido de Lyapunov. No
Capitulo 3 apresentamos a teoria de equagoes diferenciais ordinarias lineares,
obtendo uma classificagdo topoldgica do retrato de fase de sistemas lineares
planares. No Capitulo 4, apresentamos os principais resultados utilizados
para o estudo do comportamento local: os teoremas do Fluxo Tubular e
Hartman-Grobman.

No Capitulo 5 deteminamos condi¢des para um sistema polinomial planar
ter um centro isécrono. Vemos os casos de sistemas homogéneos, analiticos,
analiticos com parte linear e, por fim, sistemas polinomiais quadraticos. Para
este ultimo, obtemos uma classificacao direta em termos dos coeficientes do
sistema.

Finalmente, no capitulo 6 comecamos introduzindo a Teoria de Pertur-
bagdo e, em seguida, apresentamos o Método da Média, que d& origem ao
principal teorema deste texto: a correspondéncia entre os zeros da funcao
média e as solugoes periddicas do sistema perturbado. Utilizamos este re-
sultado para estimar o nimero méaximo de ciclos limite que aparecem ao
perturbar um centro linear e os centros nao-lineares S1 e S2 apresentados no
capftulo anterior com polinémios.

Para o caso linear o problema ¢é facilmente resolvido, pois os coeficientes
da perturbacdo distribuem-se de maneira trivial na func¢ao média, que é um

polin6émio.

Para o caso nao-linear, o problema reduz-se a estimar o niamero de ze-
ros de uma fungao definida por uma integral. Fez-se necessario o uso do
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sistema algébrico computacional Mathematica neste caso, pois o nimero de
termos no integrando cresce rapidamente e os coeficientes da perturbacgao
nao distribuem-se de maneira trivial entre esses termos.

Com este trabalho, concluimos que o Método da Média oferece uma 6tima
alternativa para estimar o nimero maximo de ciclos limite que aparecem na
perturbacao polinomial de centros em sistemas polinomiais planares relati-
vamente simples. Concluimos também que a dindmica de sistemas planares
é muito rica, principalmente em problemas relacionados ao 160 problema de
Hilbert.
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