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Resumo

O presente projeto de iniciagao cientifica trata-se de um estudo guiado e aprofundado
acerca de modelos matematicos da ecologia, em especifico aqueles que modelam interacao
entre populagoes. A principio, uma analise detalhada do diagrama trago-determinante foi
feita, afinal é uma ferramenta muito 1til em sistemas de equagoes diferenciais ordinarias
para comecar a entender retratos de fase, neste caso, de um sistema linear bidimensional.
Em seguida, a atencao do projeto voltou-se a entender o que sao ciclos limite - trajetorias
fechadas e isoladas, isto é, com trajetérias vizinhas nao fechadas -, ja que sao orbitas
interessantes na analise de sistemas nao lineares de EDO’s que nao sao analiticas. Nesse
sentido, foram apresentadas uma série de resultados relativos a existéncia ou nao de ciclos
e ciclos limite em sistemas, com fins de adquirir uma breve nocao acerca da area. Nao
obstante, alguns pontos foram analisados com mais atencao, com esbogo de demonstragao
e até mesmo exemplo numérico. Finalmente, estudou-se as famosas equacgoes de Lotka-
Volterra, modelo simples acerca da interacao entre predador-presa, mas que auxilia no
entendimento da relagdo periddica que se estabelece entre ambas populagdes. Aqui, viu-se
a necessidade de realizar simulagoes computacionais acerca desse modelo, utilizando um
método Runge-Kutta de 4 ordem e implementado em Octave. Assim, a variagao dos
parametros em relagao aos valores padrao auxiliou na percepcao de como o modelo se
comporta mediante ao comportamento das populagoes na natureza. Feito isso, incluiu-se
ainda os efeitos da pesca ao modelo, considerando populagoes presa-predador de peixes,
mostrando assim que adaptagoes podem ser feitas as equagoes de Lotka-Volterra conforme
o fendmeno a ser analisado. Ao fim, percebeu-se que sempre haverao discordancias entre os
estudiosos acerca de modelos matematicos propostos, mas que tudo se tratara de escolhas

sobre que caracteristicas ganhar e perder acerca do fendmeno em questao.

Palavras-chaves: trago-determinante, ciclo limite, Lotka-Volterra.
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1 Aquecendo: diagrama traco-determinante

Sejam A uma matriz real quadrada de ordem 2 e x = (x(t),y(t))’. Queremos
obter o retrato de fase do sistema x’ = Ax, cuja solucao é da forma x(t) = e’lc, com

c = (ci, 02)T € R? dependente das condi¢des iniciais do problema.

A principio, para obter a exponencial matricial de A, precisamos conhecer seus

autovalores. Veja que seu polindomio caracteristico, pa, é dado por

ain— A a2

pA()\) = det(A — )\I) = det |: ] = (a11 — )\) (a22 — )\) — 12021

a1 ag — A

= (a11a92 — (a11 + ag2) X+ A?) —ajpaz = N> = TA+ D,

onde T' # 0 é o traco de A e D é o determinante de A. Dali, resolvendo pa(\) = 0,

obtemos os autovalores de A:

\ T —\T?—4D T+VT?—4D
1= y N2 — :
2 2

Vamos explorar o comportamento das solugoes do sistema para cada valor do

discriminante T2 — 4D.

1. T2—4D>0=D <L

2
Veja que, se D < TT, os dois autovalores sao reais e distintos. Dai, para cada

autovalor, A\; e \g, existe um autovetor associado, u = (ug,u2)? e v = (v1,v9)7, respec-
tivamente, os quais compdem uma base para o R?. Dai, existe uma matriz invertivel de

mudanca de base M, de {u, v} para a canonica, tal que A = MDM ™1, com

up v A1 O
M=1" " p=1{" .
u2 U9 0 )\2
Com isso, a solucao do sistema pode ser reescrita como

x(t) = eMDM ™Mo\ peDip -1,

Tomando k = M~1c = (ky, k2)T € R?, segue que
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At 0 k Altk )\th
x(t) = up vi| |e 1 _ u1€/\ 1+U1€A 2 :kle/\ltu+k26)‘2tv-
ugeMtky + voe2lky

Ou seja, na base {u, v}, a solucao do sistema ¢ simplesmente x(t) = (ke kpe?2)T,
Portanto, analisaremos o retrato de fase das solugoes no plano u x v, isto é, o plano cujos

eixos estao na direcao dos vetores u e v.

1.1 D<0< TTQ (ponto de sela)

Veja que, se D < 0, entdo V1% —4D = \/T? +4|D| > VT? = |T|, portanto os
autovalores possuem sinais diferentes independente do valor de T'. Seja A1 < 0 < Ao, vamos

analisar o retrato de fase das solugbes a partir de algumas escolhas de k.

e Sek = (0,1), entdo x(t) = (0,e*?")” e temos uma semirreta partindo de (0,1) e se

afastando da origem com o crescimento de t;

e Sek = (1,0), entdo x(t) = (e**,0)” e temos uma semirreta partindo de (1,0) e se

aproximando da origem com o crescimento de ¢;

« Se k = (1,1), entdo x(t) = (eMt, )T logo, em médulo, a coordenada x(t)
diminui e a y(¢) aumenta com o crescimento de ¢; veja que a solugdo esté restrita ao

primeiro quadrante, ja que ndo ha mudanca de sinal.

Anélises andlogas podem ser feitas tomando k = (-1,0), k = (0,-1), k =
(-1,-1), k= (—1,1) e k = (1,—1). Note aqui que a escolha das constantes nao importa,
basta que seja possivel analisar o que acontece com uma solugao que esteja contida em
cada quadrante e nos eixos. Essa serd a estratégia utilizada para conhecer os retratos de

fase em cada caso considerado.

Assim, para D < 0, temos um retrato de fase do tipo apresentado na figura a seguir,

denominado ponto de sela.



\9-
A

N
A

— < > W\
A 4
¥

Figura 1 — Esboco do retrato de fase de ponto de sela.

V.3

120<D< T; e T > 0 (né repulsor)

2
Ainda no caso 1, se 0 < D < L= entdo VT2 —4D = /T2 —4|D| < VT2 = |T].
Dai, se T' > 0, os autovalores sdo positivos e a solucao se afasta da origem. Chamamos

esse retrato de fase de noé repulsor, ja que ambas as coordenadas aumentam em modulo.

>
A
\J\

Figura 2 — Esboco do retrato de fase de né repulsor.

v
<

WV

1.30<D< T; e T <0 (n6 atrator)

Por outro lado, se T' < 0, os autovalores sao negativos e a solugdo de aproxima
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da origem. A este retrato de fase nomeamos né atrator, ji que ambas as coordenadas

diminuem em moddulo.

\J
A
N~
> < P> W
N

Figura 3 — Esboco do retrato de fase de n6 atrator.
14 0=D< TTQ e T > 0 (retas de pontos instaveis)

Veja que, no caso 1,se 0 = D < TTQ, entdo VT2 —4D = |T|. Portanto, se T > 0,

T ¢ o retrato de fase sdo

M =0e X =T, logo a solugao do sistema ¢é x(t) = (ki, kze!?)
retas verticais, chamadas retas de pontos instaveis, pois se afastam da origem, ja que a

segunda coordenada aumenta em modulo.

-
A
A N A N o~
> W
\ W WV Vv A\

Figura 4 — Esboco do retrato de fase de retas de pontos instaveis.

1.50=D< TTQ e T <0 (retas de pontos estaveis)
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JaseT < 0,entdo Ay = T e A2 = 0, logo a solugao do sistema é x(t) = (ke? ko)’
Assim, o retrato de fase sao retas horizontais, chamadas retas de pontos estaveis, ja que a

segunda coordenada diminui em modulo.

A

h Z
rd N\
Y Z
4 AY
AN

re < :’b\
b Z
4 N
N Z
4 A Y

Figura 5 — Esbogo do retrato de fase de retas de pontos estaveis.

2

2. T?-4D=0= D=1

Por outro lado, se D = TTQ, temos um autovalor real, A = A\; = Ao = T/2. Se
dim(Ker(A — M) = 2, isto é, se a dimensao do subespago dos autovetores de A for
igual a 2, entdo posso escolher dois autovetores independentes associados, u = (uy, ug)T e
v = (vg,v2)7

de mudanca de base M, de {u, v} para a candnica, tal que A = MDM™!, com

M= U] U1 D= A0 '
u V9 0 A
Contudo, sendo k = (k1,k2)T € R?, obtemos, analogamente ao caso (1), que a

solugao do sistema na base {u, v} é x(t) = (k1eM, koe*)T. Portanto, se dim(Ker(A —

AI)) = 2, analisaremos o retrato de fase das solugoes no plano u x v.

, 08 quais compoem uma base para o R?. Logo, existe uma matriz invertivel

No entanto, se dim(Ker(A — AI)) = 1, entdo nao é possivel obter dois autovetores
independentes. Neste caso, através de uma mudanga de base, podemos deixar a matriz A

na Forma de Jordan, a qual iremos elucidar a seguir para o caso 2 X 2.

Seja u um autovetor de )\, isto é, Au = Au e u € Ker(A — AI), sendo u um
gerador de Ker(A — AI). Pelo Teorema do Nicleo e Imagem, temos que dim(/m(A —
AlL)) + dim(Ker(A — MI)) = 2, logo dim(/m(A — M\I)) = 1. Seja w € Im(A — AI), logo
w ¢é um gerador desse subespaco e
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(A—XN)w=aw= Av=(a+\N)w, a € R.
Como ) é o tinico autovalor de A, entdo a + X = A = a = 0, ou seja, (A — AI)w = 0.
Dai, w € Ker(A — AI), entao w = Su. Portanto, u € Im(A — ).

Com isso, tome v tal que (A — AI)v = u, isto é, Av = u + \v. Logo, existe uma

matriz invertivel de mudanca de base M, de {u, v} para a candnica, tal que A = MDM 1,

com
Al
M= """ D= |
u2 V9 0 A
Com isso, a solucao do sistema pode ser reescrita como
x(t) = eMDPM e — VDIV e,
Tomando k = M~1c = (ky,k2)T € R? e sabendo que
Al ,
et =e =l M|
segue que

wp vyl [eM teM| |k B uy (eMky + te k) + vieMky
ug V9 N

0 At U9 (eAtkl + te/\tkz) + ’026)‘15/62

x(t) = [

= (kle)‘t + l{;gte/\t)u + kze/\tV.

Ou seja, na base {u, v}, a solugao do sistema é simplesmente x(t) = (k;le)‘t +
koteM, kge)‘t)T. Portanto, analisaremos o retrato de fase das solugdes no plano u x v, isto

¢, o plano cujos eixos estao na direcao dos vetores u e v.

21 D= TTQ, T >0 e dim(Ker(A— \) =2 (retas se afastando da origem)

Veja que, neste caso, temos na base {u, v} convencionada acima a solugao x(t) =
(kle”, kgeAt)T e, como T > 0, entdo A = T'/2 > 0. Assim, as coordenadas sdo iguais para
todos t e ambas crescem em modulo com o aumento de ¢, obtendo como retrato de fase

retas se afastando da origem.
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> W

Figura 6 — Esbogo do retrato de fase de retas se afastando da origem.
22 D= TTQ, T <0 e dim(Ker(A— \) =2 (retas se aproximando da origem)

Por outro lado, se T' < 0, entao A < 0 e ambas as coordenadas diminuem em

modulo com o aumento de ¢, logo obtemos retas se aproximando da origem.

> W

Figura 7 — Esboco do retrato de fase de retas se aproximando da origem.
23 D= TTQ =0 e dim(Ker(A— M) =2 (pontos singulares)

Agora, temos A = 0 e a solugao na base {u, v} convencionada é (k1, k2), ou seja,

pontos singulares.
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v
A
] . L [} L ]
L] [ ] L] L]
+ . . . P W
L] L ] ] [ ]
] . [ .

Figura 8 — Esboco do retrato de fase de pontos singulares.
24 D= TTQ, T > 0edim(Ker(A—A) =1 (nd6 repulsor degenerado)

Neste caso, usando a solucao x(t) = (kje + koteM koe*)T na base convencionada,
podemos chegar ao esbogo abaixo através de algum software de graficos e escolhendo
valores arbitrarios para as constantes, respeitando o fato de que A > 0, logo as orbitas se
afastam da origem. Observe que no eixo u, isto é, para ky = 0, temos retas se afastando

da origem. Nomeamos esse retrato de fase de né repulsor degenerado.

N
A

N
Y
v

F

Figura 9 — Esboco do retrato de fase de né repulsor degenerado.

25 D= TTQ, T < 0edim(Ker(A—A) =1 (né atrator degenerado)
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Processo analogo foi feito para obter o esbogo abaixo, observando que agora temos
A < 0, ou seja, as orbitas se aproximam da origem. Nomeamos esse retrato de fase de no

atrator degenerado.

W
A

Y

P W

D
\

Figura 10 — Esboco do retrato de fase de n6 atrator degenerado.

26 D= TTQ =0edim(Ker(A— M) =1 (pontos singulares)

Por fim, neste caso temos A = 0 e a solugdo na base convencionada é (ki + kat, k2),
ou seja, a segunda coordenada é constante, mas a primeira aumenta ou diminui conforme
a escolha de ko. Assim, o retrato de fase consiste em, para ko # 0, semirretas horizontais
partindo de (k1, k2) que se aproximam da origem, se ko < 0, ou se afastam, se ka > 0,

além de pontos singulares do tipo (k1,0).
3. 724D <0=D>2

2
Se D > TT, temos dois autovalores complexos e distintos, Ay = a —bi e Ao = a + b,
coma=T/2eb=+/4D — T?/2 constantes reais, tendo autovetores associados u = z — wi

e v = z + wi, respectivamente. Note que

Au= X \u= A(z—wi) = (a—bi)(z—wi) = Az — Awi = (az — bw) — (bz + aw)i.

Dal, segue que Az = az — bw e Aw = bz 4 aw. Logo, existe uma matriz invertivel

de mudanca de base M, de {z, w} para a candnica, tal que A = MDM™!, com

M:[Zl wllszla —b]‘
Z9 W9 b a
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Em que D é chamada Forma de Jordan Real da matriz A Com isso, na base {z, w}

e tomando k = (k1, k2)” € R?, a solugio do sistema pode ser escrita como

a —b
x(t) = Ptk = Jb a ]t _ [6‘” cos(bt) —6atsen(bt)] [;ﬁ] |

e%sen(bt) e cos(bt) | |ke

Portanto, na base {z, w}, temos a solucio x(t) = e (ky cos(bt) — kasen(bt), kysen(bt) +

ko cos(bt)) para o sistema.

31 D> TTZ e T > 0 (foco repulsor)

Note que se T' > 0, entao a > 0. Para ter uma nocao do retrato de fase, tomemos
k = (1,0). Dai, a solugio do sistema é x(t) = e®(cos(bt),sen(bt)), ou seja, uma espiral,

cujo raio aumenta com o aumento de ¢, a qual chamamos foco repulsor.

.0_
A

N -

N

Figura 11 — Esboco do retrato de fase de foco repulsor.

32 D> T; e T < 0 (foco atrator)

Analogamente ao item anterior, observamos apenas que aqui teremos a < 0, ou
seja, o raio da espiral diminui com o aumento de ¢, nomeando esse retrato de fase de foco

atrator.
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1N -

NI

Figura 12 — Esboco do retrato de fase de foco atrator.
3.3 D> TTQ e T =0 (centro)
Finalmente, se T" = 0, entao a = 0 e o raio da espiral nao varia, ou seja, temos

na verdade circunferéncias com centro da origem, sendo este retrato de fase denominado

centro.

3
A

e
N

> W

N

Figura 13 — Esboco do retrato de fase de centro.
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2 Ciclos limite e resultados importantes

De acordo com Strogatz (1994, p. 196)(1), um ciclo limite é uma trajetéria fechada e
isolada. Ser isolada significa que as trajetorias vizinhas nao sao fechadas, mas sim espiralam
para perto ou para longe do ciclo limite. Nesse sentido, se todas elas se aproximam, o
ciclo limite é chamado estavel ou atrativo; do contrario, é chamado instavel e até mesmo
semi-estavel, quando uma trajetéria vizinha se aproxima e outra se afasta. Ciclos limites
sao importantes na modelagem de sistemas que exibem oscilagoes autossustentadas, isto €,
que nao requerem uma forca externa para regularizacao do movimento periédico, de modo

que se o sistema ¢é ligeiramente perturbado, ele retorna ao ciclo padrao.

Veja que ciclos limite estao presentes exclusivamente em sistemas nao lineares. Isso
porque, apesar de um sistema linear poder conter trajetérias fechadas, estas nao serao
isoladas. Para melhor elucidar, considere um sistema linear que tenha uma solugao periédica
x; dai, ¢x, com ¢ € IR, também é solucao, sendo a escolha de ¢ dependente das condigoes
iniciais do problema, como o caso do centro discutido na secao anterior. Isso indica que uma
leve perturbacao no sistema altera a amplitude da solu¢do permanentemente, enquanto os
ciclos limites possuem oscilagoes determinadas pela estrutura do sistema em si, sem forte

dependéncia das condigoes iniciais.

Nesta secao apresentaremos alguns teoremas sobre a existéncia do ciclo limite em

sistemas de equagoes diferenciais, tendo como referéncias principais (1) e (2).

2.1 Sistema gradiente

Um sistema gradiente com fungao potencial V' é um sistema que pode ser escrito
da forma x’ = —VV, onde V(x) é uma fungdo continua, diferencidvel e escalar de valor

unico.
Teorema 2.1. Orbitas fechadas sao impossiveis em sistemas gradientes.

Veja que, do Teorema 2.1, garante-se que se o sistema for gradiente, entdo nao

possui ciclo limite, ja que ndo possui nem mesmo orbita fechada.

2.2 Funcoes de Liapunov

Seja o sistema x’ = f(x), com um ponto fixado em x*. Uma fun¢io de Liapunov é
uma fungao real V' (x) continuamente diferencidvel, isto é, suas derivadas parciais existem

e sdo continuas, e que satisfaz as seguintes propriedades:
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1. V é definida positivamente, com V' (x) > 0 para todo x # xx e V(xx) =0

2. Todas as trajetérias "descem'em direcdao a x*, ou seja, V/ < 0 para todo x # xx*

E como uma funcio de energia, que decresce ao longo da trajetéria até tornar-se
nula. Dai, para todas as condigoes iniciais, x(t) — x* quando t — 0 e o sistema nao tem
orbitas fechadas, portanto nao possui ciclo limite. O problema aqui é que func¢oes desse

tipo sao dificeis de serem construidas, mas somas de quadradas podem funcionar.

2.3 Critério de Dulac

Seja x' = f(x) um campo vetorial continuamente diferencidvel definido em um

subconjunto simplesmente conectado R no plano. Se existir uma fungio real g(x) conti-

nuamente diferencidvel tal que V(gx’) tem mesmo sinal por todo R, entdo nao existem

Orbitas fechadas contidas inteiramente em R.

Novamente, neste caso nao ha ciclo limite, porém também nao ha algoritmo para

encontrar a fungdo g. Possiveis escolhas: g(x,y) =1, 1/ oyt e eW.

Observacao: V(gx’) = a%(gx’) + 3%(99/)

2.4 Teorema de Poincaré-Bendixson
Teorema 2.2. Suponha que

1. R € um subconjunto fechado e limitado do plano;

2. x' =f(x) é um campo vetorial continuamente diferencidvel em um conjunto aberto

contendo R;
3. R nao contém pontos fixos; e

4. Existe uma trajetoria C' que é confinada em R, isto é, comeca em R e permanece em
R.

Entao ou C' é uma orbita fechada ou C espirala em direcao a uma orbita fechada conforme

t — 0o0. Em ambos os casos, R contém uma orbita fechada.

Para satisfazer a condigao (4), podemos construir uma regiao R como sendo um
conjunto fechado e conexo tal que o campo vetorial aponte para dentro da regiao ao longo

de toda a fronteira de R.
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2.5 The Fivefold Way

Nesta se¢ao vamos exibir, conforme Coleman (1983, p. 263), um teste para a

existéncia de ciclo em um sistema do tipo

% = F(z,y)
(2.1)
¥ =G(ay)

onde F' e G sao fungoes continuamente diferenciaveis em uma regiao R do plano zy. O
método foi nomeado "The Fivefold Way'e nao requer que o sistema ja tenha sido resolvido.
A solugao de 2.1 é um par de fungoes (x(t),y(t)), denotado também por z(P,t), onde
P = (2(0),y(0)) é o ponto inicial da solu¢ao, com T sendo a 6rbita correspondente, ou
apenas z(t) se o ponto inicial for indiferente. Denotaremos o conjunto {z(P,t) : t > 0}
como sendo a semi-érbita positiva de P, '}, ou simplesmente I't, se ndo depender do

ponto inicial, e analogamente definimos I'p e I'".

Definigcao 2.5.1. Seja Fﬁ uma semi-orbita positiva. Entdo o conjunto omega-limite,
w(I'™), é o conjunto @ tal que, para alguma sequéncia temporal crescente, t1, to, ..., tp,
temos que z(t,) — @ quando t,, — oco. Analogamente definimos o conjunto alfa-limite,

mas para uma sequéncia temporal decrescente tal que ¢, — —oc.

Vale notar que os conjuntos limite acima definidos sd@o independentes da escolha do
ponto inicial. Dizemos que, se I' # w(T'), T é positivamente assintética para w(I') quando
t — 0o e negativamente assintética para o(T') quando t — —oo. Vamos definir ainda o

que é um grafico de ciclo.

Definigao 2.5.2. Um gréfico de ciclo ¢ uma uniao de érbitas conectadas tais que

1. o grafico de ciclo contém um nimero finito e nao nulo de pontos criticos;

2. se Pp, ..., P, sao os pontos criticos desse grafico de ciclo, entao existem orbitas, que

nao sao pontos criticos, I'y, ..., Iy, do grafico de ciclo tais que

afy)) =P, i=1,...,n,
w(li) =Pig1, i=1,...,n,

onde P41 = Py;
3. cada conjunto limite de cada érbita no grafico de ciclo é um ponto critico dele.
Assim, um grafico de ciclo é basicamente 6rbitas, que nao sejam pontos criticos,

conectadas entre si, de modo que o ponto de conexao entre elas é um ponto critico e a

orbita final é fechada. Finalmente, temos o seguinte resultado de Poincaré e Bendixson:
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Teorema 2.3. Seja I't uma semi-orbita positiva e limitada de 2.1 e suponha que 2.1
tenha um niumero finito de pontos criticos. Entao exatamente uma das cinco alternativas

sequintes € verdadeira:

1. T é um ponto critico;

2. T € positivamente assintotica para um ponto critico;
3. T é um ciclo;

4. T' € positivamente assintotica para um ciclo;

5. T' € positivamente assintotica para um grifico de ciclo.

Com isso, concluimos que existe um ciclo se houver uma semi-6rbita positiva I'"
que ¢ limitada e cujo conjunto limite positivo w(I') ndo contém pontos criticos, ou seja,
w(T') é um ciclo. Para verificar que o conjunto omega-limite ndo possui pontos criticos,

vamos introduzir ainda outra defini¢ao.

Definigao 2.5.3. Um ponto critico P de 2.1 é repulsor se existir uma regiao circular D

centrada em P tal que

1. para todo @ € D, z(t,Q) — P quando ¢t — oo,

2. para todo @ € D e toda sequéncia {t,} tal que t,, — 0o e z(tp, Q) é definido, temos
que z2(tn, Q) - P.

Logo, um ponto critico repulsor P ¢é simplesmente um ponto critico tal que toda
6rbita cujo ponto inicial pertence a determinada regiao circular em torno de P, se afasta
de P com o aumento de t. A seguir, um teste simples para saber se um ponto critico

(z0,y0) de 2.1 é repulsor. Sejam

oF __ OF oG oG
a= 5 b= %" =
9z | (z0,y0) ’

0y l(wo,0) "~ 9% l(z0,50)’ Y |(z0,90)
Entao, (xo,y0) é um ponto critico repulsor se a +d > 0 e ad — be > 0.

Portando, a ideia é usar o "fivefold way'juntamente ao teste de repulsao para deduzir
a existéncia de um ciclo. Para isso, basta determinar uma regiao circular R centrada em
um ponto critico P que seja repulsor, de modo que nela nao haja outros pontos criticos e
que nenhuma orbita que inicie no seu interior saia dela, analisando a derivada na fronteira.
Dai, como P ¢ repulsor, esse ponto nao pertence a w(l";) e, como R nao contém outros

pontos criticos, segue do teorema 2.3 que w(I'5) é um ciclo.
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2.6 Sistemas de Van der Pol e Lienard

Sejam F' e G duas fungoes suaves. A equacao diferencial

2"+ F'(z)2 + G'(z) =0 (2.2)

¢ chamada equacgdo de Lienard. Definindo y(t) = z(t)' + F(x(¢t)) e g(z(t)) = G'(z(t)),
segue que y'(t) = 2" (t) + F'(x(t))2'(t) = —=G'(x(t)), logo obtemos o sistema equivalente
a 2.2

A equacao de Van der Pol, apresentada abaixo, é o mais famoso exemplo de equacao
de Lienard, com F(z) = ¢(X3/3 —x) e G(x) = 22/2

" +e(z?—1)4+z=0

Teorema 2.4. Sejam F' e g funcgoes suaves e impares tais que

e g(z) >0 para x > 0,
o F' tem exatamente trés zeros 0, —a e a,
e F'(0) <0, Fl(z) >0 parax>a e

e F(z) — 00 para x — 00

Entao o sistema de Lienard

tem exatamente um ciclo limite e este ciclo é estavel.

Vamos trazer um inicio de prova do teorema anterior. Considere uma 6rbita que
comega no ponto Py = (0,y0), com yo > 0. Como g é continua e impar, isto é, g(—xz) =
—g(x), segue que g(0) = 0, daf no eixo y temos y' = 0. Além disso, em Py, temos
' =y — F(0) = yo > 0, ou seja, no ponto Py campo vetorial é horizontal para a direita.

Nesse sentido, para z > 0 e y > F(x), note que ' =y — F(x) > 0 e, por hipétese,
y' = —g(x) <0, ou seja, a coordenada x aumenta e a y diminui, logo a dérbita vai para a

direita e para baixo, até intersectar o gréafico de y = F(x).

Dai, para z > 0 e y = F (), temos que 2’ = 0 e 3y < 0, assim o campo vetorial é

vertical para baixo. Em seguida, para x > 0 e y < F(x), segue que 2/ < 0 e ¢y <0, logo
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a Orbita vai para a esquerda e para baixo, com ambas as coordenadas diminuindo, até
encontrar o eixo y. Finalmente, por simetria, ja que g e F' sdo fung¢oes impares, o processo

se repete para x < 0.

Para uma prova completa, restaria ainda mostrar que o caminho formado é fechado,
ou seja, a érbita passa novamente por Py, e inico. Abaixo, um esboco da a ideia do que

foi apresentado acima.

Y
A
Yor— F(X)
N
- P X
e
4+

Figura 14 — Esboco da ideia de prova do Teorema 2.4.

2.7 Mudanga de coordenadas para analise de ciclos limite

A seguir vamos apresentar uma forma interessante de analisar a existéncia de ciclos

limite. Considere o sistema

o' = —y—a(@®+y?),

v =a+y—y(a®+47).

Realizando mudanga para as coordenadas polares x(t) = r(t) cos(6(t)) e y(t) =
r(t)sen(6(t)), temos

{x’ =1/ cos(#) — rsen(6)0" = rcos(#) — rsen(f) — r cos(0) (r? cos?(#) + r’sen?(9)),
y' = r'sen(0) + rcos(0)0' = rcos(f) + rsen(0) — rsen(#) (12 cos?(0) + r?sen?()).

Com isso, obtemos o sistema

[cos 0 —rsen@] [r’] B [r cos B — rsenf) — 13 cos O

senf rcosf | |0 rcos + rsenf — r3senf |
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Finalmente, resolvendo o sistema acima, segue que

{r’ = 7(1—17?),

0 = 1.

Do sistema acima, veja que a variacao de 6 é constante e positiva. Além disso, se
r =1, entdo v’ = 0 e o raio r é constante, ou seja, temos um ciclo fechado. Por outro lado,
se 0 <r <1, entdao 7’ > 0 e o raio aumenta conforme ¢t aumenta e, se r > 1, entdo r’ < 0
e o raio diminui conforme t aumenta. Assim, temos algo parecido com o esbogo abaixo, no

qual hd um ciclo limite estével /atrativo de raio unitério.

Y
A

AN Y
-

Figura 15 — Retrato de fase do sistema 2.3.

Podemos ainda generalizar problemas desse tipo, conforme Coleman (1983, p. 285).

Considere o sistema em coordenadas polares abaixo:

dt
o _
T = 1.

{dr = (1 —-7r2)(4—7%)..(N?=7?), r >0, N inteiro positivo, (2.4)

O sistema 2.4 corresponde a um sistema em coordenadas retangulares da forma

dy _ Y(z,y).

{gzxwm,
dt

onde X (z,y) e Y(x,y) sao polindmios em x e y de grau 2N + 1. Para verificar isso,

basta observar que, sendo x = rcosf e y = rsenf), temos que
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de  dr do 9 2 2
i ECOSQ - rsen@E =r(1—7r%)...(N°—r)cosf — rsend

=(1—a22 =) (N? —2® —y?)z —y,

_dr _ 2 2,2
i dtsen@—krcosﬁdt =r(1—7r%)...(N°—r?)senf + rcos

=(1—a2? =) (N? —2® —*)y +z.

Como temos a multiplicacao entre N polindmios de grau 2 e um de grau 1, o grau
desse polinomio final é 2N 4 1. Contudo, o sistema tem um tinico ponto critico na origem, N
ciclos isolados, r = 1,r = 2, ..., = N, e nenhum ciclo nao isolado. Para verificar esses fatos,
observe que, a variacao de 6 é constante e, ser = 1,7 = 2, ...,r = N, entao o raio é constante
e temos ciclos fechados. Nao obstante, se 0 <r<1,1<r<2,..,. N—-1<r<N,N<r,
segue que o raio varia e portanto as érbitas espiralam para perto ou para longe dos ciclos,

a depender do sinal, caracterizando ciclos limite.
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3 Equacoes de Lotka-Volterra

De acordo com Gatto (2009, p. 3) (3), interagoes biologicas entre organismos sao
um tema central da ecologia, tendo um papel fundamental na dinamica no espago e tempo
da populagoes e comunidades. Conforme Braun (1983, p. 221) (4), na década de 1920 o
bidlogo italiano Umberto D’Ancona estava estudando variagoes na populagao de varias
espécies de peixes que interagiam entre si. Analisando dados, notou um grande aumento
da porcentagem de seldquios (tubaroes, raias etc.) durante o perfiodo da Primeira Guerra
Mundial. Ele atribuiu a isso a intensa reducao da pescaria durante esse periodo, mas ainda

buscava entender como a intensidade da pesca afeta as populagao de peixes.

Veja que os selaquios sao predadores, dependentes de suas presas para sobreviver.
Contudo, a teoria de D’Ancona apenas mostra que o nimero de selaquios aumenta quando
a intensidade de pescaria diminui, mas ndo explica porqué menos pesca é mais benéfico
aos predadores do que para suas presas. Neste momento, entra em cena o matematico
italiano Vito Volterra, com a funcao de formular um modelo matematico para a evolugao

da populagao de selaquios e suas presas.

Assim, ele definiu x(¢) como sendo a populacao de presas e y(t) a de predadores,
no sentido de nimero de individuos. Apesar de serem valores discretos, para grandes
populacoes, o aumento de algumas unidades em um curto periodo de tempo ¢ uma
quantidade "infinitesimal'em relagdo ao total. Logo trataremos como mudancgas continuas
no tempo, "suavizando'ainda as curvas para tornar z e y fungoes diferenciavel do tempo.
Assumiu ainda que as presas nao competem intensamente entre si pela sua alimentacao,
logo na auséncia de seldquios essa populacao cresce conforme a lei de Malthusian: 2’ = az,
a constante positiva. Além disso, considerou-se que o nimero de contatos por unidade
de tempo entre predadores e presas ¢ bry, para alguma constante positiva b. Portanto,
2’ = ax — bxry. Analogamente para os predadores, estes tem um decrescimento natural cy
proporcional ao seu tamanho e aumentam a taxa dzy proporcionalmente ao seu tamanho

y e suprimento de comida x. Contudo, suponha que (5):

e a populacao de presas tenha alimento em abundancia;

a alimentacao dos predadores dependa inteiramente do tamanho da populagao de

presas;
e a taxa de mudanca do tamanho de cada populagao dependa do seu tamanho;

« 0 ambiente ndao muda em favor de cada espécie e adaptagoes genéticas sao inconse-

quentes;
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e e os predadores tém apetite limitado.

Nesse sentido, as Equagoes de Lotka-Volterra, ou Equagoes de Presa-Predador,
descrevem a dinamica dessas populagoes e sao apresentadas a seguir:
‘fi—f = ax — bxy,
(3.1)
% = —cy + dxy.

onde z é o nimero de presas, y o nimero de predadores e t representa o tempo. Além disso,
a, b, c e d sdo parametros reais positivos determinados conforme a interacao entre as presas
e os predadores. Matricialmente, sendo x = (z,9)T e f(x) = (ax — bay, —cy + day)’,

podemos reescrever 3.1 como X' = f(x).

Qualitativamente, percebemos que a representa a taxa de aumento do niimero de
presas em relagdo ao seu tamanho, ja que possui alimentos em abundancia, enquanto b
seria a taxa de mortalidade das mesmas em fun¢ao apenas da interagdo com os predadores.
Por outro lado, como a alimentacao dos predadores depende exclusivamente das presas, d
apresenta-se como a taxa de aumento dessa populacdo em razao da sua interagdo com as

presas, ja c¢ a taxa de mortalidade dos predadores por razoes naturais.

Definigao 3.0.1. (6) Se & é um zero de f, isto é, f(Z) = 0, entao z(t) = T é solugao de
x' = f(x) e é chamada de solugdo de equilibrio ou estaciondria e o ponto Z é chamado de

ponto de equilibrio ou singularidade.

Observe que 3.1 possui duas solugdes de equilibrio, z(t) = 0,y(t) = 0 e z(t) =
c/d,y(x) = a/b, que podem ser obtidas por

f(x):():>{

(x=0o0uy=a/b)e(y=0ouzxz=c/d)=(xr=0ey=0)ou(x=c/dey=a/b).

ar —bry =0 N z(a—by) =0
—cy+dry =0 y(—c+dz) =0

Além disso, o sistema também possui a famflia de solugdes x(t) = zpe®,y(t) =0 e

z(t) = 0,y(t) = yoe~ . Podemos obté-las como mostra a seguir.

Da primeira equagao de 3.1, segue que

Qf/

/
x':(a—by)x:>—:a—byi/idt:/(a—by)dti
x x

ln(x) = at — b/y(t)dt + K, == eat—bfy(t)dH_Km’
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K

at+Ke — Kot — g000 com zg = effe,

com K, constante. Para y(t) = 0, temos z(t) = e
e a segunda equagao de 3.1 também ¢ satisfeita. Analogamente, obtemos as solugoes
x(t) = 0,y(t) = yoe . Essas érbitas de 3.1 implicam que toda solucido que comegar no

primeiro quadrante, permanecera la para todo tempo futuro.

As orbitas de 3.1 para x,y # 0, sdo as curvas solucao da equacao de primeira ordem

dy  —cy+dzy  y(—c+dr)

de  ar—bry  xz(a—Dby)

Veja que essa equagao ¢é separavel, logo obtemos

—b —c+d
/a ydy:/mdxéaln(y)—by: —cln(z) +dx+C, C €R
T

)
= aln(y) — by + cln(z) — dzr = C = exp(aln(y) — by + cln(z) — dx) = exp(C)
ya xc
b e = K, K = exp(C).

Portanto, as érbitas de 3.1 sao a familia de curvas definidas por

—— =K, (3.2)
para alguma constante K. Mostraremos a seguir que essas curvas sao fechadas.

Lema 1. A equacdo 3.2 define uma familia de curvas fechadas para x,y > 0.

Demonstragio. Vamos determinar o comportamento de f(y) = y®/e% e g(x) = z¢/ e,
Veja que f(0) = f(co) = 0 e f atinge seu valor maximo M, = (a/b)%/e® em y = a/b,
pois f'(y) =0, y > 0=y =a/be f’(a/b) < 0. Analogamente, g atinge seu valor

maximo M, = (¢/d)¢/ef em z = ¢/d.

Podemos concluir que 3.2 nao tem solucao z,y > 0 para K > M,M,, isto ¢,
f(y)g(z) < MyM,, possuindo a solucdo singular x = ¢/d e y = a/b para K = M, M,.
Vamos entdo considerar apenas o caso K = AM,, com 0 < A\ < M,. Veja que g(z) =
z¢/ed = )\ possui uma solucdo * = z,, < c¢/d e uma solucdo r = xp; > ¢/d. Dali,

considere a equagao

xc/edx

1) =1 = || (33)

e Se x < my, oux > xy, entdo /e < X e 3.3 implica que f(y) > M, logo nio

existe solugao vy;
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e Sex = I, oux =1, entdo 2°/e™ = \ e 3.3 implica que fly) = My, logoy = a/b;

o se Ty, < & < Ty, entdo 2¢/e% > X e 3.3 implica que f(y) < My, logo existem duas
solugoes y1(x) e y2(x), uma maior que a/b e outra menor. Conforme z se aproxima

de x,, ou xps, y1 € Y2 se aproximam de a/b.

Consequentemente, as curvas definidas por 3.2 sao fechadas para x,y > 0. Além
disso, nenhuma dessas curvas, com excecao de r = ¢/d,y = a/b, contém pontos de
equilibrio de 3.1. Dai, todas as solugdes z(t),y(t) de 3.1, com z(0),y(0) > 0, sdo fungoes

periodicas do tempo.

O

Antes de incluir os efeitos da pesca ao modelo, vamos realizar a seguir simulagoes

computacionais referentes a equacao 3.1.

3.1 Simulacoes computacionais

Vamos realizar simula¢oes computacionais de alguns retratos de fase da equacoes
3.1 para escolhas arbitrarias dos parametros, com o objetivo de analisar o comportamento
das populagoes. Para tanto, utilizaremos um Método Runge-Kutta de 4* ordem, conforme

desenvolvido em (7), implementado em Octave. e apresentado a seguir.

# Metodo de Runge Kurra - 4a ordem

# Eq Lotka-Volterra

# parametros
a=1.1; # alpha
b = 0.4; # beta
d=0.1; # delta
g = 0.4; # gamma
y’ = f(t,y) (funcao vetorial)

e(t,y) [laxy(1) - bxy()*xy(2); dxy(D*y(2) - gxy(2)];

# condicao inicial
y0 = [10; 10];

t0 = 0;

tf = 100;
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# passos de discretizacao
h=0.1;

# numero de pontos
N = (tf-t0)/h + 1;

# malha
t = linspace(t0,tf,N);

# solucao
y = zeros(2,N);

y(:,1) = yO0;

for n=1:(N-1);

k1 = hxf(t(n),y(:,n));

k2 = h*f(t(n)+0.5%h,y(:,n)+0.5%kl);
k3 = h*xf(t(n)+0.5%h,y(:,n)+0.5%k2);
k4 = h*xf(t(n)+h,y(:,n)+k3);

y(:,n+t1) = y(:,n) + 1/6%(kl + 2xk2 + 2*xk3 + k4);

endfor

# graficos

figure(1)

plot(t,y(1,:),’LineWidth’,[1.2],t,y(2,:), ’LineWidth’, [1.2])

title(’Tamanho das populagdes de presa e predador em fungdo do tempo’,’Fontsize’,11
)

xlabel (’Tempo’,’Fontsize’,12)

ylabel (’Nimero de animais’,’Fontsize’,12)

legend(’Presa’,’Predador’,’Fontsize’,11)

figure(2)

plot(y(1,:),y(2,:),’LineWidth’, [1])

title(’Tamanho da populagdo de predadores em fungdo da de presas’,’Fontsize’,12)
xlabel (’Nimero de presas’,’Fontsize’,12)

ylabel (’Nimero de predadores’,’Fontsize’,12)

grid
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Vamos utilizar como base para comparagoes a simulagao tomando os parametros
a=11,=04,0 =0.1 ey = 0.4 e a condigao inicial (zg,y9) = (10,10), obtendo os

graficos apresentados a seguir:

Figura 16 — Graficos da simulacao computacional do modelo 3.1, com parametros o =
1.1, =10.4,0 = 0.1 e ¥ = 0.4 e condigdo inicial (zg,yo) = (10, 10).

(a) (b)

Tamanho das populacées de presa e predador em funcéo do tempo Tamanho da populacédo de predadores em funcéo da de presas
30 . T | T 12 . T T ! !

— Presa

— Predador

Numero de animais
> &
- .
n
Numero de predadores
o

0 - . L ; 0 T T ! . .
0 20 40 60 80 100 0 5 10 15 20 25 30
Tempo Numero de presas

A principio, jA podemos notar o comportamento periédico da solugao. Em 16a
vemos a propria periodicidade do grafico, que estda em funcao do tempo, estando as cristas
de cada fungao, x(t) e y(t), defasadas entre si. Além disso, em 16b a curva aparentemente

é fechada - apesar de que, por erros em precisao finita, a curva nao seja de fato fechada.

Contudo, a partir desse modelo, iremos variar o valor de cada parametro para tirar
conclusoes, ainda que leigas, em termos do comportamento das populacgoes de espécies.

Na figura 17, variamos a para um valor menor, a = 0.6, e para um maior, o = 1.6.

Vimos anteriormente que « representaria a taxa de aumento do tamanho da
populagao de presas em relacdo ao seu tamanho e assumindo que possuem alimento em
abundancia. Diminuindo essa taxa, percebemos que, pelas figuras 17a e 17b em relacao a

simulacao base da figura 16, o periodo é maior e o a amplitude maxima de presas é maior.

Podemos interpretar que, uma vez que os predadores capturam grande parte das
presas disponiveis, o processo até que o tamanho da populacao das presas aumente
novamente é mais lento, ja que demoram mais para se reproduzir. Dai, os predadores,
condicionamos a disponibilidade de presas para alimentacao, reduzem em quantidade,
momento este em que as presas conseguem se reproduzir até atingir um valor maximo

maior, quando voltam a serem capturadas.

Por outro lado, aumentando o valor de «a, conforme figuras 17c e 17d, o periodo é
menor e a amplitude méxima de presas é menor. Como a reproducao das presas é acelerada,
quando a presenca de predadores na natureza é pequena em razao da indisponibilidade de

presas, rapidamente o nimero de presas aumenta, proporcionando um periodo menor. Dai,
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Figura 17 — Graficos da simulacao computacional do modelo 3.1, com parametros § =
0.4,6 = 0.1 e v = 0.4 e condigao inicial (zo,y0) = (10, 10).

(a) « =0.6 (b) a =0.6
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os predadores nao ficam muito tempo com baixa disponibilidade de alimentos e, logo, nao
diminuem drasticamente de tamanho, impedindo que as presas alcancem um nimero alto

em quantidade.

Na figura 18, variamos  para um valor menor, 5 = 0.05, e para um maior, 3 = 0.65.
Veja que estamos reduzindo a taxa [ de mortalidade das presas em razao da interagao com
os predadores, mas mantendo a taxa 0 de aumento do nimero de predadores pelo mesmo
motivo. Como esses parametros estao relacionados, uma mudanca proporcional em ambos
nao deve causar grandes mudancas no comportamento das espécies, mas nao foi o caso.

7

Diminuindo o valor de 3, desprende-se das figuras 18a e 18b que o periodo é menor
e a amplitude maxima das presas ¢ muito menor, enquanto o dos predadores é muito
maior. O que provavelmente ocorre é que os predadores requerem menos presas para se
saciarem, ou seja, para uma mesma quantidade inicial de presas e predadores, os predadores
conseguem ganhar no sentido de aumento de tamanho. Dai, as presas nunca conseguem

chegar a uma grande quantidade, ja que haverao muitos predadores.
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Figura 18 — Graficos da simulacdo computacional do modelo 3.1, com parametros o =
1.1,6 = 0.1 e 7 = 0.4 e condigdo inicial (xg,yo) = (10, 10).
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Por outro lado, aumentando a taxa (3, vemos das figuras 18c e 18d o periodo é
maior e a amplitude méxima das presas ¢ maior. Afinal, aumentando a mortalidade das
presas por captura, sua disponibilidade acaba mais rapido na presenca dos predadores, que
na auséncia de presas também irao reduzir em quantidade, levando a um periodo maior.
Neste momento, as presas sao capazes de se reproduzir sem grandes interferéncia, mas

logo o aumento dos predadores acompanha e elas voltam a reduzir.

Na figura 19, variamos ¢ para um valor menor, 6 = 0.01, e para um maior, 6 = 0.19.
Esse parametro representa a taxa de aumenta da populacao de predadores em razao da

sua interacao com as presas.

Diminuindo ¢, vemos nas figuras 19a e 19b que o periodo nao altera e a amplitude
maxima do nimero de presas aumenta muito, em uma ordem de grandeza. Interpretou-se
que, ao diminuir a taxa de fecundidade dos predadores em func¢ao da alimentacgao pelas
presas, segue que o predador requer maior quantidade de presa para conseguir se reproduzir,

logo a quantidade maxima de predadores acaba nao sofrendo alteracao. Por outro lado,
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Figura 19 — Graficos da simulacdo computacional do modelo 3.1, com pardmetros o =
1.1, = 0.4 e v = 0.4 e condigao inicial (zg,y0) = (10, 10).
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quando estes estao em quantidade bastante reduzida, as presas conseguem se reproduzir

com maior facilidade, ja que os predadores demorarao mais a aparecer.

J& aumentando o valor de §, conforme as figuras 17c e 17d, o periodo levemente
maior, a quantidade maxima de presas diminui e o de predadores aumenta. Aumentando
este parametro, os predadores precisam de menos alimento (presas) para se reproduzir,

levando a um maior equilibrio na quantidade de ambos.

Na figura 20, variamos vy para um valor menor, v = 0.05, e para um maior, v = 0.75.

Esse parametro representa a taxa de mortalidade dos predadores por razoes naturais.

Diminuindo v, das figuras 17a e 17b, vemos que aumentou drasticamente o periodo,
aumentando um pouco o a quantidade maxima de predadores e diminuindo a de presas.
Se os predadores estao mais resistentes a morte, entao faz sentido que a reducao do seu

tamanho seja mais lenta, levando a um periodo maior.

Ja aumentando 7, conforme as figuras 17c e 17d, nota-se que o periodo reduz
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Figura 20 — Graficos da simulacdo computacional do modelo 3.1, com parametros o =
1.1, =0.4 e 6 = 0.1 e condigao inicial (zo,yo) = (10, 10).
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bastante, enquanto a quantidade maximo de presas aumenta e a de predadores diminui.
Como os predadores morrem a uma taxa maior, é esperado que o ciclo se reinicie com mais
rapidez, o que ocorre quando o nimero de predadores é muito baixo e as presas conseguem

se reproduzir.

De modo geral, observa-se que a populagao de predadores parece muito mais
condicionada a de presas que o contrario, ja que é o unico fator que leva ao crescimento
do seu tamanho. Além disso, o nimero de presas aparece com quantidade maxima maior

que o de predadores na maior parte dos casos.

Contudo, um ciclo, com exce¢ao do primeiro, inicia com um alto nimero de presas
e baixo nimero de predadores, que irao se reproduzir com a disponibilidade de presas até
que esta diminua, momento em que o numero de predadores passa a reduzir até ser bem

pequeno. Com isso, as presas conseguem perpetuar a reproducao e o ciclo inicia novamente.
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3.2 Modelo de Lotka-Volterra incluindo efeitos da pesca

Conforme Braun (1983, p. 225) (4), a pesca diminui a populagdo de presas a uma
taxa de ex(t) e a de predadores a ey(t), estando a constante e associada a intensidade da
pesca, levando em consideracao fatores como o nimero de barcos no mar e de redes na
agua. Assim, obtemos o sistema modificado para incluir os efeitos da pesca:

9t — qz — bry — ex = (a — €)x — bay,
(3.4)
% = —cy+dry —ey = —(c+€)y + dry.

Note que, para (a —€) > 0 e (c+¢€) > 0, o sistema acima ¢ igual ao sistema da
equacao 3.1. Para prosseguir na analise de D’Ancona, vale ressaltar que os dados com
que ele trabalhava eram na verdade a média de um periodo de um ano da proporc¢ao de
predadores. Assim, é interessante que obtenhamos os valores médias das solugoes z(t) e

y(t) de 3.4, como mostra o lema abaixo.

Lema 2. Seja z(t), y(t) wma solugio periddica de 3.4 de periodo T > 0. Definindo os

valores médios de x ey como

oL dt, y Lt d
i=2 [ et 5= [y

entao T = (c+e€)/d e g = (a—e€)/b. Em outras palavras, os valores médios de x(t) e y(t)

sao os pontos de equilibrio.

Demonstragao. Dividindo a primeira equagao de 3.4 por z e integrando os dois lados em
relacao a t, de 0 a T, segue que
/

:(a_e)_by:>/0T3;((;))dt:/()T(a—e—by(t))dt

T

8

:éhﬂdﬂﬂg:(a—dﬂg—bATMﬂmrioz(a—dT—bATMwﬁ

1 /T a—e€
#y:TAy@ﬁ: <.

Analogamente, obtemos Z. O

Com isso podemos observar que, ao diminuir o valor de €, & diminui e € aumenta, ou
seja, uma reducao na intensidade da pesca é mais benéfica aos predadores do que as presas.
Esse resultado é conhecido como principio de Volterra e explica os dados de D’Ancona.
Uma aplicacao interessante desse principio é no uso de inseticidas em populagoes de insetos
em que presas e predadores sao afetados: a tendéncia é que a aplicagdo de inseticida

aumento a populagao de presas.
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Contudo, muitos ecologistas e bidlogos nao aceitam o modelo 3.1 de Volterra como
preciso, apontando que o comportamento oscilatério nao é comumente observado nas
interacoes predador-presa, mas sim uma tendéncia a um estado de equilibrio. Um modelo
mais geral para a interacao predador-presa, que considera a competicao intraespecifica por
recursos ao acrescentar um termo quadratico, esta apresentado abaixo:

% = az — by — ex?,
(3.5)
% = —cy +day — fy?.

As solugoes de 3.5 nao sao, em geral, periédicas, como podemos observar na

simulagao abaixo.

Tamanho das populacoes de presa e predador em funcao do tempo
10 T T T

— Presa
—— Predador

Ndmero de animais

0 ‘ ‘ ‘ .
0 20 40 60 80 100
Tempo

Figura 21 — Simula¢ao numérica do modelo 3.5 com parametros: a = 1.1, b = 0,4, ¢ = 0.4,
d=01,e=02e f=0.3

Ainda assim, ha controvérsias entre os cientistas. No geral, devemos ter em mente
de que existem muitas interagoes predador-presa que nao podem ser modeladas por um

sistema de EDQO'’s, enquanto outras ainda requerem mais adaptagoes.

Outro ponto importante a ser observado acerca do sistema 3.1 de Lotka-Volterra
¢ que nao modela um ciclo ecologicamente estavel, isto é, um ciclo que é insensivel a
perturbagoes externas. Afinal, como suas érbitas sao infinitos ciclos, com exce¢ao do ponto
de equilibrio, ao ocorrer uma perturbagdo em um ponto p; de um ciclo I'; no instante 1,
que leva ao ponto p2 que pertence a outro ciclo I'y nesse mesmo instante, a populagao
permanecera em ['s até uma nova influéncia externa, sem retornar ao ciclo inicial I’y
naturalmente. Como os tnicos ciclos populacionais que podem existir na natureza devem
ser ecologicamente estaveis, isto ¢, isolados - em outras palavras, ciclos limite -, as equagoes

de Lotka-Volterra apresentam ainda esse problema.
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No entanto, ainda é um modelo importante para entender a dindmica de populagoes,
vendo a simplificacdo da realidade como uma forma de focar no comportamento oscila-
torio das populagoes de predador-presa. Para quem ainda nao estiver satisfeito, pode-se
considerar o sistema 3.5 com os coeficientes e e f positivos e pequenos o suficiente em
relacao aos demais. Assim, ainda teremos algo préximo de Lotka-Volterra, mas nesse caso,
considerando ainda o ponto inicial proximo do ponto de equilibrio, sera uma espiral bem
enrolada se aproximando lentamente do ponto de equilibrio, parecendo como um ciclo,

mas sem a instabilidade.
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