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1 Introducao

O estudo da Equagoes Diferenciais, em especial dos Sistemas Din&micos, sao de extrema im-
portancia para a matematica e para a ciéncia como um todo. Sendo caso de interesse tanto em
teoria quanto prética, podemos encontrar aplicagoes nas mais diversas areas do conhecimento.

Dentro desta grande area é que encontramos o conjunto de equagoes conhecidas como Equagoes
Diferenciais Suaves por Partes (EDSPs), cujo estudo nds permite estudar, analisar e até mesmo
oferecer solugoes para diversas equacoes diferenciais descontinuas, por meio de uma gama de mé-
todos e ferramentas. Particularmente, a regularizacao e o método da média.

No primeiro semestre, foi estudado o método da regularizagdo, conceitos basicos de teoria de
controle e alguns do seus exemplos, assim como a introdugao ao exemplo do relogio de péndulo.

No segundo semestre de iniciagao cientifica, o projeto deu enfoque na aplicagao do conhecimento
tedrico adquirido anteriormente e em novos conceitos apresentados em [3]. Dando base suficiente
para o estudo e compreensao do artigo de J Llibre e M. A. Teixeira [4] sobre a prova alternativa
dos resultados obtidos por M. Denny no artigo [2] que descreve e modela o relégio de péndulo.
Assim como a solugao de exemplos numeéricos para mostrar a qualidade do método empregado.

2 Cronograma

jul/19-nov/19: Estudar a dissertacao [1]

dez/19-fev/20: Estudar o artigo [2]| e elaboragdo do relatorio parcial do projeto.

mar,/20-ago/20: Estudo do capitulo 11 do livro [3] e do artigo [4], utilizando como material
de suporte os livros [5], [6] e [7].

set/20: Elaboracao do relatorio final do projeto.

3 Regularizacao de Campos Vetoriais

Essa secao tem como objetivo introduzir defini¢oes e aprofundar conceitos relacionados tanto a
solugao quanto ao estudo qualitativo da EDSP’s. Todos conceitos e definigoes expostos aqui foram
retirados de [1].

3.1 Regioes, Regularizacao e Estabilidade Estrutural

Seja U um aberto de R? e considere f : U — R uma func¢do suave (C*°) com 0 como valor
regular. Seja S = {f~1(0)}, M~ = {f!(~00,0)} e M+ = {f71(0,00)}.

Denotamos por x" o espago dos campos vetoriais C” sobre U(r > 1).

Seja Q= Q(U, f) o espago dos campos vetoriais Z sobre U definidos por:

_ [ X(q) se f(a) >0 r
Z(q) = {Y(q) se fg) < 0 onde X, Y € x".



Definigdo 1. Dado p € S. Definimos X f(p) :== X - Vf(p) e X2f(p) := X - VX f(p). Podemos
entao classificar S em regioes:

Regiao de costura: S° = {p e X|(Xf)(Yf) >0}
Regiao de escape: 5S¢ ={pe X|(Xf) <0e (Yf) >0}
Regido de deslize: S?={pc X|(Xf) <0e (Yf) >0}

Tanto em p € S¢ quanto p € S definimos F(Z) = F(X,Y), dado pelo vetor no cone gerado
por X (p) e Y(p) tangente a S.

Definicao 2. Uma funcdo C* ¢ : R — R é Fungao de Transicao quando ¢(t) = 0se t < —1,
pt)y=1set>1ley >0sete(—1,1).

A partir desta fungao definimos o que chamamos de uma ¢.-Regularizacdode Z = (X,Y) € Q
como a familia de campos vetoriais Z. € x" dada por

Z:(0) = (1 — 0o (F@)Y (@) + 02 (f ()X (q) com pu(t) = w(t)

3

Exemplo 1. Dado o sistema

T =2

— 2

vemos que f(z,y) =y, e temos

y>0 = {325 = X(z,y) = (2,5)

= Y(z,y) = (2,1)

Temos X f(p) = (2,5) - (0,1) =5 e Y f(p) = (2,1) - (0,1) = 1, portanto, (Xf)(Yf) >0e S ¢
regido de costura. Agora montemos uma regularizagao:

é p.-Regularizagao para o campo.

Para a aplicacao de tais conceitos ser efetiva, precisamos que sejam impostas condicoes sobre
Z(X,Y) para garantir a estabilidade estrutural de Z. para qualquer fungao de transi¢do com &
suficientemente pequeno e positivo. Primeiro aplicaremos tais condigoes de Z(X,Y’) em uma sub-
variedade bidimensional N de U e, na segao 3.2, veremos como expandir o conceito para todo o U.

Chamaremos a fronteira de N como ON e a restricdo de um campo vetorial X em x" a N como



Definicao 3. Chamaremos X"(N) a classe de todos os campos de vetores X € x" que satisfazem
as seguintes condigoes:

1. Todos os pontos singulares e érbitas periddicas de X’ sao hiperbdlicos e estao contidos no
interior de N.

2. Qualquer tangéncia entre uma trajetoria de X e 9N é quadratica.

3. X’ nao tem selas nem separatrizes de tangéncia.

3.2 Consideragoes Locais

Sejap e SeZ=(X,Y) um campo vetorial descontinuo.
Definigao 4. Seja p € S¢ (resp. p € S¢) um ponto critico de F(Z). Chamaremos p de Tipo Sela
se p é singularidade repulsora (resp. atratora) de F(Z) sobre S.

Definigao 5. Chamaremos p € S de Ponto de Dobra de X € x" se X f(p) =0e X?f(p) # 0,
ou seja, o contato entre a orbita de X e S é quadratico.

Definigao 6. Um ponto p € S é S-Regular de Z se uma das seguintes condigoes é satisfeita:
L (XH(YF) >0 (pe 5°).
2. (X)(Yf) <0, mas

det[X,Y](p) = )511((5)) )Y('j((g)) 70

(ou seja, p € S¢ ou p € S° e ndo é ponto critico de F(Z)).

Definigao 7. Dizemos que p € S é um ponto S-Singular Elementar de Z = (X,Y) se uma das
seguintes condigoes é satisfeita:

1. p é ponto de dobra de Z = (X,Y).

2. (X£)(Yf) < 0, det[X,Y](p) = 0 mas & (det[X,Y]|s)(p) # 0. Temos que tal condigio &
equivalente a dizer que p é ponto critico hiperbolico de F(Z).

Lema 1. Seja p € U ponto S-Regular de Z = (X,Y). Entéo existe vizinhanca V de p de U e ¢
tal que V € < g, Z. nao possui pontos criticos em V.

Lema 2. Seja p ponto de dobra de Z = (X,Y). Temos que existe gq tal que ¥V ¢ < gy teremos
que: se p é ponto de dobra de X (resp Y) entao

1. O contato entre as curvas {X f = 0} (resp. {Yf =0}) e {Z.f = 0} no nivel {f =&} (resp.
{f = —¢}) é quadrético.

2. Qualquer trajetéria de Z. passando através de qualquer ponto ¢ proximo de p em U com
f(q) = —¢ (resp. f(q) = ¢) encontra o nivel {f(q) =eo} (resp. {f(q) = —&0}).

3. Sobre a curva {Z. f(q) = 0} o contato entre Z. e a curva {f = ¢} é quadréatico.
4. Z. nao possui pontos criticos numa vizinhanga de p.

Defini¢ao 8. Assumindo as hipoteses e notagoes do lema anterior. Se X f(p) =0, Yf(p) #0 e
X?f(p) > 0 consideramos sobre a curva 7. = {f = €} os conjuntos conjuntos abertos 7. = {Z. <
0} e v ={Z. > 0}. Definimos uma aplicagao C"

he 172 =7
tal que u e h.(u) estejam na mesma trajetoria de Z.. Esta aplicagdo é C” proxima da identidade.

Lema 3. Assumindo as hipoteses do lema 2 e notagdes da definigdo 8. Entao nestas condigoes,
para qualquer u € . temos que:

Eh_r;lo he(u) =0



Lema 4. Dado Z = (X,Y) seja p ponto critico hiperbolico de F'(Z). Entao existe € tal que para
todo € < gg, Z. tem proximo de p um ponto critico que é sela hiperboélico ou um né hiperbélico.
Deste modo os auto-espagos associados a esta singularidade sdo transversais as curvas {f = ¢} e

{f =—¢}

Defini¢ao 9. Uma S-Conexao de Sela de Z = (X,Y) em 2 é uma orbita v de Z conectando
ou um ponto de sela critico de X ou Y e um ponto critico de F(Z) do tipo sela ou dois pontos de
sela criticos de F'(Z), ou dois pontos de sela criticos de X ou/e Y de tal modo que é permitido aos
seus pontos interiores encontrar S somente em S°€.

Corolario 1. Seja Z = (X,Y) em 2. Assumimos que X e Y estdo em X"(U), todas as S-
singularidades de Z sdo genéricas e Z nao possui S-conexoes de sela. Temos que existe um ¢, tal
que para todo 0 < € < g9 nés temos

1. Todo ponto critico de Z. sao hiperbdlicos.
2. Z. nao tem conexoes de sela.

Definigao 10. Dizemos que uma curva fechada -y, formada por partes de 6rbitas regulares de Xem
Me orbitas regulares de Y em M~ é uma Orbita S-Periédica de Z = (X,Y) se ~ intersecta S
somente em S¢ e cada parte é transversal a S.

Definicao 11. Dada uma Orbita S-Periodica

k
Y= U% com Ya; € MJr, Y2i4+1 € M,
=0

v NS ={pj}U{pj+1}

podemos definir uma cole¢do de germes em p; de C"-Transformagoes de Poincaré
n;: (S,p;) = (S,pj+1), 7=0, 1,..., k (associado a X ou'Y)
tal que a fungdo primeiro retorno associada é dada por:

7 =1k OMNk—10- 01 com n(po) = Po-

Defini¢do 12. Uma Orbita S-Periodica v de Z é Elementar se a funcio primeiro retorno asso-
ciada (em qualquer ponto p € v) satisfaz: 7'(p) # 1.

Lema 5. Seja v Orbita S-Periodica Elementar de Z = (X,Y). Entdo existe uma vizinhanga V' de
v em U e um g tais que para e < g, Z. contém uma tinica 6rbita periédica em V', que é hiperbdlica.

Definicao 13. Uma curva fechada v é Grafico de Z = (X,Y) se ela é formada por partes de
orbitas regulares de F(Z) e/ou partes de orbitas regulares de X em M™ e/ou partes de 6rbitas
regulares de Y em M.

Se um grafico de Z = (X,Y") coincide com S, ele é chamado de simples. Neste caso, S é S¢ ou
S de Z.

Lema 6. Seja v grafico simples de Z = (X,Y). Entéao existe uma vizinhanga V de v em U e um
€o tais que para € < g9, Z. contém uma tunica 6rbita peridédica em V', que é hiperbdlica.

Dado Z = (X,Y), um grafico singular esta contido em M™ ou em M ~. Vamos defini-lo apenas
em MT, focando também na anélise em S¢, os outros casos sio semelhantes. Seja @ uma regido
conexa e compacta em U com fronteira nao-vazia. Denotaremos QT = {MT}NQe Q™ = {M~}NQ.

Definigao 14. Um Grafico Singular v € @) é caracterizado pela existéncia de uma curva consistindo
de um arco S7 de S e uma parte 79 de uma o6rbita de X em M+ tal que:

e S5 = SNQ é formado por dois pontos (chamados « e ). Nos definimos a orientacao
deste arco como sendo S; = [«; 8]. Escolhemos algum ponto (chamado 0) contido em S; e
denotamos I = (o; 8), I~ = (o;0) e I = (0; B).



e Assumimos que sobre Y nao existem pontos criticos em @Q—, e X nao possui pontos criticos
em S;. Além disso, em Sy, X f(u) = 0 somente se u = 0, e X2f(0) > 0.

e Yf#0edet[X,Y] #0em (o 5).
o (det[X,Y](a))? + (det[X,Y](B))? # 0 e se B € S entdo
det[X,Y](B) = 0 mas D(det[X,Y];(8)) # 0
Se Y f > 0 sobre I entdo IT € S% em Z.

e Orbita de X passando através de 0, denotada por 7y, esta contida em Q1 de tal modo que
ela intersecta S em pg € (0; 3).

Podemos observar que se o arco IT € S em Z, deduzimos que 3 é ponto critico hiperbolico
de F(Z).

Definicao 15. Dizemos que 7y é Grafico Elementar de Z = (X,Y) se é singular e intersecta S
no interior de I = («; 3)

Lema 7. Seja «y é gréfico elementar de Z = (X,Y’). Entao existe uma vizinhanga V' de v em U e
um g tais que para € < €9, Z. contém uma tnica 6rbita periddica em V', que é hiperbélica.

Definigao 16. Dizemos que uma 6rbita de Z é Simples se encontra S somente em S¢.

Definicao 17. Seja G a classe de todos os campos Z = (X,Y) € Q para os quais as seguintes
condigoes sao satisfeitas:

1. X e Y estdo em X" (M) e em X" (M ™), respectivamente.
2. Todas as S-Singularidades e S-Orbitas Periodicas de Z sdo elementares.

3. Nenhuma oérbita simples de Z conecta um ponto de dobra de Z e um ponto critico de F'(Z)
ou dois pontos de dobra de Z.

4. Z nao possui S-Conexoes de Sela.
5. Os graficos de Z sao simples ou elementares.

Temos que todas essas defini¢oes e lemas dessa secao tem como um de seus objetivos principais
provar o seguinte teorema:

Teorema: Seja Z = (X,Y) em G. Entdo existe um ntamero positivo € tal que para qualquer
€ < gg, Ze esta em X7(U).

Este resultado é uma uma consequéncia direta do Corolario 1 e dos Lemas 5, 6 e 7.

4 Exemplo de Teoria do Controle

Utilizaremos de um dos problemas de Teoria do Controle, extraido e simplificado de [1], para
ilustrar a aplicagao da regularizacao de EDSP’s na busca por solugoes de equagoes de controladores.

4.1 Piloto Automatico de Duas Posigoes para Barcos

Seja ¢ o desvio de um barco de seu curso pré-determinado. Desconsideremos o deslocamento
lateral do barco durante sua rotagado, e levando em conta os momentos M = M (1)) gerado pelo
leme e —H %2, momentos das forgas resisténcia, temos que, se I é o momento de inércia do barco

dt
em relagdo ao seu eixo vertical principal, a equacao de rotacdo do barco tem a forma
d*p | dp
I—+H—=M
dt? * dt

Como o barco nao tem estabilidade em seu curso, precisamos de um aparelho que possa gerar um
equilibrio estavel em ¢ = 0, um controlador simples para tal tarefa, é chamado "Piloto Automético



de Duas Posicoes", no qual o leme assume duas posicoes 1 = %1y que acaba por gerar momentos
M = £+M,. O programa mais simples para esse controlador seria colocéi-lo em funcao de ¢ e i—f
e fazé-lo mudar a posicao do leme quando o valor de seu desvio passa por ¢ = 0. Entretanto, é
notével que seria mais efetivo mudar o curso antes de passar pelo curso desejado (¢ = 0).
Utilizaremos o método chamado "Velocidade de Correcao", a qual se baseia na combinagao

linear do desvio ¢ e da velocidade angular ¢ se reduzindo a zero.

UZ(p_FbE

Para b > 0, percebe-se que o leme mudara de posigao antes do barco passar por ¢ = 0, como
queremos. Por meio de detectores, o piloto automatico detecta a mudanca de sinal de o, acionando
uma chave toda vez que isso acontece, a chave por sua vez faz com que o aparelho desloque o leme
para uma das posigdes extremas ¢ = £1y. Observemos que o leme esta a bombordo (¢p = —y,
M = —M,) para o < 0 e a estibordo (¢ = +pg, M = +M;) para o > 0. Entretanto, em 0 =0, a
chave desliga o aparelho, permitindo que o leme tome qualquer posi¢cao entre os seus extremos.

Escrevemos as equagoes do controlador com duas posigoes e do aparelho de pilotagem com
correcao de pilotagem da forma

do
M = MyZ —
0 <@+bdt>

onde

—1seoc>0
Z(”)_{H sea<o ¢ 120N

O Retrato de Fase

Primeiramente vamos simplificar as equagoes

d? dp dp
I=C+H-"=M ¢ M=MZ =
FTERT ¢ 0 (Wrbdt

do sistema introduzindo as varidveis x, t* e z definidas pelas relagoes
p=Ax, t=Tt" ¢ M = Myz
onde MoI /
0 e T=—.
H? H
Entao as equagoes do sistema tomam a forma

A:

i4+i=z e z=27Z(x+ky)

onde " I
k = = = b—
T I

Como nos interessamos no caso de pequenos desvios, adicionamos a restrigdo |p| < 7, escolhemos
o plano entdo para representar o retrato de fase do sistema. Vamos escrever & = y. Entdo o plano
x,y se divide pela Reta de Chaveamento

() S={r+hky=0)

em duas regides, denotadas por (i) e (ii). Temos entdo, na regiao (i) (x + ky > 0) e na regido (ii)
(z + ky < 0), respectivamente os campos vetoriais:

IRNIEE
y=-y—1 y = -y + 1

Seguindo a notacao anteriormente usada, definimos f(z,y) = x + ky e denotamos (i) e (ii) por X
e Y, respectivamente. Logo, temos que:

1. Vf=(1,k)



2. Xf=X-Vi=y(l—-k) —k

.Y =Y -Vf=y(l—k)+k

4. X2f =X VXf=ylk—-1)—(1—k)
5. V2 =Y -VYf=ylk—-1)+(1—k)
6. det[X,Y] =2y

De posse destes valores, seguiremos com a identificagao de cada regiao da Reta de Chaveamento
S e analisando a existéncia de Singularidades:

e Regiao de Costura:

-k M YVST1%

(XHYf)>0 = y>

Regiao de Escape:

Xp>o0l o ko TR
Yf<0 L T A

Contradigao, nao ha Regiao de Escape

Regiao de Deslizamento:

Xf<0 — < i ou > —
Xf>0 Y=1"% Y21 %

Pontos Singulares para o Campo X: Nao existem singularidades para o campo X

Pontos Singulares para o Campo Y: Nao existem singularidades para o campo Y

Pontos Singulares para a Reta de Chaveamento:

1. Pontos de Dobra em relagao ao Campo X:

Substituindo em (x), temos que

Logo o ponto
k> k
Pr=—+r ——
v <1k’1k>

é um possivel candidato a Ponto de Dobra em relagao ao Campo X. Observando que
Yf(Pz)=2k#0 e X’f(Pz)=—-1#0
concluimos que Pz é Ponto de Dobra em relagao ao Campo X.

2. Pontos de Dobra em relagao ao Campo Y:

k
Yfi(Py)=0 = y="1_%

Substituindo em (), temos que

Logo o ponto
k? k
Py=—,——
4 <1 & 1- k>
é um possivel candidato a Ponto de Dobra em relagao ao Campo Y. Observando que
YH(Py) =2k #£0 ¢ Y2f(Py) = —1£0

concluimos que Py é Ponto de Dobra em relagdo ao Campo Y.



3. Pontos Criticos:
k
Xf(Pe) Y f(P -
f(Pe) - Yf(Pe) <0 = T <Y<1_%

Logo, caso haja, o Ponto Critico estard na Regiao de Deslizamento.
Agora
det[X,Y](Pc)=0 = 2y=0 = y=0

Substituindo em (x), temos que
z=0

Entao a origem é um possivel candidato a Ponto Critico. Temos que podemos escrever
os campos X e Y e funcao de t como:

= ajet—1 . r = ase” b 4+ 1
y=—age’ 7 = —age!
Portanto
det[X,Y] = (a1 + ag)e™"
Temos d
%det[X, Y]=—(a; +az)e " #0 VteR
De onde

d
%det[X Y](Pc) #0
Concluimos entao que a origem é Ponto Critico de S.

Temos que pela fungdo F(Z), a origem é um Ponto Critico Atrator. Tais equagdes darao
forma aos retratos de fase (0 <k <1lel<k)em [1]

A Regularizacao

Podemos agora aplicar a regularizagao no modelo que acabamos de ver, lembremos a funcao de

transigao
t
e(l) = -
pe(t) = (6)
onde p(t) =0set < —1,p(t)=1set>1e¢ >0setec(—1,1).
Apliquemos na fungao:

Ze(q) = (1 = p(f(2)Y (q) + ¢ (f(9) X (q)

(
= (1 = e (f(z,9))Y (2, y) + ¢ (f(2,9)) X (2, y)
( )

= (1 —pe(z+ky)(y, —y + 1) + e (z + ky)(y, —y — 1)
= (y,1 —y —2p:(x + ky))
<y,1y2<p(x+ky))

é uma ¢.-Regularizacao para o modelo.
Reescrevendo numa forma mais organizada, teremos

=y
Zs(xay>:{y_1_y 2¢(I+ky)

Estabelecemos a direcao das érbitas para o campo regularizado por meio do tipo de regiao em

S. No modelo, teremos S¢ no intervalo y = (—ﬁ, ﬁ) e S¢ no intervalo y # [ kk, lkk} no
primeiro caso, as érbitas sao transversais a S e, no segundo caso, aproximam-se assintoticamente de
S. Quanto ao ponto singular hiperbélico (n6 atrator), ele continuara existindo no Campo Z.(x,y)
e continuard sendo um noé atrator, mas sua posicao dependeréa da escolha da fungao de transicao

. Assim obtemos os retratos de fase regularizados apresentados em [1].



5 Teorema da Média

Para sintetizar os resultados dos estudos realizados no segundo semestre, iremos expor os teore-
mas (encontrados em [3]) que servem de base para o uso do Método da Média (Averaging Method),
assim como o proprio método e um exemplo numeérico simples de sua utilizacao. Por fim, usaremos
o modelo do relogio de péndulo para dar uma aplicagao pratica ao método.

5.1 Fungao Média e Solugoes Periddicas

Consideraremos o problema de valor inicial dado pela equagao

i =ef(t,x) +e%g(t,z,e), x(0) = xo. (1)

Aqui vamos assumir que f(t,z) é uma fungao periddica de periodo T na variavel t.

Definicao 18. A fungdo promediada associada a f(t,x) é definida por

T
foly) = %/0 f(s,y)ds.

Portanto, obtemos um novo problema de valor inicial o qual sera dado por

¥ =cefoly), y(0) = zo. (2)

Estudaremos como a solugao y(t) de (2) se relaciona com a solugao z(t) de (1):

Teorema 1. Levando em consideragdo os problemas (1) e (2), com z,y,zo € D C R™,t > 0. Se

i. as fungoes f,g e 0f/0x sao definidas, continuas e limitadas por uma constante M (a qual
nao depende de €) em [0, 00) X D;

ii. g é Lipschitz continua em x para x € D;
ili. f(¢t,z) tem periodo T em ¢ com funcao promediada fo(x);
iv. y(t) esta contido num subconjunto contido em D.

Entao z(t) — y(t) = O(e) numa escala de tempo 1/e.

Agora que sabemos que o uso da funcéao promediada traz solugdes proximas do problema de
valor inicial original, dadas as condigoes certas, podemos achar solucoes periddicas para o problema
apresentado. Para isso, faremos uso do proximo teorema:

Teorema 2. Considerando novamente a equagao da forma

T = Ef(t,ﬂf) + €2g<ta {E,S)

com z € D C R",¢ > 0. Supondo que f(t,z) e g(t,z,e) tém periodo T em ¢, e considerando a
equagao promediada

v =¢efo(y),

vamos supor que

i. as funcdes f,g,0f/0x,0%f/0x? e Og/Ox sao definidas, continuas e limitadas por uma cons-
tante M (a qual ndo depende de ¢) em [0,00) x D, 0 < e < gg;

ii. f(t,z) tem periodo T em t com funcdo promediada fo(x); T' é uma constante que independe
de ¢;



Se p é solugdo da equagdo promediada fo(y) = 0, com
10fo(y)/Oyly=p # 0
entdo existe uma solugdo ¢(t,¢) com periodicidade T proxima da esfera de raio p tal que
lim (t,€) = p.

Exemplo 2. Com base nesses teoremas, acharemos como construir a fungao promediada cuja
solucao se aproxima da solugao do sistema de forma:

& =—y+eP(z,y)
y= z+eQ(z,y)

Para colocar a equagdo numa forma que possamos aplicar os teoremas, precisaremos fazer uma
substituicdo e manipulagdes nos termos. Comegamos com a substituicio: = = r - cos(f),y =
r - sen(f), o que resulta em

, onde P, (Q sao fun¢oes continuas. (3)

{j; = it cos(9) — - sen(6) - 0
§=1-sen(0) +r-cos(0) - 0
colocando em forma matricial
()= (om0 = () =2 (e i) )
(3),
()=o) ) (g )
multiplicando as matrizes e simplificando, temos
(), art e am) om0 ety w0

substituindo em z, 7, de acordo com

voltamos a forma de sistema de equacoes, agora dada por

% =c [cos(@) - P(r - cos(0),r - sen(0)) + sen() - Q(r - cos(8),r - sen(@))}
Z—f =1+ ; { —sen(@) - P(r - cos(0),r - sen(0)) + cos(8) - Q(r - cos(9),r - sen(é)))]

tratando as derivadas como quocientes, dividimos 7 por 6, obtendo

dr  dr/dt € {cos(@) - P(r - cos(0),r - sen(0)) + sen(8) - Q(r - cos(8),r - Sen(ﬁ))}

do — dojdt

1+ ; [ — sen(0) - P(r - cos(0),r - sen(0)) + cos(8) - Q(r - cos(0),r - sen(@))}
agora definimos h(r,6,¢) = dr/df, queremos que a equagao fique na forma i = e f (¢, ) +e2g(t, z,¢)

utilizada no teorema da média, para isso faremos o polindémio de Taylor de primeira ordem desta
fungao h centrada em € = 0, fixando r e 6,

e [cos(@) - P(r,0) + sen(8) - Q(r, e)}

h(e) =
14+ ; [ — sen(0) - P(r,0) + cos(0) - Q(r, 9)]
dh(e) [COS“’) - P(r,0) + sen(0) - Q(r, 9)}
de

(1 + ; [ — sen(d) - P(r,0) + cos(8) - Q(r, 9)})
h(g) = h(0) + h’(0) + O(£?), temos que h(0) = 0, logo

h(e) =¢ {005(0) - P(r,0) + sen(6) - Q(r, 9)] +0(£?)

10



A partir desta forma, definimos f(r,0) = cos(0)- P(r,8) + sen(6) - Q(r, 8) e assumimos que P, Q

sao fungoes 27-periddicas em 6, segue que f é 2m-peridédica em 6 e assim chegamos a fungao média
2

dada por fo(r) = 5= [;" f(r,0)do.

L3

Portanto, pelo teorema 2, se existe raiz p, onde |0 fo(y)/0y|y=p # 0, entdo existe solucdo ¢(t,¢)
entorno do circulo de raio p tal que

lim ¢(t,€) = p.
e—0

Definigdo 19. Dada uma sequéncia de {t,}, ¢ > 0 e uma familia de solugdes ¥ de um sistema
dindmico, temos que um ciclo limite L é definido como

i. atrator, se para toda solugdo p(t) € ¥ com ¢(0) e-proximo de L temos que quando ¢, — oo
entdo ¢(t,) > x €L

ii. repulsor, se para toda solugao ¢(t) € ¥ com (0) e-proximo de L temos que quando ¢,, — —oo
entdo ¢(t,) >z €L

Para casos onde ha mais de um ciclo limite, é suficiente assumir ¢ < min{d(L;, L;)}, onde d(L;, L;)
seria a menor distancia entre quaisquer dois pontos de ciclos limites distintos.

5.2 Numero Maximo de Ciclos Limites

Estudaremos o caso onde P, sao polindmios nas variaveis x,y de grau finito, onde mostra-
remos uma maneira de determinar o nimero méaximo de ciclos limites que podemos achar pelo
método da média, dados os graus de P, Q.

Proposigao 1. Dado um sistema dindmico com z € D C R™,t > 0:

,onde P, (@ sao polindmios finitos e ao menos um nao-nulo.

& =—y+eP(x,y)
y= z+eQ(x,y)

Entao, o teorema da média pode mostrar no méximo mT_l ciclos limites na solucao deste sistema,
onde m é o maior impar tal que m < max{deg(P),deg(Q)}.

Demonstra¢ao 1. Como P, sao polinémios finitos em variaveis z,y, sabemos que existe um
n = max{deg(P),deg(Q)} e podemos reescrever os polinémios como

P(:L’, y) = Pn(xa y) = Z?—Q—j:o Qg - {Eiyj
Q(‘rv y) = Qn(xa y) = Z?—l—j:O bi,j - xty?
Ao fazer a mudanca de coordenadas © = r - cos(),y = r - sen(f), obteremos que
P (r,0) = Z?—&-j:o a; jv% - cos(6) sen(6)?
Qn(r,0) = Z?—m‘:o b i7" - cos(6)sen(6)!

é facil ver que P, e @, sao funcoes 27-periddicas em 6, portanto, podemos utilizar o resultado
anterior para criar a fungao média para este sistema.

Definido f(r,0) = cos(0) - P, (r,0) + sen(f) - Q. (r,0), temos que a fungdo média sera dada por
1 2m

fo(r) = Py f(r,0)dl, abrindo f(r,#), teremos
T Jo

1 2m n L . ] n o ‘ '
=5 [ Z ai,er‘J .cos(g)z+1sen(9)3 + Z bi,jTH_] ‘COS(Q)zsen(G)H‘l n
i+j=0 720
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porém, temos que fo% cos(0)isen(0)dd = 0 < i = 1 (mod 2) ou j = 1 (mod 2), segue que

fo% cos(0)isen(0)7df # 0 < i = j = 0 (mod 2). Portanto, tomando m fmpar € N | n—1 < m < n,
temos

m—1

1 27 2 ) ) ) )
fo(r) = ﬂ/ > {aziﬂ,gjrz”%ﬂ - cos(0)*"2sen(0)¥
0o 52

+ b pjpr 2T cos(ﬁ)%sen(ﬁ)sz] do

m—1
1 T2 ) ) 27 - .
= — Z (7‘2”2”1)[&2“1,%/ cos(0)*2sen(0)* do
i+5=0 0

, (4)
+ b2i 2541 / 005(9)2i5€”(9)2j+2d9}
0

. - . . 2 , -

para simplificar a notacao, definimos os coeficientes co;41.2; = a2,41,2; fo " cos(0)**2sen(0)¥dO e
2 . .

daij41 = baigji1 [y cos(0)*sen(0)*2df, obtemos

m—1

2 o ) 4 doi o ) 4 dos o
fo(r) = Z F2i+2i+1 (C2z+1,ZJ;T 21,2J+1)7 escolhendo ke = | Z (C2z+1,232‘|;T 21723-&-1),
i+j=0 2i4+2j+1=¢
= > ker® = kv + kar® + ksr® + 4 kpr™, onde T = {1,3,5,...,m}.
el

Dado que os coeficientes k¢ sao independentes entre si, podemos escolhé-los de modo conveniente
tal que dado & € I temos que:

Sgn(ke) = (~1)°F Sgn(ky),

ou seja, os sinais dos coeficientes nao-nulos de fo(r) serdo alternados ordenadamente, portanto,

teremos ao todo mT_l mudancas seguidas de sinais e podemos usar a Regra de Sinais de Descartes
obtendo que para toda equacao desta forma, teremos, no méaximo, mT_l raizes positivas, por fim,

precisamos apenas mostrar que sempre existe, pelo menos, um polindmio de grau m que satisfaca
esta quantidade de raizes.

Simples, construimos o polinémio

-

m

M(ry=r ] (*-1), ()
=1

logo, pela construgao de M(r), temos que o seu conjunto de solugoes reais positivas sera dado por
Sy ={l>0[M(l) =0} ={1,2,..., 271} e, pelo teorema da média, teremos entdo a existéncia de
um ciclo limite proximo a cada circulo de raio ry € S,..

m—1

Concluimos que podemos achar, no maximo, 5= ciclos limites utilizando o método da média
para o sistema dindmico dado. O

5.3 Exemplo e Solugao Numérica

Exemplo 3. Dado um sistema dindmico com z € D C R™:

#=-y+ePuley) o[ Puley) = im0 @i - Ty
jy= x+eQuz,y) Qui(z,y) = Zﬁjzobi,j'l‘zyj

Achemos um conjunto de coeficientes a; ; e b; ; tal que este sistema tenha o maximo de ci-
clos limites, por simplicidade, vamos nos restringir aos coeficientes a; o e by, ;, ou seja, teremos

P11(90, y) = Zio ;.0 - z'e Qu(%y) = 2;1:0 bO,j 'Z/j'

12
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Como o sistema dado se encaixa na forma usada na proposicao 1, sabendo que n = max{deg(P11,Q11} =

11, temos que o maior impar m tal que m < 11 é o proprio m = 11, portanto, pela equagao (4),
sua fungao sera dada por

5

1 27 27
fo(r) = — Z(rQs'H) |:a/25+1’()/ c0s(0)?572d0 + by 2511 / sen(9)25+2d9],
0 0

s=0

resolvendo as integrais, caimos na equagao

1 3 5
fo(?") = — {(CLLO + b0,1)7'('7“ + (ag,o + b073)ﬂ'*7”3 + ((15,0 + b075)71'§’l”5

27 4
35 . 63 4 231 |,
+(azo + bo,7)7T647” + (ag,0 + bo,g)W128T + (a11,0 + 50,11)775127” ,

simplificando

1 3 5
fo(r) = (a10+bo1)=r + (azo + bos)=r> + (as,0 + bo5) =7’

35 63 4 231 1
+(az,0 + bo7) 125" + (ag,0 + bo,9) 256" + (a11,0 + bo,11) 1024

Usando uma construgéo parecida com a do polinémio M(r) em (5), teremos o polindmio
1B
M(r) = 5" H(r2 — 1) = —120r + 27413 — 225¢° + 8577 — 1579 + 1L,
=1

Escolhendo os coeficientes

aio=bo1= —120 [aro=bo7= 1088
aso =bos= 9 {ago=boo = =
as0 =bos = —360 |ai1,0="0bo,11 = 52
teremos que M(r) = fo(r), e o conjunto de raizes positivas de fy serd dado pelo conjunto

S, = {1,v2,v/3,4, V5.

Portanto, pelo Teorema da Média, existe um ciclo limite entorno de cada circulo de raio ry € Sy

e achamos um conjunto de coeficientes tais que o sistema possui mT_l ciclos limites, seu maximo.

Exemplo 4. Usaremos um coédigo em Python para calcular e construir o gréafico das solugoes
numéricas do exemplo 3.

import matplotlib._color_data as mcd
import matplotlib.colors as mcolors
import matplotlib.pyplot as plt
import matplotlib.patches as mpatches
import matplotlib as mpl

import numpy as np

from scipy.integrate import odeint
from scipy import *

mpl.style.use('bmh')
fig = plt.figure(figsize=(15,15))

#definimos uma funcdo que representard nosso sistema dindmico

def Linear(X, t):
x,y = X
dx = -y + 0.001*(-120*(x**1) + 1096/3* (x**3) - 360*(x**5) + 1088/7* (x**7)
o - 640/21%(x**9) + 512/231*(x**11))
dy = x + 0.001%(-120*%(y**1) + 1096/3*(y**3) - 360*(y**5) + 1088/7* (y**7)
o - 640/21%(y**9) + 512/231*(y**x11))
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return dx, dy

#definimos o espag¢o no qual calcularemos a fungcdo por meio do numpy
tpos = np.linspace(0, 50,1000)

tneg = np.linspace(0,-50,1000)

CIs = np.linspace(l, 5, 5)

#fazemos a resolugcdo numérica do sistema por meio da fungdo odeint do scipy
for P in CIs:
xs=odeint (Linear, [math.sqrt(P-0.5),0],tpos)
x, vy =xs.T
atr = math.sqrt(xs[-1,0]**2 + xs[-1,1]*%2)
plt.plot(x, y, 1lw=0.3,label='t>0', color = 'lightsalmon')
xs=odeint (Linear, [math.sqrt(P-0.5),0],tneg)
X, y = xs.T
rep = math.sqrt(xs[-1,0]**2 + xs[-1,1]*%2)
plt.plot(x, y, 1lw=0.3,label='t<0', color = 'paleturquoise')
if P == 5.
xs=odeint(Linear, [math.sqrt(P+0.5),0],tneg)
x, y=x8.T
plt.plot(x, y, 1lw=0.3,label=(P,0), color = 'paleturquoise')
xs=odeint (Linear, [math.sqrt(P),0],tneg)
x, y = xs.T
plt.plot(x, y, lw=2,label='t<0', color = 'mediumpurple')
continue
if rep < atr:
xs=odeint (Linear, [math.sqrt (P),0],tpos)
x, y = xs.T
plt.plot(x, y, lw=2,label=(P,0), color = 'crimson')
else:
xs=odeint (Linear, [math.sqrt(P),0],tpos)
X, y = xs.T
plt.plot(x, y, lw=2,label=(P,0), color = 'mediumpurple')

#pardmetros do grdfico e legenda usados mo matplotlibd
legenda = [mpatches.Patch(color='crimson',

— label='Atrator') ,mpatches.Patch(color='mediumpurple',
— label='Repulsor') ,mpatches.Patch(color="'paleturquoise’,
— label='t<0') ,mpatches.Patch(color="'lightsalmon', label='t>0')]
plt.legend(handles=legenda)

plt.xlabel("x",fontsize=12)

plt.ylabel("y",fontsize=12)

plt.title('Retrato de Fase',fontsize=17)
plt.tick_params(labelsize=12)

plt.x1im(-3, 3)

plt.ylim(-3, 3);

plt.savefig('grafico.pdf')

Executando este codigo, obteremos o grafico da figura 1, no qual podemos observar cinco ciclos
limites bem definidos e que alternam entre ciclos repulsores e atratores, as solugoes nao-periodicas
estao coloridas de acordo com o sinal de ¢ em seus pontos, nos permitindo ver a convergéncia aos
ciclos limites, além de ilustrar a utilidade da solugao numérica em classificéa-los.
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Retrato de Fase

= Atrator
e Repulsor
t<0
t=0

Figura 1: Cinco ciclos limites bem definidos

6 Ciclo Limite Estavel de um Rel6gio de Péndulo

Aqui vamos apresentar os teoremas estudados no artigo [4], para isso precisamos primeiro
descrever a equagao usada de modelo de relégio de péndulo.
Temos que a equagao linearizada do péndulo é dada por

. . 1 .
0+ b0 + w20 ~ —p(t,0
APt 0)
onde b é o coeficiente de atrito e a parte direita da expressao representa a influéncia do mecanismo
de escape. Como os angulos esperados para esse tipo de relogio sao pequenos, temos que tal
aproximagao ¢ 6tima e serve bem como modelo. O momento angular impresso pelo mecanismo de
escape é descrito pela fungao p(t, #), dada por

o J ko) se >0
p(t,6) = {155(15) se <0 (©)

onde

0 caso contrario.

5(t) = {1 se |t — 2nm/w| < At/2

temos que At > 0 é pequeno, representando a fragdo de tempo em que ocorre o acionamento do
mecanismo de escape, semelhantemente k_ < 0 e k, > 0 sdo 0s pequenos incrementos no momento
angular dados pelo mesmo. Também vale notar que as derivadas na equagao linearizada sao em
relagao ao tempo t.

Vamos mostrar os teoremas em [4], assim como a forma do modelo que usaremos para montar

o c6digo para a solugao de um exemplo numérico com os mesmos paradmetros que M. Denny usa
em seu artigo [2].
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6.1 Teoremas

Consideremos a equacao dada por
x'(t) = h(t,x) +ef(t,x) + e%g(t, x, €) (7)

com |e| < gp suficientemente pequeno. Temos que as fungoes h, f : Rx D — R"eg: R x D x
(—e0,€0) — R™ sdo C?, T-periddicas em t e D é um aberto em R2. Vamos assumir que o sistema
nao perturbado

x'(t) = h(t,x) (8)

tem uma subvariedade de solugoes periodicas.

Deixemos que x(t, z) seja uma solugdo de (8) tal que x(0, z) = z. Escreveremos a linearizagao
do sistema através da sua solugao x(t, z) como

Y'(t) = Dah(t,z(t, 2))y 9)

Definiremos M, (t) uma matriz fundamental do sistema diferencial linear (9).

Teorema 3. Assumimos que existe um conjunto aberto e limitado V' com V C D tal que para
cada z € V, a solucdo x(t, z) é T-periddico em t; entdo consideramos a fungao

T
folz) = 3 [ M)t 2)ar

i. Seexiste a € V tal que fo(a) = 0 e det((dfo/dt)(a)) # 0, entdo existe uma solucdo T-periodica
©(t,e) — a quando & — 0.

ii. Se todos os autovalores de (dfp/dt)(a) possuem modulo diferente de 1, entdo para |e| > 0
suficiente pequeno, a solugao periddica correspondente (t, ) de (7) é hiperbolica e do mesmo
tipo de estabilidade do ponto singular a do sistema médio x'(t) = fo(x).

Teorema 4. A equagao diferencial
.. 1 .
0+ b0 + w0 = —p(t,0 1
+00 + w0 = Tp(t, ), (10)

onde a fungao p(t, 0) vem de (6), para At > 0 suficientemente pequeno tem um ciclo limite estavel
que tende a orbita periddica

k - k_ _
ﬁsin(wt) se bw > 0, Esm(wt) se bw < 0

quando At — 0.

6.2 Exemplo e Solugao Numérica

Exemplo 5. A partir do sistema (10), definindo 2 = 6 e y = 0, k_ = 0 (trataremos de um relégio
de péndulo de apenas uma batida), assim obtemos o sistema

T=1y
_ 11
{y' = —wz — by +q(t,y) )

onde

kysey>0elt—2nm/w| <e/2;
q(t’y){(; £ = 2nm/u] < e/

Usaremos os mesmos parametros que M. Denny em [2], portanto, teremos (b, k) = (0.22, 0.1s71)
como nossos coeficientes, o comprimento do péndulo serd [ = 1m e os valores iniciais (6, 6) serao
(10°,0). O codigo escrito para calcular e construir o grafico das solugoes numéricas de (11) foi
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import matplotlib._color_data as mcd
import matplotlib.colors as mcolors
import matplotlib.pyplot as plt
import matplotlib.patches as mpatches
import matplotlib as mpl

import numpy as np

from scipy.integrate import solve_ivp
from scipy import *

mpl.style.use('bmh')
fig = plt.figure(figsize=(15,15))

#definimos as funcbes que fardo o impulso

def eventO(T, z): s = T-((3/2)*(np.pi)/np.sqrt(9.7879)); return s
eventO.direction = 1

eventO.terminal = 1

def event(T, z): s = T-(2+(np.pi)/np.sqrt(9.7879)); return s
event.direction = 1

event.terminal = 1

#definimos uma funcdo que serd a base do mosso sistema dindmico
def linear(t, z):

x = z[0]
y = z[1]
dxdt =y

dydt = -9.7879%x - 0.22%y
dzdt [dxdt, dydt]
return dzdt

~

#aqui temos os walores iniciais, temos 10° = 0.174533 rad, e o intervalo de t
z0 = [0.174533,0]
t = np.linspace(0, 5, 100000)

#aqui serd realizado o plot da fungdo e também adicionados os incrementos k_+
for p in range(0,21):
if p == 0O:
res = solve_ivp(fun=linear, t_span=[0, 5],
< y0=2z0,dense_output=True,t_eval=t, events=eventO)
else:
res = solve_ivp(fun=linear, t_span=[0, 5],
— y0=2z0,dense_output=True,t_eval=t, events=event)
x = res.y[0, :]
y = res.yl[1, :]
x1= res.y[0, -1]
y1= res.yl[1, -1]
z0= [x1,y1+0.1]
plt.plot(x*180/np.pi, y, 1lw=0.3, color = 'crimson')
plt.plot(np.array([x1+180/np.pi,x1*180/np.pil) ,np.array([lyl, (y1+0.1)]1),
— 1lw=0.3, color = 'crimson')

#pardmetros do plot
plt.xlabel("",fontsize=12)
plt.ylabel("d/dt",fontsize=12)
plt.title('Retrato de Fase',fontsize=17)
plt.tick_params(labelsize=12)
plt.savefig('péndulo.pdf')
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Retrato de Fase

0.6-

0.2-

de/dt

0.0-

—02-

-75 -5.0 -25 0.0 25 5.0 75 100
Figura 2: Um ciclo limite bem definido

Ao rodar o codigo, obtemos a figura 2, onde podemos ver a formagao do ciclo limite estavel
discutido anteriormente, semelhante ao obtido no artigo [2]. Assim concluimos o exemplo e resul-
tados obtidos durante o projeto.
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