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Resumo

Certos fendmenos continuos que ocorrem, principalmente, na Engenharia (como, por exem-
plo, controle de sistemas), devido a certas particularidades técnicas sdo modelados por equagoes
diferenciais com o segundo membro descontinuo. Esse fato nos motivou a plantear o seguinte
problema: seja X um campo vetorial suave bidimensional definido em uma variedade com
bordo M numa vizinhanca da origem. Podemos considerar o mergulho natural do campo X
no espago de campos de vetores suaves por partes (Z(X) = (X, X)). Nesse contexto, primei-
ramente estudamos esse mergulho restrito ao subespacgo dos campos vetoriais possuindo certas
propriedades simétricas (sistemas com refracdo). Mostramos que se X é um campo estrutu-
ralmente estavel entao Z também serd estruturalmente estavel dentro do espago dos campos
com refracdo, o que nao acontecera no caso geral. Nos casos onde X ocorre genericamente a
um parametro, exibimos as respectivas formas normais e os correspondentes diagramas de bi-
furcacao. Estudamos também o comportamento local de bifurcagdes genéricas locais em torno
de singularidades tipicas em contexto mais geral. Por fim, investigamos a existéncia de orbitas
fechadas isoladas de uma perturbagio linear descontinua de um campo vetorial Z(X) quando
o conjunto de descontinuidade ¢ uma variedade algébrica no plano e X possui um centro linear
na origem.

Palavras-chave: Sistemas de Filippov, Teoria da bifurcacao, Campos vetoriais desconti-
nuos.



Abstract

Certain continuous phenomena that occur mainly in Engineering (e.g. control systems)
due to certain technical particularities are modeled by differential equations with discontinuous
righthand sides. This fact has motivated the following problem: let X be a two-dimensional
smooth vector field defined on a manifold with boundary M in a neighborhood of the origin.
We can consider the natural embedding of X at the space of the piecewise smooth vector fields
(Z(X) = (X, X)). In this context, firstly we studied this restricted embedding on the subspace
of vector fields that have certain symmetry properties (refractive systems). We showed that
when X is a structurally stable field, then Z will also be structurally stable in the space of
refractive fields. This will not happen in the general case. When X occurs generically in
one-parameter, we presented their normal forms and the corresponding bifurcation diagrams.
We also studied the local behavior of local generic bifurcations around typical singularities in
a more general context. Finally, we investigated the existence of isolated closed orbits of a
discontinuous linear perturbation of a vector field Z(X) when discontinuity set is an algebraic
manifold and X has a linear center at the origin.

Keywords: Filippov systems, Bifurcation theory, Descontinuous vector fields .
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Capitulo 1

Introducao

Sejam X.,Y : U C R? — R? campos vetorias suaves definidos em uma vizinhanca U da
origem. Considere f : U C R? — R uma funcao que tem 0 como valor regular. Assim,
M = f71(0) N U é uma subvariedade regular de codimensao 1. A variedade M divide o aberto
U em dois conjuntos abertos:

Mt ={zeU;f(z) >0} e M ={xeU;f(x) <0}

Denotamos por s 0 espago dos campos vetoriais suaves definidos em {z € U; f(x) > 0}
(ouem {x € U; f(x) < 0}). No capitulo 2 (se¢do 2.1) definimos alguns conceitos e apresentamos
alguns resultados sobre campos vetoriais continuos definidos em variedades com bordo ([16]).
No trabalho [17], M.A. Teixeira estuda as singularidades genéricas para campos vetoriais desse
tipo.

Seja € o espago de todos os campos vetoriais suaves por partes Z = (X,Y") definidos por

X(z) se xzeMt

() = { Y(z) se xze M~ (1.0.1)

A dindmica de Z em M™ (respectivamente, Z em M~) é dada pelo campo vetorial X
(respectivamente, Y). Convencionamos que a dindmica de Z sobre M é dada pela convengao
de Filippov (para mais detalhes, veja [6]). Chamamos M de variedade de descontinuidade. Um
campo vetorial suave por partes dessa forma é chamado sistema de Filippov. No capitulo 2
(secao 2.2) estabelecemos a notacao e definimos alguns conceitos sobre sistemas de Filippov
que nos serao uteis no decorrer do texto.

Um grande nimero de problemas da mecanica, engenharia elétrica, teoria de controle auto-
maético sdo descritos por sistemas nao-suaves (veja, por exemplo, [1], [9]) e mais recentemente,
tem tido crescente uso em campos como a ecologia, economia e neurociéncia (veja por exemplo,
(18], [13], [12], [10], [3], [8]). Por essa razao, esses sistemas tem sido objeto de estudo de um
grande nimero de artigos.

Alguns conceitos basicos da teoria qualitativa sdao estabelecidos e desenvolvidos em [6]. Em
[11], os autores classificaram e estudaram todas as bifurca¢oes de codimensdo um e também
algumas bifurcagoes globais. Complementando esse trabalho, em [7], Guardia, Seara e Teixeira
apresentaram uma classificagdo preliminar das bifurcagoes de codimensao dois.

Descontinuidades sao usadas, entre outros, para modelar eventos, tais como impactos, que
embora suaves sao “altamente” ndo lineares (para mais detalhes veja, [14], [4]). Por exemplo,
em [13] J. Leifeld estudou um exemplo envolvendo um modelo conceitual climético, o modelo de
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convecgao do oceano de Welander ([18]). Nesse modelo, Welander estuda a circulagdo ocednica
dividindo o oceano em duas regides, o oceano de superficie e o fundo do oceano. A mistura entre
as duas regioes é regida por uma func¢ao definida por partes, para demonstrar uma transicao
abrupta entre um estado de mistura e um estado de nao mistura. Esta funcao descontinua é uma
simplificacao de uma fungao suave correspondente que representa o oceano “real”. No trabalho
[13], a autora observou que o comportamento oscilatério se encontra tanto no sistema suave
quanto no suave por partes, e que embora as bifurcagbes nao sejam exatamente as mesmas, o
sistema nao suave pdde dar informacgoes sobre o comportamento do fenémeno continuo.

Nesta direcao, estabelecemos o principal objetivo de nosso trabalho: o efeito de perturbacgoes
descontinuas de um campo vetorial suave X. Assim, consideremos um campo vetorial suave
X definido em uma variedade com bordo M (X € xj). Podemos considerar o campo X
como um sistema no conjunto dos campos vetoriais descontinuos (isto é, podemos considerar
Z = (X,X) €Q). De forma mais precisa, consideramos o mergulho:

A:xvr — xXm X X

X 1—s (X, X)

Nesse contexto uma pergunta natural surge: Existe uma relagao entre a estabilidade de X
sobre xj e a estabilidade de Z = (X, X)) sobre Q7

A seguir exibimos um exemplo onde a estabilidade estrutural de X sobre y,; implica na
estabilidade estrutural de Z sobre (2.

Exemplo 1.0.1. Considere uma vizinhanca U da origem, f : U C R? — R dada por f(z,y) =y
e M = f~(0)NU. Seja X € x tal que todos os pontos p € M sao pontos M-regulares (ou seja,
X(p)#0eXf(p)#0 ¥V pe M). Sabemos da teoria de estabilidade estrutural para campos
vetoriais suaves definidos em uma variedade com bordo que X é estruturalmente estavel em
Xum- Por outro lado, em [7] é provado que Z = (X, X) é equivalente a

X:<(1)> se y>0

Z(x,y) = (1.0.2)

}7:<(1)> se y<0

em uma vizinhanca U de p. Ou seja, Z é estruturalmente estavel em ).

Embora no exemplo anterior a estabilidade de X € xj; tenha implicado na estabilidade de
Z = (X, X) € Q, esse fato nao é verdadeiro para todos os campos vetoriais (veja o exemplo
seguinte).

Exemplo 1.0.2. Sejam U, f e M como no exemplo anterior. Considere X € x,; tal que
Xf(0)=0e X2f(0) > 0, ou seja, o campo X possui contato quadratico na origem (nesse caso,
chamaremos a origem de uma singularidade do tipo dobra visivel). Em [16], é provado que X
é estruturalmente estavel em y,; e uma forma normal para X pode ser dada por X = (1,x).
Por outro lado, um desdobramento genérico para Z = (X, X) em 2 pode ser dado por:

(L,a+z) se y>0

(L,z) se y<O0 (1.0:3)

Zo(w,y) = {
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O diagrama de bifurcacao para essa singularidade esté representado na figura 1.1.

(a) a <0 (b) a=0 (c)a>0

Figura 1.1: Diagrama de bifurcacao do desdobramento 1.0.3

Portanto, Z = (X, X) ndo é estruturalmente estavel sobre €.

Tendo em mente entao que a estabilidade estrutural de X € x,; nao garantirda em geral a
estabilidade estrutural de Z = (X, X) € Q estaremos interessados em estudar as bifurcagoes de
Z = (X, X) sobre . Estudamos no capitulo 3, Z = (X, X) restrito a subconjuntos dos campos
vetoriais suave por partes possuindo certas propriedades simétricas. Mais especificamente, na
secao 3.1, estudamos o efeito de perturbagoes de campos vetoriais Z = (X, X) sobre o conjunto
de todos os campos vetoriais Z = (X,Y’) tais que a origem é um ponto critico hiperbédlico
nao degenerado do tipo né ou sela para os campos X e Y (denotamos esse conjunto por
,). Mostramos na proposigao 1 que sob certas condigoes, o campo vetorial Z = (X, X) é
estruturalmente estavel em €2,,.

Em seguida, na secao 3.2, estendemos nosso estudo para o conjunto de todos os campos
vetoriais Z = (X,Y) tendo a propriedade X f(p) = Yf(p) V p € M (Usamos a notagao
X f(p) para denotar a derivada de Lie ao longo do fluxo de um campo X, dada por X f(p) =<
X,V f > (p)). Denotamos esse conjunto por g s. Esses sistemas sao conhecidos como sistemas
com refragdo. A principal motivagdo para o estudo de sistemas com refragdo estd em [5],
onde o problema classico de calculo de variacoes foi tranformado em classificar singularidades
genéricas tipicas de campos vetoriais Hamiltonianos com refracao. Sistemas com refracao foram
estudados também em [2] onde o objetivo era classificar as singularidades de codimensao um e
dois do campo vetorial tridimensional com refragdo Z = (X,Y’) quando X e Y possuem contato
quadratrico na origem. No teorema 3.2.1 mostramos que quando X ¢é estruturalmente estavel
entdo Z = (X, X) também serd estruturalmente estavel em Qp.;. Quando X tem codimensao
um estudamos desdobramentos de Z = (X, X) em Qg (veja teorema 3.2.3). Para cada um
dos casos, encontramos também o diagrama de bifurcagao.

No capitulo 4 estudamos desdobramentos locais de Z = (X, X') sobre {2 quando X apresenta
uma M-singularidade na origem (veja defini¢ao 2.1.1). Estudamos para cada um dos casos seus
diagramas de bifurcagdo. Vimos que para os casos onde X possui uma singularidade do tipo sela
ou cuspide, existem infinitas hipersuperficies de bifurcacoes relacionadas com o aparecimento
de orbitas heteroclinicas e homoclinicas.

Por fim, no capitulo 5 estudamos o efeito de uma perturbagdo descontinua em um centro
linear suave quando a variedade de descontinuidade é dada pelos zeros da funcao f(z,y) = zy.
Mais precisamente, estudamos campos vetoriais do tipo:

| Xaplzy)=(—y+a,x+5) se 2y>0
Z(z,y) —{ Ks,w(l‘,y) =(—y+6z+w) se xy<0 (1.0.4)
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Estamos interessados em investigar a existéncia de érbitas fechadas as quais daremos o nome
de (n,k) pseudo ciclos (para mais detalhes veja a definigdo 5.0.1). Mostramos que é possivel
encontrar valores para os pardmetros de 1.0.4 de forma que o sistema Z = (X, g, Ys5.,) possua
uma unica 6rbita fechada (veja Teorema 5.0.4).
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Capitulo 2

Preliminares

Nesse capitulo vamos introduzir alguns conceitos basicos e defini¢bes os quais nos serao
uteis no decorrer do texto. Apresentamos a terminologia, conceitos e alguns resultados relacio-
nados a estabilidade de campos vetoriais definidos em uma variedade com bordo introduzidos
em [16]. Posteriormente introduzimos algumas defini¢oes e convengoes para campos vetoriais
descontinuos, bem como apresentamos alguns resultados sobre estabilidade estrutural de tais
campos.

Vamos assumir que U é uma vizinhanca da origem em R? e que existe uma funcao f : U C
R? — R tendo 0 como um valor regular e M = f~1(0). A variedade M divide o aberto U em
dois conjuntos:

MF={e €U f(z) 20} e M ={reU;f(z) <0}

2.1 Bifurcagoes Genéricas em Variedades com Bordo

Denote por xs, o conjunto de todos os campos vetoriais suaves definidos em U e seja
X = X|57/7 um campo vetorial em y ;.

Definigao 2.1.1. Um ponto p € M é uma singularidade do campo X se X(p) = 0 ou se
X(p) #0e Xf(p) =0. Quando X(p) = 0 dizemos que p é um ponto critico de X. O conjunto
de pontos em M onde X f(p) = 0 é chamado o conjunto singular de X.

Existem dois tipos de tangéncias entre X e a variedade M.

Definicao 2.1.2. Um campo vetorial X tem uma singularidade dobra em um ponto p € M
se Xf(p) = 0e X2f(p) # 0. Nesse caso, dizemos que o contato entre a érbita de X e M ¢é
quadratico.

Definicao 2.1.3. Um campo vetorial X tem uma singularidade do tipo ciispide em um ponto
p€ Mse Xf(p) =0, X?f(p) =0e X3f(p) # 0. Nesse caso, dizemos que o contato entre a
orbita de X e M ¢é cubica.

Definicao 2.1.4. Um campo vetorial X em um espago topoldgico X é dito ser estruturalmente
estdvel sobre um conjunto C C X (respectivamente relativo a C) se existe uma vizinhanga V' de
X em X, tal que, para todo Y na componente conexa de X em C (respectivamente em VN C),
existe um homeomorfismo hy : M — M aplicando arcos de érbita de Y em arcos de érbita de
X, preservando sua orientacgao.
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Denotamos por ¥y o conjunto de todos os campos vetoriais estruturalmente estaveis em x s
e X7 o conjunto dos campos vetoriais de codimensao 1 em x ;.
Iremos usar nos capitulos seguintes o teorema a seguir que é provado em [16].

Teorema 2.1.5. Seja U uma vizinhanga da origem, f : U C R? — R dada por f(z,y) =y e
M = f~1(0). Entao:

1. X € 3y se e somente se X é equivalente a uma das seguintes formas normais:

e X(z,y) =(0,1) (caso regular);
o X(z,y) = (1,0x) with 6 = £1 (singularidade dobra).

2. Qualquer familia a um pardmetro Xy, (A € (—¢,€)) em x,y, transversal a ¥; em X, tem
uma das seguintes formas normais:

o Xu(z,y) = (1, A+ 2?) (singularidade cuspidal);

o Xi(z,y) = (ax,z + by + \), a = £1, b = £2 (singularidade nodal);
o Xy(z,y) = (z,z —y+ A) (singularidade do tipo sela);

o Xy(z,y) = (r+vy,—r+y+ A (singularidade focal).

O teorema acima nos diz que uma M-singularidade de codimensao 1 de X € xj; € uma
cuspide ou um ponto critico hiperbdlico de X. Ainda mais, as variedades invariantes de X
(estével, instavel) sdo transversais a M.

Observacao 2.1.6. Dado X € ¥, as seguintes 6rbitas sao distinguidas:

1. uma variedade invariante de um ponto de sela p € M;
2. uma variedade invariante forte de um ponto nodal p € M;

3. uma o6rbita de X tangente a M em p.

Assim, qualquer C° equivaléncia entre dois elementos de y,; deve necessariamente preservar
tais drbitas.

2.2 Sistemas de Filippov

Considere xjp; o espaco de todos os campos vetoriais suaves sobre uma variedade N
munido com a topologia C”, f : N — R uma funcio tal que 0 é um valor regular e f~1(0) = M
¢ uma subvariedade de N. Consideramos entao {2 o conjunto de todos os campos vetoriais sobre
M tais que

Y(z) se f(x)<0’

onde, X, Y € x,. Podemos considerar 2 = s X xas e dotarmos esse conjunto com a topologia
produto. Assim nés detonamos todo elemento de 2 por Z = (X,Y).

Dado Z = (X,Y) em Q , Filippov (em [6]) descreveu 3 formas bésicas de dindmica que
ocorrem em M, dependendo da orientagao do campo vetorial em ambos os lados da superficie
M. Sao elas:

Z(z) = { X(z) se f(x)>0 (2.2.1)
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1. Regiao de Costura (M°): Caracterizado por (Xh)(Yh) > 0. Nesse caso, a compo-
nente do campo vetorial normal a M tem a mesma dire¢ao sobre ambos os lados.

2. Regiao de Escape (M°): Caracterizado por Xh > 0 e Yh < 0. A solugao através
de um ponto p € M segue a o6rbita do campo que tem a maior componente normal com
respeito a M.

3. Regido de Deslize (M?): Caracterizado por Xh < 0 e Yh > 0. Nesta regido definimos
um campo vetorial Z¢ = Z4(X,Y) (chamado campo vetorial de deslize associado a Z =
(X,Y)) definido da seguinte maneira: Se p € RD, entdo Z%(p) denota o vetor no cone
gerado por X(p) e Y(p) tangente a M. Observe que se X(p) e Y(p) sdo linearmente
dependentes entdo p é um ponto critico de Z¢ (chamado pseudo equilibrio de 7).

N
///

(a) Regiao de costura b) Regiao de escape c¢) Regiao de deslize

Figura 2.1: Dinamica na variedade de descontinuidade M de um sistema bidimensional suave
por partes.

Yf(p)X(p) — Xf(p)Y(p)
Yf(p)— Xf(p)

Definicao 2.2.1. A trajetéria local de um campo vetorial de Filippov da forma 2.2.1 através
de um ponto p é definido como segue:

7% = (2.2.2)

e Parape M oupe M, a trajetoria local por p é dada pela trajetoria local relativa ao
campo X ou Y, respectivamente.

o Para p € M€, a trajetéria local de Z = (X,Y) por p é dada pela concatenagdo dos
segmentos de orbitas de X e Y.

o Para p € MU M¢® existem infinitas solugoes do campo Z = (X,Y) que serdo dadas pela
solugao do campo deslizante 2.2.2 ou pela concatenacao de segmentos de trajetérias de X
ou Y passando por p com segmento do campo vetorial deslizante 2.2.2 comecando em p.

Definicao 2.2.2. As singularidades de um campo vetorial de Filippov sao:

e p € M* tal que p é um equilibrio de X ou Y, isto é, X(0) = 0 ou Y(0) = 0 respectiva-
mente.

e p€ M?U M?® tal que p é um pseudoequilibrio, isto é, Z%(p) = 0.

o pEOMCUIMIUOIME, isto é, os pontos de tangéncias (regulares e singulares).
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Definig¢ao 2.2.3. Seja Z = (X, X) um sistema de Filippov.

1. Sep ¢ M e X(p) = 0, entdo p é dito um ponto de equilibrio invisivel de X . Caso
contrario, p é chamado ponto de equilibrio visivel de X.

2.Sep¢ M~ eY(p) = 0, entdo p é dito um ponto de equilibrio invisivel de Y. Caso
contrario, p é chamado ponto de equilibrio visivel de Y.

Definicao 2.2.4. Uma separatriz instavel é ou:

o Uma orbita I' que ¢é a variedade invariante instavel de um ponto de sela regular p € M+
de X oupe M~ deV, isto é,

I'={qeU talque ¢?(q) ¢ definida para t € (—00,0) e tgr_n ©Z(q) = p}.

Denotamos por W#(p).

o Uma orbita regular que tem uma singularidade distinguida p € M como um ponto de
partida. Denotamos por W4 (p), onde o subescrito & significa que ele deixa p para M=,

ratriz Avei a ni n mente. um ratriz é
Separatrizes estaveis W¢(p) e W¢(p) sao definidas analogamente. Se uma separatriz é
simultaneamente estavel e instavel ela é uma separatriz de conexao.

Definicao 2.2.5. Dados Z, Z € Q, nés dizemos que Z e Z sdo C° equivalentes se existem
vizinhancas abertas U e V' de p em M e um homeomorfismo M-invariante f : U — V que envia
6rbitas de Z em 6rbitas de Z. Dessa definicdo o conceito de estabilidade estrutural em I é
naturalmente obtido.

Em [7], vimos que as bifurcagoes locais de codimensao 1 de um campo vetorial de Filippov
Z = (X,Y) com superficie de descontinuidade M = {(z,y); f(z,y) = 0} podem ser classificadas
como:

1. Singularidade dobra-dobra: ambos os campos vetoriais tem uma tangéncia quadratica no
mesmo ponto p € M. Isso é, X f(p) =0, Y f(p) =0, X2f(p) #0e Y2f(p) # 0.

2. Singularidade Cuspide regular: X tem um ponto cuspidal em p € M enquanto Y é
transversal a M. Isto é, X f(p) =0, X?f(p) =0, X3f(p) #0 e Y f(p) # 0.

3. Z% tem uma singularidade sela-né em p € M4 U Me¢. Isto é, Z4(p) = 0, (Z%)'(p) =0 e
(Z29)"(p) # 0.

4. X tem um ponto critico hiperbdlico nao degenerado p € M enquanto Y ¢ transversal
a M. Isto é, X(p) = 0, e os autovalores de DX (p) tem parte real diferente de zero e

Y f(p) # 0.
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Capitulo 3

Bifurcacoes com Vinculo

Nesse capitulo estudaremos as bifurcagoes de Z = (X, X)) quando restritas a dois subconjun-
tos €, e Qper de 2 tais que se Z = (X, Y) € 2, UQg.s entdo os pontos M-singulares de X e Y
coincidem numa vizinhanca de um ponto p € M. Como ja estabelecido anteriormente, estamos
denotando a variedade de descontinuidade por M = f~!(0). Primeiramente, consideraremos o
subconjunto dos campos vetoriais Z = (X, Y’) tais que o ponto p é um ponto critico hiperbélico
com autovalores reais dos campos vetoriais X e Y. Em seguida, consideraremos o subconjunto
dos campos vetoriais Z = (X, Y) tais que para todo p € M temos X f(p) =Y f(p). E claro que
nesse ultimo caso os pontos de tangéncia dos campos X e Y coincidem.

3.1 Campos vetoriais com um tunico ponto de equilibrio
fixado em M

Considere p € M, U uma vizinhanca suficientemente pequena de pe f : U — R dada
por f(x,y) =y, ouseja, M = {(x,0); x € R}. Defina x, da seguinte forma:

Definicao 3.1.1. x, ¢ o conjunto dos campos vetoriais X em xjs tais que:
L X(p) =0;
2. os autovalores de DX (p) sdo reais, nao nulos e possuem modulos diferentes;

3. as variedades invariantes de X sao transversais a M.

Denotamos por €2, o conjunto de todos os campos Z = (X,Y') € ) tais que X, Y € x,. B
claro que se X € x, entdo Z = (X, X) € Q,. Estamos interessados em estudar a estabilidade
estrutural de Z = (X, X)) sobre €,.

Proposigao 1. Se X € x, entio Z = (X, X) ¢é estruturalmente estdvel sobre §),,.

Demonstracao. Sejam X € x s satisfazendo as hipoteses do teorema e A\; e Ay os autovalores
de DX (p). Como p é um ponto de equilibrio hiperbélico de X (ou seja, A\; # 0 e Ay # 0) o
teorema de Hartman-Grobman (para maiores detalhes veja [15]) garante que numa vizinhanca
de p o campo vetorial X é equivalente a DX (p).
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Do estudo classico de equagoes diferenciais teremos que as 6rbitas do campo vetorial DX (p)
¢ dada por:

Pi(c1,ca) = cntet + conet?, (3.1.1)

onde 1! e n? sao os autovetores associados a A\; e \y.
Assim teremos duas possibilidades:

1. Se sgn(A;)=sgn(A2) o ponto p serd um ponto de equilibrio hiperbélico assintoticamente
estavel se os autovalores sdo negativos e instével se os autovalores sao positivos (Esse tipo
de singularidade é chamada nodal);

2. Se sgn(A1) # sgn(\y) entdo as tnicas solugdes que passam pelo ponto p sdo aquelas que
iniciam na reta contendo os autovetores. (Esse tipo de singularida é chamada de sela);

Dessa forma, vamos estudar os dois casos separadamente.

o Suponha que sgn(A;) = sgn(A2). Sem perda de generalidade, vamos considerar o caso
que 0 < Ay < Ag. Considere uma vizinhanga suficientemente pequena V de Z = (X, X)e
seja Z = (X,Y) e VNQ,.

Como Z €V N (2, entao p ¢ um ponto de equilibrio hiperbdlico do tipo né instével para

X e Y. Vamos construir um homeomorfismo h preservando M que envia érbitas de Z em
orbitas de Z.

W,

A

/f

(a) Z (b) Z

Figura 3.1: Construcao do homeomorfismo h que envia érbitas de Z em 6rbitas de Z.

Sejam W) (respectivamente W) a variedade instdvel forte (respectivamente, fraca) de X
, e Wi (resp. W, WL, W?) a variedade instavel forte de X (resp. variedade instével
fraca de X, variedade instavel forte de Y, variedade instavel fraca de Y).

Considere também duas curvas v e 4 como na figura 3.1 de forma que 7y seja ortogonal
as trajetorias do campo X, e 7 seja ortogonal as trajetorias do campo X.

Considere entdo uma funcio h tal que h(q) = ¢ ¥V q € M, h(W?) = Wi, N M* e
h(v) =7

Assim, se ¢; € M a esquerda de W}, pelo teorema da funcio implicita, exite ¢(g) > 0
tal que ¢ (t(q1), ¢1) = ¢ € M. Defina entdo h(¢:) = px(—t(q1), q1)-
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Figura 3.2: Construcdo do homeomorfismo h que envia érbitas de Z em 6rbitas de Z em M.

Analogmente, se ¢ € M" a esquerda de W3, temos que existe ¢(g) < 0 tal que
¢x(t(G2), 2) = ¢2 € M. Entdo h(q) = ox(—t(q). ¢2)-

Agora, se ¢ pertence a regido delimitada por W}r e Wi, entao exite () (que pode ser
positivo ou negativo) tal que ¢z (t(§),q) = & € 4. Entao defina h(q) = px(—t(q), h(@)).

De forma analoga construimos h sobre a regiao M.

Assim, definimos uma funcéo h que preserva M e envia 6rbitas de Z em érbitas de Z.
Agora, para cada ¥ numa vizinhanca suficientemente pequena de p, pela construcao de
h, existem sy € R, z numa vizinhanca de 0 tal que ¢x(so,x) := h(Z). Assim, usando o
teorema da dependéncia continua com respeito as condig¢oes iniciais concluimos que h é
continua. Analogamente, podemos concluir que h~! também é continua e portanto h sera
um homeomorfismo.

e Suponha que sgn(A;) # sgn(A2). Sem perda de generalidade, vamos considerar o caso
que A; > 0 > Ay. Considere uma vizinhanga suficientemente pequena V de Z = (X, X)e
seja Z = (XT,X7) e VNnQ,.

Como Z € V N €2, entdo p é um ponto de equilibrio hiperbélico do tipo sela para X+ e
Y.

Sejam W3 (respectivamente W, W, W") a variedade estavel de X* (respectivamente,
variedade instavel de X, variedade estdvel de X~ e variedade instdvel de X ), e W*

(resp. W") a variedade estavel (resp. instavel) de X. Considere também duas curvas
e 4 como na figura 3.3.

Figura 3.3: Construcao do homeomorfismo h que envia érbitas de Z em 6rbitas de Z.

Iremos construir o homeomorfismo que conjuga Z a Z.
Considere h tal que h(q) =q¢ YV g€ M, h(W}) = W*N My, h(W3) = W*NXy e
h(y) = 7.
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Assim, se ¢; € M™* a esquerda de W3, temos que exite ¢(¢;) > 0 tal que px+(t(G1),q1) =
¢1 € M. Defina entao h(¢1) = ox(—t(Gq1), ¢1)-

~
/

Wi W 1) -
@ i ®@ h(d@) h(d) h@p) X
\1 / " \ //
® ¢ by N
Q1 a2 Q@ 0@
(a) Z (b) Z

Figura 3.4: Construcdo do homeomorfismo h que envia érbitas de Z em 6rbitas de Z em M.

Analogmente, se ¢ € M7 a esquerda de WY}, temos que existe ¢(¢,) < 0 tal que
px+(t(d2), G2) = g2 € M. Entao h(G2) = ox(—t(q2), ¢2)-

Agora, se ¢ pertence a regiao delimitada por W$ e W¥, entdo exite t(§) (que pode ser
positivo ou negativo) tal que px+(t(g),q) = & € 7. Entao defina h(q) = vx(—t(q), h(&)).

De forma analoga construimos h sobre a regiao M_.

Assim, definimos uma funcio h que preserva M e envia érbitas de Z em érbitas de Z.
Analogo ao caso anterior, usando o teorema da dependéncia continua com respeito as con-
di¢oes iniciais concluimos que h e h™! sao continuas. Portanto h serd um homeomorfismo
que conjuga ZalZ.

O

3.2 Campos vetoriais com refracao

Vamos denotar por Q2g.; o conjunto de todos os campos em () tendo a propriedade
X f(p) =Y f(p) para todo p € M.

Esses sistemas sdo conhecidos como sistemas com refracao (‘refractive systems’).

Se Z = (X,Y) € Qprey, entdao X f(p)Y f(p) = X f(p)* > 0V p € M, ou seja, para sistemas
com refragao existe somente regiao de costura. Além disso, se p € M é um ponto singular do
campo de vetores X e Z = (X,Y) € Qg.y, entdo p também é um ponto singular do campo de
vetores Y, ou seja, o conjunto singular de X coincide com o conjunto singular de Y.

E claro que todo campo vetorial descontinuo do tipo Z = (X, X) é também um campo com
refracao.

Estamos interessados em estudar bifurcagoes do campo Z = (X, X)) em Qpes.

3.2.1 Campos vetoriais estruturalmente estaveis em p¢

Nessa segao, caracterizamos os sistemas Z = (X, X) que sdo estruturalmente estaveis em

Qpes-
Seja X estruturalmente estavel em y s, onde a variedade M é dada pelos zeros da funcao
f(z,y) = y. Pelo teorema 2.1.5, X é equivalente a uma das seguintes formas normais:

1. X(z,y) = (0,1). Nesse caso, temos que X f(z,y) = 1 e portanto X é M-regular.



CAPITULO 3. BIFURCACOES COM VINCULO 23

2. X(z,y) = (1,0x) com § = +1. Nesse caso, X f(z,y) = +z e X?f(z,y) = +1 e portanto
a origem ¢ um ponto de dobra para o campo X.

Teorema 3.2.1. Se X ¢é estruturalmente estavel em y,s entdo Z = (X, X) ¢é estruturalmente
estavel em Qpcy.

Demonstragcio. Se X é estruturalmente estavel em yj; entdo pelos comentarios anteriores,
teremos que X ¢ equivalente a X (z,y) = (0,1) ou a X(z,y) = (1,0x). O primeiro caso, ou
seja, quando X é M-regular é andlogo ao feito em [7] e por isso nos atentaremos ao caso quando
X possui um ponto de dobra na origem. De fato, vamos mostrar que existe uma vizinhanga W
de Z = (X, X) de forma que se Z = (X,Y) € Qpey N W entdo Z é M-equivalente a Z.

Considere X = (1, ) (o caso § = —1 é tratado de maneira similar). Como X é estrutural-
mente estével, existe uma vizinhanca U em y,, tal que se X € U entdo X é equivalente a X |
ou seja, existe € M em uma vizinhanca da origem tal que X f(p) = 0 e Xzf( p) > 0. Dessa
forma, existe uma vizinhanca W = U x U em Q = s X yar tal que se Z = (X Y) € WNQgey
entdo X f(p) = 0 (consequentemente Y f(p) =0 ) e X2f(p), Y2f(p) > 0.

Vamos construir um homeomorfismo & preservando M que envia érbitas de Z = (X,Y) em
érbitas de Z = (X,Y), onde Y = X = (1, 2)

We(p) Wi(p) W) W)

(b) Z

Figura 3.5: Construcao do homeomorfismo h que envia érbitas de Z em 6rbitas de Z.

Identifique § com p = 0, isto é, h(p) = 0. Sejam W€(j) uma separatriz estdvel de X
(respectivamente W¢(p) uma separatriz estavel de X) e W(j) uma separatriz instavel de X
(respectivamente W¥(p) uma separatriz instavel de X). Identifique entdo W¢(p) com W¢(p)
por uma reparametrizacao pelo comprimento de arco e identifique também W*(p) com W*(p)
(isto é, h(We(p)) = We(p) e h(Wi(p)) = Wi(p)). Identifique M_ = {x € M;z < p} com
M_ = {z € M;z < 0} pelo comprimento de arco (ou seja, h(M_) = M_).

Considere § € W*(p) (respectivamente, ¢ € W¢(p)) e T (respectivamente T}) uma secio
transversal a X (respectivamente X ) passando por ¢ (respectlvamente q). ldentifique T, com
T, (isto é, h(Ty) = Ti) pelo comprimento de arco. Seja ¢ € Ty um ponto & esquerda de §.
Usando o teorema da funcéo implicita (TFI), existe um tempo ' > 0, dependendo de gy, tal
que oz (t1,G) == p € M_. Como h(M_) = M_ temos que existe p; € M_ tal que h(p;) = p.
Novamente pelo TFI, existe t; < 0 (dependendo de py) tal que px(t1,p1) := ¢ € T1).

Usando a notagéo ol (X) para denotar o segmento de érbita de X ligando ¢; a p;, podemos

entao identificar o com ¢! (X) pelo comprimento de arco (ou seja, h(ag%) = ol (X).

De maneira andloga, considere § € W¥(p) (respectivamente, y € Wi(p)) e Ty (respectiva-
mente T5) uma secao transversal a X (respectlvamente X) passando por ¢ (respectlvamente
y). Identifique Ty com T (isto é, h(Tg) = T3) pelo comprimento de arco. Seja Go € T

um ponto a direita de . Pelo TFI existe um tempo > < 0, dependendo de ¢, tal que
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0x(t2, o) == Po € M+ Como p é uma singularidade dobra, pelo TFI temos que existe t3 < 0
tal que @ (fs, Po) := ps € M_. Assim, existe ps € M_ tal que h(ps) = ps. Como p = 0 é uma
singularidade dobra, existe t3 > 0 tal que @y (t5, p3) := p2 € M. Identifique 05:; (Y) com ab2(Y)
(isto &, h(ag; (Y)) = ob2(Y)) pelo comprimento de arco.

Novamente pelo TFI, existe t; > 0 tal que @x(t2,p2) := g2 € To. Identifique entao oy (X’ )
com o2(X) pelo comprimento de arco (ou seja, hagig()?) = of2(X)). i

Assim, definimos uma funcao h que preserva M e envia orbitas de Z em érbitas de Z. Agora,
para cada ¥ numa vizinhanga suficientemente pequena de p, pela construcao de h, existem sy €
R, z numa vizinhanga de 0 tal que ¢z(sg, z) := h(Z). Como Z = (X, X), temos que ¢z(t,q) =
¢x(t,q) e portanto h(Z) := pz(so,x). Assim, usando o teorema da dependéncia continua com
respeito as condigOes iniciais concluimos que h é continua. Analogamente, podemos concluir

que h~! também ¢é continua e portanto A serd um homeomorfismo.
O

Teorema 3.2.2. Se Z = (X, X) é estruturalmente estavel em Qg entdo X é estruturalmente
estavel em ;.

Demonstragao. De fato, suponha que X nao seja estruturalmente estavel x ;. Entao para toda
vizinhanca V de X em yas existe X em V tal que X néo é _equivalente a X. Logo, qualquer
vizinhanga W = V; x V5, onde Vi, V5 C V é tal que existe 7 = (X,X) € W de forma que Z
nio ¢ equivalente a Z. Logo, Z ndo é estruturalmente estédvel. n

3.2.2 Bifurcagoes de sistemas suaves sobre (. ¢

Nessa segdo caracterizaremos o sistema Z = (X, X) quando X ocorre genericamente em
familias a um parametro. Se X ocorre genericamente a um parametro em Y7, entao X tem
uma das formas normais listadas no teorema 2.1.5. No préximo teorema listamos perturbacoes
para Z em {2p.; para cada um dos casos e exibimos seu diagrama de bifurcacao.



CAPITULO 3. BIFURCACOES COM VINCULO 25

Teorema 3.2.3. Seja X € xy e Z = (X, X) € Qres. Se X ocorre genericamente em familias
a um parametro em x s entao temos as seguintes perturbacoes para Z em ()py:

1. (Singularidade Cuspidal)

(L +2*+a) se y>0
Zolw,y) = { (-1, +2* +a) se y<0 (3:2.1)
2. (Singularidade Nodal)
[ (ax+ 2+ aby—a) se z+y>0
Zop(7,Y) —{ (az+22+Bby— ) se z+y<0 (3.2.2)
onde, a = +1 e b= +2.
3. (Singularidade Focal)
(—y+Bz+y—p) se y>0
A = 2.
a,,3<$7y) { (—y+a,x+y(1+a)—ﬁ) se y<0 (3 3)
4. (Singularidade Tipo Sela)
[ @Cr+2®+ fr,e— (1= Ny+p) se y>0
ZO(,B,/\,H(:L‘yy) - { ((2 —|—20&)(L’+I2 +f5,x _y+u> se y< 0 (324)
onde,
fi=1=(a(l=A)+(1-p)’
e
fs==(B=p)?® =208 - p)(1+a)
Demonstragdo. 1. Singularidade Cuspidal

Suponha que X possua um singularidade cuspidal na origem (ou seja, X f(0) = X2f(0) =
0 e X3f(0) # 0). Segundo o teorema 2.1.5 um desdobramento para X em xj,; pode ser
dado por (vamos considerar X3 f(0) < 0, o caso X>f(0) > 0 é andlogo):

X, =(-1,a— 2% (3.2.5)

onde a € (—e,¢) e M = {(x,y);y = 0}.

Quando « # 0 o ponto de cuspide do campo vetorial X = X, desaparece de forma que
X, é transversal a M para a < 0. Para a > 0 uma dobra invisivel (—y/a, 0) e uma dobra
visivel (y/c,0) aparecem.
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Seja Zn 3 = (Xa, Ya ) uma perturbagio de Z = (X, Xo) em Qp.s (onde 8 = (51, ..., Bn) €
(—€,€) X ... X (—€,€)). Como Z, 5 € Qpes entdo o conjunto singular de X, e o conjunto
singular de Y, g sao iguais. Além disso, como Yy = Xy, entao pelo teorema 2.1.5, Y, 3
nao tem pontos singulares, ou tem um tnico ponto singular (que serd do tipo cuspide),
ou dois pontos singulares (que serao do tipo dobra). Assim, teremos que:

e Se a <0, X, é transversal a M. Como o conjunto singular de Y, 3 coincide com o
de X, teremos entao que Y, 3 € transversal a M para a < 0.

o Se a >0, X, possuem pontos de dobra em (—+/c,0) e (y/a,0) e portanto os tnicos
pontos singulares de Y, 5 serdo nesses pontos, ou seja, os pontos (—+/c,0) e (y/a, 0)
serao pontos de dobra para Y, 3.

Pelas duas observagoes acima, teremos entao que
Yos = (-1,—2*+ a+ g(a, B)y), onde g é a funcdo dada por g(a, 3) = ayae+ by f +
as0?% + byf3% + cyaB + ... com a;, b;, ¢; constantes.

e Se a =0, Xy tem um tnico ponto singular (do tipo ctspide) na origem e portanto
Yo,5 deve ter um unico ponto singular na origem. Como a origem ¢é o Unico ponto
cuspidal para Y( g teremos entao que Yoiﬁ f(z,0) = 0 se e somente se, x = 0 e
portanto, g(«, 5) = 0.

Concluimos entao que podemos tomar Y, g = X, e portanto um desdobramento para Z
em g.s ¢ dado por 3.2.1.

O diagrama de bifurcacao é apresentado na figura 3.6:

(a) a <0 (b)a=0 (c)a>0

Figura 3.6: Diagrama de bifurcacao do sistema 3.2.1
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2. Singularidade Nodal

Suponha que X possua uma singularidade nodal na origem. Um desdobramento para X
em s pode ser dado por (vamos considerar o caso estével, o caso instavel é estudado de
maneira andloga):

Xo=(—2+ 2>+ a,-2y —a), (3.2.6)

onde a € (—¢€,¢) e M = {(x,y);y = —x}.

Dessa forma, o campo X, possui um ponto critico do tipo né que esta localizado em

(i, y) = (w, —%). Esse ponto critico sera visivel para o > 0 e invisivel para
a < 0. Além disso, o campo X tem uma dobra localizada em (0,0) que seré visivel para

a > 0 e invisivel para a < 0.

Se Zu g = (Xa, Yas) ¢ uma perturbagio de Z em Qpes (onde = (B, ..., Bn) € (—€,€) X
.. X (—€,€)), teremos que:

e Xy = Ypo, e portanto, Y = Yo € um campo vetorial em x s que possui um ponto cri-
tico nodal na origem. Assim, Y, 5 pode ser dado por Y, s = (—z+2*+ fi(a, B), —2y+
fa(a, B)), onde as f;’s sao fungdes dadas por

file, B) = ala + 013 + aha® + by 6 + chaf + ... com a}, bl, ¢ constantes.

« o ponto (0,0) devera ser uma dobra para o campo Y, 3 quando a # 0, ou ainda,
Yo 3f(0,0) = 0. Assim, fi(«a, 5) = —fa(a, B).

Assim, um desdobramento de Y = Y ¢ dado por

Vs = (—z+2° + 3, -2y — B), (3.2.7)

onde 3 € (—¢,e).

Um desdobramento para Z em {2z entao pode ser dado por 3.2.2. O diagrama de
bifurcacao de Z, g ¢ apresentado na figura 3.7.

3. Singularidade Focal

Suponha que X possua uma singularidade focal na origem. Segundo o teorema 2.1.5 um
desdobramento para X em y,; pode ser dado por:

Xg=(-y+B,z+y—p). (3.2.8)

onde 5 € (—¢,€) e M = {(x,0);xz € R}.

Dessa forma, o campo Xz possui um ponto critico focal repulsor que esta localizado em
(x5, yg¥) = (0, B). Esse ponto critico serd visivel para 3 > 0 e invisivel para 8 < 0. Além
disso, o campo Xz possui um ponto de dobra localizado em (3, 0) que sera visivel se 5 > 0
e invisivel se g < 0.
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Figura 3.7: Diagrama de bifurcacao do sistema 3.2.2.

Seja Zop = (X3, Ya ) uma perturbagdo de Z em Qpes (onde a = (o, ..., o) € (—€,€) X
... X (—€,€)). Como o conjunto singular de X3 e de Y, 3 devem coincidir teremos que
(B,0) devera ser uma dobra para o campo Y, g.

Como M = {(x,0);z € R} entdao Xzf(x,0) = Y, zf(x,0) implica que X3(z,0) =
Y2 5(x,0), onde X3 = (X}, X3) e Yo 3 = (Y, 5,Y25). Portanto, Y72 5(x,0) =z — 3.

Além disso queremos que Xy = Yy, assim, ¥ = Y € um campo vetorial em xas que
possui um ponto critico focal na origem e portanto um desdobramento de Y pode ser
dado por:

Ya,ﬁ = (-y+01,,1‘+y<1+01) _5)7 (329)

onde (o, B) € (—¢€,€) X (—¢,€).

Concluimos que um desdobramento de Z = (X, X)) em Qg.s pode ser dado por 3.2.3. O
diagrama de bifurcacao de Z é apresentado na figura 3.8.
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Figura 3.8: Diagrama de bifurcacao do sistema 3.2.3.

4. Singularidade do Tipo Sela

Suponha que X possua um ponto critico do tipo sela na origem.

Assim como nos casos anteriores se Z, s ¢ um desdobramento de Z = (X, X) entao
teremos bifurcagoes relacionadas a colisdo do equilibrio a variedade de descontinuidade M
(chamada de boundary-equilibrium em [7]). No entanto, ao contrario dos casos anteriores,
bifurcagoes relacionadas ao aparecimento de érbitas homoclinicas e heteroclinicas devem
aparecer no desdobramento de Z = (X, X) (veja por exemplo a figura 3.12). Dessa forma,
precisaremos de mais parametros para desdobrar Z = (X, X) em Qpcs. Assim, tomemos
o seguinte desdobramento de X sobre y:

Xoau(®,y) = 2z +2° + fr,e — (1= Ny + p) (3.2.10)
onde fi =1 — (a(l = \)+ (1 —pu))%

Dessa forma, X, ), possui um ponto de equilibrio do tipo sela localizado em

(@55 ) = (a(1 =) = ), a), (3.2.11)
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o qual serd visivel para o > 0 e invisivel para o < 0. Além disso, o campo X, ), possui
um ponto de dobra localizado em (—y, 0).

Portanto, se Z, g = (Xau, Ya,82,) € uma perturbacao de Z em Qp.; teremos que:

« como os pontos singulares dos campos X, » , € Yo 5,1, coincidem entao Yy g1 . f (2,0) =
Xauf(x,0) =z + p. Portanto, Y, g ,(z,0) = (Y;I"B’A’H(x, 0),2 + p).

e« como Xy = Yj entao, Y = Y| possui um ponto de equilibrio de tipo sela localizado
na origem. Assim, um desdobramento de Y em y,; pode ser dado por:

Yopau = (2+20)z + 2% + fs,o —y + p), onde f = —(8 — p)* = 2(6 — p)(1 + ).

Assim, um desdobramento de Z = (X, X) em Qg.; pode ser dado por 3.2.4.
Na sequéncia vamos estudar as bifurcagoes de 3.2.4.

O campo Y, g, = (24 2a)z + 2%+ f5, 2 — y + p) possui um ponto de equilibrio do tipo
sela localizado em

(x5, ) = (8 — . ), (3.2.12)

o qual sera visivel para § < 0 e invisivel para S > 0.

Quando a = 0, o ponto de equilibrio do campo X esta sobre M. Nesse caso, o hiperplano
{(0,8,\,p); B = 0} é a tnica bifurcacdo local do desdobramento Zj s, sobre Qp.s.
Essa bifurcacao esta relacionada a colisao do ponto de equilibrio do campo Yj 5.5, com a
variedade M. O diagrama de bifurcacao é apresentado em 3.9.

W M M

(a) <0 (b) B=0 (c) B>0
Figura 3.9: Diagrama de bifurcacao de 3.2.4 para a = 0.

Quando a < 0, o ponto de equilibrio do campo X ¢é invisivel. Nesse caso, o hiperplano
{(0, B, A\, u); B = 0} é a unica bifurcagdo sobre Qpg.s. Essa bifurcacio também estd relaci-
onada a colisao do ponto de equilibrio do campo Y, 5.1, com a variedade M. O diagrama
de bifurcagao é apresentado em 3.10.
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I

(a) <0 (b) B=0 (c) B>0
Figura 3.10: Diagrama de bifurcacao de 3.2.4 para o < 0.

Quando « > 0, o ponto de equilibrio do campo X é visivel. Nesse caso, o hiperplano
{(0,8, A\, pn); B = 0} é uma bifurcagdo sobre Qg.r. Quando § < 0, precisamos estudar
as posicoes das variedades invariantes do campo X em relacao as do campo Y. Dessa
forma surgem duas hipersuperficies de bifurcagao relacionadas ao aparecimento de érbitas
heteroclinicas. De fato,

(a) Sobre a superficie

— (2 =22+ 2
7712{(04,5,)\,“);“:5 ( 2@>a + 2

temos o surgimento de uma érbita heteroclinica (ou seja, existe p € M tal que
WXNWY = {p}). A dinAmica sobre essa superficie é apresentada na figura 3.11.

1, (3.2.13)

Figura 3.11: Dindmica do sistema 3.2.4 sobre a superficie 7.

(b) Sobre a superficie

no = {(o, B, A\, p);p = Al =N+ 2§;+ (20 + 2)5}, (3.2.14)

temos o surgimento de uma 6rbita heteroclinica ( WX N WY = {p}, onde p =
WX N M). A dindmica sobre essa superficie é apresentada na figura 3.12.
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Figura 3.12: Dinamica do sistema 3.2.4 sobre a superficie 7

Finalmente, estudamos as regides delimitadas por essas hipersuperficies.

Chamaremos a intersecao da variedade instavel do campo X com a variedade de des-
continuidade M por ¥ (respectivamente, do campo Y por ¥ ). Teremos as seguintes
hipersuperficies de bifurcagdo numa vizinhanca de 7; e 7, relacionadas ao aparecimento
de 6rbitas homoclinicas.

(a) Na regido delimitada por z} < 7% e xyf < 7Y existe valor dos pardmetros suficien-
temente pequenos para os quais se z; = ¢, (T5) N M entdo x; — 25 < 0 e valores
de pardmetros para os quais r; — 2’ > 0. Pelo teorema do valor intermediério, te-
remos entdo que existem («, 3, A, ) para os quais z; — g = 0 (veja figura 3.13). E
portanto, teremos nessa regiao o surgimento de uma hipersuperficie 73 de bifurcacao
relacionada ao aparecimento de uma orbita homoclinica da sela do campo X.

(b) Na regido delimitada por 7 > 7% e zff > T existe valor dos parametros suficien-
temente pequenos para os quais se r; = @, (Z¥) N M entdo x; — zf < 0 e valores
de parametros para os quais x; — 2§ > 0. Pelo teorema do valor intermediario, te-
remos entdo que existem («, 3, A, ) para os quais r; — z = 0 (veja figura 3.13). E
portanto, teremos nessa regiao o surgimento de uma hipersuperficie 74 de bifurcacao
relacionada ao aparecimento de uma orbita homoclinica da sela do campo Y.

(a) 2 <X el <7’ ®) 2y >7X ez > 7Y

Figura 3.13: Dindmica do sistema 3.2.4 sobre as superficie 13 e 7.
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Figura 3.14: Diagrama de bifurcagao do sistema 3.2.4 quando o >0 e § < 0.

33
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Capitulo 4

Bifurcacoes de Sistemas Suaves sobre ()

Seja f uma funcao suave tal que 0 é um valor regular e considere um campo vetorial suave
X definido em uma variedade com bordo M = f~1(0) de forma que X possua um ponto critico
hiperbdlico ou uma tangéncia (quadratica ou cibica) na origem. Assim, a origem serd para o
campo X uma das seguintes possibilidades:

1. um ponto singular do tipo dobra;
2. um ponto singular do tipo cuspide;
3. um ponto critico do tipo no;

4. um ponto critico do tipo foco;

5. um ponto critico do tipo sela.

Nesse capitulo vamos considerar o mergulho de X (para cada um dos tipos acima) sobre Q
e entdo estudar perturbagoes de Z = (X, X).

Observamos que o caso em que o ponto singular é do tipo dobra ja foi estudado em [11], onde
é chamado de V'I; e nesse trabalho foi apresentado no exemplo 1.0.2. Portanto, nas proximas
secOes daremos atencao aos outros casos.

4.1 Singularidade Nodal

Consideremos um campo vetorial suave X que possui um ponto critico do tipo né atrator
localizado em N = (0,0). Precisamos considerar algumas condigoes de genericidade para
o campo X: os autovalores sao diferentes e os autoespacos associados a esses autovalores
devem ser transversais a variedade de descontinuidade M (veja observagao 4.1.1). Escolhemos
coordenadas tais que a linearizacdo de X em N seja diagonal (para mais detalhes veja [7]) e
assim M = {(z,y);x+y =0} e

X = (—x + 2% —2y). (4.1.1)

Observagao 4.1.1. Os autovalores de DX (N) devem ser diferentes e os autoespagos associados
a esses autovalores devem ser transversais a variedade de descontinuidade pois a falha dessas
condicoes leva a bifurcagoes locais de maior codimensao.



CAPITULO 4. BIFURCACOES DE SISTEMAS SUAVES SOBRE 35

Por exemplo, se X(z,y) = (Az,\y) e f(z,y) = = + y, entdo X f(z,y) = A\x + Ay. Assim,
X f(x,—z) = 0 para todo z. Ou seja, todo p € M é uma singularidade do campo X e
portanto X nao é um campo vetorial de codimenséo 1 em y,; (para mais detalhes sobre campos
vetoriais definidos em variedades com bordo veja [16]). Da mesma forma, se por exemplo
X(z,y) = (—x,—2y) e f(z,y) = 2* + y (ou seja, a variedade de descontinuidade ¢ tangente ao
autoespaco fraco de DX (N)) entdao X f(z,y) = —2z* — y e portanto, todos os pontos p € M
sao pontos singulares do campo X e novamente X nao serd um campo vetorial de codimensao
1 em xy.

Um desdobramento de X em xj; é dado por

Xo=(—rv+2°+a, -2y —a) (4.1.2)

e seu diagrama de bifurcagdo sobre xj; é apresentado na figura 4.1.

(a) Sea>0 (b) Sea=0 (c)Sea<0

Figura 4.1: Diagrama de bifurcacao do sistema 4.1.2 sobre ;.

Consideremos entdao o mergulho de X sobre © dado por Z = (X, X). A dindmica de
Z = (X, X) éilustrada na figura 4.2.

‘M

Figura 4.2: Retrato de fase de uma Bifurcagao do tipo N6/N6

Se Zox = (X4, Y)) é uma perturbacdo de Z = (X, X) em Q (onde A = (Ay,...,\,) €
(—€,€) X ... X (—¢€,¢€)) entdo Yy = Xy = (—z + 2%, —2y). O sistema Z, deverd ter além da
bifurcagao relacionada a colisdo do ponto critico do campo X, com a variedade M (quando
a = 0), uma bifurcagao relacionada a colisdo do ponto critico do campo Y, com a variedade de
descontinuidade M e bifurcacoes relacionadas a colisao da dobra do campo X, com a dobra do
campo Y, (bifurcagoes dobra-dobra).

Assim, consideremos a perturbagdo de Z = (X, X) dada pela familia a trés pardmetros de
campos vetoriais:

Xo=(—2+2*+a,—2y—a) se v+y>0

Zapu(T,Y) :{ Vo e (~a 42?4 B2yt fi— ) s o4y <0 (4.1.3)
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O campo vetorial X, possui um ponto de equilibrio, do tipo nd, que se localiza em

1 1 «Q

que é visivel para o > 0 e invisivel para o < 0 (Quando o = 0 o ponto critico de X, estd em M).
Além disso, escolhemos os parametros do desdobramento 4.1.3 de forma que quando (zy, yg)
nao esta em M, isto é, quando « # 0, o ponto de dobra de X, que surge esta localizado em
(F*t,—F*) =(0,0).

O campo Y3, tem um ponto critico, do tipo né, que se localiza em

1 _
(z0,90) = (;—2\/1—4/3,“2ﬁ>, (4.1.5)

que é visivel para (1+p—8)? —1+48 < 0 e invisivel para (1 +u— (8)?> —1+43 > 0 (Quando
(1+p—pB)2—1+48 =0 o ponto critico de Yz, estd em M). Além disso, quando (z}, yd") ndo
estd em M, isto é, quando (1 + pu— 3)*> — 1+ 48 # 0, o ponto de dobra de Yz, que surge estd
localizado em (F~,—F~) , onde F~ = —1 + 1/T—4p.

Na regiao {(z,y);(z,y) € M e X,(z,y)Ys,(z,y) < 0} temos definido uma dindmica
sobre a variedade de descontinuidade dada pelo campo de deslize:

72 50(@) = (o= B+ p)a® + (:z — B =z +ap

Temos o seguinte resultado para o campo vetorial de deslize.

(4.1.6)

Proposigao 2. Se sgn(a) # sgn(1—48— (1+u— B3)?) entdo, o campo vetorial de deslize 4.1.6
sofrerd uma bifurcagio do tipo sela-nd. Se sgn(a) = sgn(1 —48 — (14 pu— 3)?) entdo, o campo
vetorial de deslize 4.1.6 possuird um ponto critico p do tipo no. Mais precisamente,

1. Sea>0el—48— (1+pu— B)* > 0 entdo p é um pseudo né atrator para p < 0 e um
pseudo no repulsor para p > 0.

2. Sea<0el—4B8—(1+p—B)? <0 entdo p é um pseudo né repulsor para p < 0 e um
pseudo no atrator para p > 0.

Demonstragio. Observe que Z3, 5 (F*)=ae Z; 5 (F7) =0 —p+1—/T—4u. Assim,

1. se sgn(a) = sgn(1 — 48 — (1 + p — B8)?) entédo
sgn(Z3, 5,(F1)) = sgn(a) = —sgn(1 =48 — (1 +p—B)*) = —sgn(B— p+1—/T—4pu) =

—sgn(Zg 5,,(F7)).

Ou seja, sgn(Z; 5 ,(F7)) = —sgn(Z;, 5 ,(F~)). Entao, pelo teorema do valor intermedia-
rio, se u < 0 (respectivamente, se p > 0) existird um valor x = p € (F™, F~) (respecti-
vamente, x = p € (F~,F*) ) tal que Z; 5 ,(p) = 0, isto é, existird um pseudo né atrator
(respectivamente, pseudo né repulsor) para o campo Zy g,

Os comportamentos para o campo vetorial de deslize estao ilustrados nas figuras 4.3, 4.4.

2. se sgn(a) = sgn(1 —48 — (1 + p — B)?) entdo p+ o — B # 0.

Dessa forma, sobre a superficie (4 — 1)a? + (42 + (=48 + 2)u + 28)a — (B8 + u)? = 0,
teremos que
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Z;,,B,u(p> = 07
(Zas,) (p) =0 e

( ;,B,u)//(p) ?é 0.

onde p = — 2_(51’3:5). Ou seja, sobre a superficie (4u —1)a? 4 (4p* + (=48 +2)p+26)a —

(B + u)* = 0, o campo vetorial de deslize sofre uma bifurcagiao do tipo sela-noé.

Os comportamentos para o campo vetorial de deslize estao ilustrados nas figuras 4.5, 4.6.

----o >—0— ®--- ----o -—o—> ®---
Ft F~ F~ Ft
(a) Se u <0 (b) Se u>0

Figura 4.3: Comportamento do campo Z2 5 paraa >0e (1 +pu—3)2—1+43 <0.

o, B,

----o e ®*--- ----o —— ®*---
Ft F- F- F+
(a) Se p <0 (b) Se >0

Figura 4.4: Comportamento do campo Z, 5 , para a <0 e (14 pu — 3)> —1+48 > 0.

J1
1o

(a) (b) (c)
Figura 4.5: Comportamento do campo Z, 5 , para o >0 e (14+pu—3)> —1+48>0

(a) (b) (c)
Figura 4.6: Comportamento do campo Z; 5 , para @ <0 e (1 + p — B)?—1+48<0
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4.1.1 Estudo das bifurcagoes do caso N6/N6

O plano n; = {(«, 5, 1); &« = 0} corresponde a duas bifurcagoes (distintas) do tipo né-
bordo. Para p > 0, F~ € OM? e portanto, esse plano corresponde a uma bifurcacio do tipo
BN, estudada em [11], enquanto, para p < 0, F~ € M€, e portanto uma bifurcagao né-bordo
do tipo BNs.

A superficie n; = {(a, 8, 1); (1 + pu — 8)?> — 1 + 48 = 0} corresponde a duas bifurcagoes
(distintas) do tipo né-bordo. Para 8 > 0, F* € 9M¢® e portanto, esse plano corresponde a
uma bifurcacdo do tipo BN, estudada em [11], enquanto, para 8 < 0, F* € OM?, e portanto
uma bifurcagdo né-bordo do tipo BNj.

O plano n3 = {(a, B, p); u = 0} corresponde a quatro bifurcagoes (distintas) de codimensao
1 do tipo dobra-dobra. Para a > 0 e (1+ pu — 3)> — 1+ 483 < 0 teremos que as dobras do
campo X, F" e do campo Y, F'~ sdo visiveis e serdao do tipo VV; estudada em [11]. Para
a<0e(1+p—pB)%2—=1+48 > 0 teremos que as dobras do campo X, F™, e do campo Y,
F~ sdo invisiveis e serdo do tipo I, Paraa <0e (1+u—p)?*—-1+48<0oua >0e
(14 p— )% —1+483 > 0 teremos bifurcacoes do tipo dobra-dobra visivel /invisivel do tipo VI;.

A superficie ny = {(«, 8, p); (dp—1)a+ (4p*+ (—48+2)p+26)a— (8+u)* = 0} corresponde
a bifurcacao do tipo Sela-Né para o campo de deslize pela proposicao 2.

Nessas quatro superficies ocorrem as tuinicas bifurcagoes locais do sistema 4.1.3.

Na proxima se¢ao estudamos os retratos de fase do sistema 4.1.3 nas regides delimitadas
pelas superficies citadas anteriormente.

4.1.2 Diagrama de bifurcacdo do caso N6/Né6

Teorema 4.1.2. 1. Se 4 = 0 em 4.1.3 entao seu diagrama de bifurcacao nos parametros
(o, B) contém essencialmente 8 retratos de fase distintos.

2. Existe pup > 0 tal que se 0 < p < po em 4.1.3 entdo seu diagrama de bifurcacao nos
parametros (a, ) contém essencialmente 21 retratos de fase distintos.

3. Existe pg > 0 tal que se —pg < 4 < 0 em 4.1.3 entao seu diagrama de bifurcagdo nos
parametros («, §) contém essencialmente 21 retratos de fase distintos.
O diagrama de bifurcacao do sistema 4.1.3 é apresentado na figura 4.27.

Demonstragio. Se o > 0 e (1 + p — 5)*> — 1+ 48 < 0 entdo os pontos criticos do campo X e
do campo Y sdo visiveis. Sobre a superficie ;4 = 0 teremos uma bifurcacao dobra-dobra visivel.
As possiveis dinamicas sao listadas na figura 4.7.

1 2 X 3
(@) p <0 (b) p=0 (c) p>0

Figura 4.7: Dindmica do sistema 4.1.3 quando o >0 e (14+pu — 3)*> — 1+ 43 < 0.
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Sea>0e(l+u—pB)2—1+48 = 0 entdo o ponto critico do campo X ¢ visivel e o
ponto critico do campo Y esta sobre M. Sobre 7, existird uma bifurcagao sela-né para o campo
vetorial deslizante. As possiveis dindmicas sao listadas na figura 4.8 para pu > 0 e na figura 4.9
para p < 0.

4 BN1 )

Figura 4.8: Dindmica do sistema 4.1.3 quando a > 0 e (1 + u— 3)* — 1+ 48 = 0 para pu > 0.

6 BN3 7

Figura 4.9: Dindmica do sistema 4.1.3 quando a > 0 e (1 4+ u — 8)? — 1+ 48 = 0 para u < 0.

Para o > 0e (1+u—3)*—1+43 < 0 entdo o ponto critico do campo X é visivel e o ponto
critico do campo Y ¢é invisivel. Sobre a superficie p = 0 teremos uma bifurcacao dobra-dobra
visivel. Sobre 7, existird uma bifurcacao sela-né para o campo vetorial deslizante. As possiveis
dindmicas sao listadas na figura 4.10 para g > 0 e na figura 4.12 para p < 0. Quando 4 =0 a
dinamica ¢é apresentada na figura 4.11.

9
(a) (b) (c)
Figura 4.10: Dindmica do sistema 4.1.3 quando a > 0 e (1+pu— 3)> =1+ 48 > 0 para u > 0.
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11

Figura 4.11

(a) (b) ()
Figura 4.12: Dindmica do sistema 4.1.3 quando a > 0 e (1 4+ u — 3)> — 1+ 48 > 0 para u < 0.

Paraa=0e (1+p—3)2—1+48 > 0 entdo o ponto critico do campo X estd em M e o
ponto critico do campo Y ¢é invisivel. Sobre 7, existird uma bifurcagdo sela-n6 para o campo
vetorial deslizante. As possiveis dindmicas sao listadas na figura 4.13 para p > 0 e na figura
4.15 para p < 0. Quando u = 0 a dindmica é apresentada na figura 4.14.

N N N
N N N
N N N
N N N
N N N
N N N
N N N
N N N
N N, N,
N N N
N ~ N
~ ~ ~
N ~ ~
N ~ ~
N N N

15 BN4 16
(a) Se u <0 (b) (c)

Figura 4.13: Dinamica do sistema 4.1.3 quando a =0 e (1+pu — 3)> — 1+ 48 > 0 para p < 0.
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BN5

Figura 4.14: Dindmica do sistema 4.1.3 quando a =0 e (1+u — 3)> — 1+ 48 > 0 para p = 0.

BNG6
(a) (b)
Figura 4.15: Dinamica do sistema 4.1.3 quando o =0 e (1 +pu — 3)> — 1+ 43 > 0 para u > 0

Paraa =0e (1+pu—3)2—1+ 48 = 0 entdo os pontos criticos dos campos X e Y estio
em M. As possiveis dindmicas sao listadas na figura 4.16.

BNT BNS
(a) 1> 0 (b) 1 <0

Figura 4.16: Dindmica do sistema 4.1.3 quando a =0e (1 +pu — 3)? — 1+ 43 = 0.

Para a = 0e (1 +u— 3)>—1+48 < 0 entdo o ponto critico do campo X estd em M e
o ponto critico do campo Y ¢é visivel. Sobre 1, existirda uma bifurcacao sela-n6é para o campo
vetorial deslizante. As possiveis dindmicas sao listadas na figura 4.17 para p > 0 e na figura
4.19 para p < 0. Quando u = 0 a dindmica é apresentada na figura 4.18.
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19 b BN9 20

Figura 4.17: DinAmica do sistema 4.1.3 quando a =0 e (1 +pu — 3)> — 1+ 43 < 0 para u > 0

R

BN10

Figura 4.18: Dindmica do sistema 4.1.3 quando a =0e (1+pu— 3)> =1+ 48 < 0 para u = 0.

21 ‘ BN11 22

Figura 4.19: Dindmica do sistema 4.1.3 quando a =0 e (1 4+ u — 3)> — 1+ 48 < 0 para p < 0.

Para a < 0e (1 4+ p— 3)2 =1+ 48 < 0 entdo o ponto critico do campo X é invisivel e
o ponto critico do campo Y é visivel. Sobre 7, existira uma bifurcacao sela-n6é para o campo
vetorial deslizante. As possiveis dindmicas sao listadas na figura 4.22 para p > 0 e na figura
4.20 para p < 0. Quando p = 0 a dindmica ¢é apresentada na figura 4.21.
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24
(a) (b) (c)
Figura 4.20: Dindmica do sistema 4.1.3 quando a < 0 e (1+u — 3)> — 1+ 48 < 0 para p < 0.

26

Figura 4.21: Dindmica do sistema 4.1.3 quando a < 0 e (1+pu— )2 —1+ 43 < 0 para u = 0.

27 28 ' 29

Figura 4.22: Dinamica do sistema 4.1.3 quando a < 0 e (1 4+ u — 3)? — 1+ 48 < 0 para p > 0.

Para a < 0e (14 pu— f)> — 1+ 43 = 0 entdao o ponto critico do campo X ¢ invisivel e o
ponto critico do campo Y esta sobre M. Sobre 7, existird uma bifurcagao sela-né para o campo
vetorial deslizante. As possiveis dinamicas sao listadas na figura 4.23 para p > 0 e na figura
4.25 para p < 0. Quando u = 0 a dindmica é apresentada na figura 4.24.
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Figura 4.23: Dinamica do sistema 4.1.3 quando a < 0 e (1 4+ u — 3)?> — 1+ 48 = 0 para u > 0.

BN13

Figura 4.24: Dindmica do sistema 4.1.3 quando a < 0e (1+pu— 3)> —1+48 = 0 para u = 0.

BN14
(a) Se p <0 (b) Se u=0 (¢)Sepu=0

Figura 4.25: Dindmica do sistema 4.1.3 quando a < 0 e (1+pu— 3)> —1+48 =0 para u < 0.

Sea<0e(1+pu—pB)2—1+48 > 0 entdo os pontos criticos do campo X e do campo Y sdo

invisiveis. Sobre a superficie yu = 0 teremos uma bifurcacao dobra-dobra invisivel. As possiveis
dinamicas sao listadas na figura 4.26.
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(a) Caso >0 (b) Caso u=0 (c) Caso u <0

Figura 4.26: Dindmica do sistema 4.1.3 quando a <0 e (1 +u— 3)> —1+48 > 0.

45
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Figura 4.27: Diagrama de bifurcagao do sistema 4.1.3.
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4.2 Singularidade Focal

Consideremos um campo vetorial suave X que possui um ponto critico do tipo foco
hiperbdlico localizado em F' = (0,0). Nessa se¢do vamos estudar o caso onde F' é repulsor (o
caso onde F' é um foco atrator é estudado de maneira andloga). Escolhemos coordenadas de
forma que M = {(x,y);y =0} e

X(z,y) = (—y,2 +y) (4.2.1)

Um desdobramento de X em yx,; é dado por

Xo=(—y+a,z+vy) (4.2.2)

e seu diagrama de bifurcacao sobre yj; é apresentado na figura 4.28.

@> _______ N R

(a) Se >0 (b) Sea=0 (¢) Sea <0

Figura 4.28: Diagrama de bifurcagdo do sistema 4.1.2 sobre y ;.

Consideremos entao o mergulho de X sobre © dado por Z = (X, X). A dindmica de Z
é ilustrada na figura 4.29.

Figura 4.29: Retrato de fase de uma bifurcagio do tipo Foco/Foco

Se Zn\ = (Xa, Y)) é uma perturbagao de Z = (X, X) em Q (onde A = (A1,..., \,) € (—€,€) X
X (—€,€)) entao Yy = Xo = (—y,z+y). Osistema Z, , devera ter uma bifurcacao relacionada
a colisao do ponto critico do campo X, com a variedade M (quando o = 0), uma bifurcacao
relacionada a colisao do ponto critico do campo Y, com a variedade de descontinuidade M e
bifurcagoes relacionadas a colisdo da dobra do campo X, com a dobra do campo Y, (bifurcagoes
dobra-dobra). Podemos tomar entdo A = (3, 1) e Y3, = (Br—y+p, x+y—f), onde o pardmetro
3 controla a posicao relativa entre a dobra do campo X, e a dobra do campo Y3, e o parametro
o controla a distancia entre o ponto critico do campo Y3, e a variedade de descontinuidade M.

Assim, consideremos a familia a trés parametros de campos vetoriais dada por:

Xo=(-y+a,z+y) se y>0

Yo, =PBr—y+pr+y—pB) se y<O0 (4.2.3)

Za,ﬁ,,u(x7 y) = {
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O campo vetorial X, possui um ponto de equilibrio, do tipo foco, que se localiza em

(xé(vy())() = (_a7a)‘ (424)

que é visivel para a > 0 e invisivel para o < 0 (Quando « = 0 o ponto critico de X, estd em M).
Além disso, escolhemos os pardmetros do desdobramento 4.2.3 de forma que quando (zy, yg)
nao esta em M, isto é, quando a # 0, o ponto de dobra de X, que surge esta localizado em
(F*,0) = (0,0).

O campo Y3, tem um ponto critico, do tipo foco, que se localiza em

2
o) = (G2 2,
que é visivel para % + pu < 0 e invisivel para 32 + x> 0 (Quando 32 + 1 = 0 o ponto critico
de Yj, estd em M). Além disso, quando (z,y) ) ndo estd em M, isto é, quando 5% + pu # 0,
o ponto de dobra de Y}, que surge estd localizado em (F~,0) , onde F~ = f.

Naregido {(z,y); (z,y) e M e X.f(z,y)Ys,.f(z,y) <0} (ouseja, naregido {(x,0); x(x—
f) < 0} ) temos definido uma dindmica sobre a variedade de descontinuidade dada pelo campo
de deslize:

(4.2.5)

Z4 (1) = fa” ~ (o —p+af (4.2.6)

g

Temos o seguinte resultado para o campo vetorial de deslize.

Proposigao 3. Se sgn(a) = sgn(B* + p) entio o campo vetorial de deslize 4.2.6 nao possui
ponto critico. Se sgn(a) # sgn(B* + u) entdo o campo vetorial de deslize 4.2.6 posswird um
ponto critico p do tipo né. Mais precisamente,

1. Sea >0 e 32+ p <0 entio p é um pseudo né atrator (respectivamente, pseudo né
repulsor) quando B > 0 (respectivamente, § < 0).

2. Sea <0efB*+pu >0 entdiop é um pseudo né repulsor (respectivamente, pseudo né
atrator) quando > 0 (respectivamente, 5 < 0).
Demonstragio. Observe que Z%, (F*)=ae Z4, (F7) = ? 4 p. Assim,

«

1. se sgn(a) # sgn(f* + p) entdo

sgn(Z3,5,,(F'")) = sgn(a) = —sgn(8* — p) = —sgn(Z;, 5 ,(F7)).

Ou seja, sgn(Z; 5, (F*)) = —sgn(Z; 5 ,(F~)). Entao, pelo teorema do valor intermedi-
rio, se 3 > 0 (respectivamente, se § < 0) existird um valor = p € (F*, F~) (respecti-
vamente, * = p € (F~,F")) tal que Z; 5 ,(p) = 0, isto ¢é, existird um pseudo né para o
campo Z, g,. Os comportamentos para o campo vetorial de deslize estao ilustrados nas
figuras 4.30, 4.31.
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(a) Caso <0 (b) Caso >0

Figura 4.30: Dinamica do campo vetorial 4.2.6 quando o > 0 > 32 +

(a) Caso <0 (b) Caso >0

Figura 4.31: Dinamica do campo vetorial 4.2.6 o < 0 < 32 + pu

2. se sgn(a) = sgn(F+u) entdo sgn(Z3, 5,(F+)) = sgn(a) = sgn(B2—p) = sgn(Z3 5 ,(F-)).
Suponha a < 0 e portanto 3% + p < 0, assim, teremos que Z;ﬁ’u(x) <0VaxeMuMe
(veja figura 4.32).

(a) Anélise do sinal de Z;, 5 (). (b) Dinamica do campo vetorial 4.2.6.

Figura 4.32: Anélise do campo vetorial 4.2.6 quando o < 0 e 3% + u < 0.

Suponha o > 0 e portanto 32+u > 0, teremos as possibilidades paray = Z, o (x) listadas
na figura 4.33. Observe que se 5 > 0 (o caso 5 < 0 é tratado de maneira andloga) entao
Z5 5 ,(x) >0V x € MPUM®. De fato, se existe um tinico zo € (0, 8) tal que Z3 5 (o) = 0

B,
entao (Z°);, 5,.(w0) = 0. Assim, terfamos que z¢ = \/a > f3, e portanto, vg ¢ RE U RE.

. (a—u)i\/(a—u)2—4a62. LOgO,

Se existem x; e xo que satisfazem Zjlﬁu(x) = 0 entao 19 = 28
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se a — p < 0 entdo xo < 0 e portanto x5 ¢ MeUM? Sea—pu>0entdo z; > 3 e
portanto z; 5 ¢ M¢UM?. O comportamento para o campo vetorial de deslize para o > 0
e 3%+ p > 0 estd ilustrada na figura 4.34.

U J

o) @
0 3 3 0
®\/®. O 0 @U@ ® @
0 3 3 0
A A
0 3 3 0
ol p oo o\ b oo
Vo VEm
® oo P © @ o f
o s\Y s 0\Y
(a) Caso >0 (b) Caso 8 <0

Figura 4.33: Anélise do sinal de 7} 5 ,(z) quando o > 0 e B+ > 0.

----6—.—/08- ------ ----m ------
(a) Caso B >0 (b) Caso <0

Figura 4.34: Dindmica do campo vetorial 4.2.6 quando a > 0 e 3% + u > 0.

4.2.1 Estudo das bifurcagées do caso Foco/Foco

Primeiramente vamos estudar a existéncia de bifurcacoes locais do desdobramento 4.2.3.
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O plano {(a, B, u); &« = 0} corresponde a duas bifurcagdes (distintas) do tipo foco-bordo.
Para 8 > 0, (z5,yy) € OM® e portanto, esse plano corresponde a uma bifurcacio do tipo
BF5 estudada em [11], enquanto, para 3 < 0, (z,y)) € MY, e portanto uma bifurcacio
foco-bordo do tipo BF'3.

A superficie {(«, 8, 1); 82 + p = 0} corresponde a duas bifurcagdes (distintas) do tipo foco-
bordo. Para 3 > 0, (z},vyy) € M e portanto, esse plano corresponde a uma bifurcagio do
tipo BF5 estudada em [11], enquanto, para 8 < 0, (z}, vy ) € dM?, e portanto uma bifurcacio
foco-bordo do tipo BF'3.

O plano {(a, B, u); 8 = 0} corresponde a quatro bifurcagoes (distintas) do tipo dobra-
dobra. Para a > 0 e 3?4+ u < 0 teremos que as dobras do campo X,, F'*, e do campo Yz,
F~, sao visiveis e serdao do tipo V'V; estudada em [11]. Para a < 0 e %+ p > 0 teremos que as
dobras do campo X,, F'*, e do campo Yp,, F'~, sdo invisiveis e serdo do tipo II. Para a > 0
e +pu>00ua<0efB?+pu <0 teremos bifurcagoes do tipo dobra-dobra visivel /invisivel
do tipo V' I;.

Nessas trés superficies ocorrem as unicas bifurcagoes locais desse desdobramento.

Passamos a estudar a existéncia de bifurcagdes globais do desdobramento 4.2.3. Assim,
estudaremos as regioes delimitadas pelas superficies de bifurcagoes locais mencionadas acima.
O diagrama de bifurcacao de 4.2.3 esté representado nas figuras 4.67 (para < 0) e 4.68 (para
£ > 0). Observamos que para 3 = 0 as dobras dos campos X e Y coincidem e portanto teremos
as mesmas dinamicas do estudo do caso com refracao.

Teorema 4.2.1. Existem 8 superficies a =n, a =, a =n3, a =y, a =&, a = &, a = &,
a = & onde 4.2.3 tem 4 bifurcagoes globais de codimensao 1 caracterizadas por:

1. Se a = 1, entdao existe uma conexao heteroclinica entre as dobras F* e F~, ou seja,

Wi (F-) = We(F).

2. Se o = 1y entao existe uma conexao heteroclinica entre as dobras F'™ e F~, ou seja,

W) = W (F).

3. Se a = n3 entdo existe uma conexao heteroclinica entre a dobra F'~ e o pseudo né p, ou
seja, Wi (F~) = We(p).

4. Se av = m4 entdo existe uma conexao homoclinica da dobra F'~, ou seja, W{(F~) =
WE(F™).

5. Se a = & entao existe uma conexao homoclinica da dobra F', ou seja, er(FJr) =
We(FT).

6. Se o = & entdo existe uma conexao homoclinica do pseudo né p , ou seja, Wi (p) = We(p).
7. Se o = &3 entdo existe uma conexao homoclinica do pseudo né p , ou seja, W (p) = W (p).

8. Se a = &, entao existe uma conexao heteroclinica entre a dobra F'* e o pseudo né p, ou

seja, Wi(F~) = W<(p).

Demonstragio. Seja x > 0, entdo a orbita de X, partindo de (z,0) é dada por

(\gg(oz—x) Sin(\/2§t)+(oz+x) COS(\/jt))—Oz, e%((ﬁa—%x) sin(\/ft)—x cos(\/jt)—ka)

3 3
(4.2.7)

IS

pi (2,0) = (e
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Existe to > 0 (menor possivel) tal que e%o((g& - 2\[ )sm(fto) xcos(fto) +a =0,

ou seja, ¢y (x,0) € M. Definimos entdo, a fun¢ao ¢x(x ) = ¢y (2,0). Essa fun¢do é chamada
mapa de primeiro retorno do campo vetorial X para a variedade de descontinuidade M.
Em particular, quando a > 0 e para x = F't, teremos

0¥ (0,0) = (\faeé sin(\/jt)—l—am COS(\/z_t) a, \/330465 sin(\/zgt)—aeé Cos(\/zgtﬂ—a). (4.2.8)

Ou ainda, ¢;X(0,0) == (fi(t, ), f2(t,a)). E facil ver que f1(4.9,a) > 0 > f(5.1, ) para
todo o > 0. Como para cada «a, fo(t,«) é continua temos que existe to € (4.9,5.1) tal que

f2 (to, Oé) =0.
Logo,

) + ae cos( ) —«,0) (4.2.9)
Assim, se § = foze 2 sen(fto )+aez 3 cos(‘[to) o teremos uma conexao heteroclinica entre

as dobras F* e F~. Chamaremos Lessa superficie de a = ;.
(Y3e)

3 t 3t t 3t
¢, (0,0) = (\é_aegsen(\/; 0 7 \/; 0

Se p = ‘[oze 2 sen + ae? cos(‘[to) — «a teremos uma conexao heteroclinica entre a
dobra F'™ e o pseudo n6 p. Chamaremos essa superficie de o = &,.

Analogamente, existe um mapa de primeiro retorno do campo vetorial Y para a variedade
de descontinuidade M. De fato, para cada = < [ existe um menor tempo, ¢t > 0, tal que
oY (x,0) € M. Definimos, entdo ¢y(z) = ¢} (z,0). Andlogo ao campo X, existird uma
superficie 1, tal que, se a = 1, entdo teremos uma conexao heteroclinica entre as dobras F'* e
F~, e se a = n3 entdo teremos uma conexao heteroclinica entre a dobra F'~ e o pseudo no p.

As demais superficies de bifurcagoes estarao realcionadas ao aparecimento de érbitas homo-
clinicas. Seja ¢(x) = ¢y odx(x) o mapa de segundo retorno. Entdo, se ¢(F ) = 0, teremos uma
6rbita homoclinica para a dobra F'*. Chamaremos essa superficie de o = &;. Analogamente,
existird uma superficie dada por ¢(F~) = F~ que chamaremos o = 14 que esté relacionada ao
aparecimento de orbita homoclinica para a dobra F~.

O

Na proxima secao estudamos as possiveis dinamicas entre as superficies de bifurcacao rela-
tadas no teorema anterior.

4.2.2 Diagrama de bifurcagdo do caso Foco/Foco

Nessa secao vamos estudar cada uma das regioes delimitadas pelas superficies de bifurcagao.

Quando o > 0 e 32 + p < 0 temos que a superficie {(u, 3, a); 3 = 0} corresponde a uma
birfucacao do tipo dobra-dobra visivel. Entdo numa vizinhaca dessa superficies teremos as
dindmicas da figura 4.35.
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1 2

(a) Caso 8 >0 (b) Caso =0

Figura 4.35: Dindmica do sistema 4.2.3 quando a >0, 32 +u<0e 3> 0.

Além disso, se g < 0, teremos uma bifurca¢ao sobre a = 7; e uma bifurcacao sobre pu = 7
relacionadas a conexao heteroclinica entre as dobras '™ e F'~. Mais especificamente,

1. Se pu > my entdo teremos as dinamicas da figura 4.36 numa vizinhanga da origem.

Figura 4.36: Dindmica do sistema 4.2.3 numa vizinhanca de oo = 1, quando o > 0, 3%+ < 0
e >0.

Se além disso o > 7, entdo teremos uma bifurcacao sobre a = 73 relacionada a conexao
homoclinica do pseudo equilibrio p e uma bifurcacao sobre a = &; relacionada a conexao
homoclinica da dobra F'T. Mais especificamente, teremos que:

e Se a < & entao teremos as dindmicas da figura 4.37.

© {

(a) Se aw < m3 (b) Se a =13 (c) Se o > m3

7

5

Figura 4.37: Dinamica do sistema 4.2.3 numa vizinhanca de o = 13 quando o > 0, 82+ < 0
e 3>0.

e Se a = & entao teremos as dinamicas da figura 4.38
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8 BF1 19

(a) Se a > 13 (b) Se a =13 (c) Se a < m3

Figura 4.38: Dindmica do sistema 4.2.3 numa vizinhanca de oo = 73 quando o > 0, 32+ < 0
e >0.

o Se a > & entdo teremos ainda uma bifurcacao sobre as superficies « = & e a = 13
relacionada a conexdes homoclinica do pseudo equilibrio p. As possiveis dindmicas
numa vizinhanga dessa superficie sdo apresentadas nas figuras 4.39 e 4.40.

9 10 11
(a) a < &3 (b) a=¢&3 (c) a>¢&;

Figura 4.39: Dindmica do sistema 4.2.3 numa vizinhanca de o = & quando o > 0, 3%+ < 0
e >0, a>n;

17 18

(a) Se a >3 (b) Se a =m3

Figura 4.40: Dindmica do sistema 4.2.3 numa vizinhanca de o = 13 quando o > 0, 3%+ u < 0,
6>0ea>xi.

2. Se o = ny entao teremos uma bifurcagao sobre a = 73 e sobre o = n);.
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12 BF2

(a) Se a > 3 (b) Se v =13

Figura 4.41: Dindmica do sistema 4.2.3 numa vizinhanca de o = 13 quando o > 0, 3%+ u < 0,
£ > 0.

E se além disso o < n3, teremos ainda uma bifurcagao sobre a = 7, apresentada na figura

C

16 BF3 35

(a) Se > m (b) Se a =1 (c) Se a <m

Figura 4.42: Dinamica do sistema 4.2.3 numa vizinhanca de o = 1; quando o > 0, 82+ < 0
e 3>0.

3. Se a < 19 entao teremos um bifurcacao sobre oo = 3. Observe que para a > 73 teremos
a dinamica apresentada na figura 4.43.

13

Figura 4.43: Dinamica do sistema 4.2.3 quando o > 0, 82 +pu <0, 3> 0e a > ns.

Para o = 73 teremos uma bifurcacao sobre a@ = n, relacionada a conexao heteroclinica
entre a dobra F'* e o pseudo equilibrio p. As possiveis dinAmicas estdo apresentadas na
figura 4.44.
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14 BF1 20
(a) Se av > &4 (b) Se a = &4 (c) Se a < &4

Figura 4.44: Dindmica do sistema 4.2.3 numa vizinhanca de a = 14 quando o > 0, 3%+ u < 0,
8> 0.

Para o < 13 teremos uma bifurcagao sobre a = 7;. Além disso,

e Se a > n teremos uma bifurcagdo sobre o = £, apresentada na figura 4.45.

21 22 15
(a) Se av > &4 (b) Se a = &4 (c) Se a < &4
Figura 4.45: Dindmica do sistema 4.2.3 numa vizinhanca de o = &, quando o > 0, 3% 4+ u < 0,
g > 0.

e Se a = n; teremos uma bifurcagdo sobre o = 7, apresentada na figura 4.46.

5 & 8

a) Se a > &y (b) Se . = &4 c) Se a <&y

Figura 4.46: Dindmica do sistema 4.2.3 numa vizinhanca de o = & quando o > 0, 3% + u < 0,
8> 0.

e Se a < 1y teremos uma bifurcagao sobre o = 1,4 relacionada a conexao homoclinica
da dobra F'~ e uma bifurcacao sobre o = &5 relacionada a conexao homoclinica do
pseudo equilibrio p, além da bifurcagao sobre a = &;. Assim:

— Se a > ny entao teremos a bifurcacao apresentada na figura 4.47 para a > &,.
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24 25 26
(a) Se o > & (b)ea=8& (c)ea=E&
Figura 4.47: Dindmica do sistema 4.2.3 numa vizinhanca de o = & quando o > 0, 32 + u < 0,
£ > 0.

Se a < & entdo teremos ainda as possiveis dinamicas apresentadas na figura
4.48.

27 28
(a) Se e =¢&4 (b) Se av < &4

Figura 4.48: Dindmica do sistema 4.2.3 numa vizinhanca de o = & quando o > 0, 3% + u < 0,
g > 0.

— Se a = n4 entao teremos uma bifurcagao sobre a = £, apresentada na figura
4.49.

BF6
(a) Se av < &4 (b) Se a = &4 (c) Se a < &

Figura 4.49: Dindmica do sistema 4.2.3 numa vizinhanca de o = &, quando o > 0, 3% 4+ u < 0,
8> 0.

— Por fim, se a < ny entao teremos uma bifurcacao sobre a = £, apresentada na
figura 4.50.
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31 32 33
(a) Se av < &4 (b) Se a = &4 (c) Se a > &4

Figura 4.50: Dindmica do sistema 4.2.3 numa vizinhanca de o = & quando o > 0, 3% + u < 0,
8> 0.

Quando @ < 0 e 8% + u < 0 temos que a superficie {(a, 3, ;3 = 0} corresponde a uma
bifurcagdo dobra-dobra invisivel /visivel. Assim, vamos estudar a dindmica do sistema 4.2.3
numa vizinhanga dessa bifurcacao.

1. Para 8 < 0, sobre o« = 1, temos uma bifurcagdo apresentada nas figuras 4.51 para a =0
e em 4.52 para a < 0.

36

(a) Se a < my (b) Se o =1y

Figura 4.51: Dinadmica do sistema 4.2.3 numa vizinhanca de o = 1, quando o =0, 82+ < 0
e 5 <0.

37

() Se a <y (b) Se o = s

Figura 4.52: Dinamica do sistema 4.2.3 numa vizinhanca de o = 1, quando o < 0, 82+ <0
e 5 <0.

Além disso, para a > 1, teremos uma bifurcagdo em o = n;. As possiveis dinamicas sao
apresentadas na figura 4.53 para a = 0 e em 4.54 para a < 0.
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30 BF9 40
(a) Se av < my (b) Se a =1 (c) Se a >m

Figura 4.53: Dindmica do sistema 4.2.3 numa vizinhanca de oo = 1, quando oo = 0, 3%+ < 0
e 8 <0.

a1 42 13
(a) Se v < my (b) Se a =1 (c) Se a >m

Figura 4.54: Dindmica do sistema 4.2.3 numa vizinhanca de oo = 1, quando o < 0, 32+ < 0
e 3 <0.

2. Se # > 0 entao as possiveis dindmicas sdo apresentadas na figura 4.55 para @ = 0 e na
figura 4.56 para a < 0.

BFT7 44

(a) Se 5 =0 (b) Se >0

Figura 4.55: Dindmica do sistema 4.2.3 numa vizinhanca de f = 0 quando oo = 0 e 3%+ u < 0.

45 46

(a) Se p=0 (b) Se >0

Figura 4.56: Dindmica do sistema 4.2.3 numa vizinhanca de = 0 quando o < 0 e 3%+ u < 0.
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Quando o > 0 e 2 4 p > 0 teremos uma bifurcacdo em 8 = 0. As possiveis dindmicas sao
apresentadas na figura 4.57.

BF10 47

(a) Se 5 =0 (b) Se >0

Figura 4.57: Dindmica do sistema 4.2.3 numa vizinhanca de 3 = 0 quando a > 0 e 3%+ pu = 0.

48 49
(a) Se >0 (b) Se =0

Figura 4.58: Dindmica do sistema 4.2.3 numa vizinhanca de = 0 quando o > 0 e 3%+ u > 0.

Além disso para 8 < 0 teremos uma bifurcagao sobre o = 1y e uma bifurcagao sobre o = &;.
Mais precisamente,

e Se a > 1) teremos uma bifurcacao sobre o = &;. As possiveis dindmicas sdo apresentadas
na figura 4.59 para 32 + u > 0 e na figura 4.60 para 3% + u = 0.

(a) Se v > &; (b) Se a =& (c) Se a < &

Figura 4.59: Dinidmica do sistema 4.2.3 numa vizinhanca de o = & quando o > 0 e 32+ pu > 0.
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53 BF11 54
(a) Se v < & (b) Se a =& (c) Se a > &

Figura 4.60: Dindmica do sistema 4.2.3 numa vizinhanca de o = & quando o > 0 e 32 +p = 0.

e Se a < 1 entdo temos as dindmicas apresentadas na figura 4.61 para 824+ > 0 e em
4.62 para 32 + u = 0.

55 56

(a) Se a =y (b) Se av < 19

Figura 4.61: Dindmica do sistema 4.2.3 numa vizinhanca de o = 1, quando a > 0 e 3%+ pu > 0.

BF12 57

(a) Se v =mo (b) Se a < 12

Figura 4.62: Dindmica do sistema 4.2.3 numa vizinhanca de a = 1, quando a > 0 e 3%+ pu = 0.

Quando o < 0 e 32 + pu = 0 teremos uma bifurcacao sobre a superficie 3 = 0. As possiveis
dindmicas sdo apresentadas na figura 4.63.

58 BF13

(a) Se <0 (b) Se =0 (¢c)Se >0

Figura 4.63: Dindmica do sistema 4.2.3 numa vizinhanca de f = 0 quando oo < 0 e 3%+ pu = 0.
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Quando oo = 0 e 32 + p > 0 teremos uma bifurcacao dobra-dobra sobre a superficie 3 = 0.
As possiveis dinAmicas estao apresentadas na figura 4.64 para 82 +pu=0e 3 # 0 (se 3 =0
teremos o caso suave a« = [ = p = 0 representado pela figura 4.29) e na figura 4.65 para

B2+ p > 0.

BF14 BF15

(a) Se B <0 (b) Se >0

Figura 4.64: Dindmica do sistema 4.2.3 numa vizinhanca de § = 0 quando oo = 0 e 3%+ pu = 0.

60 BF16 61

(a) Se B <0 (b) Se 5 =0 (c) Se B2+ u>0

Figura 4.65: Dindmica do sistema 4.2.3 numa vizinhanca de 8 = 0 quando oo = 0 e 3%+ u > 0.

Quando o < 0 e 32 + ;o > 0 teremos uma bifurcacdo dobra-dobra em 3 = 0 representada
1

pela figura 4.66.

62 63 64

(a) Se >0 (b) Se 5 =0 (c)Se 5 <0

Figura 4.66: DinAmica do sistema 4.2.3 numa vizinhanca de 3 = 0 quando a < 0 e 3%+ u > 0.
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a=10

a <0 a >0

BF16

BF13

BF15

BFT 1

Figura 4.67: Diagrama de bifurcacao do sistema 4.2.3 para § > 0.
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a=10

a <0 a >0

>0
A
N p=70
BFL S v
BF2 [BF] <0
BEJ BF5
\
BF3
T
BF8& /
/
BF7

1
Figura 4.68: Diagrama de bifurcacao do sistema 4.2.3 para 8 < 0.

4.3 Singularidade do Tipo Sela

Consideremos um campo vetorial suave X que possui um ponto critico do tipo sela loca-
lizado em S = (0,0). Precisamos considerar algumas condigoes de genericidade para o campo



CAPITULO 4. BIFURCACOES DE SISTEMAS SUAVES SOBRE 65

X: os modulos dos autovalores sao diferentes e os autoespacos associados a esses autovalores
devem ser transversais a variedade de descontinuidade M (veja observacio 4.3.1). E claro que
a singularidade pode apresentar diferentes comportamentos dependendo de qual autovalor tem
modulo maior. Nessa secao estudaremos o caso onde o autovalor positivo tem modulo maior
do que o negativo. O outro caso é estudado de maneira andloga. Escolhemos coordenadas tais
que M = {(z,y);z+y=0}e

Xo=2r+2% 1 —y). (4.3.1)

Observacao 4.3.1. Para obtermos uma bifurcacao de codimensao 1 do tipo sela-bordo devemos
impor que os autoespagos sejam transversais a variedade de descontinuidade. De fato, seja Z
o campo vetorial em €2 dado por:

X =(x,—y) se 2*4+y>0

Z(@,y) = { Y=(1,1) se 22+y<0

Nesse caso o autoespago instavel do campo vetorial X é tangente a variedade M. Em [7] os
autores mostraram que o desdobramento de Z em €2 é dado por:

(4.3.2)

f (x,—y+p) se Ptex+y>0
el y)—{ (1,1)  se 2*+ex+y<0 (4.3.3)

Portanto, a codimensao dessa singularidade ¢ dois.

Consideremos entao o mergulho de X sobre 2 dado por Z = (X, X). A dindmica de
Z = (X, X) éilustrada na figura 4.69.

Figura 4.69: Retrato de fase de uma Bifurcacao do tipo Sela/Sela

Se Z = (X,Y) é uma perturbacio de Z = (X, X) em Q entdo Z deverd ter uma bifurcacio
relacionada a colisdo do ponto critico do campo X (respectlvamente Y) com a variedade M,
bifurcacdes relacionadas a colisdo da dobra do campo X com a dobra do campo Y (blfurcagoes
dobra-dobra) e bifurcacoes relacionadas a conexdes das variedades invariantes do campo X com
as variedades invariantes do campo Y.

Consideremos entao a familia a cinco parametros de campos vetoriais dada por:

X=Q2r+z2*+ fi,z—(1—fo)y) se x+y>0

Zap el y) = { Y = (24 2u)z+22+ fs,x—y+e) se z+y<0 (4.3.4)
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onde,
fi=a(l—f)(=2—(1- fo)a)

_>\—|—a
Ca-—1

fo

fa=(e=P)(—e+P5+2u+2)

O campo vetorial X possui um ponto de equilibrio, do tipo sela, que se localiza em

(25,55 ) = (1 = fa)a, ), (4.3.5)

que é visivel para a > 0 e invisivel para o < 0 (Quando o = 0 o ponto critico de X estd em M).
Além disso, escolhemos os pardmetros do desdobramento 4.1.3 de forma que quando (zy, yg*)

nao estd em M, isto é, quando a # 0, o ponto de dobra de X que surge esta localizado em
(FT,—F7*), onde,

_ =3a+4+ X —V4a?2X2 4 502 + 2ah + A2 — 16a 4+ 8\ + 16
= 5 ,
Quando o > 0, o campo vetorial X possui uma separatriz instdvel W; dada pela variedade

instavel da sela. Assim, pelo teorema da funcdo inversa, existe v € M e t < 0 tal que
¢ (v;") € W;t. De fato, v serd dado por

F+

(4.3.6)

2(a—1)(A -1«

T 2al—3a—\+4

Analogamente, o campo vetorial X possui uma separatriz estavel W dada pela variedade

estavel da sela do campo X. Pela forma normal que tomamos para o desdobramento 4.3.4,
teremos que v} = .

O campo Y tem um ponto critico, do tipo sela, que se localiza em

+

(4.3.7)

(x5, ) = (B—€.5), (4.3.8)

que ¢ visivel para 20 — € < 0 e invisivel para 25 — € > 0 (Quando 25 — € = 0 o ponto critico
de Y estd em M). Além disso, quando (z}, 9y ) nio estd em M, isto ¢, quando 238 — ¢ # 0, o
ponto de dobra de Y que surge estéd localizado em (F~,—F~) , onde,

F~= =2 — i+ /52— 28e+ 28+ € — 26 + 2 + 28 — 3¢ + 4 + 4. (4.3.9)

Quando 28 — p < 0 o campo vetorial Y possui uma separatriz instavel W, dada pela
variedade instavel da sela do campo Y. Assim, pelo teorema da func¢do inversa, existe v; € M
et <0 tal que ¢ (v;) € W, . De fato, v; sera dado por

o - —(28?% — 2Be + 2B+ 28 +¢€)
’ 22+ 8 —€e+p)
Analogamente, o campo vetorial Y possui uma separatriz estavel W dada pela variedade

estavel da sela do campo Y. Pela forma normal que tomamos para o desdobramento 4.3.4,
teremos que v, = x .

(4.3.10)
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Naregiao R = {(z,y); (z,y) e M e X f(x,y)Y f(z,y) < 0} temos definido uma dindmica
sobre a variedade de descontinuidade dada pelo campo:

et (2420 fo + e —dp)a® + (fafs + 2 +2f1 = 2fs)x + efy

;,B,,u,)\,e<x> = @it )t te—fitfa (4.3.11)

A regiao R serd dada por (F'*, F'7) e serd uma regiao de escape se F* < F~. Para F~ < F'*
teremos que a regiao R = (F~, F'") serda uma regiao de deslize.

Caso a > 0e 283 — e < 0 entao o campo vetorial de deslize terda um pseudo né p repulsor se
F* < F~ e um pseudo né atrator se F™ > F~. Caso o < 0 e 28—¢ > 0 entdao o campo vetorial
de deslize terd um pseudo né p repulsor F'™ > F~ e um pseudo nd atrator se F'* < F~. Para
os outros casos, o campo vetorial deslizante nao tera equilibrios.

4.3.1 Estudo das bifurcag¢oes do caso Sela/Sela

Vamos inicialmente estudar a existéncia de bifurcacoes locais de Z, g.¢ ua-

Proposicao 4. Para (o, 5, €, 1, \) suficientemente pequenos o sistema Z g ,n em 4.5.4 sofre
as sequintes bifurcagoes locais:

1. Uma bifurcagdo do tipo sela-bordo sobre a hipersuperficie & = {(a, B, p, A, €); ¢ = 0}.

2. Uma bifurcagao do tipo bordo-sela sobre a hipersuperficie & = {(a, B, 11, A, €);28 — p =

0}.

3. Uma bifurcagcdo do tipo dobra-dobra sobre a hipersuperficie &3 dada por

a’py + aps + B(—4e+4+28) + 26 — N2 — 6 — 4\ + /pi(A +a) =0 (4.3.12)

onde,
p1 = 4a?X? + 502 + 2a) + A2 — 16a + 8\ + 16.
p2 = (28(8 —2¢+2) 4+ 2e(e — 3) — A2 +5)
p3s = (40(—F +2¢ —2) +4e(—e+3) —2A —38)
As hipersuperficies & e & separam R® em 4 regides dependentes da posicdo dos pontos
criticos dos campos X e Y em relacao a variedade de descontinuidade M. Quando o ponto

critico do campo vetorial X e de Y sao visiveis teremos uma rica possibilidade de dinamicas.
Assim, para facilitar o estudo das bifurcagoes locais, vamos estudar essas regides separadamente.

Proposicao 5. Se a < 0 o sistema 4.3.4 possui essencialmente 26 retratos de fase distintos.

Demonstragio. Caso o < 0, entdo o ponto critico (z,y) de X é invisivel, e portanto surge
uma singularidade do tipo dobra visivel para o campo X em (F*, —FT). Nesse caso teremos
as trés seguintes possibilidades para o campo Y



CAPITULO 4. BIFURCACOES DE SISTEMAS SUAVES SOBRE 68

1. Se 23 — . > 0 entdo o ponto critico (zf,yd) de Y é invisivel. Nesse caso surge uma
singularidade do tipo dobra visivel para o campo Y em (F~,—F~). Teremos entao
uma bifurcacao do tipo dobra-dobra visivel sobre {3 e portanto, numa vizinhanga dessa

bifurca¢ao teremos as dindmicas da figura 4.70.

B ORE

Sil Si2 Si3
(a) Caso F* < F~ (b) Caso F™ = F~ (c) Caso F™ > F~

Figura 4.70: Diagrama de bifurcagao de 4.3.4 quando v < 0 e 26 — u >0

2. Se 23— = 0 entdo o ponto critico (z}, Y ) de Y estd em M. Assim, teremos as dinAmicas
da figura 4.71.

i M

Si4 Sil2

(a) Caso F* <} (b) Caso F+ =a} (c) Caso '+ > x}

Figura 4.71: Diagrama de bifurcagao de 4.3.4 quando a < 0 e 28 —pu =0

3. Se 28 — p < 0 ent@o o ponto critico (x},y}) de Y ¢ visivel. Nesse caso surge uma
singularidade do tipo dobra invisivel para o campo Y em (F~, —F~). Teremos entao uma
bifurcagao do tipo dobra-dobra visivel-invisivel sobre &5 (a dindmica sobre &3 é apresentada
na figura 4.72).

2

Figura 4.72: Dindmica do campo definido em 4.3.4 quando o < 0,25 —u<0e F* = F~,

Numa vizinhanga de &3 teremos ainda duas hipersuperficies de bifurcac¢oes relacionadas
com conexao entre o ponto critico do campo Y e a singularidade dobra do campo X. De



CAPITULO 4. BIFURCACOES DE SISTEMAS SUAVES SOBRE 69

fato, sobre a hipersuperficie £, dada por

(=267 =2Bu+B+3u+6)+ 326 —A+26—-2) = ANpu+2) —4p—8+ /G (B+pn+2)

B —2afB+ /@1 +4a+2B - A =5
(4.3.13)

onde q; = (2a —4)? + (a+ \)? + 4a? )\ + 8\, teremos uma conexao entre F'* e v; (isto é,
W, = W, (F7")) (veja figura 4.73.b ). Sobre a hipersuperficie 5 dada por

5 (—2ae + V4a2X2 + 502 + 2a\ + A2 — 16 + 8\ + 16 + 3a + 2¢ — A — 4 (4.3.14)
T 2 —1) -

teremos uma conexao entre F'* e v; (isto é, W, = W, (F)) (veja figura 4.74.b ). Numa
vizinhanca dessas hipersuperficies teremos as dinamicas da figura 4.73 se F~ < F'* e as
dindmicas da figura 4.74 se F* < F~.

"/fgj%}m //{%/ ! /}i%/{

Si5 5i6
a) Caso F™ > v, b) Caso Ft =v; c) Caso F+ < v;
(A (A 1

Figura 4.73: Dinamica de 4.3.4 quando o < 0,28 —pu<0e F~ < F'*

W ot

5410 Sill

(a) Se Ft < v (b) Ft =v; (c) F* <w;

Figura 4.74: Dindmica de 4.3.4 quando a < 0,28 —pu<0e F~ > F*

Caso a = 0, entdo o ponto critico (z, yg*) estd em M. Nesse caso teremos as trés seguintes
possibilidades para o campo Y':

1. Se 23 — . > 0 entdo o ponto critico (z{,yl) de Y é invisivel. Nesse caso surge uma
singularidade do tipo dobra visivel para o campo Y em (F~,—F~). Teremos entao uma
bifurcagio sobre & quando zf = F~. Numa vizinhanga dessa bifurcagao teremos as
dindmicas da figura 4.75.
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B M

Sml Sm2 Sm3

(a) Caso xff < F~ (b) Caso xf = F~ (c) Caso xff > F~

Figura 4.75: Diagrama de bifurcacao de 4.3.4 quando a« =0e 25 — >0

2. Se 23 — = 0 entdo o ponto critico (z},yd) de Y estd na variedade de descontinuidade
M. Nesse caso teremos entdo uma bifurcagio sobre &3 quando z = x}. Observe que
nesse caso, teremos o caso suave Z = (X, X ) dado pela figura 4.3.1. Numa vizinhanca de

&3 teremos as dinamicas da figura 4.76.

S S S

Smd BDS Smb

(a) Caso xgf > xf (b) 2 =z (c) 2 < xy

Figura 4.76: Diagrama de bifurcacao de 4.3.4 quando a =0e 26 —u =20

3. Se 28 — p < 0 entdo o ponto critico (x},y}) de Y é visivel. Nesse caso surge uma
singularidade do tipo dobra invisivel para o campo Y em (F~,—F~). Teremos entao
uma bifurcagao sobre & dada por zf = F~(a dinAmica sobre & é apresentada na figura
4.77).

Y78

Sm9

Figura 4.77: Dinamica de 4.3.4 quando a = 0,28 —u <0 e zf = F~.

Numa vizinhanca de &3 teremos ainda duas hipersuperficies de bifurcagoes relacionadas

com conexao entre o ponto critico do campo Y e o ponto critico do campo X. De

fato, sobre a hipersuperficie dada por &; teremos uma conexao entre xy e v; (isto é,

W, = W (z)), veja figura 4.79.b. Sobre a hipersuperficie dada por &5 teremos uma

]

conexdo entre zf e v, (isto é, W = W, (x7)), veja figura 4.78.b . Numa vizinhanca

dessas hipersuperficies teremos as dinamicas da figura 4.79 se F'~ < x e as dinamicas
da figura 4.78 se z < F~.



CAPITULO 4. BIFURCACOES DE SISTEMAS SUAVES SOBRE 71

Smb6 Sm7 Sm8

(a) 2 <wvg (b) x5 = v (c) x5 = v

Figura 4.78: Dinamica de 4.3.4 quando a =0, 28 —u < 0e F~ > zf.

/}/yé/{ /l\}yﬁ /p/f/{{

Sm10 Smll Sm12

(a) o <wvg (b) x5 = v (c) zp =vg

Figura 4.79: Dinamica de 4.3.4 quando a =0, 28 —pu < 0e F~ < zf.

Por fim, obtemos o diagrama de bifurcacao do desdobramento 4.3.4 para o > 0 fazendo a
intersecao de uma hiperesfera em R® com raio suficientemente pequeno com as hipersuperficies
de bifurcagoes &1 2345, (veja figura 4.80).

Figura 4.80: Diagrama de bifurcacao do sistema 4.3.4 para o > 0.

Proposicao 6. Se a > 0 o sistema 4.3.4 possui infinitos retratos de fase distintos.
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Se @ > 0 entdo o ponto critico (z,y) de X é visivel. Nesse caso teremos uma rica
dindmica quando o ponto critico do campo Y também for visivel. Para facilitar o estudo desse
caso estudaremos essa regiao (parte hachurada no diagrama de bifurcagao 4.87) separadamente.

Lema 4.3.2. Se a > 0e 25 — 4 > 0 entao o sistema 4.3.4 possui essencialmente 14 retratos de
fase distintos.

Demonstragio. De fato, se 23 — u > 0 entdo o ponto critico (2, yg ) do campo Y é invisivel,
e portanto surge uma singularidade do tipo dobra visivel para o campo Y em (F~,—F7).
Teremos entao uma bifurcacao do tipo dobra-dobra invisivel-visivel sobre &5 e portanto, sobre

&3 teremos a dindmica da figura 4.81.
///\
Svd
Figura 4.81: Dindmica de 4.3.4 sobre &3 quando o > 0, 25 — p > 0.
Numa vizinhanca de &3 teremos ainda duas hipersuperficies de bifurcagoes relacionadas com

a conexao do ponto critico de X com a dobra de Y. De fato, sobre a hipersuperficie & dada
por

 VB?P—2Be+28u+ € —2ep+ 12+ 20 — 3e + 4+ 4(3ar — 4) + 20 — 3ap — 8+ 4y + 8

24 (20— 1)V/BE —28e + 28 + €€ —2ep+ 12 + 28 — 3e + dp + 4+ 202 — 201 — 6o+

(4.3.15)

teremos uma conexao entre F'~ e v; (isto é, W, = W' (F™)) (veja figura 4.83.b ). Sobre a
hipersuperficie &7 dada por

2= pu B 2B+ 28p 4 €2 = 2ep + 2 + 28 — 3e +4p + 4
—1+VB?—=2Be+ 2B+ € —2ep+ 12+ 20 —3e+4p+) + X —p

(4.3.16)

teremos uma conexao entre F~ e v (isto ¢, W.;m = W;H(F ™)) (veja figura 4.82.b ). Numa vi-
zinhanca dessas hipersuperficies teremos as dindmicas da figura 4.83 se F'~ < F'" e as dinAmicas
da figura 4.82 se F+ < F~.

Svl Sv2 Sv3

(a) Caso v < F~ (b) Caso v} = F~ (c) Caso v} = F~

Figura 4.82: Dindmica do sistema 4.3.4 quando o > 0,28 —pu>0e F™ < F~.
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Svb Sv6 ST

(a) Caso vt < F~ (b) Caso vj” = F~ (c) Caso v;” > F~

Figura 4.83: Dinamica do sistema 4.3.4 quando o > 0,28 —pu>0e Ft > .

Se 23 — = 0 entdo o ponto critico (x},y) do campo Y estd em M. Nesse caso teremos
uma bifurcacao relacionada a conexao da dobra de X e o ponto critico de Y. De fato, sobre &
teremos a dinamica apresentada na figura 4.84.

y

Sm16

Figura 4.84: Dinamica de 4.3.4 sobre &3 quando o > 0, 25 — = 0.

Numa vizinhanca de &3 teremos ainda duas hipersuperficies de bifurcacoes relacionadas
com conexao entre o ponto critico do campo Y e o ponto critico do campo X. De fato,
sobre a hipersuperficie dada por & em 4.3.16 teremos uma conexdo entre zy e v (isto é,
W =W (x})), veja figura 4.85.b. Sobre a hipersuperficie dada por & em 4.3.15 teremos uma
conexdo entre zy e v (isto é, W;* = W (x})), veja figura 4.86.b. Numa vizinhanga dessas
hipersuperficies teremos as dindmicas da figura 4.86 se F't < x} e as dindmicas da figura 4.85

se 1p < FT.

Sm13 Sml4 Sm15

(a) Caso 2 < af (b) Caso zff =z} (c) Caso xff > af

Figura 4.85: Dinamica do sistema 4.3.4 quando a > 0, 2u — f=0e x} < FT
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Y.

Sm17 Sm18 Sm19

a) Caso v~ < z¥ b) Caso vl = a) ¢) Caso v > z¥
7 0 0 7 0

P =

Figura 4.86: Dinamica do sistema 4.3.4 quando a > 0, 2u— 3 =0e x} > FT

O diagrama de bifurcagdo do desdobramento 4.3.4 para a > 0 e 25— > 0 esta representado
na figura 4.87.

Figura 4.87: Diagrama de bifurcagdo do sistemas 4.3.4 paraa >0e 20 — >0

O

Se 28 — 1 < 0 entdo o ponto critico (x ,yy ) de Y é visivel. Nesse caso teremos o apareci-
mento de bifurcacoes relacionadas a conexao homoclinica e heteroclinica dos pontos criticos de
X e Y. Sobre a hipersuperficie dada por

(202X — 20eX — 202 + 3ae — 2\ + €\ + 2a — 4de
20\ — 3o — A+ 4

&= {(a, 8,1, N, €); 8= — b (4.3.17)
teremos uma conexao heteroclinia entre os pontos criticos de X e Y (ou seja, v, = v;"). Sobre
a hipersuperficie dada por

_ L 20B% = 2afBe 4+ 2aBu 4 Bae — 201 — 2% + 2Be — 2B — 4o — 2 — €
€9_{(avﬁvﬂa)‘7€)7)‘_ 2(@(2—e+ﬁ+u)) }
(4.3.18)
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teremos uma conexao heteroclinia entre os pontos criticos de Y e X (ou seja, v} = v; ). Quando
estamos sobre a intersecao das hipersuperficies &3, £ e & teremos uma bifurcacao de codimensao
3. Essa bifurcagao estd representada na figura 4.88.

Figura 4.88: Dinamica do sistema 4.3.4 sobre a intersecao de &3, &g e & quando o > 0 e
20 —pu < 0.

Vamos dividir o estudo do caso a > 0 e 26 — u < 0 pela posicao relativa dos pontos de
dobra dos campos X e Y. Observamos que quando F'* = F~ (ou seja, sobre £3) teremos uma
bifurcacao dobra-dobra, e além disso, o estudo e consequentemente as possiveis dinamicas sao
andlogos ao caso com refracao feito na secao 3.2.

Lema 4.3.3. Se a > 0,20 — u <0, F* < F~ e v] < F~ o sistema 4.3.4 possui 7 retratos de
fase distintos.

Demonstragao. De fato, teremos nessa regiao uma hipersuperficie de bifurcacao dada por

aff —ae+a— [ +e€
510:{(06,ﬁ,€,/1/,/\);)\:— o
relacionada a conexao entre variedade estavel de X e a variedade instavel de Y (isto é, v, = v

(veja figura 4.89 ). Numa vizinhanga dessa hipersuperficie teremos ainda as bifurcagoes &5 dada
J’_

} (4.3.19)

pela conexdao de F't com v, (veja figura 4.90 ) e { dada pela conexdo heteroclinica v;” = v
(veja figura 4.92 ).
s% S1.2
(a) Caso v < v (b) Caso vl = v, ou seja, sobre 19

Figura 4.89: Dinamica do sistema 4.3.4 numa vizinhanga de ;o para F* < F~ e vl < F~ .

(a) Caso vl >wv; > F* (b) Caso v, = F™, ou seja, sobre &s.

Figura 4.90: Dinamica do sistema 4.3.4 numa vizinhanca de & para F* < F~ e v} < F~.
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Existe ainda uma hipersuperficie de bifurcagao relacionada com a conexao do pseudo equi-
librio p com o ponto critico do tipo sela do campo Y. Seja (Sy,0) = ¢y, (v, ), onde t; € R™.
Assim as possiveis dindmicas sao apresentadas na figura 4.91.

& & 4

S1.5 S1.11 S1.12

(a) Caso vf < vy < FT e (b) Caso Sp =p (c) Caso Sp > p.
So < p.

Figura 4.91: Dinamica do sistema 4.3.4 numa vizinhanca de & para F* < F~ e v} < F~.

4 4

S1.15 S51.16

+
=

(a) Caso v v, , ou seja, sobre &g (b) Caso v > v

Figura 4.92: Dinamica do sistema 4.3.4 numa vizinhanca de & para F* < F~ e v < F~ .

]

Lema 4.3.4. Se a > 0,20 — u <0, F* < F~ e v] = F~ o sistema 4.3.4 possui 7 retratos de
fase distintos.

Demonstracdo. Nessa regiao teremos uma bifurcacao sobre & relacionada a conexao entre a
dobra de X e o ponto critico de Y (veja figura 4.93). Além disso, quando v, < F't teremos
ainda uma hipersuperficie de bifurcagao relacionada com a conexao do pseudo equilibrio p com
o ponto critico do tipo sela do campo Y. Seja (Sp,0) = ¢} (v, ), onde ty € R™. Assim as
possiveis dinamicas sao apresentadas na figura 4.94.

S1.9 S1.10

(a) Caso v, > Ft (b) Caso v, = F™T, ou seja, sobre &s.

Figura 4.93: Dindmica do sistema 4.3.4 numa vizinhanga de & para F+ < F~ ev” < v = F~.



CAPITULO 4. BIFURCACOES DE SISTEMAS SUAVES SOBRE 7

(a) Caso Sy < p (b) Caso Sp = p. (c) Caso Sy > p

Figura 4.94: Dinadmica do sistema 4.3.4 numa vizinhanca de & para Ft < F~, vl = F~,
v <vl < Ft.

Por fim, teremos ainda nessa regiao uma bifurcagao relacionada a conexao heteroclinica
sobre &. As possiveis dinamicas estao representadas na figura 4.95.

(a) Caso v;” > v, (b) Caso v;t = v, ou seja sobre &s.

Figura 4.95: Dinadmica do sistema 4.3.4 numa vizinhanca de & para F* < F~, vf = F~,
+ —
v <, .

]

Lema 4.3.5. Se a« > 0, 20 —pu < 0, F* < F~ e v} > F~ entdo o sistema 4.3.4 possuem
infinitos retratos de fase distintos. Mais especificamente,

1. Se v} > v e v, < v entdo o sistema 4.3.4 possui 2 retratos de fase distintos.

2. Se v =v; ewv; <wv; entdo o sistema 4.3.4 possui infinitos retratos de fase distintos.

+

3. Se v, =wv e v] <w; entdo o sistema 4.3.4 possui infinitos retratos de fase distintos.

4. Se vI < vy ew; < v entdo existe uma hipersuperficie &;; de bifurcagiao sobre a qual
temos uma conexao homoclinica do ponto critico do tipo sela do campo X. Além disso,
existe uma familia de hipersuperficies {7, },>0 no espago dos pardmetros que se acumula
na hipersuperficie ;1. Nessas hipersuperficies ocorrem as seguintes bifurcagoes:

(a) Se n =4k com k > 0 entao ocorre uma bifurcagao relacionada a conexao W' (zg) =
We(S™);

(b) Se n = 4k + 1 com k > 0 entdo ocorre uma bifurcacao relacionada a conexao
Wi(F*t) = We(SH);

(¢c) Se n = 4k + 2 com k > 0 entdo ocorre uma bifurcacdo relacionada a conexao
Wi (zg) = We(ST);
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(d) Se n = 4k + 3 com k > 0 entdo ocorre uma bifurcagdo relacionada a conexao
WL(F7) = We(S*);

Chamamos essa regiao no diagrama de bifurcacao 4.101 de regiao R1.

5. Se v > v; e v, > vl entdo entdo existe uma hipersuperficie &5 de bifurcagao sobre a
qual temos uma conexao homoclinica do ponto critico do tipo sela do campo Y. Além
disso, existe uma familia de hipersuperficies {7, },>0 no espaco dos pardmetros que se
acumula na hipersuperficie £15. Nessas hipersuperficies ocorrem as seguintes bifurcacoes:

(a) Se n =4k com k > 0 entéo ocorre uma bifurca¢ao relacionada a conexdo Wi (zg) =
We(S™);

(b) Se n = 4k + 1 com k > 0 entdo ocorre uma bifurcagao relacionada a conexao
Wi(FY) = We(S7);

(¢) Se n = 4k + 2 com k > 0 entdo ocorre uma bifurcagdo relacionada a conexao

Wi (xg) = We(S™);
(d) Se n = 4k + 3 com k > 0 entdo ocorre uma bifurcagdo relacionada a conexao
Wi(F~)=We(S™);

Chamamos essa regiao no diagrama de bifurcacao 4.101 de regiao R2.

6. Na regido limitada por vI < v; e vJ > v; teremos que a familia de hipersuperficies
{Nn}n>0 se acumulam na hipersuperficie & e a familia de hipersuperficies {7, }»>0 se acu-
mulam na hipersuperficie £g. Nessa regiao, portanto, ocorrem as bifurcagoes mencionadas
nas proposigoes anteriores em concomitancia.

Chamamos essa regiao no diagrama de bifurcagao 4.101 de regiao R3.

As regices R1, R2 e R3 estao representadas nas figuras 4.102 e 4.103.

Demonstracao. 1. As possiveis dindmicas sao apresentadas na figura 4.96.

A ey
&

(a) Caso v > v; (b) Caso v} = v,

Figura 4.96: Dindmica do sistema 4.3.4 quando v > v; e vy < v;".

2. Sejav; = v, ev;” > v.. Considere a 6rbita ;" (v;) do sistema 4.3.4 partindo do ponto v
pelo campo X. Seja to € R™ tal que ¢} (v) = (w0, —20). Existem valores de parametros
suficientemente pequenos tais que g < p e valores tais que xg > p. Pelo teorema do valor
intermedidrio teremos que existe uma hipersuperficie (Sp)* sobre a qual ¢ (v;) = p. Da
mesma forma, existird uma hipersuperficie (Sg7)* sobre a qual ¢ (v, ) = F~.
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Se (v, B, €, i, A) sdo tais que zo > p, entdo existem t1, ¢, € R~ tais que ¢;x 0} (2o, —9) =
(1, —z1). Andlogo ao anterior, pelo teorema do valor intermedidrio existem hipersuper-
ficies (S1)* e (S7)* tais que x; = p e x; = F'~ respectivamente.

Esse procedimento pode ser repetido iterativamente de maneira que obtemos uma sequén-
cia de hipersuperficies (Sy)* sobre as quais:

e Se k = 2n entao a dérbita partindo do pseudo equilibrio (pelo campo vetorial V') cruza
a variedade de descontinuidade 2n vezes antes de encontrar a variedade estavel do
campo vetorial Y.

e Se k= 2n+ 1 entao a drbita partindo do pseudo equilibrio (pelo campo vetorial X)
cruza a variedade de descontinuidade 2n + 1 vezes antes de encontrar a variedade
estavel do campo vetorial Y.

Obtemos também uma sequéncia de hipersuperficies (S5,,)* sobre as quais a dérbita par-
tindo do ponto de dobra do campo X (pelo campo Y') cruza a variedade de descontinuidade
2n vezes antes de encontrar a variedade estavel do campo vetorial Y. Respectivamente,
sobre (S3,,1)* a érbita partindo do ponto de dobra do campo Y (pelo campo X) cruza
a variedade de descontinuidade 2n + 1 vezes antes de encontrar a variedade estavel do
campo vetorial Y .

TN
TN

3. O estudo é feito de maneira analoga ao caso anterior. Apresentamos na figura abaixo
exemplos de dinamicas que aparecem nessa regiao.
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4. De fato, suponha que v; < v;” e v} <wv; . Seja to € R* tal que ¢}, = (0, —xo). Existem
valores suficientemente pequenos de («, 5, €, 1, A) tais que zy < vl e valores tais que
xo > v, . Assim, pelo teorema do valor intermedidrio existe uma hipersuperficie £;; sobre
a qual zp = v, e portanto, existird uma conexao homoclinica do ponto critico da sela do
campo X (veja figura 4.97).

_____ 4 4

S1.27 S1.29

(a) Caso xg = v, (b) Caso zg < v,

Figura 4.97: Dindamica do sistemas 4.3.4 numa vizinhanca de &;;.

Quando xy > v, encontramos uma sequéncia de hipersuperficies como no caso (2). Va-
mos descrever os diferentes comportamentos na regiao R1 no sentido anti-horario. No
diagrama de bifurcacao na regiao R1, vamos usar a seguinte notacao:

o Usaremos Ss, para representar a hipersuperficie sobre a qual a 6rbita partindo do
pseudo equilibrio (pelo campo vetorial Y) cruza a variedade de descontinuidade 2n
vezes antes de encontrar a variedade estavel do campo vetorial X.

o Usaremos Sy, 1 para representar a superficie sobre a qual a érbita partindo do pseudo
equilibrio (pelo campo vetorial X) cruza a variedade de descontinuidade 2n+ 1 vezes
antes de encontrar a variedade estavel do campo vetorial Y.

« Usaremos 5,5, para representar a superficie sobre a qual a érbita partindo do ponto
de dobra do campo X, F'*, cruza a variedade de descontinuidade 2n vezes.

o Usaremos S3, ., para representar a superficie sobre a qual a 6rbita partindo do ponto
de dobra do campo Y, F'~, cruza a variedade de descontinuidade 2n + 1 vezes.
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A hipersuperficie de bifurcacao 7y é uma separatriz de conexao entre o pseudo equilibrio
p e a sela ST do tipo W¢(ST) = Wi(p). Em 7, teremos uma separatriz de conexio
entre a dobra do campo X e a sela ST, portanto, W¢(ST) = Wi (FT). Em 7, teremos
novamente uma separatriz de conexao entre o pseudo equilibrio p e a sela ST porém
agora do tipo W¢(S*) = Wi (p) (nesse caso, a drbita partindo do pseudo equilibrio
pelo campo vetorial X cruza a variedade M uma vez antes de encontrar a variedade
estavel de X). Em 73 teremos uma separatriz de conexao entre a dobra do campo Y e a
sela ST, portanto W¢(S*) = WL (F~) (nesse caso, a ¢rbita partindo da dobra F~ pelo
campo vetorial X cruza a variedade M uma vez antes de encontrar a variedade estavel
de X). Esse procedimento se repete obtendo assim, uma sequéncia de hipersuperficies
que correspondem a bifurcacoes dadas por conexoes de separatrizes que diferem apenas
da quantidade de vezes que a érbita cruza a variedade M antes de interseptar a variedade
estavel do campo X. Essas hipersuperficies acumulam em &;; onde existe uma conexao
homoclinica da sela ST. A figura 4.98 apresenta as diferentes dindmicas nessa regiao.

Al

o0 ©0o0o0

Figura 4.98: Diferentes dindmicas na regiao R1. Nessa regidao existe infinitas hipersuperficies
de bifurcacao de codimensao 1 (7,)n>0 que se acumulam na hipersuperficie &;.

5. Para esse caso o estudo é feito de maneira andloga ao caso (4). A figura 4.100 apresenta
as diferentes dinamicas nessa regiao. Utilizamos a seguinte notagao:

o Usaremos S,, para representar a superficie sobre a qual a érbita partindo do pseudo
equilibrio (pelo campo vetorial X) cruza a variedade de descontinuidade 2n vezes
antes de encontrar a variedade estavel do campo vetorial Y.
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« Usaremos Sy, 1 para representar a superficie sobre a qual a érbita partindo do pseudo
equilibrio (pelo campo vetorial Y') cruza a variedade de descontinuidade 2n+ 1 vezes
antes de encontrar a variedade estavel do campo vetorial Y.

o Usaremos S5, para representar a superficie sobre a qual a érbita partindo do ponto
de dobra do campo Y, F'~, cruza a variedade de descontinuidade 2n vezes.

 Usaremos S5, para representar a superficie sobre a qual a 6rbita partindo do ponto
de dobra do campo X, F'*, cruza a variedade de descontinuidade 2n + 1 vezes.

S1.23 S51.24 S51.26

(a) FT <y (b) v; = vt (c) v; =vf

Figura 4.100: Diferentes dindmicas na regiao R2. Nessa regidao existe infinitas hipersuperficies
de bifurcacao de codimensao 1 (7,)n>0 que se acumulam na hipersuperficie &o.
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O diagrama de bifurcagao para o > 0, 25— u < 0 é apresentado na figura 4.101, e as regioes
R1, R2 e R3 sao apresentadas na figura 4.102.

Figura 4.101: Diagrama de bifurcacao do sistema 4.3.4 quando o > 0,28 —u<0e F* < F~.
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Figura 4.102

Figura 4.103

O caso quando F* > F~ ¢é estudado de maneira andloga ao anterior. O diagrama de
bifurcacao para esse caso esta representado na figura 4.104.
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4.4 Singularidade Cuspidal

Consideremos um campo vetorial suave X que possui um ponto critico do tipo cuspide
localizado em C' = (0,0). Vamos considerar a condigao de genericidade X3 f(C) # 0. Depen-
dendo do sinal de X3f(C) a singularidade apresenta diferente comportamento. Nessa se¢io
estudaremos o caso quando X?f(C) < 0. O outro caso pode ser estudado de maneira analoga.
Podemos entao escolher coordenadas tais que M = {(z,y);y =0} e

X = (-1,—27). (4.4.1)

Pelo teorema 2.1.5, um desdobramento de X em x,; ¢ dado por

X,=(-1,-2>+a) (4.4.2)

Consideremos entao o mergulho de X sobre §2 dado por Z = (X, X). A dinimica de
Z = (X, X) éilustrada na figura 4.105.

oY

Figura 4.105: Retrato de fase de uma Bifurcagao do tipo Cuspide/Crspide

Estudaremos a familia a cinco parametros de campos vetoriais dada por:

X=(-1-224+« se y>0
Zapern(TY) = { Y =(-1,-2%+ <26x + 8+ B()x,ﬁ,e, A ) se y<0 (4.4.3)
onde B ¢ a fungao dada por B(z, 3,6, \, 1) =0se S+ €2 <0e B(z,B,6,\, p) = 2(2* + (—2¢ +
A+ pvVeE+8)r—8— AN+ p)(evE+ B8+ 8+€%)) se f+€ > 0.
O campo vetorial X terd uma singularidade do tipo cuspide em (0,0) quando o = 0.
O pardmetro « desdobra a singularidade cispide do campo X como feito em [11], onde a
singularidade ciispide é chamada de dupla tangéncia. Quando « # 0 a ctspide desaparece de
maneira que X ¢é transversal & M para o < 0 e para @ > 0 uma dobra invisivel (F;",0) =
(—y/@,0) e uma dobra visivel (F3",0) = (y/,0) surgem.
Da mesma forma, o campo vetorial Y terd uma singularidade do tipo ctspide em (¢, 0)
quando 3 + €2 = 0. Os parametros 3 e € desdobram a singularidade cuspide do campo Y.
Quando 3+ €2 # 0 a ctspide desaparece de maneira que Y é transversal a M para 3 +¢2 <0 e
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para 3+ ¢? > 0 uma dobra visivel (F},0) = (e — (142X +2u)v/e2 + p,0) e uma dobra invisivel
(Fy,0) = (e + €2+ B,0) surgem.

Na regiao {(z,y);(z,y) € M e X.f(z,y)Yseruf(z,y) < 0} temos definido uma diné-
mica sobre a variedade de descontinuidade dada pelo campo de deslize 2.2.2. Teremos o seguinte
resultado para o campo vetorial deslizante do sistema 4.4.3.

Proposicio 7. A dindmica do sistema 4.4.3 nas regioes M€ U M? é dada pelo campo vetorial
Zagern(r) = —1.

Demonstragio. De fato, observe que X f(z) = —2? + a. Além disso, se 3 + ¢ < 0 entdo
Y f=—a%+ 2 + 3. Assim,

5 (2) —2ex — 4+«
r)=——-
avﬁaez)VH' 26 + /8 —

SeB+e2>0entao Yf=—(z—e— e+ B)(—x+e— (142X +2u)/€ + 3), e portanto,

=1 (4.4.4)

(z—e—VEFB)(—x+e— (142X +2u)VE+ B) — (22 — )
(22 —a) = (z —e— Ve + B)(—z + e — (1 + 2\ + 2u)V/e? + )

Zogepul®) = = —1. (4.4.5)

]

4.4.1 Estudo das bifurcagoes do caso Cuspide/Cuspide

Vamos estudar inicialmente as bifurcagoes locais do sistema 4.4.3.

Teorema 4.4.1. Para (a, 5, €, 1, \) suficientemente pequenos, o sistema Z, g, » em 4.4.3 sofre
as seguintes bifurcagoes:

1. Uma bifurcagao sobre a hipersuperficie & = {(a, 8, €, 1, A); &« = 0} relacionada ao apare-
cimento de uma singularidade cispide para o campo vetorial X.

2. Uma bifurcacio sobre a hipersuperficie & = {(a, 3,¢,u,\); 8 — €2 = 0} relacionada ao
aparecimento de uma singularidade ctspide para o campo vetorial Y.

As hipersuperficies &; e & separam o espago dos parametros em 4 regides dependentes se
os campos vetoriais X e Y possuem pontos singulares numa vizinhanca da origem. Quando
o campo vetorial X possui dois pontos de dobra e o campo vetorial ¥ também possui dois
pontos de dobra teremos uma rica possibilidade de dinamicas. Vamos estudar essas regioes
separadamente.

Teorema 4.4.2. Se 3+ ¢ < 0 entdo o sistema 4.4.3 possui essencialmente 14 retratos de fase
distintos.

Demonstragio. Caso 3 + €2 < 0, entdo o campo vetorial Y é regular, ou seja, Y f(q) # 0 e

Y (q) # 0 para todo ¢ € M. Nesse caso, teremos as trés seguintes possibilidades para o campo
X: se a < 0 entao X também sera regular, se @« = 0 entdao X terd uma singularidade cuspide
na origem e se a > 0 entdao X tera duas singularidades dobra. As possiveis dinamicas para o
sistema 4.4.3 sdo apresentadas na figura 4.106



CAPITULO 4. BIFURCACOES DE SISTEMAS SUAVES SOBRE 89

ﬁ/ ///W SALIRS

cil ci2 ¢i3
(a) Caso a >0 (b) Caso ao =0 (c) Caso a < 0

Figura 4.106: Diagrama de bifurcacdo do sistema 4.4.3 quando 3 + €2 < 0.

Caso 3 + €2 = 0, entdo o campo vetorial Y possui uma singularidade cuspide em (e, 0).
Além disso, quando o > 0, o campo vetorial terd pontos singulares (um ponto de cuspide
quando « = 0 e dois pontos de dobra quando « > 0). Assim, para « > 0, existirao bifurcagoes
relacionadas a conexao entre a cispide do campo Y e os pontos singulares do campo X (veja
figuras 4.107 e 4.108 para o > 0 e figura 4.109 para o = 0). Quando o < 0 entdo teremos uma
tnica possibilidade para a dindmica do sistemas 4.4.3 (veja figura 4.110).

N R

Cml Cm2 Cm3

(a) Caso € < —2/a. (b) Caso € = —2y/av. (c) Caso —2y/a < e < —y/a.
Figura 4.107

G T T

Cm4 Cmb Cmb Cm7
(a) Caso e = —y/a. (b) Caso —y/a < € < (c) Caso € = y/a. (d) Caso € > /a.
Va.

Figura 4.108: Diagrama do sistema 4.4.3 quando o > 0 e 3 + €2 = 0.
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W

(a) Caso € > 0 (b) Caso e =0 (c) Caso e <0

Figura 4.109: Dindmica do sistema 4.4.3 quando a = 0 e 3 + ¢ = 0.

Cil

Figura 4.110: Dindmica do sistema 4.4.3 quando a > 0 e 3 + ¢ = 0.

O diagrama de bifurcacido do sistema 4.4.3 para 3 + €2 > 0 é apresentado na figura 4.111.

/ﬂ\\

P

Figura 4.111: Diagrama de bifurcaciao do sistema 4.4.3 para 3 + 2 < 0.

O
Teorema 4.4.3. Se 3+ €2 > 0 entdo o sistema 4.4.3 possui infinitos retratos de fase distintos.

Se B + € > 0 surgem duas singularidades dobra para o campo vetorial Y. Nesse caso,
teremos uma rica dindmica quando o campo vetorial X também possuir duas singularidades
dobra numa vizinhanga da origem (ou seja, quando o > 0). Para facilitar o estudo, estudaremos
essa regiao (parte hachurada no diagrama de bifurcagao ) separadamente.
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Lema 4.4.4. Se B+ €2 > 0 e a < 0 entdo o sistema 4.4.3 possui essencialmente 8 retratos de
fase distintos.

Demonstracdo. O estudo nesse caso é analogo ao estudo feito na proposicao 4.4.2. As possiveis
dindmicas sdo apresentadas no diagrama de bifurcagao 4.112.

Figura 4.112: Diagrama de bifurcacio do sistema 4.4.3 quando S+ €2 >0 e a < 0.

]

Lema 4.4.5. Se 3+ €2 > 0 e a > 0 entdao o sistema 4.4.3 possui infinitos retratos de fase
distintos.

Demonstragio. Observe que quando a > 0 e 3+¢2 > 0 a érbita pelo campo vetorial X partindo
da dobra F," encontrard a variedade de descontinuidade M no ponto z§ = —2y/a e a 6rbita
pelo campo vetorial Y partindo da dobra F," (com tempo negativo) encontrard a variedade de
descontinuidade M no ponto

2 by 2 2
xaz(e +B) A+ p+2)++/e€ +8 (4.4.6)
e+ 0
Para a > 0 e 8+ €2 > 0 teremos uma bifurcacio dobra-dobra invisivel quando F;" = F .
Essa bifurcacdo ocorrera sobre a hipersuperficie,

m = {(a,B,e,\ p1); @ = 26> + B+ 24/ €2 + Be}. (4.4.7)

Ao redor da dobra-dobra é possivel definir um mapa de primeiro retorno ¢ : (Fy", Fy') —
((F, Fy)) dada por ¢(x) = éx o 6y (x). A fungio ¢y : (Ff, Fy) — ((F, Fy')) é dada por

oy (z) =—§—Zm()\+u)+gé—;\/ﬁ (4.4.8)
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onde,

fi = Betp)+y/e + B)?+9B(A+p)*+24(*+8) (A1) +8e*+110+(—61/ €2 + B(A+pu) +6¢)x—3z”.
A fungdo ¢x : (Fy, Fi") — ((FyF, F5")) é dada por

. T V=32 + 12a
A=y

Assim, seja ¢y(x) = &. Considere a érbita de X partindo do ponto (z,0), assim existe
to < 0 tal que ¢ (x,0) = (¢,0). Para Fi" = F; teremos que ¢ — & > 0. E portanto, teremos a
dindmica ilustrada na figura 4.113.

(4.4.9)

ISl

Figura 4.113: Dindmica ao redor da dobra-dobra do sistema 4.4.3 quando Fif = Fy .

Vamos dividir o estudo desse caso pela posicdo relativa entre o ponto de dobra F;" do campo
X e o ponto de dobra F,  do campo Y.

1. Considere o caso quando F;™ < F, . Nesse caso existird uma hipersuperficie de bifurcacao
relacionada com a conexdo do ponto de dobra do campo Y, F}, com o ponto zg (ou seja,
xg = F;). Essa hipersuperficie sera dada por:

m=tafehuia= ‘€<A+M+;)\/ﬂﬂi(4A2+<8u+4)A+4u2+4u+2))3+£(4A;;+;)2}-

C1.1 C1.2
(a) 25 < Fy (b) x5 = Fy

Figura 4.114: Dinadmica do sistema 4.4.3 numa vizinhanca de 7.
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Quando zd > F; existira uma hipersuperficie de bifurcagio relacionada com a conexao do
ponto de dobra do campo X, F5", com o ponto z, (ou seja, x, = Fy). Essa hipersuperficie
sera dada por:

(X + 2+ + Be+ A+ Bu + 26+ 26)?
e+

m={(a, 8,6, \,p); 0 = b (4.4.11)

C1.3 C1.4
(a) 25 < Fy (b) zg = F5

Figura 4.115: Dinadmica do sistema 4.4.3 numa vizinhanca de 7.

Seja t1 < 0 tal que ¢} (—2y/a, 0) = (27, 0) (ouainda, ¢} (z§,0) = (27,0)). Parazg > Fy
existira uma hipersuperficie de bifurcacao relacionada com a conexao do ponto de dobra

do campo X, Fy", com o ponto z7 (ou seja, i = F3"). Chamaremos essa hipersuperficie
e
C1.5 C1.6
(a) o < F (b) @f = Fy

Figura 4.116: Dinamica do sistema 4.4.3 numa vizinhanca de 7.

Para z{ > Fj existird uma hipersuperficie de bifurcacao relacionada com a conexao do
ponto de dobra do campo X, F,", com o ponto de dobra do campo Y, F; (ou seja,
Fy = F3). Essa hipersuperficie serd dada por:

ns = {(a, B, €, \, 1); & = 26> + B+ 2ey/ €2 + B}. (4.4.12)
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C1L.7 C1.8
(a) Fy = Fy (b) Fy > Fy

Figura 4.117: Dinamica do sistema 4.4.3 numa vizinhanca de ;.

Para F," < F, teremos ainda na vizinhanga de 15 uma bifurcacio relacionada com a
conexao do ponto de dobra do campo Y, Fy, com o ponto x{ (ou seja, Fy = z)

C1.9 C1.10
(a) Fy =z (b) Fy >z

Figura 4.118: Dindmica do sistema 4.4.3 numa vizinhanca de 75 e de ns.

Para F," = F; teremos também uma bifurcacio relacionada com a conexao do ponto de
dobra do campo Y, F;, com o ponto xg sobre 7.

N
C1.11 C1.12
(a) F{ > af (b) Fi ==

Figura 4.119: Dindmica do sistema 4.4.3 numa vizinhanca de 7, quando Fy™ = F; .
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Para Fy” < F, teremos uma hipersuperficie de bifurcacao relacionada com a conexao
do ponto de dobra do campo X, F;", com o ponto de dobra do campo Y, F;  (ou seja,
F; = F}"). Essa hipersuperficie serd dada por:

ne = {(cv, B, e, \, pu); o0 = —(4(/\+u+;))6\/62 + 5+(4>\2+(8u+4)>\+4u2+4u+2)e2+?f$1;¢+;)2}.

C1.13 C1.14
(a) Fy =Fy (b) Fy < Fy

Figura 4.120: Dinadmica do sistema 4.4.3 numa vizinhanca de 7.

Para I, < F;" temos também uma hipersuperficie de bifurcacio relacionada com a
conexao do ponto de dobra do campo X, F,, com o ponto de dobra do campo Y Fj (ou
seja, F; = Fy). Essa hipersuperficie serd dada por:

e ={(a, 8,6, A, 1); B = o+ 2v/ae}. (4.4.14)

C1.15 C1.16
(a) Fi = Fy (b) F| > Fy

Figura 4.121: Dinadmica do sistema 4.4.3 numa vizinhanca de 7.

Para F; < Fy teremos uma bifurcacao relacionada com a conexao do ponto de dobra do
campo X, F5", com o ponto de dobra do campo Y, Fy , (ou seja, Fy = Fy) sobre 7s.
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------- N R

C1.17 C1.18
(a) Fy = Fy (b) Fy < Fy

Figura 4.122: Dindmica do sistema 4.4.3 numa vizinhanca de n; e de ns.
Para F}" = F; teremos também uma bifurcacio relacionada com a conexdo do ponto de

dobra do campo X, F;", com o ponto de dobra do campo Y, Fy, (ou seja, Fy, = Fy")
sobre 7.

C1.19 C1.20
(a) Fy < Fy (b) Fy = Fy

Figura 4.123: Dindmica do sistema 4.4.3 numa vizinhanca de 15 e de 7.

Para F, = Fj teremos uma bifurcacao relacionada com a conexao do ponto de dobra do
campo X, Fy", com o ponto z, (ou seja, Fy” = x;) sobre 1.
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C1.21 C1.22

(a) Fy =g (b) Fy > ag

Figura 4.124: Dindmica do sistema 4.4.3 numa vizinhanca de ns e de 7s.

Para F;" = F; teremos também uma bifurcacio relacionada com a conexao do ponto de
dobra do campo X, Fy", com o ponto z; (ou seja, x; = Fy) sobre 7s.

C1.23 C'1.24

(a) g < Fy (b) zg = F5

Figura 4.125: Dinamica do sistema 4.4.3 numa vizinhanca de n3 e de 7.

Para 21 = F,f teremos uma hipersuperficie de bifurcacio relacionada com a conexao do
ponto de dobra do campo X, Fy, com o ponto z; (ou seja, z; = Fy") sobre 7s.

C1.25 C1.26
(a) zg = F5 (b) zg = Fy

Figura 4.126: Dindmica do sistema 4.4.3 numa vizinhanca de n3 e de ;.
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Nas regices do diagrama de bifurcacao 4.129 definidas por:

(a) oy > By, Fy < Fy e Fi < xf (Regido 1);
(b) g > Fy', Fy < Fyf, zd < Fi e F| < F;" (Regido 2);
(c) o < Fy, Fy < F{" e zy > Fy (Regido 3);

existirao uma infinidade de hipersuperficies de bifurcagoes.

Na regidgo R1 teremos que a érbita partindo do ponto de dobra Fj™ pelo campo vetorial
Y pode encontrar a variedade de descontinuidade M um ndmero 2n de vezes antes de
encontrar a dobra Fy . Assim estdo definidos para cada n inteiro nido negativo uma
hipersuperficie &,. Da mesma forma, a orbita partindo do ponto de dobra F, pelo
campo vetorial X pode encontrar a variedade de descontinuidade M um ntmero 2n + 1
de vezes antes de encontrar a dobra F}. Para cada n definimos entdo uma hipersuperficie
éonr1. Dessa forma, existe uma sequéncia infinita de hipersuperficies que se acumulam
na superficie sobre a superficie 15 onde as dobras F, e a dobra F,f se colapsam e a
componente M€ desaparece (veja figura 4.127).

Figura 4.127: Diagrama de bifurcacao do sistema 4.4.3 na regiao R1.
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Na regido R3 teremos que a érbita partindo do ponto de dobra F;" pelo campo vetorial
Y pode encontrar a variedade de descontinuidade M um ntmero 2n 4+ 1 de vezes antes
de encontrar a dobra F; . Assim estao definidos para cada n inteiro nao negativo uma
hipersuperficie ,,. Da mesma forma, a érbita partindo do ponto de dobra F; pelo campo
vetorial X pode encontrar a variedade de descontinuidade M um ntimero 2n de vezes antes
de encontrar a dobra F} . Para cada n definimos entao uma hipersuperficie x9,,1. Dessa
forma, existe uma sequéncia infinita de hipersuperficies que se acumulam na superficie
sobre a superficie 75 onde as dobras F; e a dobra F;" se colapsam e a componente M?
desaparece (veja figura 4.128).

Figura 4.128: Diagrama de bifurcacao do sistema 4.4.3 na regiao R3.

Na regiao R2 teremos as bifurcagoes relacionadas as hipersuperficies &, e k,, acontecendo
em concomitancia.
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'~
v
T
R1
1 R2
R3
| (T

Figura 4.129: Diagrama de bifurcacdo do sistema 4.4.3 quando Ff < Fj .

2. O caso quando F;" = F; , ou seja, sobre 7; teremos uma bifurcacdo de codimensao 2. O
diagrama de bifurcacao para esse caso ¢ representado na figura 4.130.
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Figura 4.130

3. O caso quando F;” > Fy ¢é estudado de maneira andloga ao caso Fy < F; .
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Capitulo 5

Perturbacao Descontinua de um
Centro Linear

Seja Xo = (—y,z) e M = f~1(0) a variedade algébrica dada por f(z,y) = zy.

Assim como feito nos capitulos anteriores vamos considerar o mergulho (X 1— (X, X)),
ou seja, consideremos o campo vetorial descontinuo Zy = (X, Xo).

Nosso objetivo nesse capitulo é estudar a existéncia de orbitas periédicas e pseudo ciclos
quando consideramos uma perturbacao linear de Zj.

Definicao 5.0.1. Chamaremos érbitas formadas pela uniao de n segmentos de érbitas costu-
rantes que possuem um nimero maximo k de segmentos de érbitas com mesma orientacao por
(n,k)-pseudo ciclos.

Observacgao 5.0.2. Observe que seguindo a definicao 5.0.1:
o Orbitas periddicas serdao (1, 1)-pseudo ciclos;
« pseudo ciclos serdao (n,n)-pseudo ciclos.

Consideremos a seguinte perturbagao de Zj:

| Xy =(—y+a,z+5) se zy>0

Z(x,y) = { Y(z,y) = (—y+ 0.2+ w) se ay<0 (5.0.1)
Podemos escrever entdao Z = Zy + H, onde H(a, (3,0,w) é a fungao dada por:
| (a,8) se xy>0
H(a, B,0,w) = { (6.0) se zy <0 (5.0.2)
Definicao 5.0.3. 1. Chamaremos de II; o conjunto dado por todos os campos vetoriais
Z = Zy+ H tais que o ponto critico dos campos X e Y sao visiveis, ou seja,

IhZh={Z=2y+H;—af >0 e —wf <0} (5.0.3)

2. Chamaremos de II; o conjunto dado por todos os campos vetoriais Z = Zy + H tais que
o ponto critico dos campos X e Y sao invisiveis, ou seja,

ILh={Z=2y+H;—af <0 e —wf>0}; (5.0.4)
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3. Chamaremos de II3 o conjunto dado por todos os campos vetoriais Z = Zy + H tais que
o ponto critico do campo X ¢ visivel e o ponto critico do campo Y ¢ invisivel, ou seja,

Iy3={Z=Zy+H;—af >0 e —wp>0)} (5.0.5)

4. Chamaremos de II; o conjunto dado por todos os campos vetoriais Z = Z, + H tais que
o ponto critico do campo X ¢ invisivel e o ponto critico do campo Y ¢ visivel, ou seja,

M, ={Z=2Zy+H;,—af <0 e —wd<0} (5.0.6)

5. Chamaremos de II5 o conjunto dado por todos os campos vetoriais Z = Zy + H tais que
o ponto critico do campo Y esta na variedade de descontinuidade M , ou seja,

s ={Z=2y+ H;wp = 0}; (5.0.7)

6. Chamaremos de Il o conjunto dado por todos os campos vetoriais Z = Zy + H tais que
o ponto critico do campo X esta na variedade de descontinuidade M, ou seja,

g ={Z=2y+ H;ap = 0}; (5.0.8)
Seguindo a notagao da defini¢ao 5.0.3 teremos os seguintes resultados.

Proposicao 8. Se Z € I1y, entdo existirdo duas regioes abertas do plano tais que as orbitas de
Z sao todas periodicas. Além disso:

e Sea=def=—-w (oud=—aef=w) existird um aberto em torno da origem tal que
todas as orbitas de Z sao (4,2)-pseudo ciclos e uma regiago aberta do plano em que todas
as orbitas serao (4,4) pseudo ciclos. Se além disso

— 0 < w entdo existirda um aberto do plano em que todas as drbitas serdo (6,4) pseudo
ciclos.

— § = w, entao nao existirao (n, k) pseudo ciclos com (n, k) # (1,1),(4,2), (4,3), (4,4).

— 0 > w, entdo existird uma regido aberta do plano em que todas as drbitas serao (2,2)
pseudo ciclos.

Existirda uma fungdo f = fzs. tal que se a = f entdo existird um (4,2) pseudo ciclo.

Existira uma fungio g = ggs. tal que se a = g entao existira um (4,3) pseudo ciclo.

Ezistirda uma funcio h = hgs,, tal que se a = h entao existird um (6,4) pseudo ciclo.

Para todos os outros casos, nao existirio (n, k)-pseudo ciclos com (n, k) # (1,1).

Demonstragio. Se —aff > 0 e —wd < 0 entdo (zf,yX) € MT e (x),yY) € M~, ou seja, os
pontos criticos de X e Y sdo visiveis. Além disso, sabemos que (3,95 ) e (), vy ) sdo centros
para os campos X e Y respectivamente, entdao teremos duas regioes abertas no plano tais que
as orbitas de Z sao (1,1) pseudo ciclos.
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Suponha que sgn(a) = sgn(d). Podemos supor sem perda de generalidade que «,§ > 0 (De
fato, o caso «a,d < 0 serd apenas uma rotagao do caso anterior, veja figura 5.1).

(a) a,6 >0 (b) a,0 <0

Figura 5.1

Sejam ¢, < 0 tais que @Y (—8,0) = (0,y) e ¢ (0,y) = (x,0), onde y = 6 — /02 — 2Pw + [
ex=—F—+v-2ay+ B +y>

’
e

Figura 5.2

1. Se v > —f3, entdo existirdo t; > 0 > t5 e t3 € R tais que ;' (—f3,0) = (0,1), i (—5,0) =

(an2> 6902/(1'70) = (0>y3) onde Y1 =+ Va2_52ay2:a_ V@Q_ﬁ2 €

) 0+ VR 2w +a? se < —w (5.0.9)
BTV 6Vt 2wr 122 se > —w o

Assim, existird um (n, k) pseudo ciclo se e somente se ocorrer uma das seguintes alterna-
tivas:

o y3 =1y . De fato, se @ —/a? — 2 = 0 + V0% + 2wz + x? teremos um (4, 3) pseudo
ciclo (veja figura 5.3(a)). Se a —+v/a? — 2 = § — /0% + 2wz + 22 entdo teremos um
(4,2) pseudo ciclo (veja figura 5.3(a)).
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O

G
O

Figura 5.3

e y3 = y;. De fato, a + va? — 2 = 0 + V0% + 2wz + 22 teremos um (4,4) pseudo
ciclo (veja figura 5.4(a)). Se a+ va? — 2 = § — /02 + 2wx + x? entdo teremos um
(4, 3) pseudo ciclo (veja figura 5.4(b)).

Figura 5.4

e ) =aef =—w. Aqui todas as drbitas de Z sdo (n, k) pseudo ciclos e satisfaz as
conclusoes do teorema.

Q/’“/

Figura 5.5: 6 =ae f = —w

2. Se a = —f entdo existird um (n,k) pseudo ciclo se e somente se existir t; tal que
¢y, (2,0) = (0,a). De fato, se @ = § + /02 + 2wz + 222 entdo existird um (4,4) pseudo
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ciclo (veja figura 5.6(a)). Se o = § — /62 + 2wz + 222 entdo existird um um (4, 3) pseudo
ciclo (veja figura 5.6(b)).

Figura 5.6

3. Se a < —f3, entdo existirdo t; > 0 > t5 € R tais que ;X (0, ) = (21,0), ¢ (0,) = (22,0)
e 51,52 < 0 tais que ) (x1,0) = (0,41) e @} (22,0) = (0,y2). Existirdo também 71,75 < 0
tais que @ii((),yg) = (71,0), gofg(O,yg) = (72,0) e t,s € R tais que ¢} (£1,0) = (0, %)
e ©Y (£2,0) = (0,7:). Teremos que 1 = —3 — /BZ—0a?, 29 = —B+ V/FZ— a2, y, =
- — \/§2+2x1w+x%, Yo = —0 — \/52+2x2w+x%, I = —f — \/—2ay1 +524yi e
To=—F+ \/—2ay1 + 8% + i (veja figura 5.7).

(O

Figura 5.7

Assim, existird um (n, k) pseudo ciclo se e somente se ocorrer uma das seguintes alterna-
tivas:

e Sey; = a. De fato, se a« = § + /02 + 2w, + 72 teremos um (4, 3) pseudo ciclo (veja
Y 1

figura 5.8(a)). Se o = 0 — \/(52 + 2wZ; + 7} teremos um (4,2) pseudo ciclo (veja
figura 5.8(b)).
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Figura 5.8

e Se o = a De fato, se « = § + \/52 + 2wy + 74 teremos um (4, 4) pseudo ciclo (veja

figura 5.9(a)). Se o = 0 — \/52 + 2wTs + T3 teremos um (4,3) pseudo ciclo (veja
figura 5.9(b)).

Figura 5.9
e 0 =ae S =—w. Aqui todas as d6rbitas de Z com excecao das érbitas que partem
dos pontos de dobra (—w,0) e (a,0) sdo (n, k) pseudo ciclos e satisfaz as conclusoes

do teorema.

Figura 5.10:  =a e f = —w



CAPITULO 5. PERTURBACAO DESCONTINUA DE UM CENTRO LINEAR 108

Para sgn(a) # sgn(d) teremos apenas uma rotacao do caso sgn(a) = sgn(d) (veja figura
5.11).

Figura 5.11

Proposicao 9. Se Z € 11, teremos que:

1. Se a = 9 (respectivamente § = w) entao existird uma regiao aberta do plano em que
todas as orbitas de Z serao (2,2) pseudo ciclos. Além disso, se = —w (respectivamente
a = —§) entdo todas as orbitas, com exce¢io das drbitas que partem ou chegam dos
pontos de dobras (—3,0) e (—w,0) (respectivamente (0,6) e (0,a)), sio (n,k) pseudo
ciclos. Mais precisamente, teremos um aberto do plano onde todas as drbitas sio (4,4)
pseudo ciclos e um aberto do plano onde todas as orbitas sao (6,4) pseudo ciclos.

2. Se aw # § ( respectivamente f # w) entao

e Ezistird uma fungao f = fzs. tal que se « = f entao existird um (3,3) pseudo ciclo.
e Ezistird uma fungdo g = gg s, tal que se a« = g entao existird um (4,4) pseudo ciclo.

e Em todos os outros casos existird uma vizinhanga da origem onde nao teremos (n, k)
pseudo ciclos,

Demonstracao.

Nesse caso existirao to > 0 e t; < 0 tais que ¢ (0,0) = (=23,0) e 9;(0,0) = (2a,0) . Da

mesma forma, existirdo £y > 0 e {1 < 0 tais que ¢),(0,0) = (—2w,0) e X (0,0) = (26,0).
Suponha que sgn(a) = sgn(d). Podemos supor sem perda de generalidade que «,§ < 0 (De

fato, o caso «a,d > 0 serd apenas uma rotagao do caso anterior, veja figura 5.12).
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TN

(a) a,6 <0 (b) a,6 >0

Figura 5.12

1. Se a < d:
Seja ty tal que ¢ (0,2a) = (,0) e £y tal que ¢ (—2w,0) = (0,y) .

e Sex < —28 somente existird um pseudo ciclo se existir 3 tal que ¢X5(0,y) = (—=24,0).

De fato, se —w + vVw? + 92 —2yd = =23, onde y = a — /a? — 45w + 4w? entao
existird um (4,4) pseudo ciclo (veja figura 5.13(a)).

e Se x = =283 (Ou seja, se —w + V4a? —4ad +w? = —203) entdo existird um (3,3)
pseudo ciclo (veja figura 5.13(b)).

e Se x > —2f entao nao existira pseudo ciclos numa vizinhanga da origem (veja figura

5.13(c)) .

(a) (b) (c)
Figura 5.13

2. Se a =4, entdo ¢} (0,0) = (26,0) = ¢y;(0,0) = (2a,0).
Além disso, se 0 < yo < «, entdo existird t3 > 0 tal que ¢;5(0,yo) = (0,20 — o). Existird
também #3 > 0 tal que @é(O,Za —140) = (0,0). Ou seja, existird uma vizinhanga do
ponto de dobra (0, «) em que todas as 6rbitas de Z serao (2,2) pseudo ciclos.
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Figura 5.14

Como no caso o < ¢, existird to > 0 tal que gog(—Zw,O) = (0,y). Da mesma forma
daquele caso somente teremos a existéncia de pseudo ciclos (com (n, k) # (2,2)) se existir
ty > 0 tal que ¢} (0,y) = (—24,0). De fato, isso acontecerd caso 3 = —w e nesse caso
todas as érbitas de Z com excegao das que partem ou chegam das dobras (—f3,0) e (—w, 0),
serdo (n, k) pseudo ciclos.

Figura 5.15

3. Se a > 9.
Anélogo ao caso a < § (veja figura 5.16).

(a) (b) (c)
Figura 5.16
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Para sgn(a) # sgn(d) teremos apenas uma rotacao do caso sgn(a) = sgn(d) (veja figura

5.17).

(a)a>0>4

Figura 5.17

]

Proposigao 10. Se Z € I3 (respectivamente se Z € 11y ), existird uma regiago aberta do plano
tais que as orbitas de Z sao todas periodicas. Além disso:

1. Caso sgn(a) # sgn(6):

Sed = —w e f = —a (respectivamente § = w, a = (), entdo todas as orbitas com
exceciao das orbitas que partem ou chegam dos pontos de dobra (—w,0) e (0,9) (res-
pectivamente, (—f3,0) e (0,a)) sao (n, k) pseudo ciclos. Mais precisamente, teremos
um (3,3) pseudo ciclo , uma regido aberta do plano onde todas as orbitas sao (4,3)
pseudo ciclos e uma regiao aberta do plano onde todas as drbitas sao (4,4) pseudo
ciclos.

Existird uma funcdo f = fss. tal que se o = f entdo existird um (3, 3) pseudo ciclo.
Existird uma fungao g = ggs. tal que se oo = g entdo existird um (4,3) pseudo ciclo.
Existird uma fun¢do h = hgs,, tal que se a = h entdo existird um (4,4) pseudo ciclo.

Em todos os outros casos existird uma vizinhanga da origem onde ndo teremos (n, k)
pseudo ciclos, com (n,k) # (1,1).

2. Caso sgn(a) = sgn(d):

Sea=0ef=wentio X =Y e portanto estamos no caso continuo.
Existird uma fungdo f = fss. tal que se o = f entdo existird um (3, 3) pseudo ciclo.
Existird uma fungao g = ggs. tal que se o = g entao existird um (3,2) pseudo ciclo.

Em todos o0s outros casos existird uma vizinhanga da origem onde ndo teremos (n, k)
pseudo ciclos, com (n,k) # (1,1).
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Demonstragio. Suponha que sgn(a) = sgn(d). Podemos supor sem perda de generalidade que
a,d > 0 (De fato, o caso a, d < 0 serd apenas uma rotagao do caso anterior, veja figura 5.18).

(a) a,6 <0 (b) a,0 >0

Figura 5.18

1. Sed > a

Nesse caso para que exista um (n, k) pseudo ciclo (com (n, k) # (1,1)) teremos que ter
B < —2w. Além disso deverd existir ¢t < 0 tal que ¢X(0,2) = (—2w,0). De fato, se
—2w = —f + /% + 46 — 40 entdo existird um (3, 3) pseudo ciclo (veja figura 5.19(a)).

2. Sed =«

Entao para que exista um (n, k) pseudo ciclo (com (n,k) # (1,1)) devera existir ¢t < 0
tal que ¢ (0,25) = (—2w, 0), ou ainda, 8 = w. Aqui estaremos entdo no caso continuo e
portanto todas as drbitas serdo (n, k) pseudo ciclos (veja figura 5.19(b)).

(ajoz<5 (bjazé

Figura 5.19

3. Se § < «a entdo como nos casos anteriores teremos um (n, k) pseudo ciclo somente se
existir ¢ < 0 tal que ;< (0,20) = (—2w, 0).

Mais precisamente, se além disso 26 > « entao teremos um (3, 3) pseudo ciclo (veja figura
5.20(a)). Se 20 = a e @« = —[3, entdo todas as 6rbitas de Z com excegao da orbita que
parte ou chega dos pontos de dobra (4,0) e (—w, 0) serao (n, k) pseudo ciclos (veja figura
5.20(b)). Se 2§ < « entdo teremos um (3,2) pseudo ciclo (veja figura 5.20(c)).
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(c) a‘ > 20

(a) @ <26

Figura 5.20: a < ¢

Suponha que sgn(a) # sgn(d). Podemos supor sem perda de generalidade que a > 0 > ¢
(De fato, o caso o < 0 < 0 serd apenas uma rotagao do caso anterior, veja figura 5.21).

(=0
W,

(a) a>0>0 (b) d >0>«

Figura 5.21

1. Se a < —f3 entao somente existira (n, k) pseudo ciclos se:

 Existir t > 0 tal que ¢;* (—2w,0) = (0,26). De fato, se 20 = a — Va2 — 4fw + 4w?
existird um (3, 3) pseudo ciclo (veja figura 5.22(a)).

o Existir t1,t,t3 > 0 e t; < 0 tais que ¢}, (¢} (¢ (91, (0,)))) = (0,). De fato,
se =B —VB2—a2 = —w+ /-2y +wr+9y% onde y = a —VaZ+28z+a2% e
T =—w— Va2 —20a + w? existird um (4, 3) pseudo ciclo (veja figura 5.22(b)).

o Existir t,to,13,t4 > 0 tais que ¢ (¢}, (7 (07 (0,)))) = (0,). De fato, se —f +

VE2—a? = —w+vV/-2y+w?2+y? ondey =a—Vat+28r+r2er = —w—
Va2 — 25 + w? existird um (4, 4) pseudo ciclo (veja figura 5.22(c)).
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(b) (c)
Figura 5.22

2. Se a = —f3 entdo somente existird um (n, k) pseudo ciclo se § = —w. Assim, todas as
6rbitas de Z com exce¢ao da érbita que parte ou chega dos pontos de dobra (—w,0) e
(0,9) sao (n, k) pseudo ciclos.

©

2

Figura 5.23

3. Sea>—pf
Andlogo ao caso oo < —f (veja figura 5.24).

(a) (b) (c)
Figura 5.24
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Proposicao 11. Se Z € Il (respectivamente, Z € llg) teremos a mesma conclusio da pro-
posi¢io 9 se —af < 0 (respectivamente, —éw > 0) e a mesma conclusio da proposi¢io 10 se
—af > 0 (respectivamente, —dw < 0).

Demonstragcio. A demonstracao segue analogamente das demonstracoes das proposi¢oes ante-
riores. ]

O préximo teorema segue imediatamente das proposicoes de 8 a 11.

Teorema 5.0.4. Se Z € Il = US_TI; entdo existem parametros (o, 3,0, w) para os quais Z
possui um tnico (n, k) pseudo ciclo com (n, k) # (1,1)
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