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Resumo

Esta dissertação é focada no estudo da estabilidade estrutural de campos suaves por
partes deĄnidos em uma variedade compacta 𝑀 de dimensão três, tendo como variedade
de deslise do sistema uma 2-variedade orientável mergulhada em 𝑀 . Abordaremos por-
tanto, de forma abrangente, condições para que um campo de vetores suave por partes
apresente algum tipo de estabilidade estrutural.

O primeiro passo para conseguir tal objetivo será deĄnir e entender o conceito de
singularidade tangencial e, mais ainda, deĄnir o que se entende por singularidade tan-
gencial genérica. Mostraremos então a existência de um conjunto, contido no conjunto
dos campos suaves por partes, de forma que cada um de seus elementos possui apenas
singularidades genéricas, mais ainda, será possível demonstrar que tal conjunto é residual
no conjunto dos campos suaves por partes.

O segundo passo será a demonstração do teorema conhecido como Forma Normal de
Vishik que nos permitirá a análise local de campos possuintes apenas de singularidades
genéricas. Conseguiremos assim, encontrar condições necessárias e suĄcientes para a
existência de estabilidade estrutural local.

Por Ąm, iremos estender o conceito de estabilidade estrutural local para uma vizi-
nhanças da variedade de deslise e então encontraremos condições, baseadas nos teoremas
de Peixoto e nos resultados referentes a estabilidade estrutural local, para que haja a
existência desse tipo de estabilidades estrutural.

Palavras-chave:
Sistemas de Filippov, Campos Vetoriais Descontínuos, Estabilidade Estrutural



Abstract

This dissertation is focused on the study of the structural stability of piecewise smooth
vector Ąelds on a three dimensional compact manifold 𝑀 , where the sliding manifold is a
two dimensional oriented manifold embedded in𝑀 . Therefore, we will, in a comprehensive
way, look for conditions such that a piecewise smooth vector Ąelds admit some type of
structural stability.

The Ąrst step to achieve this goal will be to deĄne and understand the concept of
tangential singularity and deĄne what is understood by a generic tangential singularity.
We will show the existence of a set, contained in the set of piecewise smooth vector Ąelds,
such that each of its elements has only generic singularities, moreover, it will be possible
to prove that such a set is residual in the set of piecewise smooth vector Ąelds.

The second step of the process will be to prove the theorem known as the Vishik Normal
Form, which will allow us to analyze local Ąelds with only generic singularities. We will
be able to Ąnd necessary and sufficient conditions for the existence of local structural
stability.

Finally, we will extend the concept of local structural stability to a neighborhood of
the sliding manifold and then we will Ąnd conditions, based on PeixotoŠs theorems and
the results referring to local structural stability, for the existence of this type of structural
stability.

Key-words:
Filippov Systems, Discontinuous Vector Fields, Structural Stability.
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Introdução

A
teoria desenvolvida em volta dos sistemas dinâmicos suave por partes possui como
objetivo estudar sistemas que admitem uma mudança abrupta de comportamento em

uma região especíĄca do espaço. Ela possui aplicações muito conhecidas na engenharia,
sendo utilizada vastamente em teoria de controle.

Sabemos que para aplicações provenientes da engenharia, infelizmente, nenhuma me-
dida é absoluta e portanto as condições iniciais do sistema a serem consideradas nunca
são exatas, elas são apenas tão precisas quanto seu aparelho de medição permitir. Além
disso, muitas vezes as equações diferenciais que modelam o problema são uma simpliĄca-
ção do modelo real. Sendo assim, muitas vezes as equações que modelam o sistema, não
são exatamente as propostas pela teoria, mas sim modelos suĄcientemente próximos.

Tendo este problema em mente, surge a motivação e necessidade da criação de uma
teoria de estabilidade estrutural para esse tipo de sistema, uma vez que é interessante
saber se, perante pequenas pertubações no sistema, se a dinâmica do fenômeno é alterada
ou não.

A teoria da estabilidade estrutural em campos vetoriais suaves é completa para 2-
variedades, porém há poucos resultados relacionados a esse tópico para variedades de
dimensão maior ou igual a 3. Em relação à teoria dos campos vetoriais suaves por par-
tes, o problema de estabilidade estrutural também tem despertado o interesse de vários
matemáticos e esta área tem se mostrado matematicamente muito promissora.

Os objetivos dessa dissertação de mestrado são o estudo e a caracterização da esta-
bilidade estrutural local e Σ-semilocal de campos suaves por partes em variedades de
dimensão três. Começaremos estudando as propriedades gerais dos campos suaves por
partes em dimensão três, e depois da construção de uma base teórica considerável para
nossos estudos partiremos para a caracterização das estabilidades estruturais local e Σ-
semilocal.

Estrutura do Texto e Resultados Principais

Essa dissertação de mestrado é dividida em 5 capítulos.

Capítulo 1

O primeiro capítulo é apenas uma apresentação de conceitos que moldarão as principais
ferramentas utilizadas nos demais capítulos, tais como a deĄnição de inclusão diferencial, a
deĄnição de singularidade tangencial, e o entendimento da topologia que será considerada
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nos campos suaves por partes. Além disso o capítulo tem como objetivo mostrar ao
leitor quais são os requisitos necessários para a leitura e compreensão do texto. Mais
ainda, nesse capítulo demonstraremos resultados preliminares sobre residualidade como
por exemplo, o Teorema 1.3.6.

Capítulo 2

No segundo capítulo é apresentado e demonstrado o resultado que torna toda a teoria
de estabilidade estrutural em dimensão três possível, a Forma normal de Vishik, Teorema
2.2.4. Além disso, serão apresentadas outras formas normais que possuem, em alguns
casos, algumas vantagens em relação à forma normal de Vishik, teoremas 2.2.5 e 2.2.6.

Capítulo 3

O capítulo de número três é dedicado ao estudo das propriedades topológicas dos
conjuntos X

𝑟(𝑀∘) e Ξ0. Será mostrado que podemos caracterizar o conjunto das sin-
gularidades tangenciais de campos nesses conjuntos e mais ainda, que X

𝑟(𝑀∘) e Ξ0 são
abertos e densos em X

𝑟(𝑀∘) e Ω𝑟(𝑀,Σ), respectivamente.

Capítulo 4

O quarto capítulo é onde os resultados mais importantes da dissertação são demons-
trados. Começamos relembrando os resultados referentes à estabilidade estrutural no caso
de sistemas suaves e provaremos que o conjunto dos campos globalmente localmente es-
truturalmente estáveis é aberto e denso no conjunto dos campos suaves (Teorema 4.1.2.2
e Teorema 4.1.2.3). Depois, nos concentraremos na análise da estabilidade estrutural de
campos suaves por partes e em decorrência do capítulo 3, veremos que será necessário
apenas estudar os campos suaves por partes pertencentes ao conjunto Ξ0. Será mostrado
pelos Teoremas 4.2.2.2 e 4.2.3.2 que os pontos que são dobra-regular e cúspide-regular
são localmente estruturalmente estáveis. Partiremos então para análise dos pontos de
dobra-dobra, encontraremos condições para que a estabilidade estrutural seja satisfeita
(Teoremas 4.2.4.9, 4.2.4.11, 4.2.4.12) e 4.2.4.13 e encontraremos condições para a não es-
tabilidade estrutural como por exemplo os Teoremas 4.2.4.10 e Corolários 4.2.2 e 4.2.3),
mais ainda, conseguiremos provar, por meio no Teorema 4.2.4.7, que o conjunto dos cam-
pos suaves por partes globalmente localmente estruturalmente estáveis não é residual em
Ω𝑟(𝑀,Σ).

Capítulo 5

O último capítulo dessa dissertação é dedicado à análise da estabilidade estrutural
Σ-semilocal, mostraremos que pelo Teorema 5.1.3 uma caracterização dos campos estru-
turalmente deslise estável em Ξ0 e a caracterização da estabilidade estrutural Σ-semilocal
em Ξ0.
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Capı́tulo 1
Preliminares

C
omeçaremos apresentando conceitos fundamentais para o entendimento dos resulta-
dos desenvolvidos nessa dissertação, os resultados citados e desenvolvidos nessa seção

serão utilizados durante todo o texto de maneira exaustiva.

1.1 Sistemas Suaves por partes

Seguindo a referência [5] tem-se as seguintes deĄnições sobre campos suaves por partes
em um contexto geral:

Considere 𝑀 ⊆ R𝑚 uma variedade 𝑛-dimensional suave mergulhada em R𝑚 e uma
função suave 𝑓 : 𝑀 ⊃ R, tal que 0 é valor regular de 𝑓 , i.e. para todo 𝑥 ∈ 𝑓⊗1(0) temos
que d𝑓𝑥 : 𝑇𝑥𝑀 ⊃ R é uma transformação linear sobrejetora. É amplamente conhecido
da topologia diferencial que Σ ..= 𝑓⊗1(0) é uma (𝑛⊗ 1)-subvariedade suave mergulhada
em 𝑀 . Além disso é importante perceber que não há perda de generalidade ao falar que
𝑀 é uma variedade mergulhada em R𝑚, uma vez que o teorema do mergulho de Whitney
aĄrma que toda variedade suave pode ser mergulhada em algum R𝑚.

Tendo tais notações em mente, existem duas subvariedades com bordo mergulhadas
em 𝑀 naturais a serem consideradas,

𝑀+ ..= ¶𝑥 ∈ 𝑀 ; 𝑓(𝑥) ⊙ 0♢

e
𝑀⊗ ..= ¶𝑥 ∈ 𝑀 ; 𝑓(𝑥) ⊘ 0♢.

É imediato que 𝑀 = 𝑀+ ∪𝑀⊗ e Σ = 𝑀+ ∩𝑀⊗. Considere agora dois campos de
vetores suaves de 𝑀 , 𝑋 e 𝑌 , i.e.,

𝑋, 𝑌 : 𝑀 ⊃ R
𝑚

funções suaves tais que, ∀ 𝑥 ∈ 𝑀 tem-se 𝑋(𝑥), 𝑌 (𝑥) ∈ 𝑇𝑥𝑀 ⊆ R𝑚. O conjunto dos cam-
pos suaves em 𝑀 será denotado por X(𝑀). Podemos então deĄnir a função multivalorada
𝑍 : 𝑀 ⊃ R𝑚 (isto é, 𝑍(𝑥) ⊆ R𝑚, ∀𝑥 ∈ 𝑀) de forma que

𝑍(𝑥) =

⎧
⋁︁⨄︁
⋁︁⎩

𝑋(𝑥), se 𝑥 ∈ 𝑀+,
𝑌 (𝑥), se 𝑥 ∈ 𝑀⊗,
Conv[𝑋(𝑥), 𝑌 (𝑥)], se 𝑥 ∈ Σ,
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sendo

Conv[𝑋(𝑥), 𝑌 (𝑥)] ..=

∮︁
1 + Ú

2
𝑋(𝑥) +

1 ⊗ Ú

2
𝑌 (𝑥); Ú ∈ [⊗1, 1]

⨀︀
.

Notação 1.1.1. A função multivalorada 𝑍 será denotada por 𝑍 = (𝑋, 𝑌 ). O conjunto
dos campos 𝑍 = (𝑋, 𝑌 ) com 𝑋, 𝑌 ∈ X(𝑀) será denotado por Ω(𝑀,Σ).

Tendo em vista o objetivo de se deĄnir uma equação diferencial em (𝑋, 𝑌 ), surge a
necessidade do conceito de inclusão diferencial.

DeĄnição 1.1.1. Seja 𝑍 : 𝑀 ⊃ R𝑚 um campo multivalorado, i.e. ∀ 𝑥 ∈ 𝑀, 𝑍(𝑥) ⊆
𝑇𝑥𝑀 . A inclusão diferencial de 𝑍 é uma equação da forma

𝑥̇ ∈ 𝑍(𝑥). (1.1.1)

Uma curva Ò : (𝑎, 𝑏) ⊆ R ⊃ 𝑀 é chamada de solução de (1.1.1) se forem satisfeitos:

1. Ò é uma curva absolutamente contínua, i.e. para todo 𝜀 > 0 existe Ó > 0, tal que
toda sequência de subintervalos disjuntos [𝑥𝑘, 𝑦𝑘] ⊆ (𝑎, 𝑏) que satisfaz

∑︀
𝑘♣𝑦𝑘 ⊗ 𝑥𝑘♣<

Ó, implica que
∑︀
𝑘‖Ò(𝑦𝑘) ⊗ Ò(𝑥𝑘)‖< 𝜀.

2.
dÒ
d𝑡

(𝑡) ∈ 𝑍(Ò(𝑡)) para quase todo 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏).

No que vem a seguir encontraremos uma condição relativamente fraca para a existência
de solução de uma inclusão diferencial. É importante notar que, em geral, não se ter
unicidade das soluções de inclusões diferenciais.

Seja 𝐹 um campo multivalorado, dado 𝑥0 ∈ 𝑀 , o conjunto 𝑆𝐹 (𝑥0) é o conjunto de
todas as soluções 𝜙(𝑡) de 𝑥̇ ∈ 𝐹 (𝑥) tais que 𝜙(0) = 𝑥0.

DeĄnição 1.1.2. Um campo multivalorado 𝐹 : 𝑀 ⊃ R𝑛 é chamado de semicontínuo
superior se, para todo 𝑥 ∈ 𝑀 , dada uma vizinhança 𝐵 ⊆ R𝑛 de 𝐹 (𝑥), existe uma
vizinhança 𝐴 ⊆ 𝑈 de 𝑥, tal que 𝐹 (𝐴) ⊆ 𝐵.

A condição descrita na deĄnição 1.1.2 dá origem aos seguintes teoremas de existência
das soluções das inclusões diferenciais e seus respectivos comportamentos.

Teorema 1.1.1 (Existência de Solução de Inclusões Diferenciais, [5]). Sejam 𝑀 uma
variedade 𝑛-dimensional mergulhada em R𝑚 e 𝐹 : 𝑀 ⊃ R𝑛 um campo multivalorado.
Considere a inclusão diferencial

𝑥̇ ∈ 𝐹 (𝑥).

Assuma que:

1. para cada 𝑥 ∈ 𝑀 , o conjunto 𝐹 (𝑥) ⊆ R𝑛 é convexo.

2. 𝐹 é semicontínua superior.

Então 𝑆𝐹 (𝑥0) ̸= ∅, ∀ 𝑥0 ∈ 𝑀 .

É imediato ver que os campos de Ω(𝑀,Σ) satisfazem as condições do Teorema 1.1.1,
e portanto os campos da forma (𝑋, 𝑌 ), com 𝑋, 𝑌 ∈ X(𝑀), possuem solução.
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Notação 1.1.2. Sejam 𝑋 ∈ X(𝑀) e ℎ : 𝑀 ⊃ R uma função suave, então

𝑋ℎ(𝑝) .

.= dℎ𝑝 ≤𝑋(𝑝).

Mais ainda, denotamos de forma recursiva

𝑋𝑛ℎ(𝑝) .

.= d(𝑋𝑛⊗1ℎ)𝑝 ≤𝑋(𝑝), para 𝑛 > 1.

Uma vez que a dinâmica nos abertos 𝑀+ e 𝑀⊗ é totalmente descrita de forma local
pela teoria padrão de equações diferenciais ordinárias, gera-se apenas o questionamento
sobre ser possível uma descrição local das soluções da inclusão diferencial 𝑥̇ ∈ 𝑍 = (𝑋, 𝑌 )
com 𝑥(0) = 𝑝 ∈ Σ. A Ąm de tentar resolver essa questão, tem-se a deĄnição dos seguintes
conjuntos

• Σ𝑐 = ¶𝑝 ∈ Σ; 𝑋ℎ(𝑝) ≤ 𝑌 ℎ(𝑝) > 0♢,

• Σ𝑠 = ¶𝑝 ∈ Σ; 𝑋ℎ(𝑝) < 0, 𝑌 ℎ(𝑝) > 0♢,

• Σ𝑢 = ¶𝑝 ∈ Σ; 𝑋ℎ(𝑝) > 0, 𝑌 ℎ(𝑝) < 0♢,

• Σ𝑡 = ¶𝑝 ∈ Σ; 𝑋ℎ(𝑝) = 0 ou 𝑌 ℎ(𝑝) = 0♢.

Os conjuntos Σ𝑐, Σ𝑠, Σ𝑢 e Σ𝑡 são nomeados, respectivamente, como região de costura,
região de deslize estável, região de deslize instável e região de tangência. Além disso,
utiliza-se a notação Σ𝑑 = Σ𝑠 ∪ Σ𝑢 para indicar a região de deslize.

Figura 1.1: Representação das variedades Σ𝑐, Σ𝑠 e Σ𝑢.

No que diz respeito às regiões Σ𝑐 e Σ𝑑, é possível mostrar as seguintes propriedades:

Teorema 1.1.2 ([5]). Sejam 𝑍 = (𝑋, 𝑌 ) ∈ Ω(𝑀) e 𝑝 ∈ Σ𝑐, então 𝑍(𝑝) ∩𝑇𝑝Σ = ∅. Além
disso, a solução da equação diferencial

∮︁
𝑥̇ ∈ 𝑍(𝑥)
𝑥(0) = 𝑝

é única e tal solução é dada pela concatenação das soluções das equações diferenciais
∮︁
𝑥̇ = 𝑋(𝑥)
𝑥(0) = 𝑝

e
∮︁
𝑥̇ = 𝑌 (𝑥)
𝑥(0) = 𝑝.
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Teorema 1.1.3 ([5]). Sejam 𝑍 = (𝑋, 𝑌 ) ∈ Ω(𝑀) e 𝑝 ∈ Σ𝑑, então 𝑍(𝑝) ∩ 𝑇𝑝Σ consiste
de um único vetor de 𝑍(𝑝). Além disso, tal vetor é dado por

𝑌 ℎ(𝑝) ≤𝑋(𝑝) ⊗𝑋ℎ(𝑝) ≤ 𝑌 (𝑝)
𝑌 ℎ(𝑝) ⊗𝑋ℎ(𝑝)

.

O Teorema 1.1.3, motiva, de maneira natural, a deĄnição do campo 𝑍𝑑 na variedade
Σ𝑑, por

𝑍𝑑(𝑝) =
𝑌 ℎ(𝑝) ≤𝑋(𝑝) ⊗𝑋ℎ(𝑝) ≤ 𝑌 (𝑝)

𝑌 ℎ(𝑝) ⊗𝑋ℎ(𝑝)
,

o campo 𝑍𝑑 é usualmente chamado pelo nome de campo deslizante e note 𝑍𝑑(𝑝) ⊆ 𝑍(𝑝),
∀ 𝑝 ∈ Σ𝑑. Muitas vezes, na literatura, quando o campo de deslize é tomado como acima,
é dito, que o campo de deslize segue a convenção de Filippov.

Teorema 1.1.4 ([5]). Utilizando as notações acima, sejam 𝑝 ∈ Σ𝑑 e ã𝑑 : (⊗á, á) ⊃ 𝑀
uma solução (local) do problema de Cauchy

∮︁
𝑥̇ = 𝑍𝑑(𝑥)
𝑥(0) = 𝑝,

então ã𝑑 ∈ 𝑆𝑍(𝑝), i.e. ã𝑑 é solução da inclusão diferencial
∮︁
𝑥̇ ∈ 𝑍(𝑝)
𝑥(0) = 𝑝.

Além disso, as únicas soluções da inclusão diferencial acima são: ã𝑑 e as respectivas
concatenações de ã𝑑 com as soluções de

∮︁
𝑥̇ = 𝑋(𝑥)
𝑥(0) = 𝑝

e
∮︁
𝑥̇ = 𝑌 (𝑥)
𝑥(0) = 𝑝.

Diferentemente dos conjuntos Σ𝑐 e Σ𝑑, não existem teoremas gerais que regem o com-
portamento local da dinâmica em torno dos ponto de Σ𝑡. Sendo assim, dizemos que os
pontos de Σ𝑡 são degenerados.

É interessante, portanto, descobrir quais as condições que devem ser impostas nos
campos de Ω(𝑀) para que a dinâmica local dos pontos de Σ𝑡 seja entendida. Mais ainda
é necessário saber se tais condições são consideradas aceitáveis sobre os campos de Ω(𝑀).
Em outras palavras é desejado encontrar, em algum sentido, um subconjunto de Ω(𝑀)
que possua muitos elementos e que em cada elemento desse subconjunto seja entendido a
dinâmica em uma vizinhança de Σ.

Para tentar responder tal questionamento, primeiramente é necessário deĄnir uma
topologia para Ω(𝑀).
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1.2 Topologia de Ω(𝑀,Σ)

Seja 𝑀 uma variedade suave compacta mergulhada em R𝑚, podemos então escolher
um atlas Ąnito ¶(𝜙𝑖, 𝑈𝑖)♢𝑛𝑖=1 e compactos 𝐾𝑖 ⊆ 𝑈𝑖, de forma que

⎷𝑛
𝑖=1𝐾𝑖 = 𝑀 .

DeĄnição 1.2.1. DeĄnimos X
𝑟(𝑀) como sendo o espaço de Banach (X(𝑀), ‖≤‖𝑟).

O espaço X
𝑟(𝑀) possui as propriedades

i. X
𝑟(𝑀) é Espaço de Baire.

ii. (X(𝑀), ‖≤‖𝑟) é espaço métrico completo.

iii. X
𝑟(𝑀) é separável.

Note que X(𝑀) possui estrutura de espaço vetorial sobre R, deĄnindo a 𝑟-norma

‖𝑋‖𝑟= max
𝑖∈¶1,...,𝑛♢
𝑗∈¶0,...,𝑟♢

⎧
⨄︁
⎩ sup
𝑥∈𝜙⊗1

i (𝐾i)

⧸︁⧸︁⧸︁d𝑗 (𝜙𝑖*𝑋)
⧸︁⧸︁⧸︁

⎫
⋀︁
⎭

X(𝑀) ganha a estrutura de espaço de Banach.

N.B. 1.2.1. É possível provar que a topologia gerada pela norma ‖≤‖𝑟 não depende da
escolha do atlas Ąnito ¶(𝜙𝑖, 𝑈𝑖)♢𝑛𝑖=1. A demonstração de tal fato pode ser encontrado em
[18].

Notação 1.2.1. Seja (𝜙,𝑈) uma carta de 𝑀 e 𝑋 ∈ X
𝑟(𝑀), deĄnimos o pushforward de

𝑋 em relação a 𝜙 por
𝜙*𝑋 .

.= d𝜙𝜙⊗1(𝑥)𝑋(𝜙⊗1(𝑥)).

DeĄnição 1.2.2. Sejam 𝑀 e 𝑁 variedades suaves e 𝐴 ⊆ 𝑀 um subconjunto qualquer.
E considere 𝑓 : 𝐴 ⊃ 𝑁 . Dizemos que 𝑓 é suave, se existir uma função suave e uma
vizinhança aberta 𝑈 de 𝐴 e uma função suave 𝐹 : 𝑈 ⊃ 𝑁 , tal que 𝐹 ♣𝐴 = 𝑓 . DeĄnimos
então que dois conjuntos quaisquer 𝐴,𝐵 ⊆ 𝑀 são difeomorfos se existem funções suaves
𝑓1 : 𝐴 ⊃ 𝐵 e 𝑓2 : 𝐵 ⊃ 𝐴, tais que 𝑓1 ◇ 𝑓2 = Id𝐵 e 𝑓2 ◇ 𝑓1 = Id𝐴

Teorema 1.2.1 ([13]). Sejam 𝑀 uma variedade suave e 𝑆 ⊆ 𝑀 uma variedade suave
com bordo mergulhada em 𝑀 , de forma que dim𝑆 = dim𝑀 . Então dada uma função
suave 𝑓 : 𝑆 ⊃ 𝑁 , existe uma função suave 𝐹 : 𝑀 ⊃ 𝑁 tal que 𝐹 ♣𝑆 = 𝑓 . Mais ainda, se
𝐺 : 𝑀 ⊃ 𝑁 é outra extensão suave, dados 𝑝 ∈ 𝜕𝑆, (𝜙,𝑈) uma carta de 𝑀 em torno de
p e (å, 𝑉 ) uma carta de 𝑁 em torno de 𝑓(𝑝), então

d𝑖(å ◇ 𝐹 ◇ 𝜙⊗1)𝜙(𝑝) = d𝑖(å ◇𝐺 ◇ 𝜙⊗1)𝜙(𝑝).

Além disso, 𝑓 : 𝑆 ⊃ 𝑁 ser suave no sentido usual (como função de 𝒞∞(𝑆,𝑁)) é análogo
a ser suave no sentido da deĄnição 1.2.2.

Colocaremos agora uma topologia no conjunto

X(𝑀+) =
{︁
𝑋 : 𝑀+ ⊃ R

𝑛; ∀ 𝑥 ∈ 𝑀+, 𝑋(𝑝) ∈ 𝑇𝑝𝑀 e 𝑋 é função suave
}︁
,
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de maneira análoga ao que foi feito com o conjunto X(𝑀), deĄnimos uma norma 𝒞𝑟 em
X(𝑀+) por meio da norma

‖𝑋‖𝑟= max
𝑖∈¶1,...,𝑛♢
𝑗∈¶0,...,𝑟♢

⎧
⨄︁
⎩ sup
𝑥∈𝜙⊗1

i (𝐾i∩𝑀+)

⧸︁⧸︁⧸︁d𝑗 (𝜙𝑖*𝑋)
⧸︁⧸︁⧸︁

⎫
⋀︁
⎭

e denotamos X
𝑟 (𝑀+) como sendo o espaço de Banach (X(𝑀+), ‖≤‖𝑟). É fácil ver que

X
𝑟 (𝑀+) herda as propriedades listadas acima do espaço X

𝑟(𝑀). DeĄnimos a topologia
em X(𝑀⊗) utilizando o mesmo procedimento.

Com tais conceitos em mente, note que dado (𝑋, 𝑌 ) ∈ Ω(𝑀,Σ), temos que a dinâmica
da inclusão diferencial

𝑧̇ ∈ (𝑋, 𝑌 )

depende apenas dos valores de 𝑋 em 𝑀+ e 𝑌 em 𝑀⊗. Dessa forma podemos colocar a
seguinte relação de equivalência em Ω(𝑀,Σ),

(𝑋, 𝑌 ) ≍ (𝑋 ′, 𝑌 ′) ⇔ 𝑋♣𝑀+ = 𝑋 ′
⧹︃⧹︃⧹︃
𝑀+

e 𝑌 ♣𝑀⊗ = 𝑌 ′
⧹︃⧹︃⧹︃
𝑀⊗

.

Colocamos uma topologia 𝒞𝑟 em Ω(𝑀,Σ)/≍ por meio da bijeção

ã : Ω(𝑀,Σ)/≍ ⊃ X
𝑟
(︁
𝑀+

)︁
×X

𝑟
(︁
𝑀⊗

)︁
(1.2.1)

[𝑋, 𝑌 ] ↦⊃ (Þ+𝑋, Þ⊗𝑌 ).

onde

Þ∘ : X𝑟(𝑀) ⊃ X
𝑟(𝑀∘)

𝑋 ↦⊃ 𝑋♣𝑀∘ .

DeĄnindo que ã é homeomorĄsmo (é claro que ã é bijetiva, note que ã é bijeção pois
todo campo de X(𝑀∘) pode ser estendido para um campo em X(𝑀)).

DeĄnição 1.2.3. DeĄnimos Ω𝑟(𝑀,Σ) como sendo o conjunto Ω(𝑀,Σ)/≍ com a topologia
𝒞𝑟 deĄnida acima.

Notação 1.2.2. Sejam 𝑋 ∈ X
𝑟(𝑀+) e 𝑌 ∈ X

𝑟(𝑀+), então a classe de equivalência
[𝑋, 𝑌 ] .

.= [̃︁𝑋, ̃︀𝑌 ] ∈ Ω(𝑀,Σ), onde ̃︁𝑋, ̃︀𝑌 ∈ X
𝑟(𝑀), sendo que ̃︁𝑋 é uma extensão de 𝑋 e

̃︀𝑌 é uma extensão de 𝑌 .
De forma análoga e equivalente, Ω𝑟(𝑀,Σ) = ¶[𝑋, 𝑌 ];𝑋 ∈ X

𝑟(𝑀+) e 𝑌 ∈ X
𝑟(𝑀⊗)♢,

munido da topologia produto X
𝑟 (𝑀+) ×X

𝑟 (𝑀⊗).

Note que existe uma aplicação natural entre X
𝑟(𝑀) ×X

𝑟(𝑀) e Ω(𝑀,Σ) por meio da
função projeção

Þ : X𝑟(𝑀) ×X
𝑟(𝑀) ⊃ Ω𝑟(𝑀,Σ)

(𝑋, 𝑌 ) ↦⊃ [𝑋, 𝑌 ].

Mostraremos que tal função é um mapa quociente. Para isso, é suĄciente mostrar que o
mapa

̃︀Þ = ã ◇ Þ : X𝑟(𝑀) ×X
𝑟(𝑀) ⊃ X

𝑟
(︁
𝑀+

)︁
×X

𝑟
(︁
𝑀⊗

)︁

(𝑋, 𝑌 ) ↦⊃ (Þ+𝑋, Þ⊗𝑌 )
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é mapa quociente, o que por sua vez é suĄciente mostrar que a função Þ∘ é contínua,
sobrejetiva e aberta. A sobrejetividade é clara, a continuidade vem do fato que dados 𝑋
∈ X

𝑟(𝑀) e o aberto

ℬ∘
𝑟 (Þ∘𝑋, Ó) =

{︁
𝑌 ∈ X

𝑟
(︁
𝑀∘

)︁
; ‖Þ∘𝑋 ⊗ 𝑌 ‖𝑟< Ó♢ ⊆ X

𝑟
(︁
𝑀∘

)︁}︁
⊆ X

𝑟
(︁
𝑀∘

)︁

de Þ∘𝑋,o aberto

ℬ𝑟 (𝑋, Ó) =
{︁
𝑌 ∈ X

𝑟 (𝑀) ; ‖𝑋 ⊗ 𝑌 ‖𝑟< Ó♢ ⊆ X
𝑟
(︁
𝑀∘

)︁}︁
⊆ X

𝑟 (𝑀)

de 𝑋 é tal que
Þ (ℬ𝑟 (𝑋, Ó)) ⊆ ℬ∘

𝑟 (Þ∘𝑋, Ó) .

Mostrar a abertura será um resultado muito mais complicado, e irá requerer teoremas
fortíssimos de análise e dedicaremos o resto dessa subseção para a demonstração desse
resultado. A primeira observação é que, se para todo 0 < 𝜀

Þ∘ (ℬ𝑟(0, 𝜀)) ⊆ X
𝑟
(︁
𝑀∘

)︁

for uma vizinhança de 0, então Þ∘ é função aberta. De fato, caso tal propriedade ocorra
basta notar que

Þ∘(𝑋 + ℬ𝑟(0, 𝜀)) = Þ∘(𝑋) + Þ∘(ℬ𝑟(0, 𝜀)),
o que implica o resultado almejado, pois Þ∘ leva base de vizinhanças em base de vizinhan-
ças. Para mostrar que a propriedade da linha anterior é satisfeita precisaremos também
do seguinte teorema, que é um caso particular do teorema demonstrado no capítulo 4
da referência [1]. Este teorema não será demonstrado nessa dissertação uma vez que tal
demonstração foge escopo proposto.

Teorema 1.2.2 (Teorema da Extensão de Stein). Sejam 𝐹 ⊆ R𝑛, uma subvariedade
suave compacta com bordo de R𝑛, de forma que dim𝐹 = dim R𝑛 = 𝑛, e 𝑓 : 𝐹 ⊃ R𝑑 uma
função suave tal que

‖𝑓‖𝑟,𝐹= max
𝑗∈¶0,1,...,𝑟♢

sup
𝑥∈𝐹

‖d𝑗𝑓𝑥‖< ∞.

Então existe uma função ̃︀𝑓 satisfazendo:

i. ̃︀𝑓
⧹︃⧹︃⧹︃
𝐹

= 𝑓,

ii.
⧸︁⧸︁⧸︁ ̃︀𝑓
⧸︁⧸︁⧸︁
𝑟,Rn

⊘ 𝐶𝐹 ≤ ‖𝑓‖𝑟,𝐹 .

Mais ainda, a constante 𝐶𝐹 depende apenas da subvariedade 𝐹 , i.e. se 𝑔 : 𝐹 ⊃ R𝑑 é
outra função com as mesmas propriedades de 𝑓 , a extensão ̃︀𝑔 de 𝑔 irá satisfazer ‖̃︀𝑔‖𝑟,Rn ⊘
𝐶𝐹 ≤ ‖𝑔‖𝑛,𝐹 .

Tendo o teorema acima em mente escolhemos um atlas ¶(𝜙𝑖, 𝑈𝑖)♢𝑛𝑖=1 satisfazendo as
seguintes propriedades:

1. 𝜙𝑖(𝑈𝑖) = R𝑚,

2. ∀ 𝑖 ∈ ¶1, . . . , 𝑛♢ existe um compacto 𝐾𝑖 ⊆ 𝑈𝑖, com cada 𝐾𝑖 difeomorfo a um disco
(i.e. 𝐾𝑖

≍= 𝐵(0, 1)), tal que
𝑛⋃︁

𝑖=1

𝐾𝑖 = 𝑀.
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Suponha, sem perda de generalidade, que 𝐾1 ∩ Σ ̸= ∅. Podemos então tomar uma
variedade compacta e conexa 𝐿1 com bordo, contida em 𝑈1, tal que 𝐾1 ⊆ 𝐿1, 𝐿1 ∪𝑀∘

é uma variedade compacta com bordo e 𝐿1 ∩𝑀∘ é uma variedade suave com bordo.
DeĄnindo 𝑀1 = 𝐿1 ∪𝑀∘, e supondo que, sem perda de generalidade, 𝐾2 ∩𝑀1 ̸= ∅,

existe uma variedade suave 𝐿2 com bordo, contida em 𝑈2, tal que 𝐾2 ⊆ 𝐿2, 𝐿2 ∪𝑀1 é uma
variedade compacta com bordo e 𝐿2 ∩𝑀1 é uma variedade suave com bordo. Repetindo
o processo 𝑛 vezes, encontramos compactos 𝐿1, . . . , 𝐿𝑛 tais que, 𝐿𝑖 ⊆ 𝑈𝑖,

𝑛⋃︁

𝑖=1

𝐿𝑖 = 𝑀,

cada 𝑀𝑖 = 𝑀∘ ∪𝐿1 ≤ ≤ ≤ ∪𝐿𝑖 (sendo que 𝑀0
..= 𝑀∘) é uma variedade suave com bordo e

𝐿𝑖 ∩𝑀𝑖⊗1 é suave compacta com bordo. RedeĄnimos os compactos do atlas ¶(𝜙𝑖, 𝑈𝑖♢𝑛𝑖=1

como sendo 𝐾𝑖 = 𝐿𝑖.
Tomamos agora um campo 𝑋 ∈ X

𝑟(𝑀∘) de forma que

‖𝑋‖𝑟= max
𝑖∈¶1,...,𝑛♢
𝑗∈¶0,...,𝑟♢

⎧
⋁︁⨄︁
⋁︁⎩

sup
𝑥∈𝜙⊗1

i (𝑗i∩𝑀∘)

⧸︁⧸︁⧸︁d𝑗 (𝜙𝑖*𝑋)
⧸︁⧸︁⧸︁

⎫
⋁︁⋀︁
⋁︁⎭
< 𝜀. (1.2.2)

Considere o pushforward de 𝑋 pela carta 𝜙1,

𝜙1*𝑋(𝑥) : 𝜙(𝑈1) ⊃ R
𝑛,

então por (1.2.2),
‖𝜙1*𝑋‖𝑟,𝜙⊗1

1
(𝐾1∩𝑀0)< 𝜀.

Dessa forma, pelo teorema da extensão de Stein existe uma função ̃︁𝑋1 tal que

i. ̃︂𝑋1

⧹︃⧹︃⧹︃
𝜙⊗1

1
(𝐾1∩𝑀0)

= 𝜙1*𝑋,

ii.
⧸︁⧸︁⧸︁̃︂𝑋1

⧸︁⧸︁⧸︁
𝑟,Rm

⊘ 𝐶1 ≤ ‖𝜙1*𝑋‖𝑟,𝜙⊗1
1

(𝐾1∩𝑀0)< 𝐶1 ≤ 𝜀.

DeĄnindo 𝑋1 ∈ X
𝑟(𝑀1) como

𝑋1 : 𝑀1 ⊃ R
𝑛

𝑋1 ↦⊃
⎧
⨄︁
⎩
𝜙⊗1
𝑖 *

̃︁𝑋1 , se 𝑥 ∈ 𝐾1,

𝑋1 , se 𝑥 ∈ 𝑀0,

de forma que ‖𝑋1‖𝑟< 𝐶1 ≤ ‖𝑋‖𝑟 e repetindo o processo encontramos um campo suave 𝑋2

∈ X
𝑟(𝑀1) que estende 𝑋1 e satisfaz ‖𝑋2‖< 𝐶2 ≤ ‖𝑋1‖< 𝐶2 ≤𝐶1 ≤ ‖𝑋‖𝑟. Após repetir 𝑛⊗ 1

vezes o processo, encontramos um campo 𝑋𝑛 ∈ X
𝑟(𝑀) que estende 𝑋 e satisfaz

‖𝑋𝑛‖𝑟⊘
(︃

𝑛∏︁

𝑖=1

𝐶𝑖

)︃
≤ ‖𝑋‖𝑟. ⊘ 𝐾 ≤ ‖𝑋‖𝑟< 𝐾 ≤ 𝜀,

mostrando assim que qualquer elemento 𝑋 ∈ X
𝑟(𝑀∘) tal que ‖𝑋‖𝑟< 𝜀 possui uma

extensão ̃︁𝑋 ∈ X
𝑟(𝑀) tal que ‖𝑋‖< 𝐾 ≤ 𝜀, sendo que a constante 𝐾 depende apenas da

variedade 𝑀∘, tal observação mostra que

ℬ∘
𝑟

(︂
0,
𝜀

𝐾

)︂
⊆ Þ∘ℬ𝑟 (0, 𝜀) ,

implicando pelos nossos comentários anteriores que Þ∘ é aberta e consequentemente que
a função Þ é função quociente aberta. Ou seja, provamos o seguinte teorema:
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Teorema 1.2.3. A função

Þ : X𝑟(𝑀) ×X
𝑟(𝑀) ⊃ Ω(𝑀,Σ)

(𝑋, 𝑌 ) ↦⊃ [𝑋, 𝑌 ]

é função quociente aberta.

Temos assim duas caracterizações da topologia de Ω𝑟(𝑀,Σ), a partir desse momento
denotaremos um elemento [𝑋, 𝑌 ] ∈ Ω𝑟(𝑀,Σ) simplesmente por (𝑋, 𝑌 ), a Ąm de facilitar
a notação.

1.3 Transversalidade

Uma ferramenta muito útil para entender o comportamento genérico de Ω𝑟(𝑀,Σ) é o
conceito de transversalidade.

DeĄnição 1.3.1. Sejam 𝑀,𝑁 variedades, 𝑓 ∈ 𝒞∞(𝑀,𝑁) e 𝑆 ⊆ 𝑁 uma subvariedade de
𝑁 , dizemos que 𝑓 é transversal a 𝑆 em 𝑝, denotado por 𝑓 ⋔ 𝑆 em 𝑝, se for satisfeito uma
das seguintes condições abaixo:

𝑖. 𝑓(𝑝) ̸∈ 𝑆,

𝑖𝑖. d𝑓𝑝𝑇𝑝𝑁 + 𝑇𝑓(𝑝)𝑆 = 𝑇𝑓(𝑝)𝑁.

Caso exista um conjunto 𝐴 ⊆ 𝑀 , tal que para todo 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑓 é transversal a 𝑆 em 𝑎,
dizemos que 𝑓 é transversal a 𝑆 em 𝐴. Em particular, se 𝑓 for transversal a 𝑆 em 𝑀 ,
dizemos que 𝑓 é transversal a 𝑆 ou, simplesmente 𝑓 ⋔ 𝑆.

Duas subvariedades 𝑆1, 𝑆2 ⊆ 𝑀 são ditas transversais (𝑆1 ⋔ 𝑆2) se 𝑖1 ⋔ 𝑆2 , ou, de
maneira equivalente, 𝑖2 ⋔ 𝑆1, sendo 𝑖1 : 𝑆1 ⊃ 𝑀 e 𝑖2 : 𝑆2 ⊃ 𝑀 , são os mapas inclusão.

Se 𝑀 é uma variedade com bordo e 𝑓 : 𝑀 ⊃ 𝑁 é uma função suave, o conceito de
transversalidade ainda é o mesmo, porém podemos considerar o mapa

𝜕𝑓 : 𝜕𝑀 ⊃ 𝑁

e, portanto estudar os conceitos de transversalidade em tal mapa.
De maneira mais geral, dadas duas variedades suaves 𝑀 ⊆ R𝑛 e 𝑁 ⊆ R𝑛, deĄnimos

a topologia 𝒞𝑟 de Whitney em 𝒞∞(𝑀,𝑁) da seguinte maneira, seja (𝜙𝑖, 𝑈𝑖)∞
𝑖=1 um atlas

de 𝑀 com as propriedades

𝑖. ∀ 𝑖 ∈ N, ∃ um conjunto compacto 𝐾𝑖 ⊆ 𝑈𝑖, tal que
⋃︁

𝑖∈N

𝐾𝑖 = 𝑀 ;

𝑖𝑖. Dado 𝑝 ∈ 𝑀 , existe uma vizinhança 𝑉𝑝 ⊆ 𝑀 de 𝑝 tal que

#¶𝑖 ∈ N; 𝑉𝑝 ∩𝑈𝑖 ̸= 0♢ < ∞.
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A topologia 𝒞𝑟(𝑀,𝑁) de Whitney é a topologia no espaço 𝒞∞(𝑀,𝑁) gerada pelas bases
de vizinhanças

ℬ𝑟 (𝑓, ¶𝜀𝑖♢) =

⎧
⨄︁
⎩𝑔 ∈ 𝒞𝑟(𝑀,𝑁); ∀ 𝑖, max

𝑗∈¶0,...,𝑟♢
sup

𝑥∈𝜙⊗1
i (𝐾i)

⧸︁⧸︁⧸︁d𝑗
(︁
𝑓 ◇ 𝜙⊗1

𝑖

)︁
⊗ d𝑗

(︁
𝑔 ◇ 𝜙⊗1

𝑖

)︁⧸︁⧸︁⧸︁ < 𝜀𝑖

⎫
⋀︁
⎭ ,

sendo 𝑓 ∈ 𝒞∞(𝑀,𝑁) e ¶𝜀𝑖♢ = ¶𝜀𝑖♢𝑖∈N uma sequência de números reais.

DeĄnição 1.3.2. DeĄnimos os espaço 𝑊 𝑟(𝑀,𝑁) como sendo o conjunto 𝒞∞(𝑀,𝑁) com
a topologia 𝒞𝑟 de Whitney.

Note que se 𝑆 for uma variedade fechada com bordo contida em uma variedade sem
bordo 𝑀 tal que dim𝑀 = dim𝑆, podemos deĄnir 𝑊 𝑟(𝑆,𝑁) de maneira análoga. Fazendo
uso do Teorema 1.2.1, os abertos fundamentais serão da forma

ℬ𝑟 (𝑓, ¶𝜀𝑖♢) =

⎧
⨄︁
⎩𝑔 ∈ 𝒞𝑟(𝑀,𝑁); ∀ 𝑖, max

𝑗∈¶0,..,𝑟♢
sup

𝑥∈𝜙⊗1
i (𝑆∩𝐾i)

⧸︁⧸︁⧸︁d𝑗
(︁
𝑓 ◇ 𝜙⊗1

𝑖

)︁
⊗ d𝑗

(︁
𝑔 ◇ 𝜙⊗1

𝑖

)︁⧸︁⧸︁⧸︁ < 𝜀𝑖

⎫
⋀︁
⎭ .

Se 𝑀 é variedade compacta, então 𝑊 𝑟(𝑀,𝑁) é espaço métrico com a métrica

𝑑𝑟 : 𝐶∞(𝑀,𝑁) ×𝐶∞(𝑀,𝑁) ⊃ R

(𝑓, 𝑔) ↦⊃ max
𝑖∈¶1,...,𝑛♢
𝑘∈¶0,...,𝑟♢

⎧
⨄︁
⎩ sup
𝑓∈𝜙⊗1

i (𝐾i)

⧸︁⧸︁⧸︁d𝑗 (𝑔 ◇ 𝜙𝑖) ⊗ d𝑗 (𝑌 ◇ 𝜙𝑖)
⧸︁⧸︁⧸︁

⎫
⋀︁
⎭ .

Citaremos agora alguns teoremas de transversalidade extremamente conhecidos da
teoria geral

Teorema 1.3.1 ([4]). Sejam 𝑀 , 𝑁 e 𝑆 variedades suaves (sem bordo) e considere que
função

𝐹 : 𝑀 × 𝑆 ⊃ 𝑁

é transversal a uma subvariedade 𝑍 ⊆ 𝑁 sem bordo. DeĄnindo 𝐹𝑠(≤) .

.= 𝐹 (≤, 𝑠) temos que
o conjunto

𝑆′ = ¶𝑠 ∈ 𝑆; 𝐹𝑠 ⋔ 𝑍♢
é residual em 𝑆.

Teorema 1.3.2 ([4]). Sejam 𝑀 uma variedade com bordo, 𝑁,𝑆 variedades suaves (sem
bordo) e

𝐹 : 𝑀 × 𝑆 ⊃ 𝑁

uma função tal que 𝐹 e 𝜕𝐹 são transversais a uma subvariedade 𝑍 ⊆ 𝑁 sem bordo.
DeĄnindo 𝐹𝑠(≤) .

.= 𝐹 (≤, 𝑠) temos que o conjunto

𝑆′ = ¶𝑠 ∈ 𝑆; 𝐹𝑠 ⋔ 𝑍 e 𝜕𝐹𝑠 ⋔ 𝑍♢
é residual em 𝑆.

Teorema 1.3.3 (Teorema de Thom, [4]). Sejam 𝑀 e 𝑁 variedades suaves e 𝑆 ⊆ 𝑁 uma
subvariedade. Então, o conjunto

¶𝑓 ∈ 𝑊 𝑟(𝑀,𝑁); 𝑓 ⋔ 𝑆♢,
é aberto e denso em 𝑊 𝑟(𝑀,𝑁).
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DeĄnição 1.3.3. DeĄnimos o Ąbrado tangente de uma variedade 𝑀 como sendo 𝑇𝑀 =
¶(𝑥, 𝑣); 𝑥 ∈ 𝑀 e 𝑣 ∈ 𝑇𝑥𝑀♢ ⊆ R𝑚 × R𝑚. Existe uma projeção natural de 𝑇𝑀 para 𝑀 ,

Þ : 𝑇𝑀 ⊃ 𝑀

(𝑥, 𝑣) ↦⊃ 𝑥.

É amplamente conhecido que 𝑇𝑀 é uma variedade suave de dimensão igual ao dobro da
dimensão de 𝑀 . Uma função 𝑓 ∈ 𝒞∞(𝑀,𝑇𝑀) tal que Þ ◇ 𝑓 = id♣𝑀 é chamada de seção.

Note que existe uma identiĄcação natural de X
𝑟(𝑀) com o espaço da seções deĄnido

por
ä𝑟(𝑀) = ¶𝑋 ∈ 𝒞∞(𝑀,𝑇𝑀); Þ ◇𝑋 = Id♢ ⊆ 𝑊 𝑟(𝑀,𝑇𝑀).

mais ainda, o mapa

ã : X𝑟(𝑀) ⊃ ä𝑟(𝑀)

𝑋(𝑥) ↦⊃ (𝑥,𝑋(𝑥))

é um homeomorĄsmo. A bijeção de ã é clara. Escolhendo um atlas ¶(𝜙𝑖, 𝑈𝑖)♢𝑛𝑖=1 de 𝑀 ,
podemos induzir o atlas ¶(å𝑖, Þ⊗1(𝑈𝑖))♢𝑛𝑖=1 em 𝑇𝑀 de forma que

å𝑖 : Þ⊗1(𝑈𝑖) ⊃ R
𝑛 × R

𝑛

(𝑥, 𝑣) ↦⊃ (𝜙𝑖(𝑥), d(𝜙𝑖)𝑥𝑣),

seguindo que

å𝑖 ◇ ã(𝑋) ◇ 𝜙⊗1
𝑖 (𝑥) = (𝑥, d(𝜙𝑖)𝜙⊗1

i (𝑥)𝑋(𝜙⊗1
𝑖 (𝑥))) = (𝑥, 𝜙𝑖*𝑋(𝑥)).

Como os 𝜙𝑖 estão Ąxos, é claro que tomando uma vizinhança ℬ𝑟 ((𝑥,𝑋(𝑥)), 𝜀) podemos
tomar a bola

𝐵Ó(𝑋) = ¶𝑌 ∈ X, ‖𝑋 ⊗ 𝑌 ‖𝑟< Ó♢ ⊆ X
𝑟(𝑀)

tal que ã(𝐵Ó(𝑋)) ⊆ ℬ𝑟((𝑥,𝑋(𝑥)), 𝜀), mostrando a continuidade de ã. Por outro lado,
temos que ã⊗1 é dada por

ã⊗1 : ä𝑟(𝑀) ⊃ X
𝑟(𝑀)

(𝑥,𝑋(𝑥)) ↦⊃ 𝑋(𝑥).

É obvio que utilizando o mesma técnica anterior mostra-se a continuidade de ã⊗1,
demonstrando o homeomorĄsmo entre o espaço dos campos e o espaço das seções.

De modo semelhante,

X

(︁
𝑀+

)︁ ≍= ä𝑟
(︁
𝑀+

)︁
= ¶𝑋 ∈ 𝒞∞(𝑀+, 𝑇𝑀); Þ ◇𝑋 = 𝑖𝑑♢ ⊆ 𝑊 𝑟(𝑀+, 𝑇𝑀)

e
X

(︁
𝑀⊗

)︁ ≍= ä𝑟
(︁
𝑀⊗

)︁
= ¶𝑋 ∈ 𝒞∞(𝑀⊗, 𝑇𝑀); Þ ◇𝑋 = 𝑖𝑑♢ ⊆ 𝑊 𝑟(𝑀⊗, 𝑇𝑀).

N.B. 1.3.1. Seja 𝑋(𝑝) ∈ X(𝑀), tal que 𝑋(𝑝) = 0. Iremos dar um sentido para d𝑋𝑝

nessa situação especíĄca. Dada (𝜙,𝑈) uma carta em torno de 𝑝, então

𝜙*𝑋(𝑥) = d𝜙𝜙⊗1(𝑥)𝑋(𝜙⊗1(𝑥))
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é um campo de vetores em 𝑈𝑖 ⊆ R𝑛. Mais ainda,

d (𝜙*𝑋)𝜙(𝑝) = d
(︁
d𝜙𝜙⊗1 ≤𝑋 ◇ 𝜙⊗1

)︁
𝜙(𝑝)

= d(d𝜙𝜙⊗1)𝜙(𝑝) ≤𝑋(𝑝) + d𝜙𝑝 ≤ d𝑋𝑝 ≤ d𝜙⊗1
𝜙(𝑝)

= d𝜙𝑝 ≤ d𝑋𝑝 ≤ d𝜙⊗1
𝜙(𝑝)

e portanto

d𝑋𝑝 = (d𝜙𝑝)⊗1 ≤ d (𝜙*𝑋)𝜙(𝑝) ≤ (d𝜙⊗1
𝜙(𝑝))

⊗1

= d𝜙⊗1
𝜙(𝑝) ≤ d (𝜙*𝑋)𝜙(𝑝) ≤ d𝜙𝑝,

logo, podemos dizer que
d𝑋𝑝 : 𝑇𝑝𝑀 ⊃ 𝑇𝑝𝑀.

Lema 1.3.1. Sejam 𝑆 ⊆ 𝑀 (resp. 𝑀∘) uma subvariedade suave sem bordo de 𝑀 (𝑀∘)
e 𝑋(𝑥) ∈ X

𝑟(𝑀) (resp. X
𝑟 (𝑀∘)). Então (𝑥,𝑋(𝑥)) ⋔ 𝑆× ¶0♢ .

.= ¶(𝑥, 0); 𝑥 ∈ 𝑁♢ ⊆ 𝑇𝑀
se, e somente se, para todo 𝑝 ∈ 𝑆 tal que 𝑋(𝑝) = 0, a transformação linear

d𝑋𝑝 : 𝑇𝑝𝑀 ⊃ 𝑇𝑝𝑀

é um isomorĄsmo.

Demonstração. Supomos primeiramente que (𝑥,𝑋(𝑥)) ⋔ 𝑆 × ¶0♢. Note que em 𝑝

d(𝑥,𝑋(𝑥))(𝑝,0) ≤ 𝑇𝑝𝑀 + 𝑇(𝑝,0)(𝑆 × ¶0♢) = 𝑇(𝑝,0) (𝑇𝑀) . (1.3.1)

Seja (ã, 𝑈) uma carta de 𝑀 em torno de 𝑝, então (å, Þ⊗1(𝑈)) ..= ((𝜙(≤), d𝜙≤), Þ⊗1(𝑈)) é
uma carta de 𝑇𝑀 em torno de (𝑝, 0). Aplicando då(𝑝,0) em (1.3.1)

då(𝑝,0) ≤
(︁
d(𝑥,𝑋(𝑥))(𝑝,0) ≤ 𝑇𝑝𝑀 + 𝑇(𝑝,0)(𝑆 × ¶0♢)

)︁
= då(𝑝,0)

(︁
𝑇(𝑝,0) (𝑇𝑀)

)︁

(d𝜙𝑝, d𝜙𝑝d𝑋𝑝)𝑇𝑝𝑀 + R
𝑚 × ¶0♢ = R

𝑚 × R
𝑚

R
𝑚 × (d𝜙𝑝d𝑋𝑝𝑇𝑝𝑀) + R

𝑚 × ¶0♢ = R
𝑚 × R

𝑚,

portanto
d𝜙𝑝d𝑋𝑝𝑇𝑝𝑀 = R

𝑚,

o que implica que 𝑑𝑋𝑝 é isomorĄsmo.
De forma reciproca se d𝑋𝑝 é um isomorĄsmo, então é claro que

d((𝑥,𝑋(𝑝))𝑇𝑝𝑀 = 𝑇(𝑝,0)𝑇𝑀

e consequentemente (𝑥,𝑋(𝑥)) ⋔ 𝑆 × ¶0♢.

Antes dos próximos teoremas, relembremos que Σ é a variedade de descontinuidade
dos campos em Ω𝑟(𝑀,Σ) e consideraremos Σ = ℎ⊗1(0), sendo que ℎ : 𝑀 ⊃ R é uma
função suave e ¶0♢ valor regular de ℎ.

Teorema 1.3.4. O conjunto Λ0 dos campos de X
𝑟 (𝑀∘) que não se anulam em Σ é

abertos e denso em X
𝑟 (𝑀∘) .
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Demonstração. A abertura é clara, pois se 𝑋 ∈ Λ0, uma vez que Σ é compacto, existe
Ó ∈ R, tal que

0 < Ó < min
𝑝∈Σ

‖𝑋(𝑝)‖,

segue que
𝐵Ó/2(𝑋) ⊆ Λ0.

Vamos provar a densidade agora, seja 𝑝 ∈ Σ e (𝜙𝑝, 𝑈𝑝) uma carta de 𝑀∘ em torno de
𝑝, tal que

𝜙 : 𝑈𝑖 ⊃ H
𝑚 ..= R

𝑚⊗1 × [0,∞),

temos que ¶𝑈𝑝 ∩ Σ♢𝑝∈Σ é uma cobertura aberta de Σ (na topologia induzida de 𝑀∘), mais
ainda, da compacidade de Σ existe subcobertura Ąnita ¶𝑈𝑖♢𝑛𝑖=1. DeĄniremos os compactos
𝐾𝑖 ⊆ 𝑈𝑖 ∩ Σ em relação a Σ, fazendo o seguinte processo. Seja

𝐹1 = Σ ∖ (𝑈2 ∪ ≤ ≤ ≤ ∪𝑈𝑛) ⊆ 𝑈1 ∩ Σ.

Pela normalidade de Σ, existe um aberto 𝑉1 de Σ, tal que 𝐹1 ⊆ 𝑉1 ⊆ 𝑉1 ⊆ 𝑈𝑖 ∩ Σ, onde
𝑉1 é compacta. DeĄna 𝐾1

..= 𝑉1.
De maneira análoga, deĄna

𝐹2 = Σ ∖ (𝑉1 ∪𝑈3 ≤ ≤ ≤ ∪𝑈𝑛) ⊆ 𝑈1 ∩ Σ,

pela normalidade de Σ, existe um aberto 𝑉2 de Σ, tal que 𝐹2 ⊆ 𝑉2 ⊆ 𝑉2 ⊆ 𝑈𝑖 ∩ Σ, como
𝑉2 é compacto. DeĄna 𝐾2

..= 𝑉2. Continuando o processo de forma recursiva pode-se
encontrar

𝐹𝑖 = Σ ∖ (𝑉1 ∪ ≤ ≤ ≤ ∪ 𝑉𝑖⊗1 ∪𝑈𝑖+1 ≤ ≤ ≤ ∪𝑈𝑛) ⊆ 𝑈1 ∩ Σ,

e novamente pela normalidade de Σ existe um aberto 𝑉𝑖 de Σ, tal que 𝐹𝑖 ⊆ 𝑉𝑖 ⊆ 𝑉𝑖 ⊆
𝑈𝑖 ∩ Σ, e deĄnimos 𝐾𝑖

..= 𝑉𝑖. No Ąm do processo, conseguimos uma família de compactos
¶𝐾𝑖♢𝑛𝑖=1 tal que 𝐾𝑖 ⊆ 𝑈𝑖 ⊆ Σ e

𝑛⋃︁

𝑖=1

𝐾𝑖 = Σ.

Considere os conjuntos

ℱ𝑖 = ¶𝑌 ∈ X
𝑟
(︁
𝑀∘

)︁
; 𝑌 (𝑝) ̸= 0,∀ 𝑝 ∈ 𝐾𝑖♢,

iremos mostrar que cada ℱ𝑖 é aberto e denso em X
𝑟(𝑀∘), a abertura segue do mesmo

argumento feito para mostrar que Λ0 é aberto, para ver a densidade Ąxe 𝑋 ∈ X
𝑟(𝑀+) e

𝜀 > 0. DeĄnimos então o mapa

𝑌 : 𝜕(H𝑚) × R
𝑚 ⊃ R

𝑚

(𝑝, 𝑣) ↦⊃ ((𝜙𝑖)*𝑋)(𝑝) + 𝑣,

obviamente 𝑌 ⋔ ¶0♢ portanto, pelo teorema (1.3.1), o conjunto

𝑆𝑖 = ¶𝑣 ∈ R
𝑚;𝑌𝑣 ⋔ ¶0♢♢

é residual em R𝑚. Porém, note que se 𝑌𝑣(≤) ⋔ ¶0♢, e 𝑌𝑣(𝑝) = 0 segue que

d (𝑌𝑣)𝑝 𝑇𝑝(𝜕𝐻
𝑚) + 𝑇0¶0♢ = 𝑇0R

𝑚 = 0



26

d (𝑌𝑣)𝑝 𝑇𝑝(𝜕𝐻
𝑚) = R

𝑚,

uma vez que dim 𝜕𝐻𝑚 = 𝑚⊗ 1, temos que 𝑑(𝑌𝑣)𝑝 não pode ser sobrejetivo, implicando
que 𝑌𝑣(𝑝) ̸= 0, ∀ 𝑝 ∈ 𝜕𝐻𝑚.

Seja à uma bump function tal que à(𝑥) = 1, ∀ 𝑥 ∈ 𝐾𝑖 e à(𝑥) = 0, ∀ 𝑥 ∈ 𝑀+ ∖ 𝑈𝑖 e
deĄna

𝑍𝑣(𝑝) = 𝑋(𝑝) + à(𝑝) ≤ d
(︁
𝜙⊗1
𝑖

)︁
𝜙i(𝑝)

𝑣,

com 𝑣 ∈ 𝑆𝑖. Pelas contas anteriores, 𝑍𝑣 ∈ ℱ𝑖, ∀ 𝑣 ∈ 𝑆𝑖 e como

‖𝑍 ⊗𝑋‖𝑟=
⧸︁⧸︁⧸︁⧸︁à(𝑝) ≤ d

(︁
𝜙⊗1
𝑖

)︁
𝜙i(𝑝)

𝑣
⧸︁⧸︁⧸︁⧸︁
𝑟

tomando 𝑣 ∈ 𝑆𝑖 suĄcientemente pequeno (tal 𝑣 existe pois 𝑆𝑖 é conjunto residual em R𝑚),
conseguimos garantir que que ‖𝑍 ⊗𝑋‖𝑟< 𝜀.

Utilizando que ℱ𝑖 é aberto e denso, temos que ℱ1 ∩ ≤ ≤ ≤ ∩ ℱ𝑛 é denso em X
𝑟(𝑀+) e

como
ℱ1 ∩ ≤ ≤ ≤ ∩ ℱ𝑛 ⊆ Λ0,

conclui-se que Λ0 é denso em X
𝑟(𝑀+), o que acaba a demonstração.

Lema 1.3.2. Dado 𝑋 ∈ X
𝑟(𝑀) (resp. X

𝑟(𝑀∘)), temos que (≤, 𝑋(≤)) ⋔ 𝑇Σ ⊆ 𝑇𝑀 (resp.
(𝑥,𝑋(𝑥) ⋔ 𝑇Σ ⊆ 𝑇𝑀∘), se, e somente se, 𝑋ℎ : 𝑀 ⊃ R (resp. 𝑋ℎ : 𝑀∘ ⊃ R) é
transversal a ¶0♢ em Σ.

Demonstração. Supomos que (≤, 𝑋(≤)) é transversal a 𝑇Σ, tomamos 𝑝 ∈ Σ tal que𝑋ℎ(𝑝) =
0, então (𝑝,𝑋(𝑝)) ∈ 𝑇Σ e como (≤, 𝑋(≤)) é transversal a Σ,

d(𝑥,𝑋(𝑥))𝑇𝑝𝑀 + 𝑇(𝑝,𝑋(𝑝))(𝑇Σ) = 𝑇(𝑝,𝑋(𝑝))𝑇𝑀,

uma vez que 0 é valor regular de ℎ. Utilizando a forma local de submersão, existe uma
carta (𝜙,𝑈) de 𝑀 em torno de 𝑝, tal que

ℎ ◇ 𝜙⊗1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) = 𝑥1,

consideramos agora a carta (å, Þ⊗1(𝑈)) = ((𝜙, d𝜙), Þ⊗1(𝑈)), perceba que

å ◇ (≤, 𝑋(≤)) ◇ 𝜙(𝑥) = (𝑥, 𝜙*𝑋),

e 𝜙(𝑈 ∩ Σ) = ¶0♢ × R𝑚⊗1 ∩ 𝜙(𝑈). Da transversalidade temos

d(id, 𝜙*𝑋)𝜙(𝑥) ≤ R
𝑚 + (¶0♢ × R

𝑚⊗1 × ¶0♢) × (¶0♢ × R
𝑚⊗1) = R

𝑚 × R
𝑚

e projetando na segunda coordenada

d(𝜙*𝑋)𝜙(𝑥)R
𝑚 + ¶0♢ × R

𝑚⊗1 = R
𝑚,

então

Þ1 ◇ d(𝜙*𝑋)𝜙(𝑥)R
𝑚 = R. (1.3.2)

Por outro lado,

𝑋ℎ(𝜙⊗1(𝑥)) = ∇ℎ𝜙⊗1(𝑥) ≤𝑋(𝜙⊗1(𝑥))

= ∇ℎ𝜙⊗1(𝑥) ≤ d𝜙⊗1
𝑥 ≤ d𝜙𝜙⊗1(𝑥)𝑋(𝜙⊗1(𝑥))

= ∇(ℎ ◇ 𝜙⊗1)𝑥 ≤ 𝜙*𝑋(𝑥)

= Þ1 ◇ 𝜙*𝑋(𝑥), (1.3.3)
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portanto,
d𝑋ℎ𝑝 ≤ d𝜙⊗1

𝑝 = Þ1 ◇ d(𝜙*𝑋)𝜙(𝑥),

implicando por (1.3.2) que 𝑝 é valor regular de 𝑋ℎ. A recíproca é imediata uma vez que
todas as operações feitas são do tipo se e somente se.

Mostraremos agora o resultado principal dessa subseção.

Teorema 1.3.5. O conjunto Λ1 dos campos em X
𝑟 (𝑀∘) tais que (≤, 𝑋(≤)) é transversal

a 𝑇Σ é aberto e denso em X
𝑟 (𝑀∘).

Demonstração. Provaremos primeiro a abertura. Seja 𝑋 ∈ Λ1, note que as funções

Ú : Σ ⊃ R

𝑝 ↦⊃ 𝑋ℎ(𝑝)

e

Û : Σ ⊃ R
𝑛

𝑝 ↦⊃ d(𝑋ℎ)𝑝

são contínuas, seguindo que 𝑈 = Û⊗1(R𝑛 ∖ ¶0♢) é um aberto de Σ tal que todo ponto 𝑝 de
𝑈 satisfaz que a transformação linear 𝑑(𝑋ℎ)𝑝 é uma sobrejeção. Além disso, como 𝑋 ∈ Λ1

o Lema 1.3.2 nos garante que o compacto Ú⊗1(0) está contido em 𝑈 e da normalidade de
Σ existe um aberto 𝑉 de forma que

Ú⊗1(0) ⊆ 𝑉 ⊆ 𝑉 ⊆ 𝑈.

Perceba ainda que 𝑋ℎ é uma submersão para todo 𝑝 ∈ 𝑉 .
É claro que a função

𝜌 : X𝑟
(︁
𝑀∘

)︁
× Σ ⊃ R

𝑛

(𝑋, 𝑝) ↦⊃ 𝑑(𝑋ℎ)𝑝

é contínua. Mais ainda, para todo 𝑣 ∈ 𝑉 existe uma vizinhança 𝒰𝑣 × 𝑈𝑣 de (𝑋, 𝑣) em
X
𝑟(𝑀∘) × Σ de forma que

𝜌(𝒰𝑣 ×𝑈𝑣) ⊆ R
𝑛 ∖ ¶0♢.

note que ¶𝑈𝑣♢𝑣∈𝑉 é uma cobertura aberta de 𝑉 , logo como 𝑉 é compacto existe uma
subcobertura ¶𝑈𝑣i

♢𝑛𝑖=1 ⊆ ¶𝑈𝑣♢𝑣∈𝑉 Ąnita de 𝑉 . Tomando o aberto

𝒱 = 𝒰𝑣1
∩ . . .∩ 𝒰𝑣n

temos que se 𝑌 ∈ 𝒱 então d(𝑌 ℎ)𝑝 é uma submersão para todo 𝑝 ∈ 𝑉 . De forma análoga,
como a função

à : X
(︁
𝑀∘

)︁
× Σ ⊃ R

(𝑋, 𝑝) ↦⊃ 𝑋ℎ(𝑝),

é continua e Σ ∖𝑉 é compacta, utilizando o mesmo processo descrito anteriormente temos
que existe uma vizinhança ℬ de 𝑋 tal que para todo 𝑌 ∈ ℬ vale que 𝑌 ℎ(Σ ∖𝑉 ) ⊆ R ∖ ¶0♢.
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Considere a vizinhança 𝒲 = ℬ ∩ 𝒱 de 𝑋 em X
𝑟(𝑀∘). Note que se 𝑌 ∈ 𝒲 , então

𝑌 ℎ(𝑝) ̸= 0 em Σ ∖ 𝑉 e 𝑑(𝑌 ℎ)𝑝 ̸= 0 em 𝑉 , implicando que 𝑌 ℎ ⋔ ¶0♢ e consequente-
mente (utilizando o lema anterior) (𝑝, 𝑌 (𝑝)) ⋔ 𝑇Σ, o que infere 𝑌 ∈ Λ1, logo 𝒲 ⊆ Λ1,
demonstrando a abertura de tal conjunto.

Provaremos agora a densidade de Λ1. A demonstração será essencialmente a mesma
do Teorema (1.3.4), com minímas alterações.

Seja 𝑝 ∈ Σ, então pela forma local de submersão existe uma carta (𝜙𝑝, 𝑈𝑝) de 𝑀∘ em
torno de 𝑝 tal que à ◇ 𝜙⊗1

𝑝 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑥1. Como ¶𝑈𝑝 ∩ Σ♢𝑝∈Σ é uma cobertura aberta
de Σ, pela compacticidade existe uma subcobertura ¶𝑈𝑖 ∩ Σ♢𝑛𝑖=1 ⊆ ¶𝑈𝑝 ∩ Σ♢𝑝∈Σ Ąnita de
Σ. Da demonstração do Teorema 1.3.4, existem compactos 𝐾𝑖, tais que 𝐾𝑖 ⊆ 𝑈𝑖 ∩ Σ e

𝑛⋃︁

𝑖=1

𝐾𝑖 = Σ.

Considere os conjuntos

ℱ𝑖 = ¶𝑌 ∈ X
𝑟
(︁
𝑀∘

)︁
; (𝑝, 𝑌 (𝑝)) ⋔ 𝑇Σ em 𝐾𝑖♢.

Iremos mostrar que cada ℱ𝑖 é aberto e denso em X
𝑟(𝑀∘). A abertura segue do mesmo

argumento feito para mostrar que Λ1 é aberto. Para ver a densidade de tal conjunto, Ąxe
𝑋 ∈ X

𝑟(𝑀∘) e 𝜀 > 0. Primeiramente deĄnimos o mapa

𝐹 : H
𝑚 × R ⊃ R

(𝑝, 𝑣) ↦⊃ Þ1 ◇ ((𝜙𝑖)*𝑋)(𝑝) + (𝑣, 0)) = 𝑣 + Þ1 ◇ ((𝜙𝑖)*𝑋)(𝑝)).

É claro que 𝐹 ⋔ ¶0♢ e portanto, pelo Teorema 1.3.2, o conjunto

𝑆𝑖 = ¶𝑣 ∈ R
𝑚;𝐹𝑣 ⋔ ¶0♢♢

é residual em R. Porém, pela equação (1.3.3),

𝑋ℎ(𝑝) = Þ1 ◇ (𝜙𝑖)*𝑋(𝜙(𝑝)).

Da normalidade de H𝑚, existe um aberto 𝑉 , tal que

𝐾 ⊆ 𝑉𝑖 ⊆ 𝑉𝑖 ⊆ 𝑈𝑖,

seja à uma bump function tal que à(𝑥) = 1, ∀ 𝑥 ∈ 𝑉𝑖 e à(𝑥) = 0, ∀ 𝑥 ∈ 𝑀∘ ∖ 𝑈𝑖.
DeĄnindo

𝑍𝑣(𝑝) = 𝑋(𝑝) + à(𝑝) ≤ d
(︁
𝜙⊗1
𝑖

)︁
𝜙i(𝑝)

(𝑣, 0),

com 𝑣 ∈ 𝑆𝑖, temos pelas contas anteriores 𝑍𝑣 ∈ ℱ𝑖 para todo 𝑣 ∈ 𝑆𝑖, pois dado 𝑞 ∈ 𝑉𝑖 (o
que implica, em particular, que à(𝑞) é igual a 1), vale que

𝑍𝑣ℎ(𝑞) = Þ1 ◇ (𝜙𝑖)*𝑋(𝜙(𝑝)) + 𝑣, 𝑞 ∈ 𝑉𝑖

uma vez que 𝑉𝑖 é aberto e 𝑣 ∈ 𝑆𝑖, 𝑍𝑣ℎ ⋔ ¶0♢ em 𝐾𝑖, e portanto 𝑍𝑣 ∈ ℱ𝑖. Além disso

‖𝑍 ⊗𝑋‖𝑟=
⧸︁⧸︁⧸︁⧸︁à(𝑝) ≤ d

(︁
𝜙⊗1
𝑖

)︁
𝜙i(𝑝)

(𝑣, 0)
⧸︁⧸︁⧸︁⧸︁
𝑟

= ♣𝑣♣
⧸︁⧸︁⧸︁⧸︁à(𝑝) ≤ d

(︁
𝜙⊗1
𝑖

)︁
𝜙i(𝑝)

(1, 0)
⧸︁⧸︁⧸︁⧸︁
𝑟

e então tomando 𝑣 ∈ 𝑆𝑖 suĄcientemente pequeno (tal 𝑣 existe pois 𝑆𝑖 é conjunto residual
em R𝑚), conseguimos garantir que ‖𝑍 ⊗𝑋‖𝑟< 𝜀.

Utilizando que ℱ𝑖 é aberto e denso, temos que ℱ1 ∩ ≤ ≤ ≤ ∩ ℱ𝑛 é denso em X
𝑟(𝑀∘) e

como
ℱ1 ∩ ≤ ≤ ≤ ∩ ℱ𝑛 ⊆ Λ1

conclui-se que Λ1 é denso em X
𝑟(𝑀∘), o que acaba a demonstração.
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Como corolário dos Teoremas 1.3.4 e 1.3.5, encontramos o primeiro conjunto de ele-
mentos genéricos de Ω𝑟(𝑀,Σ).

Teorema 1.3.6. O conjunto Δ dos campos (𝑋, 𝑌 ) ∈ Ω(𝑀,Σ), tais que 𝑋 e 𝑌 satisfazem

1. 𝑋 e 𝑌 não possuem singularidades em Σ e

2. (≤, 𝑋(≤)) e (≤, 𝑌 (≤)) são transversais a 𝑇Σ.

é aberto e denso em Ω𝑟(𝑀,Σ).

1.4 Estabilidade estrutural

Durante esse subseção deĄniremos os conceito de estabilidade estrutural, que será o
foco da dissertação.

O início da teoria de estabilidade estrutural começa no ano de 1937 com os soviéticos
Aleksandr Aleksandrovich Andronov e Lev Semyonovich Pontryagin no artigo Systèmes
Grossiers [2]. Motivados por aplicações na física, Andronov e Pontryagin tinham como
objetivo garantir que as respostas que obtidas para os modelos gerassem informações efe-
tivas sobre o sistema físico analisado. Dessa forma, a solução encontrada pelos autores foi
tentar encontrar os sistemas que resistissem a pequenas perturbações, estando essas per-
turbações presentes tanto nas condições iniciais dos sistema quando na própria deĄnição
do modelo.

Em [2], Andronov e Pontryagin cunham o termo grossier a Ąm de resolver esse pro-
blema. A grosso modo, um campo 𝑋 é grossier em uma vizinhança 𝑉 se uma perturbação
de 𝑋 mantém suas trajetórias, a menos de um homeomorĄsmo. Ainda em [2], os autores
deĄnem o conceito grossièreté, o qual, hoje em dia é chamado de estabilidade estrutural.
Além disso, eles demostraram que, um campo analítico planar (𝑋 : R2 ⊃ R2), possui
estabilidade estrutural se, e somente se, todas a singularidades e órbitas periódicas são
hiperbóricas, e não existe conexão de selas.

Esses conceitos chegam aos Estados Unidos por meio do matemático russo, naturali-
zado estadunidense, chamado Solomon Lefschetz. Um de seus alunos, o matemático De
Baggis, retoma alguns aspectos do artigo de Andronov e Pontryagin, conseguindo, em
1952, generalizar os resultados para o caso em que o campo de vetores planar é apenas
de classe 𝒞1.

O brasileiro Maurício Peixoto, também trabalhou com Lefeschestz. Por volta de 1955,
Peixoto foi introduzido aos trabalhos de De Baggis e, consequentemente com o problema
da estabilidade estrutural, o que o motivou para ir estudar em Princeton em 1957.

No ano de 1959, Peixoto publicou o artigo On Structural Stability ([21]). Neste traba-
lho, é apresentada uma deĄnição da estabilidade estrutural um pouco distinta da proposta
por Andronov e Pontryagin, uma que pode ser generalizada para sistemas em dimensão
qualquer. Ainda em 1959, Peixoto publica o artigo Structural Stability in the Plane with
Enlarged Boundary Conditions ([19]), no qual é caracterizada a estabilidade estrutural em
uma variedade compacta com bordo mergulhada em R2. Em 1962, o brasileiro publica o
seu artigo mais importante de nome Structural Stability on Two-Dimensional Manifolds
([20]), caracterizando a estabilidade estrutural em 2-variedades compactas sem bordos.

Em 1977 o matemático brasileiro Marco Antonio Teixeira, publica o artigo Generic
Bifurcation in Manifolds with Boundary ([25]) que caracteriza as bifurcações genéricas
em 2-variedades compactas com bordo, o que, em particular, caracteriza os campos com
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estabilidade estrutural nesse tipo de variedade. Praticamente esgotando os resultados a
respeito de estabilidade estrutural no âmbito dois dimensional. É importante ser notado
que, até nos dias atuais, não é sabido muito a respeito da estabilidade estrutural em
dimensão maior que dois.

No ano de 1988, os matemáticos Marco Antônio Teixeira e Jorge Sotomayor publicam
o importantíssimo artigo Vector Fields near the Boundary of a 3-Manifold ([24]), conse-
guindo entender o comportamento estrutural local na fronteira de uma 3-variedade com
bordo. Tais noções certamente contribuíram de maneira decisiva para o início e progresso
do estudo da estibialidade estrutural local dos campos suaves por partes.

Depois de muitos resultados intermediários nos anos entre 2017 e 2019, os matemáticos
Otávio Gomide e Marco Antonio Teixeira, conseguiram caracterizar a estabilidade estru-
tural local e semilocal de campos suaves (nos artigos [6] e [7]) por partes em 3-variedades.
Essa dissertação de mestrado será, em maior parte, focada em demonstrar os resultados
de tais artigos

Começaremos falando sobre o conceito de estabilidade estrutural do ponto de vista da
teoria clássica, isto é, para campos de vetores suaves.

DeĄnição 1.4.1. Sejam 𝑋 e 𝑌 pertencentes a X
𝑟(𝑀). Os campos suaves 𝑋 e 𝑌 são e

equivalentes em 𝑝 e 𝑞, respectivamente, se existir um homeomorĄsmo ℎ : 𝑈𝑝 ⊃ 𝑉𝑞 que
mapeia órbitas de 𝑋 em órbitas de 𝑌 respeitando a orientação das órbitas, sendo 𝑈𝑝 e 𝑉𝑞
vizinhanças de 𝑝 e 𝑞 em 𝑀 , respectivamente.

Sejam 𝑋 ∈ X
𝑟(𝑀) e 𝑝 ∈ 𝑀 . 𝑋 é localmente estruturalmente estável em 𝑝 se, para

cada vizinhança 𝑈𝑝 ⊆ 𝑀 de 𝑝, existe uma vizinhança 𝒰𝑋 de 𝑋 em X
𝑟(𝑀) de modo que,

para cada 𝑌 ∈ 𝒰𝑋 , 𝑋 é equivalente a 𝑌 em 𝑝 e 𝑞, respectivamente, para algum 𝑞 ∈ 𝑈𝑝.
Caso 𝑋 seja um campo localmente estruturalmente estável em todo 𝑝, então 𝑋 recebe

o nome de globalmente localmente estruturalmente estável.
Por Ąm, se existir uma vizinhança 𝒰 de 𝑋, de forma que para todo 𝑌 ∈ 𝒰 , existe um

homeomorĄsmo 𝑓 : 𝑀 ⊃ 𝑀 que mapeia órbitas de 𝑋 em órbitas de 𝑌 , respeitando a
orientação das órbitas, então 𝑋 é recebe o nome de estruturalmente estável.

Para os campos em Ω𝑟(𝑀,Σ), o conceito se estende de maneira natural, porém levando
em conta o campo de deslize.

DeĄnição 1.4.2. Sejam 𝑀 uma variedade e Σ a variedade de descontinuidade e considere
os campos (𝑋, 𝑌 ) e (𝑋 ′, 𝑌 ′) pertencentes a Ω𝑟(𝑀,Σ). Dizemos que (𝑋, 𝑌 ) e (𝑋 ′, 𝑌 ′) são
Σ-equivalentes em 𝑝 e 𝑞, respectivamente, se existe um homeomorĄsmo ℎ : 𝑈𝑝 ⊃ 𝑉𝑞 que
mapeia órbitas de (𝑋, 𝑌 ) em órbitas de (𝑋 ′, 𝑌 ′) respeitando a orientação das órbitas,
sendo 𝑈𝑝 e 𝑉𝑞 vizinhanças de 𝑝 e 𝑞 em 𝑀 , respectivamente, e ℎ(𝑈 ∩ Σ) = 𝑉 ∩ Σ.

Sejam (𝑋, 𝑌 ) ∈ Ω𝑟(𝑀,Σ) e 𝑝 ∈ 𝑀 . Dizemos que (𝑋, 𝑌 ) é Σ-localmente estrutu-
ralmente estável em 𝑝, se para cada vizinhança 𝑈𝑝 ⊆ 𝑀 de 𝑝, existe uma vizinhança
𝒰(𝑋,𝑌 ) ⊆ Ω𝑟(𝑀,Σ) de (𝑋, 𝑌 ) tal que, para cada (𝑋 ′, 𝑌 ′) ∈ 𝒰𝑋 , (𝑋, 𝑌 ) é Σ-equivalente a
(𝑋 ′, 𝑌 ′) em 𝑝 e 𝑞, respectivamente, para algum 𝑞 ∈ 𝑈𝑝.

Caso o campo (𝑋, 𝑌 ) seja Σ-localmente estruturalmente estável em todo 𝑝, então
(𝑋, 𝑌 ) recebe o nome de globalmente Σ-localmente estruturalmente estável.

Por Ąm, caso exista uma vizinhança 𝒰 de (𝑋, 𝑌 ) de forma que para todo (𝑋 ′, 𝑌 ′)
∈ 𝒰 , exista um homeomorĄsmo 𝑓 : 𝑈Σ ⊃ 𝑉Σ, onde 𝑈Σ e 𝑉Σ são vizinhanças de Σ de
forma que 𝑓 mapeia órbitas de (𝑋, 𝑌 ) em órbitas de (𝑋 ′, 𝑌 ′) preservando a orientação e
satisfazendo 𝑓(Σ) = Σ; então (𝑋, 𝑌 ) recebe o nome de Σ-semilocalmente estruturalmente
estável.
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É importante dizer que muita vezes, quando o contexto é claro, omitimos o símbolo Σ
dos termos: Σ-equivalente, Σ-estruturalmente estável, Σ-localmente e Σ-semilocalmente.

N.B. 1.4.1. Dados (𝑋, 𝑌 ) e (𝑋 ′, 𝑌 ′) dois campos em Ω𝑟(𝑀,Σ), tais que 𝑋 é equivalente
a 𝑋 ′ e 𝑌 é equivalente a 𝑌 ′ como campos em X(𝑀) (ou até mesmo como campos em
X(𝑀+) e X(𝑀⊗), respectivamente), isto não implica que (𝑋, 𝑌 ) é equivalente a (𝑋 ′, 𝑌 ′)
em Ω𝑟(𝑀,Σ), o fato da existência do campo deslizante que gera tal obstrução topológica.

A partir deste momento, 𝑀 sempre será uma 3-variedade compacta mergulhada em
R𝑚 e Σ uma 2-variedade compacta, conexa e orientável mergulhada em 𝑀 . Durante a
dissertação iremos estudar a possível existência de conjuntos residuais em Ω𝑟(𝑀,Σ) que
possuam propriedades com respeito a algum tipo de estabilidade estrutural, em especial,
os resultados serão focados em campos que são globalmente localmente estruturalmente
estáveis e Σ-semilocalmente estruturalmente estáveis.

Proposição 1.4.1. Seja 𝑀 uma 3-variedade compacta e Σ uma variedade compacta,
conexa e orientável de dimensão 2 mergulhada em 𝑀 , então 𝑀 ∖ Σ tem no máximo duas
componentes conexas.

Demonstração. Utilizaremos topologia algébrica para demonstrar nosso resultado. É su-
Ąciente mostrar que

̃︁𝐻0(𝑀 ∖ Σ) = Z ou 0,

onde 𝐻𝑖(𝑀) é o 𝑖-ésimo grupo de homologia de 𝑀 . Uma vez que (𝑀,𝑀 ∖ Σ) é um bom
par, temos a sequência exata longa do bom par

≤ ≤ ≤ ⊗⊃ 𝐻1(𝑀 ∖ Σ) ⊗⊃ 𝐻1(𝑀) ⊗⊃ 𝐻1(𝑀,𝑀 ∖ Σ) Ó1⊗⊃̃︁𝐻0(𝑀 ∖ Σ) Ó2⊗⊃̃︁𝐻0(𝑀) = 0.

Pela dualidade de Alexander-Poincaré-Lefschetz,

𝐻1(𝑀,𝑀 ∖ Σ) = 𝐻2(Σ) = Z

e portanto

≤ ≤ ≤ ⊗⊃ Z
Ó1⊗⊃̃︁𝐻0(𝑀 ∖ Σ) Ó2⊗⊃0.

Uma vez que Ker(Ó2) = ̃︁𝐻0(𝑀 ∖ Σ), pela exatidão temos Im(Ó1) = ̃︁𝐻0(𝑀 ∖ Σ), o que
implica que Ó2 é sobrejetivo. Como ̃︁𝐻0(𝑀 ∖ Σ) = Z𝑛, temos que

̃︁𝐻0(𝑀 ∖ Σ) = Z ou 0,

o que completa a demonstração.

N.B. 1.4.2. Se 𝑀 = S1 × S2 e Σ = ¶(1, 0)♢ × S2, então 𝑀 ∖ Σ tem apenas uma compo-
nente conexa.

Finalizaremos essa seção com algumas deĄnições importantes.

DeĄnição 1.4.3. Sejam 𝑋 ∈ X
𝑟(𝑀) e 𝑝 ∈ Σ de forma que 𝑋(𝑝) ̸= 0. Se o ponto 𝑝

satisĄzer
𝑋ℎ(𝑝) ̸= 0,

𝑝 é chamado de ponto Σ-regular em relação a 𝑋, mais ainda caso

𝑋ℎ(𝑝) = 0,
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𝑝 é uma Σ-singularidade (também chamado tangência ou singularidade tangencial) em
relação a 𝑋.

Suponha agora que dado 𝑝 ∈ Σ tal que 𝑋(𝑝) ̸= 0, tal ponto satisfaça

𝑋ℎ(𝑝) = 0 e 𝑋2ℎ(𝑝) ̸= 0,

então 𝑝 é denominado ponto de dobra.
Caso 𝑝 ∈ Σ satisfaça 𝑋(𝑝) ̸= 0,

𝑋ℎ(𝑝) = 0, 𝑋2ℎ(𝑝) = 0 e 𝑋3ℎ(𝑝) ̸= 0,

com
{︁
dℎ𝑝, d𝑋ℎ𝑝, d𝑋2ℎ𝑝

}︁
linearmente independentes então o ponto 𝑝 é chamado de cús-

pide.
É claro que essa deĄnição se estende para campos em X

𝑟(𝑀+) e X
𝑟(𝑀⊗).

Os campos em X
𝑟(𝑀) (resp. X

𝑟(𝑀∘)) que não possuem singularidades em Σ e cujas
singulares tangenciais são dobras ou cúspides são chamados de campos simples. O conjunto
de todos os campos simples é denotado por X

𝑟
𝑆(𝑀) (resp. X

𝑟
𝑆(𝑀∘) ).

DeĄnição 1.4.4. Se 𝑝 ∈ 𝑋 ∈ X
𝑟(𝑀+) é um ponto de dobra tal que 𝑋ℎ2(𝑝) > 0, 𝑝

é chamado de ponto de dobra visível, caso 𝑋ℎ2(𝑝) < 0 tal ponto é chamado de dobra
invisível.

Por outro lado, se 𝑝 ∈ 𝑋 ∈ X
𝑟(𝑀⊗) é um ponto de dobra tal que 𝑋ℎ2(𝑝) < 0, então

𝑝 é recebe o nome de ponto de dobra visível, caso 𝑋ℎ2(𝑝) > 0 tal ponto é chamado de
dobra invisível.

Figura 1.2: Representação dos pontos de dobra visíveis 𝑎) e 𝑐), e dos pontos de dobra
invisíveis 𝑏) e 𝑑).

Esses conceitos serão de vital importância durante o restante da dissertação.
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Capı́tulo 2
Forma Normal de Vishik

N
esse capítulo será demonstrada a forma normal de Vishik, um resultado importan-
tíssimo que facilita o estudo da estabilidade estrutural em Ω𝑟(𝑀,Σ). Esse resultado

foi provado em [26], porém provaremos apenas para dimensão 3, pois é o caso que esta-
mos interessados em estudar. Além disso, é relativamente fácil a adaptar a demonstração
de tal resultado para dimensões maiores. Começaremos provando uma versão mais ge-
ral do amplamente conhecido teorema da preparação de Malgrange, que usaremos para
demonstrar a forma normal de Vishik.

2.1 Teorema da Preparação de Malgrange Generali-

zado

Iremos primeiramente relembrar o Teorema da Preparação de Malgrange que não
iremos demonstrar por ser amplamente conhecido da teoria geral, a demonstração pode
ser facilmente encontrada no capítulo 7 da referência [11].

Teorema 2.1.1 (Teorema da Preparação de Malgrange). Sejam

𝑓 : R × R
𝑛 ⊃ R

uma função 𝒞∞ tal que

𝑓(0, 0) =
𝜕𝑓

𝜕𝑡
(0, 0) = . . . =

𝜕𝑛⊗1𝑓

𝜕𝑡𝑛⊗1
(0, 0) = 0,

𝜕𝑛𝑓

𝜕𝑡𝑛
(0, 0) ̸= 0,

e 𝑔(𝑡, 𝑥) uma função de classe 𝒞∞ deĄnida numa vizinhança de (0, 0). Então existem
funções

𝑞 : R × R
𝑛 ⊃ R e 𝑟𝑖 : R

𝑛 ⊃ R, 𝑖 ∈ ¶0, . . . , 𝑛⊗ 1♢
de classe 𝒞∞ tais que

𝑔(𝑡, 𝑥) = 𝑞(𝑡, 𝑥)𝑓(𝑡, 𝑥) +
𝑛⊗1∑︁

𝑗=0

𝑡𝑗𝑟𝑗(𝑥),

numa vizinhança de (0, 0).

As deĄnições e demonstração dessa seção estão em conformidade com o capítulo 3 do
livro [3].
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DeĄnição 2.1.1. Sejam 𝑀 uma variedade suave e 𝑝 ∈ 𝑀 .

i) Sejam 𝑓 : 𝑈𝑝 ⊃ R e 𝑔 : 𝑉𝑝 ⊃ R, tais que 𝑈𝑝 e 𝑉𝑝 são vizinhanças de 𝑝 em𝑀 , dizemos
que 𝑓 ≍𝑝 𝑔 se existe um vizinhança 𝑊𝑝 ⊆ 𝑉𝑝 ∩𝑈𝑝 de 𝑝, tal que 𝑓 ♣𝑊p

= 𝑔♣𝑊p
.

ii) Seja 𝑓 : 𝑈 ⊃ R uma função suave onde 𝑈 é uma vizinhança de 𝑝. Denotamos
[𝑓 ]𝑝 como sendo a classe de equivalência de 𝑓 em correspondência à relação de
equivalência ≍𝑝, [𝑓 ]𝑝 recebe o nome de germe de 𝑓 em 𝑝.

iii) C ∞
𝑝 (𝑀) é o conjunto de todos os germes de funções suaves em 𝑝. C ∞

𝑝 (𝑀) tem
estrutura natural de anel herdada de R,

[𝑓 ]𝑝 + [𝑔]𝑝 ..= [𝑔 + 𝑓 ]𝑝,

[𝑓 ]𝑝 ≤ [𝑔]𝑝 ..= [𝑔 ≤ 𝑓 ]𝑝;

sendo que 𝑔 + 𝑓 e 𝑔 ≤ 𝑓 estão deĄnidos em dom𝑓 ∩ dom𝑔. Além disso o elemento
neutro de tal anel é a função nula [0]𝑝 (𝑀 ⊃ R; 𝑝 ↦⊃ 0), e a unidade é a função
que associa todo elemento em 𝑀 a 1 (𝑀 ⊃ R; 𝑝 ↦⊃ 1) denotada por [1]𝑝.

Lema 2.1.1 ([3]). O anel C ∞
𝑝 (𝑀) possui único ideal maximal M𝑝

.

.= ¶[𝑓 ]𝑝 ∈ C𝑝; 𝑓(𝑝) = 0♢.

Demonstração. É claro que M𝑝 é ideal: se 𝑓, 𝑔 ∈ M𝑝 então [𝑓 ]𝑝 + [𝑔]𝑝 = [𝑓 + 𝑔]𝑝 e
(𝑓 + 𝑔)(𝑝) = 𝑓(𝑝) + 𝑔(𝑝) = 0, implicando [𝑓 ]𝑝 + [𝑔]𝑝 ∈ M𝑝. Por outro lado se [ℎ]𝑝 ∈ M𝑝,
então [𝑓 ]𝑝 ≤ [ℎ]𝑝 = [𝑓 ≤ ℎ]𝑝 é tal que (𝑓 ≤ 𝑔)(𝑝) = 𝑓(𝑝) ≤ 𝑔(𝑝) = 0, inferindo [𝑓 ]𝑝 ≤ [ℎ]𝑝 ∈ M𝑝.

Mostraremos agora a maximalidade M𝑝, suponha que exista um ideal I , tal que
[𝑖]𝑝 ∈ 𝒥 ∖ M𝑝, então 𝑖(𝑝) ̸= 0, segue que existe uma vizinhança de 𝑝 tal que a função
1/𝑖(𝑝) está bem deĄnida. Porém como I é ideal

[𝑖]𝑝 ≤
[︂1
𝑖

]︂

𝑝
= [1]𝑝 ∈ I ,

o que é um absurdo, logo se [𝑖]𝑝 ∈ I então 𝑖(𝑝) = 0, o que implica que [𝑖]𝑝 ∈ M𝑝, logo
qualquer ideal I está contido em M𝑝, demonstrando assim a maximalidade.

DeĄnição 2.1.2. Um anel que possui um único ideal maximal recebe o nome de anel
local.

Note que a última linha da demonstração do Lema 2.1.1 implica algo mais forte do
que ℳ𝑝 ser um ideal maximal. Implica que todo ideal ℐ de 𝒞∞

𝑝 (𝑀) está contido em ℳ𝑝,
implicado 𝒞∞

𝑝 (𝑀) ser um ideal local.

Lema 2.1.2 ([3]). Seja ã : 𝑀 ⊃ 𝑁 um mapa suave entre as variedades suaves 𝑀 e 𝑁 ,
então o mapa

ã* : C ∞
ã(𝑝)(𝑌 ) ⊃ C ∞

𝑝 (𝑋)

[𝑓 ]ã(𝑝) ↦⊃ [𝑓 ◇ ã]𝑝

é um homomorĄsmo de anéis. Caso ã for difeomorĄsmo então ã* é isomorĄsmo de anéis.
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Demonstração. É claro que ã* é bem deĄnido e o homomorĄsmo vem da equação

ã*
(︁
[𝑓 ]ã(𝑝) + [ℎ]ã(𝑝) ≤ [𝑔]ã(𝑝)

)︁
= ã*

(︁
[𝑓 + ℎ ≤ 𝑔]ã(𝑝)

)︁

= [(𝑓 + ℎ ≤ 𝑔) ◇ ã]𝑝
= [𝑓 ◇ ã]𝑝 + [ℎ ◇ ã]𝑝 ≤ [𝑔 ◇ ã]𝑝
= ã*([𝑓 ]𝑝) + ã*([ℎ]𝑝) ≤ ã*([𝑔]𝑝).

Pelo mesmo motivo temos que se ã⊗1* : C ∞
𝑝 (𝑋) ⊃ C ∞

ã(𝑝)(𝑌 ) existir, então ã⊗1* é
homomorĄsmo e

ã* ◇ ã⊗1*([𝑓 ]𝑝) = ã*([𝑓 ◇ ã⊗1]ã(𝑝) = [𝑓 ◇ ã⊗1 ◇ ã]𝑝 = [𝑓 ]𝑝,

concluindo que ã* ◇ ã⊗1* = Id e pelo mesmo motivo ã⊗1* ◇ ã* = Id, provando o lema.

A partir desse momento, por mera comodidade, iremos omitir os colchetes de [𝑓 ]𝑝 e de-
notaremos tal germe apenas por 𝑓 . Sempre que 𝑓 for um germe, será citado anteriormente
e não haverá confusão.

DeĄnição 2.1.3. Seja R um anel (comutativo com identidade) e 𝐴 um grupo abeliano
(com respeito à operação denotada por +). Dizemos que 𝐴 é um R-módulo se existir um
mapa de R no conjunto dos homomorĄsmos de 𝐴 e denotamos a ação 𝑟 ∈ R em 𝑎 ∈ 𝐴
por 𝑟𝑎 ∈ 𝐴. As seguintes propriedades são satisfeitas:

(𝑟1 + 𝑟2)𝑎 = 𝑟1𝑎+ 𝑟2𝑎, ∀ 𝑟1, 𝑟2 ∈ R e ∀ 𝑎 ∈ 𝐴,

(𝑟1𝑟2)𝑎 = 𝑟1(𝑟2𝑎), ∀ 𝑟1, 𝑟2 ∈ R e ∀ 𝑎 ∈ 𝐴,

𝑟(𝑎1 + 𝑎2) = 𝑟𝑎1 + 𝑟𝑎2, ∀ 𝑟1, 𝑟2 ∈ R e ∀ 𝑎 ∈ 𝐴,

1 ≤ 𝑎 = 𝑎, ∀ 𝑎 ∈ 𝐴.

Um R-módulo 𝐴 é dito Ąnitamente gerado sobre R se existir um número Ąnito de
elementos 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 ∈ 𝐴, tais que qualquer elemento 𝑎 ∈ 𝐴 pode ser escrito na forma

𝑎 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑟𝑖𝑎𝑖, 𝑟𝑖 ∈ R.

Provaremos agora dois resultados importantes para conseguirmos demonstrar o teo-
rema da preparação de Malgrage generalizado.

Lema 2.1.3 (Nakayama, [3]). Seja R um anel local comutativo com identidade e seja M
o ideal maximal do anel R. Seja 𝐴 um R-módulo e assuma que sejam satisfeitos:

i) 𝐴 é Ąnitamente gerado,

ii) 𝐴 = M𝐴 .

.= ¶𝑟1𝑎1 + . . .+ 𝑟𝑘𝑎𝑘; 𝑟𝑖 ∈ M , 𝑎𝑖 ∈ 𝐴, 𝑘 ∈ N♢.

Então 𝐴 = ¶0♢ .

Demonstração. Considere 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛 um conjunto de geradores de 𝐴. Iremos concluir que
𝑒𝑘 = 0 para todo 𝑘 ∈ ¶1, . . . , 𝑛♢. Uma vez que 𝑒𝑘 ∈ M𝐴 = 𝐴, existem 𝑎1, . . . , 𝑎𝑠 ∈ 𝐴 e
𝑚1, . . . ,𝑚𝑠 ∈ M , tais que

𝑒𝑘 =
𝑠∑︁

𝑖=1

𝑚𝑖𝑎𝑖.



36

Como 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛 são gerador de 𝐴, cada 𝑎𝑖 pode ser escrito na forma

𝑎𝑖 =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑟𝑖𝑗𝑒𝑗 .

Portanto

𝑒𝑘 =
𝑠∑︁

𝑖=1

𝑚𝑖𝑎𝑖

=
𝑠∑︁

𝑖=1

𝑚𝑖

∏︀
∐︁

𝑛∑︁

𝑗=1

𝑟𝑖𝑗𝑒𝑗

⎞
̂︀

=
𝑛∑︁

𝑗=1

(︃
𝑠∑︁

𝑖=1

𝑚𝑖𝑟𝑖𝑗

)︃
𝑒𝑗 ,

deĄnindo 𝑠𝑘𝑗 =
∑︀𝑘
𝑖=1𝑚𝑖𝑟𝑖𝑗 ∈ M temos 𝑒𝑘 =

∑︀𝑛
𝑗=1 𝑠𝑘𝑗𝑒𝑗 . Portanto conseguimos equação

𝑛∑︁

𝑗=1

(Ó𝑘𝑗 ⊗ 𝑠𝑘𝑗)𝑒𝑗 = 0, ∀ 𝑘 ∈ ¶1, . . . , 𝑛♢, (2.1.1)

onde Ó é a função delta de Kronecker. Perceba agora que se a matriz (𝐷𝑖𝑗) = (Ó𝑖𝑗 ⊗ 𝑠𝑖𝑗)
for invertível, então o sistema (2.1.1) possui solução única igual a 𝑒1 = . . . = 𝑒𝑛 = 0 e
não a nada a se fazer. Supomos então que 𝐷 não é invertível. Uma vez que uma matriz
𝐷 em um anel comutativo com unidade é invertível se, e somente se, det(𝐷) é invertível
no anel, tem então que 𝐷 não é invertível. Logo det(Ó𝑖𝑗 ⊗ 𝑠𝑖𝑗) não é invertível em R.
Perceba que det(Ó𝑖𝑗 ⊗ 𝑠𝑖𝑗) = 1 + 𝑠, com 𝑠 ∈ M .

AĄrmamos que em um anel local o ideal maximal é exatamente o conjunto dos ele-
mentos não invertíveis de R. De fato, note que se 𝑡 ∈ M então 𝑡 não pode ser invertível,
caso contrário teríamos 1 = 𝑡𝑡⊗1 ∈ M . Reciprocamente, suponha a existência de um
elemento 𝑡 ∈ R não invertível e não pertencente a M . Então o ideal gerado por 𝑡,
I𝑡 = ¶𝑡𝑟; 𝑟 ∈ R♢, não está contido em M , logo I𝑡 = R, o que implica 1 ∈ I𝑡 e
consequentemente 𝑡 invertível, gerando um absurdo. Logo 𝑡 ∈ M .

Da observação acima e do fato de det(Ó𝑖𝑗 ⊗ 𝑠𝑖𝑗) não ser invertível, temos det(Ó𝑖𝑗 ⊗ 𝑠𝑖𝑗) ∈
M , porém como vimos anteriormente det(Ó𝑖𝑗 ⊗ 𝑠𝑖𝑗) = 1 + 𝑠 com 𝑠 ∈ M , implicando
1 = det(Ó𝑖𝑗 ⊗ 𝑠𝑖𝑗) ⊗ 𝑠 ∈ M , gerando um absurdo. Logo det(Ó𝑖𝑗 ⊗ 𝑠𝑖𝑗) é invertível, o que
implica 𝑒1 = . . . = 𝑒𝑛 = 0 e o lema está demonstrado.

Corolário 2.1.1 ([3]). Seja 𝐴 um R-módulo Ąnitamente gerado. Então 𝐴/M𝐴 é um
espaço vetorial de dimensão Ąnita sobre o corpo R/M . Mais ainda, seja ã : 𝐴 ⊃ 𝐴/M𝐴
a projeção natural e 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛 uma base para esse espaço vetorial, escolhendo 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛 ∈
𝐴, tais que ã(𝑒𝑖) = 𝑣𝑖. Então 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛 é um conjunto gerador de 𝐴 sobre R.

Demonstração. Primeiramente perceba que a ação de R em 𝐴 induz de modo natural
uma ação de R/M em 𝐴/M𝐴, portanto 𝐴/M𝐴 é um módulo sobre o corpo R/M , o
que é um espaço vetorial. Vejamos agora que dimR/M 𝐴/M𝐴 < ∞. Sejam 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛
o conjunto de geradores de 𝐴 sobre o anel R e 𝑣 um elemento de 𝐴/M𝐴. Como ã é
sobrejetora existe 𝑎 ∈ 𝐴, tal que ã(𝑎) = 𝑣. Por outro lado, existem 𝑟1, . . . , 𝑟𝑛 ∈ R tais
que

𝑎 = 𝑟1𝑎1 + . . .+ 𝑟𝑛𝑎𝑛,
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aplicando ã na equação acima

𝑣 = [𝑟1]ã(𝑎1) + . . .+ [𝑟𝑛]ã(𝑎𝑛),

sendo que [𝑟𝑖] é a classe de equivalência de 𝑟𝑖 em R/M . Portanto temos ã(𝑎1), . . . , ã(𝑎𝑛)
é um conjunto gerador de 𝐴/M𝐴, mostrando assim a Ąnitude da dimensão de tal espaço
vetorial.

Para a outra aĄrmação do corolário, seja 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛 uma base de 𝐴/M𝐴 e 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛 ∈
𝐴 elementos escolhidos como descrito no enunciado do corolário. Considere 𝐵 um submó-
dulo de 𝐴, gerado por 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛, e seja 𝐶 o quociente 𝐴/𝐵. Uma vez que 𝐴 é Ąnitamente
gerado sobre R, temos que 𝐶 é Ąnitamente gerado sobre R. Mais ainda, perceba que
𝐴 = 𝐵 + M𝐴. De fato, se 𝑎 ∈ 𝐴, então

ã(𝑎) = [𝑟1]𝑣1 + . . .+ [𝑟𝑛]𝑣𝑛,

logo 𝑎 = 𝑟1𝑒1 + . . .+ 𝑟𝑛𝑒𝑛 + 𝑠, sendo que 𝑟1𝑒1 + . . .+ 𝑟𝑛𝑒𝑛 ∈ 𝐵 e 𝑠 ∈ M𝐴. Segue dessa
observação que

𝐶 = 𝐴/𝐵 = (𝐵 + M𝐴)/𝐵 = M (𝐴/𝐵) = M𝐶,

portanto, pelo lema de Nakayama concluímos que 𝐶 = 0 e consequentemente 𝐴 = 𝐵.

Considere 𝐴 como sendo um C ∞
𝑝 (𝑋)-módulo e ã : 𝑋 ⊃ 𝑌 com 𝑞 = ã(𝑝) um mapa

suave. O homeomorĄsmo ã* nos permite analisar 𝐴 como ã*
(︁
C ∞
𝑞 (𝑋)

)︁
-módulo.

Teorema 2.1.2 (Teorema Generalizado da Preparação de Malgrange, [3]). Sejam 𝑋 e
𝑌 variedades suaves e ã : 𝑋 ⊃ 𝑌 um mapa suave tal que ã(𝑝) = 𝑞. Considere 𝐴
como sendo um C ∞

𝑝 (𝑋)-módulo Ąnitamente gerado. Então 𝐴 é Ąnitamente gerado como

ã*
(︁
C ∞
𝑞 (𝑌 )

)︁
-módulo se, e somente se, 𝐴/ã* (M𝑞(𝑌 ))𝐴 é Ąnitamente gerado como espaço

vetorial sobre R.

Antes de demonstrar esse resultado provaremos dois lemas auxiliares.

Lema 2.1.4 ([3]). Seja Þ : 𝑋 ⊃ 𝑌 uma submersão com dim𝑋 = 𝑛 = dim 𝑌 + 1
e 𝑞 = Þ(𝑝). Seja 𝐴 um C ∞

𝑝 -módulo. Se 𝑉 = 𝐴/Þ* (M𝑞)𝐴 é um espaço vetorial de
dimensão Ąnita sobre R, então 𝐴 é Ąnitamente gerado como Þ*(C ∞

𝑞 )-módulo.

Demonstração. Uma vez que tal resultado é local, fazendo uma escolha adequada de cartas
locais chegamos à conclusão que é suĄciente mostrar para caso em que 𝑋 = R𝑛, 𝑌 =
R𝑛⊗1, 𝑝 = 𝑞 = 0 e Þ : R𝑛 ⊃ R𝑛⊗1 é dada pela projeção (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ↦⊃ (𝑥2, . . . , 𝑥𝑛). Seja
å : 𝐴 ⊃ 𝑉 a projeção canônica e escolha 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛 ∈ 𝐴 de forma que ¶å(𝑒1), . . . , å(𝑒𝑛)♢
é uma base de 𝑉 .

Note que 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛 gera 𝐴 como C ∞
0 (R𝑛)-módulo. Para ver isso primeiramente note

que
Þ*
(︁
M0

(︁
R
𝑛⊗1

)︁)︁
⊆ M0(R𝑛)

e portanto temos uma sobrejeção natural Ö : 𝐴/Þ*
(︁
M0(R𝑛⊗1)

)︁
𝐴 ⊃ 𝐴/M0(R𝑛)𝐴, im-

plicando que o conjunto ¶Ö ◇å(𝑒1), . . . , Ö ◇å(𝑒𝑛)♢ é gerador de 𝐴/M0(R𝑛)𝐴. Aplicando o
Corolário 2.1.1 conseguimos que os elementos 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛 geram 𝐴 como C ∞

0 (R)𝑛-módulo.
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Uma vez que ¶å(𝑒1), . . . , å(𝑒𝑛)♢ é uma base de 𝑉 , vemos que dado 𝑎 ∈ 𝐴, tal elemento
deve ser da forma

𝑎 =
𝑚∑︁

𝑖=1

𝑐𝑖𝑒𝑖 + 𝑒̄, (2.1.2)

com 𝑒 ∈ Þ*(M0(R𝑛⊗1)𝐴. Então 𝑒 =
∑︀𝑚
𝑗=1 𝑔𝑗𝑎𝑗 , com 𝑔𝑗 ∈ Þ*

(︁
M0(R𝑛⊗1)

)︁
e 𝑎𝑗 ∈ 𝐴, uma

vez que provamos que 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛 geram 𝐴 como C ∞
0 (R𝑛)-módulo, temos 𝑎𝑗 =

∑︀𝑛
𝑖=1 ℎ𝑖𝑒𝑖,

com ℎ𝑖 ∈ C ∞
0 (R𝑛). Consequentemente, 𝑒̄ =

∑︀𝑛
𝑖=1

(︁∑︀𝑛
𝑗=𝑚 𝑔𝑖ℎ𝑗

)︁
𝑒𝑗 . Aplicando em 2.1.2 e

deĄnindo 𝑓𝑖 =
∑︀𝑚
𝑗=1 𝑔𝑖ℎ𝑗 , concluímos que todo elemento de 𝑎 pode ser escrito na forma

𝑎 =
𝑛∑︁

𝑖=1

(𝑐𝑖𝑒𝑖 + 𝑓𝑖𝑒𝑖), 𝑐𝑖 ∈ R e 𝑓𝑖 ∈ Þ*
(︁
M0

(︁
R
𝑛⊗1

)︁
C ∞

0 (R𝑛)
)︁
. (2.1.3)

Pela equação (2.1.3) existem 𝑐𝑖 e 𝑓𝑖𝑗 pertencente aos conjuntos apropriados tais que

𝑥1𝑒𝑖 =
𝑛∑︁

𝑗=1

(𝑐𝑖𝑗 + 𝑓𝑖𝑗)𝑒𝑗 ,

usando o delta de Kronecker conseguimos então o seguinte sistema linear nas variáveis
𝑒1, . . . , 𝑒𝑛

𝑛∑︁

𝑗=1

(𝑥1Ó𝑖𝑗 ⊗ 𝑐𝑖𝑗 ⊗ 𝑓𝑖𝑗)𝑒𝑗 = 0.

DeĄna 𝑃 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) como sendo o determinante da matriz (𝑥1Ó𝑖𝑗 ⊗ 𝑐𝑖𝑗 ⊗ 𝑓𝑖𝑗). Pela
Regra de Cramer percebemos que 𝑃𝑒𝑖 = 0, para todo 𝑖 ∈ ¶1, 2, . . . , 𝑛♢. Mais ainda

𝑓𝑖𝑗(𝑥1, 0, .., 0) = 0.

uma vez que 𝑓𝑖𝑗 ∈ Þ*(M0(R𝑛⊗1))C ∞
0 (R𝑛), e portanto 𝑃 (𝑥1, 0, . . . , 0) = det(𝑥1Ó𝑖𝑗 ⊗ 𝑐𝑖𝑗).

Como det(𝑥1Ó𝑖𝑗 ⊗ 𝑐𝑖𝑗) é um polinômio de ordem ⊘ 𝑛, existe 𝑘 ⊘ 𝑛 tal que 𝑃 (𝑥1, 0, .., 0) =
𝑥𝑘1𝑔(𝑥1) e 𝑔(0) ̸= 0, usando a equação (2.1.3) temos 𝑎 =

∑︀
(𝑐𝑖𝑒𝑖 + 𝑓𝑖𝑒𝑖), aplicando o Teo-

rema da Preparação de Malgrange em 𝑓𝑖 e 𝑃 obtemos

𝑓𝑖 = 𝑄𝑖𝑃 +
𝑘⊗1∑︁

𝑗=0

𝑅𝑖𝑗(𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)𝑥𝑗1.

Uma vez que 𝑃𝑒𝑖 = 0, temos que

𝑓𝑖𝑒𝑖 =
𝑘⊗1∑︁

𝑗=0

𝑅𝑖𝑗𝑥
𝑗
1𝑒𝑖

e portanto

𝑎 =
𝑛∑︁

𝑖=1

∏︀
∐︁𝑐𝑖𝑒𝑖 +

𝑘⊗1∑︁

𝑗=1

𝑅𝑖𝑗𝑥
𝑗
1𝑒𝑖

⎞
̂︀ .

Segue que 𝐴 é gerado pelos 𝑛𝑘 elementos 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛, 𝑥1𝑒1, . . . , 𝑥
𝑘
1𝑒𝑛 como Þ*(C ∞

0 (R𝑛⊗1))-
módulo uma vez que cada 𝑅𝑖𝑗 ∈ Þ*

(︁
C ∞

0

(︁
R𝑛⊗1

)︁)︁
.
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Lema 2.1.5 ([3]). Sejam ã : 𝑋 ⊃ 𝑌 uma imersão com 𝑞 = ã(𝑝) e 𝐴 um C ∞
𝑝 (𝑋)-módulo

Ąnitamente gerado. Então 𝐴 é um ã*(C𝑞(𝑌 ))-módulo Ąnitamente gerado.

Demonstração. A demonstração desse lema é bem fácil em comparação com o anterior,
note que o mapa ã* : C ∞

𝑞 (𝑌 ) ⊃ C ∞
𝑝 (𝑋) é sobrejetor. Utilizando a forma local de imersão

e cartas convenientes, é suĄciente mostrar para caso onde 𝑋 = R𝑛, 𝑌 = R𝑛+𝑘, 𝑝 = 𝑞 = 0
e

ã : R
𝑛 ⊃ R

𝑛+𝑘 = R
𝑛 × R

𝑘

𝑥 ↦⊃ (𝑥, 0).

Seja 𝑓 ∈ C ∞
0 (R𝑛) e deĄna 𝑔 ∈ C ∞

0 (R𝑛+𝑘) por 𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥), temos então

ã*(𝑔)(𝑥) = 𝑔 ◇ ã(𝑥) = 𝑔(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥),

mostrando assim a sobrejetividade e demonstrando o Lema.

Com esses dois lemas podemos Ąnalmente demonstrar o Teorema da Preparação de
Malgrange Generalizado.

Demonstração (Teorema 2.1.2). DeĄna primeiramente

̃︀ã : 𝑋 ⊃ 𝑋 × 𝑌

𝑥 ↦⊃ (𝑥, ã(𝑥)),

usando cartas convenientes podemos assumir que 𝑋 = R𝑛 e 𝑝 = 0. Seja

Þ𝑖 : R
𝑖 × 𝑌 ⊃ R

𝑖⊗1 × 𝑌

(𝑥1, . . . , 𝑥𝑖, 𝑦) ↦⊃ (𝑥2, . . . , 𝑥𝑖, 𝑦),

segue que localmente ã = Þ1 ◇ . . . ◇ Þ𝑛 ◇ ̃︀ã. Uma vez que ̃︀ã é uma imersão, o Lema 2.1.5
nos diz que 𝐴 é um ̃︀ã*(C(0,𝑞)(R

𝑛⊗1 × 𝑌 ))-módulo Ąnitamente gerado. Agora assuma que
𝐴/ã*(M0)𝐴 é um espaço vetorial de dimensão Ąnita. Uma vez que

ã*(M0) ⊆ ̃︀ã*(M(0,𝑞)(R
𝑛⊗1 × 𝑌 )),

existe uma sobrejeção natural de 𝐴/ã*(M0)𝐴 ⊃ ̃︀ã*(M(0,𝑞)(R
𝑛⊗1 × 𝑌 )), implicando que

̃︀ã*(M(0,𝑞)(R
𝑛⊗1 × 𝑌 )) é espaço vetorial de dimensão Ąnita. Então as condições do Lema

2.1.4 são satisfeitas para Þ𝑛 e consequentemente 𝐴 é um Þ*
𝑛
̃︀ã*(M(0,𝑞)(R

𝑛⊗1 ×𝑌 ))-módulo
Ąnitamente gerado. Com uma indução simples no índice dos mapas Þ𝑘 concluímos que 𝐴
é um ã*(C ∞

𝑞 (𝑌 ))-módulo Ąnitamente gerado, demonstrando assim o teorema.

Corolário 2.1.2 (Corolário do Teorema da Preparação de Malgrange Generalizado,[3]).
Seja 𝜙 : R × R𝑛 ⊃ R uma função satisfazendo

𝜙(0, 0) = 0,
𝜕𝜙

𝜕𝑡
(0, 0) = 0,

𝜕𝑘⊗1𝜙

𝜕𝑡𝑘⊗1
(0, 0) = 0,

𝜕𝑘𝜙

𝜕𝑡𝑘
(0, 0) ̸= 0,

então existem germes 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛, 𝑏 ∈ C ∞
0 (R𝑛+1) tais que

𝑡𝑘 +
𝑘⊗1∑︁

𝑖=1

𝑡𝑘𝑎𝑖(𝜙(𝑡, 𝑥), 𝑥) = 𝑏(𝜙(𝑡, 𝑥), 𝑥), em uma vizinhança de (0, 0).
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Demonstração. Sejam Þ2 : R × R𝑛 ⊃ R𝑛, Þ2(𝑡, 𝑥) = 𝑥, 𝑓 = (𝜙, Þ2) : R𝑛+1 ⊃ R𝑛+1 e
𝐴 = C ∞

0 (R𝑛+1). Primeiramente perceba que M0(R𝑛) = (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)C ∞
0 (R𝑛+1), onde

(𝑓1, . . . , 𝑓𝑛)C ∞
0 (R𝑛+1) é denotado como sendo o menor ideal de C ∞

0 (R𝑛+1) que contém
𝑓1, . . . , 𝑓𝑛. Para ver isso tome 𝑔(𝑡, 𝑥) ∈ M0(R𝑛+1). Então 𝑔(0, 0) = 0, implicando

𝑔(𝑡, 𝑥) = 𝑔(𝑡, 𝑥) ⊗ 𝑔(0, 0)

=
∫︁ 1

0

d
d𝑠
𝑔(𝑠𝑡, 𝑠𝑥) d𝑠

=
∫︁ 1

0
𝑡
𝜕𝑔

𝜕𝑡
(𝑠𝑡, 𝑠𝑥) + 𝑥𝑖

𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕𝑔

𝜕𝑥𝑖
(𝑠𝑡, 𝑠𝑥) d𝑠

= 𝑡

(︃∫︁ 1

0

𝜕𝑔

𝜕𝑡
(𝑠𝑡, 𝑠𝑥)d𝑠

)︃
+

𝑛∑︁

𝑖=1

𝑥𝑖

(︃∫︁ 1

0

𝜕𝑔

𝜕𝑥𝑖
(𝑠𝑡, 𝑠𝑥)d𝑠

)︃
,

o que infere 𝑔 ∈ (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)C ∞
0 (R𝑛+1) e portanto

M0(R𝑛) ⊆ (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)C ∞
0 (R𝑛+1).

Da maximalidade de 𝑀0(R𝑛), temos a igualdade dos conjuntos.
Note que 𝐴 = C ∞

0 (R𝑛+1) pode ser visto como um C ∞
0 (R𝑛+1)-módulo, sendo Ąni-

tamente gerado pelo elemento 1 ∈ 𝐴. Por meio da aplicação 𝑓 , 𝐴 também pode ser
analisado como 𝑓*C ∞

0 (R𝑛+1)-módulo. Da igualdade anterior temos

𝑓* (M0(R𝑛)) = 𝑓*
(︁
(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)C ∞

0 (R𝑛+1)
)︁

= (𝜙(𝑡, 𝑥), 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)C ∞
0 (R𝑛+1).

Vejamos agora que (𝜙(𝑡, 𝑥), 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)C ∞
0 (R𝑛+1) = (𝑡𝑘, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)C ∞

0 (R𝑛+1). Re-
lembre que pelo Teorema da Preparação de Malgrange convencional, em uma vizinhança
da origem existem germes suaves 𝑐, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 com 𝑎𝑖(0) = 0 e 𝑐(0, 0) ̸= 0, tais que

𝜙(𝑡, 𝑥) = 𝑐(𝑡, 𝑥)
(︁
𝑡𝑘 + 𝑎𝑘⊗1(𝑥)𝑡𝑘⊗1 + ≤ ≤ ≤ + 𝑎0(𝑥)

)︁
.

A equação acima garante que

𝜙(𝑡, 𝑥) ∈ (𝑡𝑘, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)C ∞
0 (R𝑛+1) e 𝑡𝑘 ∈ (𝜙(𝑡, 𝑥), 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)C ∞

0 (R𝑛+1),

mostrando a igualdade dos ideais.
Por Ąm,

𝐴

𝑓*M0𝐴
=

C ∞
0 (R𝑛+1)

(𝜙(𝑡, 𝑥), 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)C ∞
0 (R𝑛+1)

=
C ∞

0 (R𝑛+1)
(𝑡𝑘, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)C ∞

0 (R𝑛+1)
,

e o espaço acima tem dimensão 𝑘, pois o conjunto
{︁
[1]0 + 𝑓*M0𝐴, [𝑡]0 + 𝑓*M0𝐴, . . . ,

[︁
𝑡𝑘⊗1

]︁
0

+ 𝑓*M0𝐴
}︁

é base. Segue do Teorema da Preparação de Malgrange Generalizado que C ∞
0 (R𝑛+1) é

um 𝑓*C ∞
0 (R𝑛+1)-módulo Ąnito com conjunto gerador

{︁
[1]0, [𝑡]0, . . . ,

[︁
𝑡𝑘⊗1

]︁
0

}︁
, portanto

como 𝑡𝑘 ∈ 𝐴, existem germes 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛, 𝑏 ∈ C ∞
0 (R𝑛+1) tais que

𝑡𝑘 +
𝑘⊗1∑︁

𝑖=1

𝑡𝑖𝑎𝑖(𝜙(𝑡, 𝑥), 𝑥) = 𝑏(𝜙(𝑡, 𝑥), 𝑥).

O corolário acima será fundamental para a demonstração da Forma Normal de Vishik.
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2.2 Forma Normal de Vishik

Um primeiro passo para entender a dinâmica local de um campo suave por partes
(𝑋, 𝑌 ) ∈ Ω𝑟(𝑀,Σ) é estudar o comportamento local dos campos 𝑋 ∈ X

𝑟(𝑀∘). Dado
um ponto 𝑝 ∈ 𝑀∘ temos duas possibilidades, 𝑝 ∈ Int(𝑀∘) ou 𝑝 ∈ 𝜕𝑀∘ = Σ.

Caso 𝑝 ∈ Int(𝑀∘) então a dinâmica local é amplamente conhecida da teoria clássica.
Resta então entender o caso em que 𝑝 ∈ Σ. Concentrar-nos-emos nos campos 𝑋 ∈

X
𝑟
𝑆(𝑀∘).

DeĄnição 2.2.1. Sejam 𝑋, 𝑌 ∈ X(𝑀∘) e 𝑝 ∈ Σ. Se existir um homeomorĄsmo, 𝜙 : 𝑈𝑝 ↦⊃
𝑉𝜙(𝑝), sendo que 𝑈𝑝 e 𝑉𝜙(𝑝) vizinhanças de 𝑝 e 𝜙(𝑝), respectivamente, que mapeia órbitas
de 𝑋 em órbitas de 𝑌 , respeitando a orientação das órbitas e satisfazendo 𝜙(𝑈𝑝 ∩ Σ) =
𝑉𝜙(𝑝) ∩ Σ; Então 𝑋 e 𝑌 são chamados de Σ-equivalentes em 𝑝 e 𝜙(𝑝).

Proposição 2.2.1. Sejam 𝑋 ∈ X
𝑟(𝑀), 𝜙 : 𝑀 ⊃ 𝑁 um difeomorĄsmo e ℎ : 𝑀 ⊃ R,

deĄnindo 𝑌 = 𝜙*𝑋 e 𝑓 : 𝑁 ⊃ R, satisfazendo 𝑓 = ℎ ◇ 𝜙⊗1

𝑋𝑛ℎ(𝑥) = 𝑌 𝑓𝑛(𝜙(𝑥)), ∀ 𝑛 ∈ N.

Demonstração. Vamos demonstrar tal resultado por indução em 𝑛. Para o caso 𝑛 = 1,
temos

𝑌 𝑓(𝜙(𝑥)) = ∇𝑓𝜙(𝑥)𝑌 (𝜙(𝑥))

= ∇ℎ𝑥 ≤ 𝑑𝜙⊗1
𝜙(𝑥) ≤ d𝜙𝑥𝑋(𝑥)

= ∇ℎ𝑥 ≤𝑋(𝑥) = 𝑋ℎ(𝑥).

Supondo válido para 𝑛, i.e. 𝑋𝑛ℎ(𝑥) = 𝑌 𝑓𝑛(𝜙(𝑥)), então

𝑌 𝑛+1𝑓(𝜙(𝑥)) = ∇ (𝑌 𝑛𝑓)𝜙(𝑥) 𝑌 (𝜙(𝑥))

= ∇
(︁
𝑋𝑛𝑓 ◇ 𝜙⊗1

)︁
𝜙(𝑥)

𝑌 (𝜙(𝑥))

= ∇ (𝑋𝑛𝑓)𝑥 ≤ 𝑑𝜙⊗1
𝜙(𝑥) ≤ d𝜙𝑥𝑋(𝑥)

= ∇ (𝑋𝑛𝑓)𝑥𝑋(𝑥) = 𝑋ℎ𝑛+1(𝑥),

demonstrando assim a proposição.

Relembre que ℎ : 𝑀 ⊃ R é uma função tal que ℎ⊗1(0) = Σ, sendo 0 valor regular de
ℎ.

Teorema 2.2.1. Sejam 𝑋 ∈ X
𝑟(𝑀) e 𝑝 ∈ Σ tal que 𝑋ℎ(𝑝) ̸= 0. Então existe uma carta

(𝜙,𝑈) em torno de 𝑝 tal que 𝜙*𝑋 = (1, 0, 0) e 𝜙 = (𝜙1, 𝜙2, 𝜙3) é escolhido de forma que
𝜙1 = 0 é a equação da fronteira de Σ ∩𝑈 .

Demonstração. Seja (å, 𝑉 ) uma carta de 𝑝 em Σ de forma que 𝑋ℎ(𝑞) ̸= 0, ∀ 𝑞 ∈ 𝑉 e
å(𝑝) = 0, deĄnimos

Φ : R × å(𝑉 ) ⊃ 𝑀

(𝑡, 𝑥) ↦⊃ 𝜙(𝑡, å⊗1(𝑥)),
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onde ã é o Ćuxo do campo 𝑋. Segue que

𝜕Φ
𝜕𝑡

(0, 0) = 𝑋(𝑝)

e
𝜕Φ
𝜕𝑥𝑖

(0, 0) =
𝜕å

𝜕𝑥𝑖
∈ 𝑇𝑝Σ.

uma vez que 𝑋(𝑝) ̸∈ 𝑇𝑝Σ (pois 𝑋ℎ(𝑝) ̸= 0), Φ é difeomorĄsmo local e existe uma vizi-
nhança 𝑈 de 0 em R𝑛 tal que Φ é invertívee. DeĄnindo então Õ = Φ⊗1

⧹︃⧹︃⧹︃
Φ(𝑈)

, é claro que

Õ*𝑋(𝑞) = (1, 0, 0) e Õ = (Õ1, Õ2, Õ3) é tal que Õ1 = 0 é a equação da fronteira, demonstrando
o teorema.

Iremos agora demonstrar as Formas Normais de Vishik para o caso tridimensional,
resultado que torna possível o estudo da teoria de estabilidade estrutural local. As de-
monstrações dos próximos dois teoremas são baseadas nas técnicas do artigo [26].

Teorema 2.2.2 (Forma normal de Vishik para pontos de dobra, adaptado de [26]). Sejam
𝑋 ∈ X(𝑀∘) e 𝑝 ∈ Σ um ponto de dobra, então existe uma carta (å,𝑈) em torno de 𝑝
tal que tal que

å*𝑋(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

∏︀
̂︁∐︁
𝑦
1
0

⎞
̂︂̂︀

e å = (å1, å2, å3) é tal que, å1 = 0 é a equação da fronteira Σ ∩𝑈 .

Demonstração. Primeiramente, como 𝑋(𝑝) ∈ 𝑇𝑝Σ, usando o Teorema do Fluxo Tubular
é possível encontrar coordenadas ã = (ã1, ã2, ã3) de forma que ã*𝑋(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (1, 0, 0) e
ã(𝑝) = 0. Portanto

𝑋(0) = dã⊗1
0 (1, 0, 0) =

𝜕ã⊗1

𝜕𝑥1
(0) =⇒ 𝜕ã⊗1

𝜕𝑥1
(0) ∈ 𝑇𝑝Σ,

logo deĄnindo 𝑓 ..= ℎ ◇ ã⊗1 temos que

𝜕𝑓

𝜕𝑥1
(0) = ∇ℎ𝑝 ≤ 𝜕ã

⊗1

𝜕𝑥1
(0) = 0.

Como 0 é imagem inversa de valor regular podemos supor, sem perda de generalidade,
que

𝜕𝑓

𝜕𝑥3
(0) ̸= 0,

e pelo teorema da função implícita existe única função Φ(𝑥1, 𝑥2) tal que

𝑓(𝑥1, 𝑥2,Φ(𝑥1, 𝑥2)) = 0,

sendo assim, em decorrência da Proposição 2.2.1, (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ ã(𝑈 ∩ Σ) se, e somente se,

𝑥3 = Φ(𝑥1, 𝑥2).

Como o fato de 𝑝 ser ponto de dobra do campo 𝑋 não depende da função ℎ escolhida
para parametrizar Σ, podemos então, assumir sem perda de generalidade que

𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = ℎ ◇ ã⊗1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥3 ⊗ Φ(𝑥1, 𝑥2).
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uma vez que 𝑋 = (1, 0, 0) é tangente a ã(𝑈 ∩ Σ), temos que
𝜕Φ
𝜕𝑥1

(0) = 0.

Fazendo a mudança de variáveis

𝑥 = 𝑥1, 𝑦 = 𝑥2, 𝑧 = 𝑥3 +
𝜕Φ
𝜕𝑥2

(0)𝑥2,

e deĄnindo

𝜙(𝑦, 𝑧) = Φ(𝑦, 𝑧) ⊗ 𝜕Φ
𝜕𝑦

(0)𝑦,

temos que ,localmente nas novas coordenadas,

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑧 ⊗ 𝜙(𝑥, 𝑦),

e portanto a equação da fronteira é dada por

𝑧 = 𝜙(𝑥, 𝑦).

Percebendo que nessas coordenadas 𝑋 continua sendo descrito por (1, 0, 0), temos que

0 = ∇𝑓(0) ≤ (1, 0, 0) =

(︃
⊗𝜕𝜙

𝜕𝑥
(0),⊗𝜕𝜙

𝜕𝑦
(0), 1

)︃
≤ (1, 0, 0) = ⊗𝜕𝜙

𝜕𝑥
(0).

Além disso, usando que 0 é ponto de dobra e repetindo a mesma conta anterior, chegamos
à conclusão que

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
(0) ̸= 0.

Uma vez que 𝜙 satisfaz

𝜙(0) = 0,
𝜕𝜙

𝜕𝑥
(0) = 0,

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
(0) ̸= 0,

pelo corolário do teorema da preparação de Malgrange generalizado existem funções sua-
ves, 𝑎, 𝑏 : R2 ⊃ R, tais que

𝑥2 + 𝑥 ≤ 𝑎(𝑦, 𝜙(𝑥, 𝑦)) = 𝑏(𝑦, 𝜙(𝑥, 𝑦)), em uma vizinhança da origem. (2.2.1)

Observe que
𝜕𝑏(𝑦, 𝜙(𝑥, 𝑦))

𝜕𝑥

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃
(𝑥,𝑦)=0

=
𝜕𝑏

𝜕𝑧
(0, 0) ≤ 𝜕𝜙

𝜕𝑥
(0, 0) = 0

por outro lado,

𝜕𝑏(𝑦, 𝜙(𝑥, 𝑦))
𝜕𝑥

= 2𝑥+ 𝑎(𝑦, 𝜙(𝑥, 𝑦)) + 𝑥 ≤ 𝜕𝑎
𝜕𝑦

(𝑥, 𝑦) ≤ 𝜕𝜙
𝜕𝑥

(𝑥, 𝑦)

e, calculando em (𝑥, 𝑦) = (0, 0), concluímos que 𝑎(0, 0) = 0. Além disso é claro que

𝜕𝑏(𝑦, 𝑧)
𝜕𝑦

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃
(𝑥,𝑦)=0

= 0,

então, calculando a segunda derivada de 𝑏 em (0,0), temos que
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2 =
𝜕2𝑏(𝑦, 𝜙(𝑥, 𝑦))

𝜕𝑥2

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃
(𝑥,𝑦)=0

=
𝜕2𝑏

𝜕2𝑧
(0, 0)

(︃
𝜕𝜙

𝜕𝑥
(0, 0)

)︃2

+
𝜕𝑏

𝜕𝑧
(0, 0)

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
(0) ̸= 0,

o que implica
𝜕𝑏(𝑦, 𝑧)
𝜕𝑧

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃
(𝑥,𝑦)=0

̸= 0.

Considere a mudança de variáveis

̃︀𝑥 = 𝑥, ̃︀𝑦 = 𝑦, ̃︀𝑧 = 𝑏(𝑦, 𝑧).

Por comodidade e para que não seja necessária a criação de novas coordenadas a cada
passo, depois da mudança de coordenadas (𝑥, 𝑦, 𝑧) vão se referir às novas coordenadas do
sistema. Ou seja, após utilizar (̃︀𝑥, ̃︀𝑦, ̃︀𝑧) para deĄnir as novas coordenadas com base nas
antigas, iremos nos referir a essas mesmas coordenadas simplesmente por (𝑥, 𝑦, 𝑧).

Nessas coordenadas, 𝑋 continua na forma (1, 0, 0). Como 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥, 𝑦, 𝑏(𝑦, 𝑧)) é
difeomorĄsmo local, sua inversa 𝐺 tem que ser escrita na forma

𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥, 𝑦, 𝑢(𝑦, 𝑧)),

além disso,

(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐺 ◇ 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑏(𝑦, 𝑧)) = (𝑥, 𝑦, 𝑢(𝑦, 𝑏(𝑦, 𝑧)))

⇒ 𝑧 = 𝑢(𝑦, 𝑏(𝑦, 𝑧)).

A nova equação da fronteira é dada por

𝑢(𝑦, 𝑧) = 𝜙(𝑥, 𝑦).

Note que tal condição implica

(𝑥, 𝑦, 𝑢(𝑦, 𝑧)) = (𝑥, 𝑦, 𝜙(𝑥, 𝑦)).

Aplicando 𝐹 nos dois lados da equação acima, temos

(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝜙(𝑥, 𝑦)) = (𝑥, 𝑦, 𝑏(𝑥, 𝑦, 𝜙(𝑥, 𝑦))),

seguindo que a equação da fronteira é dada por

𝑧 = 𝜙̄(𝑥, 𝑦) ..= 𝑏(𝑦, 𝜙(𝑥, 𝑦)).

Pela equação (2.2.1),

𝜙̄(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑥 ≤ 𝑎(𝑦, 𝜙(𝑥, 𝑦))

= 𝑥2 + 𝑥 ≤ 𝑎(𝑦, 𝑢(𝑦, 𝑏(𝑦, 𝜙(𝑥, 𝑦)))

= 𝑥2 + 𝑥 ≤ 𝑎(𝑦, 𝑢(𝑦, 𝜙̄(𝑥, 𝑦)).

DeĄnindo a função suave 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑎(𝑦, 𝑢(𝑦, 𝑥)), conseguimos

𝜙̄(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑥 ≤ 𝑑(𝑦, 𝜙̄(𝑥, 𝑦)),
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sendo 𝑑(0, 0) = 0. Além disso, é imediato ver que 𝜙̄𝑦(0, 0) = 0, 𝜙̄𝑥(0, 0) = 0.
Fazemos agora a mudança de coordenadas

̃︀𝑥 = 𝑥+
𝑑(𝑦, 𝑧)

2
, ̃︀𝑦 = 𝑦, ̃︀𝑧 = 𝑧,

mais uma vez 𝑋 continua na forma (1, 0, 0) e a equação da fronteira é dada por

𝑧 = 𝜙̄

(︃
𝑥⊗ 𝑑(𝑦, 𝑧)

2
, 𝑦

)︃

=

(︃
𝑥⊗ 𝑑(𝑦, 𝑧)

2

)︃2

+

(︃
𝑥⊗ 𝑑(𝑦, 𝑧)

2

)︃
≤ 𝑑
(︃
𝑦, 𝜙̄

(︃
𝑥⊗ 𝑑(𝑦, 𝑧)

2
, 𝑦

)︃)︃

=

(︃
𝑥⊗ 𝑑(𝑦, 𝑧)

2

)︃2

+

(︃
𝑥⊗ 𝑑(𝑦, 𝑧)

2

)︃
≤ 𝑑 (𝑦, 𝑧)

= 𝑥2 ⊗ 𝑑(𝑦, 𝑧) ≤ 𝑥+
𝑑(𝑦, 𝑧)2

4
+ 𝑑(𝑦, 𝑧) ≤ 𝑥⊗ 𝑑(𝑦, 𝑧)2

2

= 𝑥2 ⊗ 𝑑(𝑦, 𝑧)2

4
.

Pela mudança de variáveis

̃︀𝑥 = 𝑥, ̃︀𝑦 = 𝑦, ̃︀𝑧 = 𝑧 +
𝑑(𝑦, 𝑧)2

4
,

temos que novamente o campo continua na forma (1, 0, 0), porém a equação da fronteira
se torna

𝑧 = 𝑥2.

A mudança Ąnal de coordenadas será

̃︀𝑥 =
1
2

(︁
𝑥2 ⊗ 𝑧

)︁
, ̃︀𝑦 = 𝑥, ̃︀𝑧 = 𝑦.

Note que

̃̇︀𝑥 =
2𝑥 ≤ 𝑥̇+ 𝑧̇

2
= 𝑥 = ̃︀𝑦,

̃̇︀𝑦 = 𝑥̇ = 1,

̃̇︀𝑧 = 𝑦̇ = 0.

Portanto o campo foi colocado na forma (𝑦, 1, 0) e a equação da fronteira é 𝑥 = 0. Pro-
vando assim o teorema.

Teorema 2.2.3 (Forma normal de Vishik para cúspides, [26]). Sejam 𝑋 ∈ X(𝑀∘) e 𝑝 ∈
Σ um ponto de cúspide, então existe uma carta (å,𝑈) em torno de 𝑝 tal que

å*𝑋(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

∏︀
̂︁∐︁
𝑦
𝑧
1

⎞
̂︂̂︀

e å = (å1, å2, å3) é tal que å1 = 0 é a equação da fronteira Σ ∩𝑈 .
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Demonstração. Primeiramente, como 𝑋(𝑝) ∈ 𝑇𝑝Σ, usando o Teorema do Fluxo Tubular
podemos encontrar coordenadas ã = (ã1, ã2, ã3) de forma que ã*𝑋(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (1, 0, 0) e
ã(𝑝) = 0. Portanto,

𝑋(0) = dã⊗1
0 (1, 0, 0) =

𝜕ã⊗1

𝜕𝑥1
(0) =⇒ 𝜕ã⊗1

𝜕𝑥1
(0) ∈ 𝑇𝑝Σ.

deĄnindo 𝑓 ..= ℎ ◇ ã⊗1, temos que

𝜕𝑓

𝜕𝑥1
(0) = ∇ℎ𝑝 ≤ 𝜕ã

⊗1

𝜕𝑥1
(0) = 0.

Como 0 é imagem inversa de valor regular podemos supor, sem perda de generalidade,
que

𝜕𝑓

𝜕𝑥3
(0) ̸= 0,

e então pelo teorema da função implícita existe única função Φ(𝑥1, 𝑥2) tal que

𝑓(𝑥1, 𝑥2,Φ(𝑥1, 𝑥2)) = 0.

Sendo assim, pela Proposição 2.2.1, (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ ã(𝑈 ∩ Σ) se e somente se

𝑥3 = Φ(𝑥1, 𝑥2).

como o fato de 𝑝 ser ponto de cúspide do campo 𝑋 não depende da função ℎ escolhida
para parametrizar Σ, podemos então, assumir sem perda de generalidade que

𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = ℎ ◇ ã⊗1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥3 ⊗ Φ(𝑥1, 𝑥2),

e uma vez que 𝑋 = (1, 0, 0) é tangente a ã(𝑈 ∩ Σ), temos que
𝜕Φ
𝜕𝑥1

(0) = 0.

Considere a mudança de variáveis

𝑥 = 𝑥1, 𝑦 = 𝑥2, 𝑧 = 𝑥3 ⊗ 𝜕Φ
𝜕𝑥2

(0)𝑥2.

DeĄnimos

𝜙(𝑦, 𝑧) = Φ(𝑦, 𝑧) ⊗ 𝜕Φ
𝜕𝑦

(0)𝑦,

de forma que nas novas coordenadas

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑧 ⊗ 𝜙(𝑥, 𝑦),

e portanto a equação da fronteira é dada por

𝑧 = 𝜙(𝑥, 𝑦).

Note que nessas novas coordenadas 𝑋 continua sendo escrito por (1, 0, 0), resultando

0 = ∇𝑓(0) ≤ (1, 0, 0) =

(︃
⊗𝜕𝜙

𝜕𝑥
(0),⊗𝜕𝜙

𝜕𝑦
(0), 1

)︃
≤ (1, 0, 0) = ⊗𝜕𝜙

𝜕𝑥
(0).
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Além disso, usando que 0 é uma cúspide e fazendo a mesma conta anterior chegamos à
conclusão que

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
(0) = 0 e

𝜕3𝜙

𝜕𝑥3
(0) ̸= 0.

Recordando o fato de 𝑝 ser ponto de cúspide, notamos que

¶𝑑𝑓(0), 𝑑𝑋𝑓(0), 𝑑𝑋2𝑓(0)♢

é linearmente independente e portanto a matriz
⎡
⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⨄︀

𝜕𝜙

𝜕𝑥
(0)

𝜕𝜙

𝜕𝑦
(0) 1

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
(0)

𝜕2𝜙

𝜕𝑥𝜕𝑦
(0) 0

𝜕3𝜙

𝜕𝑥3
(0)

𝜕𝜙

𝜕𝑥2𝜕𝑦
(0) 0

⋂︀
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⋀︀

é invertível, implicado que
𝜕2𝜙

𝜕𝑥𝜕𝑦
(0) ̸= 0.

Uma vez que 𝜙 satisfaz

𝜙(0) = 0,
𝜕𝜙

𝜕𝑥
(0) = 0,

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
(0) = 0 e

𝜕3𝜙

𝜕𝑥3
(0) ̸= 0.

Pelo corolário do teorema da preparação de Malgrange generalizado, existem funções
suaves 𝑎1, 𝑎2, 𝑏 : R2 ⊃ R, tais que

𝑥3 + 𝑥2 ≤ 𝑎2(𝑦, 𝜙(𝑥, 𝑦)) + 𝑥 ≤ 𝑎1(𝑦, 𝜙(𝑥, 𝑦)) = 𝑏(𝑦, 𝜙(𝑥, 𝑦)). (2.2.2)

Fazendo as mesmas contas do caso anterior facilmente se, conclui-se que

𝑎1(0, 0) = 0,

𝑎2(0, 0) = 0,
𝜕𝑏

𝜕𝑦
(0, 0) = 0,

𝜕𝑏

𝜕𝑧
(0, 0) ̸= 0,

𝜕3𝑏(𝑦, 𝜙(𝑦, 𝑥))
𝜕𝑥3

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃
(𝑥,𝑦,𝑧)=0

= 6 ̸= 0.

Fazemos agora a mudança de variáveis

̃︀𝑥 = 𝑥, ̃︀𝑦 = 𝑦, ̃︀𝑧 = 𝑏(𝑦, 𝑧).

Novamente, por comodidade e para que não seja necessária a criação de novas coor-
denadas a cada passo, depois da mudança de coordenadas, (𝑥, 𝑦, 𝑧) vão se referir as novas
coordenadas do sistema. Ou seja, após utilizar (̃︀𝑥, ̃︀𝑦, ̃︀𝑧) para deĄnir às novas coordenadas
com base nas antigas, iremos nos referir a essas mesmas coordenadas simplesmente por
(𝑥, 𝑦, 𝑧).
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Nessas coordenadas, 𝑋 continua na forma (1, 0, 0). Como 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥, 𝑦, 𝑏(𝑦, 𝑧)) é
difeomorĄsmo local, sua inversa 𝐺 tem que ser escrita na forma 𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥, 𝑦, 𝑢(𝑦, 𝑧)).
Além disso

(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐺 ◇ 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑏(𝑦, 𝑧)) = (𝑥, 𝑦, 𝑢(𝑦, 𝑏(𝑦, 𝑧)))

⇒ 𝑧 = 𝑢(𝑦, 𝑏(𝑦, 𝑧)).

A nova equação da fronteira é dada pela equação

𝑢(𝑦, 𝑧) = 𝜙(𝑥, 𝑦).

Note que tal condição implica

(𝑥, 𝑦, 𝑢(𝑦, 𝑧)) = (𝑥, 𝑦, 𝜙(𝑥, 𝑦)),

aplicando 𝐹 dos dois lados temos

(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝜙(𝑥, 𝑦)) = (𝑥, 𝑦, 𝑏(𝑥, 𝑦, 𝜙(𝑥, 𝑦)))

segue que a equação da fronteira é dada por

𝑧 = 𝜙̄(𝑥, 𝑦) ..= 𝑏(𝑦, 𝜙(𝑥, 𝑦)).

Note que

𝜕2𝜙̄

𝜕𝑦𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦) =

𝜕

𝜕𝑦

(︃
𝜕𝑏

𝜕𝑧
(𝑦, 𝜙(𝑥, 𝑦)) ≤ 𝜕𝜙

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦)

)︃

=
𝜕

𝜕𝑦

(︃
𝜕𝑏

𝜕𝑧
(𝑦, 𝜙(𝑥, 𝑦))

)︃
≤ 𝜕𝜙
𝜕𝑥

(𝑥, 𝑦) +
𝜕𝑏

𝜕𝑧
(𝑦, 𝜙(𝑥, 𝑦)) ≤ 𝜕

2𝜙

𝜕𝑦𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦),

então aplicando em (𝑥, 𝑦) = (0, 0),

𝜕2𝜙̄

𝜕𝑦𝜕𝑥
(0) =

𝜕𝑏

𝜕𝑧
(0) ≤ 𝜕

2𝜙

𝜕𝑦𝜕𝑥
(0) ̸= 0.

Utilizando a equação (2.2.2)

𝜙̄(𝑥, 𝑦) = 𝑥3 + 𝑥2 ≤ 𝑎2(𝑦, 𝜙(𝑥, 𝑦)) + 𝑥 ≤ 𝑎1(𝑦, 𝜙(𝑥, 𝑦))

= 𝑥3 + 𝑥2 ≤ ≤𝑎2(𝑦, 𝜙(𝑥, 𝑦)) + 𝑥 ≤ 𝑎1(𝑦, 𝑢(𝑦, 𝑏(𝑦, 𝜙(𝑥, 𝑦))))

= 𝑥3 + 𝑥2 ≤ 𝑎2(𝑦, 𝑢(𝑦, 𝜙̄(𝑥, 𝑦))) + 𝑥 ≤ 𝑎(𝑦, 𝑢(𝑦, 𝜙̄(𝑥, 𝑦)))

e deĄnindo as funções suaves 𝑑𝑖(𝑥, 𝑦) = 𝑎𝑖(𝑦, 𝑢(𝑦, 𝑥)), conseguimos a relação

𝜙̄(𝑥, 𝑦) = 𝑥3 + 𝑥2 ≤ 𝑑2(𝑦, 𝜙̄(𝑥, 𝑦)) + 𝑥 ≤ 𝑑1(𝑦, 𝜙̄(𝑥, 𝑦)),

sendo que 𝑑𝑖(0, 0) = 0. Um cálculo imediato utilizando a equação acima nos mostra que

𝜕𝑑1

𝜕𝑦
(0) =

𝜕2𝜙̄

𝜕𝑦𝜕𝑥
(0) ̸= 0.

Além disso é imediato ver que 𝜙̄𝑦(0, 0) = 0, 𝜙̄𝑥(0, 0) = 0 e 𝜙̄𝑥𝑥(0, 0) = 0.
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Fazemos agora a mudança de coordenadas

̃︀𝑥 = 𝑥+
𝑑2(𝑦, 𝑧)

3
, ̃︀𝑦 = 𝑦, ̃︀𝑧 = 𝑧,

e mais uma vez o campo 𝑋 continua na forma (1, 0, 0). A equação da fronteira é dada
por

𝑧 = 𝜙̄

(︃
𝑥⊗ 𝑑2(𝑦, 𝑧)

3
, 𝑦

)︃

=

(︃
𝑥⊗ 𝑑2(𝑦, 𝑧)

2

)︃3

+

(︃
𝑥⊗ 𝑑2(𝑦, 𝑧)

3

)︃2

≤ 𝑑2

(︃
𝑦, 𝜙̄

(︃
𝑥⊗ 𝑑2(𝑦, 𝑧)

3
, 𝑦

)︃)︃
+

+

(︃
𝑥⊗ 𝑑2(𝑦, 𝑧)

3

)︃
≤ 𝑑1

(︃
𝑦, 𝜙̄

(︃
𝑥⊗ 𝑑2(𝑦, 𝑧)

3
, 𝑦

)︃)︃

=

(︃
𝑥⊗ 𝑑2(𝑦, 𝑧)

2

)︃3

+

(︃
𝑥⊗ 𝑑2(𝑦, 𝑧)

3

)︃2

≤ 𝑑2(𝑦, 𝑧) +

(︃
𝑥⊗ 𝑑2(𝑦, 𝑧)

3

)︃
≤ 𝑑1(𝑦, 𝑧)

= 𝑥3 + 𝑥

(︃
𝑑1(𝑦, 𝑧) ⊗ 𝑑2(𝑦, 𝑧)2

3

)︃
+

2𝑑2(𝑦, 𝑧)3

27
.

Pela mudança de variáveis

̃︀𝑥 = 𝑥, ̃︀𝑦 = 𝑑1(𝑦, 𝑧) ⊗ 𝑑2(𝑦, 𝑧)2

3
, ̃︀𝑧 = 𝑧 ⊗ 2𝑑2(𝑦, 𝑧)3

27
.

Temos que novamente o campo continua na forma (1, 0, 0), porém a equação da fronteira
se torna

𝑧 = 𝑦 ≤ 𝑥+ 𝑥3.

A mudança Ąnal de coordenadas será

̃︀𝑥 =
1
6

(︁
𝑥3 + 𝑦 ≤ 𝑥⊗ 𝑧

)︁
, ̃︀𝑦 =

𝑥2

2
+
𝑦

3
, ̃︀𝑧 = 𝑥.

Note que

̃̇︀𝑥 =
3𝑥2 ≤ 𝑥̇+ 𝑥 ≤ 𝑦̇ + 𝑥̇ ≤ 𝑦 ⊗ 𝑧̇

3
=
𝑥2

2
+
𝑦

6
= ̃︀𝑦,

̃̇︀𝑦 = 𝑥 ≤ 𝑥̇+
𝑦̇

3
= 𝑥 = ̃︀𝑧,

̃̇︀𝑧 = 𝑦̇ = 1.

Portanto o campo Ąca na forma (𝑦, 𝑧, 1) e a equação da fronteira é 𝑥 = 0, provando assim
o teorema.

N.B. 2.2.1. Os Teoremas 2.2.2 e 2.2.3 são válidos, utilizando a mesma demonstração,
se trocarmos 𝑋 ∈ X(𝑀∘) por 𝑋 ∈ X(𝑀) .

Mostramos então que, se 𝑋 ∈ X
𝑟
𝑆(𝑀) e 𝑝 ∈ Σ, então existe uma carta (𝜙,𝑈) em torno

de 𝑝, tal que 𝜙*𝑋 é colocado em uma das formas
∏︀
̂︁∐︁

1
0
0

⎞
̂︂̂︀ ,

∏︀
̂︁∐︁
𝑦
1
0

⎞
̂︂̂︀ ou

∏︀
̂︁∐︁
𝑦
𝑧
1

⎞
̂︂̂︀ ,
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e de forma que a fronteira seja dada por 𝑥 = 0.
Para Ąns do estudo da dinâmica, é esperado que 𝑈 ∩𝑀+ seja levado via 𝜙 para um

aberto H3 e 𝑈 ∩ 𝑀⊗ seja levado via 𝜙 para um aberto ⊗H3. Para correspondência
fazemos a mudança de variáveis ̃︀𝜙1 = Ó𝜙, onde Ó = sgn(𝑋𝑛ℎ(𝑝)), para o menor 𝑛 > 1 tal
que 𝑋𝑛ℎ(𝑝) ̸= 0. Nessa nova coordenada, 𝜙*𝑋 Ąca na forma

∏︀
̂︁∐︁
Ó
0
0

⎞
̂︂̂︀ ,

∏︀
̂︁∐︁
Ó𝑦
1
0

⎞
̂︂̂︀ ou

∏︀
̂︁∐︁
Ó𝑦
𝑧
1

⎞
̂︂̂︀ ,

dando origem ao seguinte teorema:

Teorema 2.2.4 (Forma Normal de Vishik). Sejam 𝑋 ∈ X
𝑟(𝑀∘) e 𝑝 ∈ Σ, então:

1. Se 𝑝 é um ponto de tangência regular, então existe uma carta (𝜙,𝑈) de 𝑀∘ em
torno de 𝑝 tal que 𝜙(𝑈) = 𝑉 ∘, 𝑉 ∘ ⊆ ∘H3, 𝜙(𝑝) = 0, 𝜙(𝑈 ∩ Σ) = 𝑉 ∩

(︁
¶0♢ × R2

)︁

e

𝜙*𝑋(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

∏︀
̂︁∐︁
Ó
0
0

⎞
̂︂̂︀ ,

sendo Ó = sgn(𝑋ℎ(𝑝)).

2. Se 𝑝 é um ponto de dobra, então existe uma carta (𝜙,𝑈) de 𝑀∘ em torno de 𝑝, tal
que 𝜙(𝑈) = 𝑉 ∘, 𝑉 ∘ ⊆ ∘H3, 𝜙(𝑝) = 0, 𝜙(𝑈 ∩ Σ) = 𝑉 ∩

(︁
¶0♢ × R2

)︁
e

𝜙*𝑋(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

∏︀
̂︁∐︁
Ó𝑦
1
0

⎞
̂︂̂︀

sendo Ó = sgn(𝑋2ℎ(𝑝)).

3. Se 𝑝 é uma cúspide, então existe uma carta (𝜙,𝑈) de 𝑀∘ em torno de 𝑝 tal que
𝜙(𝑈) = 𝑉 ∘, 𝑉 ∘ ⊆ ∘H3, 𝜙(𝑝) = 0, 𝜙(𝑈 ∩ Σ) = 𝑉 ∩

(︁
¶0♢ × R2

)︁
e

𝜙*𝑋(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

∏︀
̂︁∐︁
Ó𝑦
𝑧
1

⎞
̂︂̂︀ ,

sendo Ó = sgn(𝑋ℎ3(𝑝)).

Consequentemente, conseguimos caracterizar a dinâmica local de qualquer campo per-
tencente a X

𝑟
𝑆(𝑀∘).

Demonstraremos agora outras formas normais para os campos em X
𝑟(𝑀∘), que é

menos geral que a forma normal de Vishik, porém possui algumas vantagens que serão
exploradas em teoremas futuros.

Teorema 2.2.5. Sejam 𝑋 ∈ X
𝑟(𝑀∘) e 𝑝 ∈ Σ, sendo 𝑝 um ponto de dobra, então existe

uma carta (𝜙,𝑈) em torno de 𝑝 em 𝑀∘, tal que ℎ ◇ 𝜙⊗1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥 e

𝜙*𝑋(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

∏︀
̂︁∐︁

𝑦
𝑋2ℎ ◇ 𝜙⊗1(𝑥, 𝑦, 𝑧)

0

⎞
̂︂̂︀ , ∀ (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝜙(𝑈).
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Demonstração. Primeiramente, pela forma normal de submersão existe uma carta (𝜙, 𝑉 ),
em torno de 𝑝, tal que Þ1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ℎ ◇ã⊗1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥 e ã(𝑝) = 0. DeĄnindo 𝑌 = ã*𝑋 =
(𝑌1, 𝑌2, 𝑌3), temos pelo fato de 𝑝 ser ponto de dobra, juntamente com o a Proposição 2.2.1
que

𝑌1(0) = 𝑌 Þ1(0) = 𝑋ℎ(0) = 0.

Como 𝑌 (0) ̸= 0, então 𝑌2(0) ̸= 0 ou 𝑌3(0) ̸= 0. Podemos supor, sem perda de gene-
ralidade, que 𝑌2(0) ̸= 0. Considere o seguinte mapa å, deĄnido em uma vizinhança da
origem por

å(𝑥, 𝑦, 𝑧) = Φ(𝑦, (𝑥, 0, 𝑧)),

onde Φ é o Ćuxo de 𝑌 . É claro que å é difeomorĄsmo local em (0, 0, 0), com då𝑞𝑋(𝑞) =
(0, 1, 0). DeĄnindo

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = Þ(2,3)Φ(𝑦, (𝑥, 0, 𝑧)),

onde Þ(2,3) é a projeção nas duas últimas coordenadas, temos que

𝜃(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥, 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧))

é um difeomorĄsmo local na origem, pois

d𝜃0(1, 0, 0) = (1, 0, 0),

d𝜃0(𝑌 (0)) = (𝑌1(0), 1, 0),

d𝜃0(0, 0, 1) = (0, 0, 1)

e é imediato perceber que

𝜃*𝑌 =

∏︀
̂︁∐︁
𝑌1 ◇ 𝜃⊗1

1
0

⎞
̂︂̂︀ .

Mais ainda, Þ1 ◇ 𝜃⊗1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥 é satisfeito. RedeĄnimos 𝑌 como sendo 𝜃*𝑌 , apenas
para não carregar a notação.

Usando mais uma vez o fato de 𝑝 ser ponto de dobra e a Proposição 2.2.1, concluímos
que

∇𝑌1(0) ≤ 𝑌 (0) = 𝑌 Þ2
1(0) ̸= 0.

Da equação acima retiramos

0 ̸= 𝜕𝑌1

𝜕𝑥
(0)𝑌1(0) +

𝜕𝑌

𝜕𝑦
(0) =

𝜕𝑌

𝜕𝑦
(0).

Assumimos sem perda de generalidade que
𝜕𝑌1

𝜕𝑦
(0) ̸= 0. DeĄnindo o difeomorĄsmo local

Õ(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥, 𝑌1(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑧), temos

Õ*𝑌 (𝑞) =

∏︀
̂︁̂︁̂︁∐︁

𝑦
𝜕𝑌1

𝜕𝑥
(Õ⊗1(𝑞))𝑌1(0) +

𝜕𝑌

𝜕𝑦
(Õ⊗1(𝑞))

0

⎞
̂︂̂︂̂︂̂︀

=

∏︀
̂︁∐︁

𝑦
𝑌 Þ2

1(Õ⊗1(𝑞))
0

⎞
̂︂̂︀
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e continuamos tendo Þ1 ◇ Õ⊗1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥. Compondo os difeomorĄsmos anteriores e
chamando tal composição de 𝜙 e a interseção dos abertos de 𝑈 . Conseguimos que (𝜙,𝑈)
uma carta tal que

𝜙*𝑋(𝑞) =

∏︀
̂︁∐︁

𝑦
𝑋2ℎ ◇ 𝜙⊗1(𝑞)

0

⎞
̂︂̂︀ .

Teorema 2.2.6. Sejam 𝑋 ∈ X
𝑟(𝑀∘) e 𝑝 ∈ Σ, sendo 𝑝 um ponto de cúspide. Então,

existe uma carta (𝜙,𝑈) em torno de 𝑝 em 𝑀∘, sendo ℎ ◇ 𝜙⊗1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥 e

𝜙*𝑋(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

∏︀
̂︁∐︁

𝑦
𝑋2ℎ ◇ 𝜙⊗1(𝑥, 𝑦, 𝑧)

1

⎞
̂︂̂︀ , ∀ (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝜙(𝑈).

Demonstração. A demonstração é similar à do teorema anterior, com mínimas adaptações.
Novamente pela forma local de submersão existe uma carta (ã, 𝑉 ) em torno de 𝑝 tal que
Þ1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ℎ ◇ã⊗1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥 e ã(𝑝) = 0. DeĄnindo 𝑌 = ã*𝑋 = (𝑦, 𝑌2, 𝑌3), temos pelo
fato de 𝑝 ser ponto de cúspide, juntamente com a Proposição 2.2.1, temos que

𝑌1(0) = 𝑌 Þ1(0) = 𝑋ℎ(0) = 0.

Como 𝑌 (0) ̸= 0, então 𝑌2(0) ̸= 0 ou 𝑌3(0) ̸= 0. Podemos supor sem perda de generalidade,
que 𝑌3(0) ̸= 0. Considere o mapa deĄnido em uma vizinhança da origem

å(𝑥, 𝑦, 𝑧) = Φ(𝑧, (𝑥, 𝑦, 0)),

onde Φ é o Ćuxo de 𝑌 . É claro que å é difeomorĄsmo local em (0, 0, 0), com då𝑞𝑋(𝑞) =
(0, 0, 1). DeĄnindo

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = Þ3Φ(𝑦, (𝑥, 0, 𝑧)),

onde Þ3 é a projeção na última coordenada, temos que

𝜃(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧))

é um difeomorĄsmo local na origem pois

𝑑𝜃0(1, 0, 0) = (1, 0, 0),

𝑑𝜃0(0, 1, 0) = (0, 1, 0),

𝑑𝜃0(𝑌 (0)) = (𝑌1(0), 𝑌2(0), 1)

e é imediato perceber que

𝜃*𝑌 =

∏︀
̂︁∐︁
𝑌1 ◇ 𝜃⊗1

𝑌2 ◇ 𝜃⊗1

1

⎞
̂︂̂︀ ,

redeĄnimos 𝑌 por 𝜃*𝑌 , note que Þ1 ◇ 𝜃⊗1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥.
Uma vez que 0 é ponto de cúspide de 𝑌 então

¶∇Þ1(0), d𝑌 Þ0, d𝑌 2Þ0♢ =

∮︁
(1, 0, 0),

(︃
𝜕𝑌1

𝜕𝑥
(0),

𝜕𝑌1

𝜕𝑦
(0),

𝜕𝑌1

𝜕𝑧
(0)

)︃
, d𝑌 2Þ0

⨀︀
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é base de R3. Como 𝑌 2Þ(0) = 0, então

0 = 𝑌 Þ2
1(0)

= ∇𝑌 (0) ≤ 𝑌 (0)

=
𝜕𝑌1

𝜕𝑥1
(0)𝑌1(0) +

𝜕𝑌1

𝜕𝑥2
(0)𝑌2(0) +

𝜕𝑌1

𝜕𝑥3
(0)𝑌3(0)

=
𝜕𝑌1

𝜕𝑥2
(0)𝑌2(0) +

𝜕𝑌1

𝜕𝑥3
(0),

perceba que se
𝜕𝑌1

𝜕𝑥2
(0) = 0, teríamos

𝜕𝑌1

𝜕𝑥3
(0) = 0, gerando um absurdo pois torna o

vetor ∇𝑌1 linearmente dependente com (1, 0, 0). Portanto, obrigatoriamente
𝜕𝑌1

𝜕𝑥2
(0) ̸= 0

e deĄnindo o difeomorĄsmo local Õ(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥, 𝑌1(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑧) em 0,

Õ*𝑌 (𝑞) =

∏︀
̂︁̂︁̂︁∐︁

𝑦
𝜕𝑌1

𝜕𝑥
(Õ⊗1(𝑞))𝑌1(0) +

𝜕𝑌1

𝜕𝑦
(Õ⊗1(𝑞)) +

𝜕𝑌1

𝜕𝑧
(Õ⊗1(𝑞))

1

⎞
̂︂̂︂̂︂̂︀

=

∏︀
̂︁∐︁

𝑦
𝑌 2Þ1(Õ⊗1(𝑞))

1

⎞
̂︂̂︀

e continuamos tendo Þ1 ◇ Õ⊗1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥. Compondo os difeomorĄsmos anteriores e
chamando tal composição de ã e a interseção dos abertos de 𝑈 , conseguimos a carta
(ã, 𝑈) tal que

ã*𝑋(𝑞) =

∏︀
̂︁∐︁

𝑦
𝑋2ℎ ◇ ã⊗1(𝑞)

1

⎞
̂︂̂︀ ,

provando assim o teorema.



54

Capı́tulo 3
Análise dos Conjuntos X𝑟𝑆(𝑀∘) e Ξ0

D
ado 𝑋 ∈ X𝑆(𝑀∘), o objetivo desse capítulo é entender as propriedades do conjunto

𝑆𝑋 = ¶𝑥 ∈ Σ; 𝑋ℎ(𝑝) = 0♢.

Tal conjunto possuirá particularidades interessantíssimas e até mesmo surpreendentes e
nos possibilitará provar que X𝑆(𝑀∘) é aberto e denso em X

𝑟(𝑀). Os resultados provados
nesse capítulo são baseados e estão em conformidade com os artigos [6] e [7].

Durante este capítulo consideremos 𝑀 como sendo uma 3-variedade suave compacta
mergulhada em R𝑛 e ℎ : 𝑀 ⊃ R uma função suave tal que 0 é valor regular de ℎ e
Σ := ℎ⊗1(0) é uma 2-variedade orientável mergulhada em 𝑀 .

Lema 3.0.1 ([6]). O conjunto 𝑆𝑋 .

.= ¶𝑥 ∈ Σ;𝑋ℎ(𝑝) = 0♢ é uma subvariedade de Σ de
forma que

𝑆𝑋 =
𝑘⨆︁

𝑖=1

𝑆𝑖𝑋 ,

sendo que cada 𝑆𝑖𝑋 é difeomorfo a S1.

Demonstração. Seja (𝜙,𝑈) uma carta em torno de 𝑝 em Σ, tal que 𝜙(𝑝) = 0 e 𝜙(𝑈) = R2.
Considere a função

𝑓 : R
2 ⊃ R

𝑥 ↦⊃ 𝑋ℎ(𝜙⊗1(𝑥)).

Seja 𝑝 ∈ 𝑆𝑋 , então 𝑋ℎ(𝑝) = 0, implicando 𝑋(𝑝) ∈ 𝑇𝑝Σ, se 𝑝 é ponto de dobra temos
que

0 ̸= 𝑋2ℎ(𝑝) = d(𝑋ℎ)𝑝𝑋(𝑝).

Como d𝑓 = d(𝑋ℎ)𝑝d𝜙⊗1
0 , uma vez que 𝑋(𝑝) ∈ 𝑇𝑝Σ e 𝑋ℎ(𝑝) ̸= 0, temos que d𝑓𝑝 ̸= 0. Por

outro lado, se 𝑝 é ponto de cúspide, então o conjunto

¶dℎ𝑝, d(𝑋ℎ)𝑝, d(𝑋2ℎ)𝑝♢ é linearmente independente

e portanto deve existir algum vetor 𝑣 ∈ 𝑇𝑝Σ tal que

d(𝑋ℎ)𝑝𝑣 ̸= 0.
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De fato, caso contrário teríamos d(𝑋ℎ)𝑝 linearmente dependente de dℎ𝑝. Sendo assim,

d𝑓 = d(𝑋ℎ)𝑝d𝜙⊗1
0 ̸= 0.

Segue da observação anterior que

𝜕𝑓

𝜕𝑥
(0) ̸= 0 ou

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(0) ̸= 0.

Supondo sem perda de generalidade que
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(0) ̸= 0, então pelo teorema da função implí-

cita existe uma única função suave á : (⊗Ó, Ó) ⊃ (⊗𝜀, 𝜀) tal que

𝑓(á(𝑦), 𝑦) = 0, ∀ 𝑦 ∈ (⊗Ó, Ó),

implicando 𝑋ℎ ◇ 𝜙(á(𝑦), 𝑦) = 0, ∀ 𝑦 ∈ (⊗Ó, Ó). Logo,

𝜙(á(≤), ≤) : (⊗Ó, Ó) ⊃ 𝑆𝑋

é uma parametrização local de 𝑝 em 𝑆𝑋 , mostrando que 𝑆𝑋 é variedade suave unidimen-
sional. Como Σ é compacto, é claro que existem apenas Ąnitas componentes conexas 𝑆𝑖𝑋
de 𝑆𝑋 , então

𝑆 =
𝑘⨆︁

𝑖=1

𝑆𝑖𝑋 ,

Como cada 𝑆𝑖𝑋 é uma 1-variedade, 𝑆𝑖 é homeomorfo a S1 ou a R. Uma vez que 𝑆𝑋 =
𝑋ℎ⊗1

⧹︃⧹︃⧹︃
Σ

(0) ⊆ Σ é fechado, 𝑆𝑋 é compacto e então cada 𝑆𝑖 é compacto, temos portanto

𝑆𝑖 ≍= S1, demonstrando o resultado.

O lema acima nos mostra que os pontos de tangência de campos 𝑋 ∈ X𝑆(𝑀∘) são
extremamente bem comportados.

Perceba que a deĄnição do conjunto X𝑆(𝑀∘) em X(𝑀∘) nos motiva a deĄnir o con-
ceito de campo simples no conjunto Ω(𝑀,Σ) da seguinte maneira:

DeĄnição 3.1. Seja Ξ0 ⊆ Ω𝑟(𝑀,Σ) o conjunto dos campos (𝑋, 𝑌 ) ∈ Ω𝑟(𝑀,Σ), tais que
𝑋 ∈ X

𝑟
𝑆(𝑀+), 𝑌 ∈ X

𝑟
𝑆(𝑀+) e 𝑆𝑋 ⋔ 𝑆𝑌 . O conjunto Ξ0 é chamado de conjunto dos

campos simples em Ω𝑟(𝑀,Σ).

A necessidade de supormos 𝑆𝑋 ⋔ 𝑆𝑌 na deĄnição acima será explorada mais à frente.
Mas, a grosso modo, colocamos tal requisito na deĄnição para que, sob pequenas 𝒞𝑟-
perturbações no campo (𝑋, 𝑌 ) ∈ Ξ0, o conjunto 𝑆𝑋 ∪ 𝑆𝑌 não mude de maneira abrupta:
a persistência topológica desse conjunto nos possibilitará a demonstração de teoremas
relacionados com a estabilidade estrutural em Ξ0 (ver capítulo 4).

Mostraremos agora resultados com respeito a persistência da variedade 𝑆𝑋 .

Lema 3.1 ([6]). Sejam 𝑋0 ∈ X𝑆(𝑀∘) e 𝑝0 ∈ Σ um ponto de dobra de 𝑋0. Então existem
uma vizinhança 𝒱 de 𝑋0 em X

𝑟(𝑀∘) e uma vizinhança 𝑉 de 𝑝0 em Σ tais que:

i. Para cada 𝑋 ∈ 𝒱, existe uma única curva suave de pontos de dobra de 𝑋 contida
em 𝑉 (denotada por Ò𝑋), que intersepta 𝜕𝑉 em apenas dois pontos e de maneira
transversal.

ii. 𝑝0 ∈ Ò𝑋0
e sgn(𝑋2ℎ(𝑝)) = sgn(𝑋2

0ℎ(𝑝0)), para todo 𝑝 ∈ Ò𝑋 e 𝑋 ∈ 𝒱.
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Demonstração. Considere a função contínua

𝐹 : X𝑟(𝑀∘) × Σ ⊃ R

(𝑋, 𝑝) ↦⊃ 𝑋2ℎ(𝑝).

Como 𝐹 (𝑋0, 𝑝0) ̸= 0, por continuidade, existem vizinhanças 𝒱1 de 𝑋0 em X
𝑟(𝑀∘) e

𝑉1 de 𝑝0 em Σ, tais que

𝑋2ℎ(𝑝) ̸= 0, ∀𝑋 ∈ 𝒱1 e 𝑝 ∈ 𝑉1, e sgn(𝑋2ℎ(𝑝)) = sgn(𝑋2
0ℎ(𝑝0)). (3.0.1)

Seja 𝜙 : (⊗Ó1, Ó1) × (⊗Ó2, Ó2) ⊃ 𝑉2 uma parametrização local suave de Σ, de forma
que 𝜙(0) = 𝑝0 e 𝑉2 ⊆ 𝑉1. DeĄna

𝐺 : X𝑟(𝑀∘) × (⊗Ó1, Ó1) × (⊗Ó2, Ó2) ⊃ R

(𝑋, 𝑥1, 𝑥2) ↦⊃ 𝑋ℎ(𝜙(𝑥1, 𝑥2)).

notoriamente, como 𝐺(𝑋0, 0, 0) = 0 e

0 ̸= 𝑋2
0ℎ = d(𝑋0ℎ)𝑝 ≤𝑋0(𝑝),

temos que d𝐺(𝑋0, ≤) = d(𝑋0ℎ)𝑝 ≤ d𝜙0, logo podemos assumir sem perda de generalidade
que

𝜕𝐺

𝜕𝑥1
(𝑋0, 0, 0) ̸= 0.

Usando o teorema da função implícita existem 𝜀 < min¶Ó1, Ó2♢, uma vizinhança 𝒱 ⊆ 𝒱1

de 𝑋0 em X
𝑟(𝑀∘) e uma função

á : 𝒱 × (⊗𝜀,⊗𝜀) ⊃ (⊗Ó1, Ó1),

tais que 𝐺(𝑋, 𝑥1, 𝑥2) = 0 com 𝑋 ∈ 𝒱 e 𝑥2 ∈ (⊗𝜀, 𝜀) se, e somente se, 𝑥1 = á(𝑋, 𝑥2).
Note que para cada 𝑋 ∈ 𝒱, a curva 𝑐𝑋 : (⊗𝜀, 𝜀) ⊃ (⊗Ó1, Ó1) × (⊗𝜀, 𝜀) dada por 𝑐𝑋(𝑡) =
(á(𝑋, 𝑡), 𝑡) é transversal às linhas horizontais 𝑥1 = 𝑥0, para todo 𝑥0 ∈ (⊗𝜀, 𝜀) ⊆ (⊗Ó1, Ó1).

DeĄnindo 𝑉 = 𝜙([⊗𝜀/2, 𝜀/2] × (⊗𝜀, 𝜀)), pelo comentário acima, a curva Ò𝑋 = 𝜙 ◇ 𝑐𝑋
intersepta 𝜕𝑉 transversalmente em Ò𝑋(⊗𝜀/2) e em Ò𝑋(𝜀/2), deĄnindo 𝑎 = ⊗𝜀/2 e 𝑏 = 𝜀/2,
demonstramos a parte 𝑖. do teorema. A equação 3.0.1 assegura que 𝑖𝑖. é satisfeito.

Proposição 3.1. Seja 𝑋 ∈ X
𝑟
𝑆(𝑀∘), então 𝑆𝑋 possui apenas Ąnitos pontos de cúspide.

Demonstração. Suponha por redução ao absurdo a existência de uma sequência de pontos
distintos ¶𝑝𝑛♢𝑛∈N ⊆ 𝑆𝑋 ⊆ Σ, tal que cada 𝑝𝑛 é um ponto de cúspide.

Uma vez que 𝑆𝑋 é compacto, pois é um conjunto fechado contido no compacto Σ,
existe uma subsequência ¶𝑝𝑛k

♢𝑘∈N ⊆ ¶𝑝𝑛♢𝑛∈N convergente. Chame o limite da sequência
𝑝𝑛k

de 𝑝, como 𝑆𝑋 é fechado, 𝑝 ∈ 𝑆𝑋 . Por continuidade de 𝑋ℎ, temos

𝑋ℎ(𝑝) = lim
𝑘⊃∞

𝑋ℎ(𝑝𝑛k
) = 0 e 𝑋2ℎ(𝑝) = lim

𝑘⊃∞
𝑋2ℎ(𝑝𝑛k

) = 0.

Como 𝑝 ∈ 𝑆𝑋 , 𝑝 deve ser ponto de cúspide e portanto o conjunto

¶dℎ𝑝, d(𝑋ℎ)𝑝, d(𝑋2ℎ)𝑝♢

é linearmente independente. Porém, seja 𝜙 : (⊗𝜀, 𝜀) ⊃ 𝑉𝑝 ⊆ 𝑆𝑋 , 𝜙(0) = 𝑝 uma para-
metrização local de 𝑝, e suponha ¶𝑡𝑘 ..= 𝜙⊗1(𝑝𝑛k

)♢𝑘∈N. Podemos supor sem perda de
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generalidade que ¶𝑝𝑛k
♢𝑘∈N ⊆ 𝑉𝑝. Nessas condições, temos que 𝑡𝑛 ⊃ 0 quando 𝑛 ⊃ ∞.

Note que pela deĄnição de derivada

𝑋ℎ ◇ 𝜙(𝑡𝑛) = 𝑋ℎ ◇ 𝜙(0) + d(𝑋ℎ ◇ 𝜙)𝑡n𝑡𝑛 + 𝒪(𝑡𝑛), (3.0.2)

onde 𝒪 é uma função tal que

lim
𝑛⊃∞

𝒪(𝑡𝑛)
♣𝑡𝑛♣ = 0.

Então, dividindo a equação (3.0.2) por 𝑡𝑛,

𝑋ℎ ◇ 𝜙(𝑡𝑛)
𝑡𝑛

=
𝑋ℎ ◇ 𝜙(0)

𝑡𝑛
+ d(𝑋ℎ ◇ 𝜙)𝑡n ≤ 𝑡𝑛

𝑡𝑛
+

𝒪(𝑡𝑛)
𝑡𝑛

,

lembrando que 0 = 𝑋ℎ ◇ 𝜙(𝑡𝑛) = 𝑋ℎ ◇ 𝜙(0), ∀𝑛 ∈ N e aplicando a regra da cadeia,

0 = 0 + d(𝑋ℎ)𝑝nk
≤ 𝜙𝑡k +

𝒪(𝑡𝑘)
𝑡𝑘

,

Por Ąm, fazendo 𝑘 tender ao inĄnito

𝑑(𝑋ℎ)𝑝 ≤ d𝜙0 = 0.

Repetindo a mesma conta para 𝑋2ℎ, resulta em

𝑑(𝑋2ℎ)𝑝 ≤ d𝜙0 = 0.

Perceba que 0 ̸= d𝜙0 ∈ 𝑇𝑝Σ e

dℎ𝑝 ≤ d𝜙0 = 0,

𝑑(𝑋ℎ)𝑝 ≤ d𝜙0 = 0,

𝑑(𝑋2ℎ)𝑝 ≤ d𝜙0 = 0.

Como ¶dℎ𝑝, d(𝑋ℎ)𝑝, d(𝑋2ℎ)♢ é base, as equações acima nos mostram que

d𝜙0 =
d𝜙
d𝑡

(0) = 0,

gerando um absurdo. Logo, não podem existir inĄnitos pontos de cúspide distintos em
𝑆𝑋 , demonstrando o resultado.

Lema 3.2 ([6]). Sejam 𝑋0 ∈ X𝑆(𝑀∘) e 𝑝0 ∈ Σ um ponto de cúspide de 𝑋0, então
existem uma vizinhança 𝒱 de 𝑋0, números reais 𝑎0 < 0 < 𝑏0 e uma vizinhança 𝑉 de 𝑝0

em Σ, tais que para cada 𝑋 ∈ 𝒱

i. existe uma única curva injetiva suave Ò𝑋 : [𝑎0, 𝑏0] ⊃ 𝑉 , de forma que Im (Ò𝑋) ⊆ 𝑆𝑋
em 𝑉 intercepta 𝜕𝑉 transversalmente em apenas dois pontos;

ii. existe uma única função contínua á : X
𝑟(𝑀∘) ⊃ R, tal que 𝑎0 < á(𝑋) < 𝑏0 e

𝑝(𝑋) .

.= Ò𝑋(á(𝑋)) é o único ponto de cúspide de 𝑋 em 𝑉 , além disso sgn(𝑋3ℎ(𝑝(𝑋))
= sgn(𝑋3

0ℎ(𝑝0)); e

iii. Ò𝑋(𝑡) é um ponto de dobra de 𝑋 ,para todo 𝑡 ∈ [𝑎0, 𝑏0] tal que 𝑡 ̸= á(𝑋), mais ainda

𝑋2ℎ(Ò𝑋(𝑡))𝑋2ℎ(Ò𝑋(𝑠)) < 0, ∀ 𝑡 ∈ [𝑎0, á(𝑋)), 𝑠 ∈ (á(𝑋), 𝑏0].



58

Demonstração. Uma vez que o conjunto

¶dℎ𝑝0
, d(𝑋0ℎ)𝑝0

, d(𝑋2
0ℎ)𝑝0

♢

é linearmente independente, é claro que d(𝑋0ℎ)𝑝0
̸= 0. Usando os mesmos passos da

demonstração do Lema 3.0.1, conseguimos encontrar vizinhanças 𝒱 de 𝑋0 em X
𝑟(𝑀∘), 𝑉

de 𝑝0 em Σ, números reais 𝑎0 < 0 < 𝑏0 e uma curva Ò𝑋 : [𝑎0, 𝑏0] ⊃ 𝑉 , para todo 𝑋 ∈ 𝒱 ,
de forma que sejam satisfeitos:

𝑋ℎ(𝑝) = 0, com 𝑋 ∈ 𝒱 e 𝑝 ∈ 𝑉 ⇔ 𝑝 = Ò𝑋(𝑡), para algum 𝑡 ∈ [𝑎0, 𝑏0]

e
sgn

(︁
𝑋3

0ℎ(𝑝0)
)︁

= sgn
(︁
𝑋3ℎ(𝑝)

)︁
, para todo 𝑋 ∈ 𝒱 e 𝑝 ∈ 𝑉.

Mais ainda, Ò𝑋 intersepta 𝜕𝑉 de maneira transversal em Ò𝑋(𝑎0) e Ò𝑋(𝑏0), e Ò𝑋(𝑡) ∈
Int(𝑉 ) para cada 𝑡 ∈ (𝑎0, 𝑏0), demonstrando assim o item 𝑖.

Considere agora a função

𝐻 : X𝑟(𝑀∘) ×𝑀∘ ⊃ R
3

(𝑋, 𝑝) ↦⊃ (ℎ(𝑝), 𝑋ℎ(𝑝), 𝑋2ℎ(𝑝)).

Uma vez que 𝑝0 é ponto de cúspide de 𝑋0,

𝐻(𝑋0, 𝑝0) = (0, 0, 0) e
d𝐻
d𝑝

(𝑋0, 𝑝0) é invertível.

Usando o teorema da função implícita e diminuindo 𝒱 e 𝑉 se necessário, existe uma única
função 𝑝 : 𝒱 ⊃ 𝑉 , tal que 𝐻(𝑋, 𝑝(𝑋)) = 0. Considere agora uma carta (𝜙,𝑈) de 𝑝0 em
Σ, com 𝑈 ⊆ 𝑉 e suponha, sem perda de generalidade, que 𝑝(𝒱) ⊆ 𝑈 (diminuindo 𝒱 se
necessário). DeĄnimos então a função

𝐺 : 𝒱 ⊃ R

𝑋 ↦⊃ det

∏︀
̂︁∐︁

d(ℎ ◇ 𝜙⊗1)𝜙(𝑝(𝑋))

d(𝑋ℎ ◇ 𝜙⊗1)𝜙(𝑝(𝑋))

d(𝑋2ℎ ◇ 𝜙⊗1)𝜙(𝑝(𝑋))

⎞
̂︂̂︀ .

Perceba que 𝐺(𝑋, 𝑝) = (0, 0, 0) implica ℎ(𝑝) = 0 e consequentemente 𝑝 pertence a Σ.
Uma vez que 𝑝(𝑋0) = 𝑝0 e 𝐺(𝑋0) ̸= 0, pela continuidade podemos encolher 𝒱 de forma
que 𝐺(𝑋) ̸= 0 para todo 𝑋 ∈ 𝒱. Segue que, para todo 𝑋 ∈ 𝒱 , 𝐻(𝑋) = 0 e, além disso,
são satisfeitos:

𝑋ℎ(𝑝(𝑋)) = dℎ𝑝(𝑋) ≤𝑋(𝑝(𝑋)) = 0 e

𝑋2ℎ(𝑝(𝑋)) = d(𝑋ℎ)𝑝(𝑋) ≤𝑋(𝑝(𝑋)) = 0.

Uma vez que 𝐺(𝑝(𝑋)) ̸= 0, obrigatoriamente

𝑋3ℎ(𝑝(𝑋)) = d(𝑋2ℎ)𝑝(𝑋) ≤𝑋(𝑝(𝑋)) ̸= 0,

concluindo que 𝑝(𝑋) é ponto de cúspide de 𝑋, do teorema da função implícita retiramos
que em 𝑉 este o único ponto com tal propriedade. Portanto, deĄnindo á(𝑋) como o único
valor real pertencente a [𝑎0, 𝑏0] tal que Ò𝑋(á(𝑋)) = 𝑝(𝑋) e notando que, por construção,
sgn(𝑋3ℎ(𝑝(𝑋))) = sgn(𝑋3

0ℎ(𝑝0)), provamos o item 𝑖𝑖.
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Provaremos agora a condição 𝑖𝑖𝑖.Note que se 𝑡 ̸= á(𝑋), então dado𝑋 ∈ 𝒱, 𝐻(𝑋, Ò𝑋(𝑡))
̸= (0, 0, 0). Como ℎ(Ò𝑋(𝑡)) = 0 e 𝑋ℎ(Ò𝑋(𝑡)) = 0, então 𝑋2ℎ(Ò𝑋(𝑡)) ̸= 0 e portanto Ò𝑋(𝑡)
é um ponto de dobra.

DeĄnimos a função real suave ℎ(𝑡) = 𝑋2ℎ(Ò𝑋(𝑡)) note que ℎ(á(𝑋)) = 0 e ℎ(𝑡) ̸= 0 se
𝑡 ̸= á(𝑋). Perceba que ℎ′(𝑡) = 𝑑𝑋2𝑓(Ò𝑋(𝑡))Ò′

𝑋(𝑡).
Caso ℎ′(á(𝑋)) = 0, então

d𝑋2ℎ(𝑝(𝑋))Ò′
𝑋(á(𝑋)) = 0

por outro lado 𝑋ℎ(Ò𝑋(𝑡)) = ℎ(Ò𝑥(𝑡)) = 0, implicando que

dℎ(𝑝(𝑋))Ò′
𝑋(á(𝑋)) = 0 e d𝑋ℎ(𝑝(𝑋))Ò′

𝑋(á(𝑋)) = 0,

o que contraria o fato de ¶dℎ𝑝(𝑋), d(𝑋ℎ)𝑝(𝑋), d𝑋
2ℎ𝑝(𝑋)♢ de ser base 𝑇𝑝(𝑋)𝑀 , portanto

obrigatoriamente ℎ′(á(𝑋)) ̸= 0 e ℎ(0) = 0. Dessa forma

ℎ(𝑡)ℎ(𝑠) < 0, ⊗𝜀 < 𝑡 < á(𝑋) < 𝑠 < 𝜀,

para algum 𝜀 > 0, o que demonstra o teorema.

Lema 3.3 ([6]). Seja 𝑋0 ∈ X
𝑟
𝑆(𝑀∘) tal que 𝑆𝑋0

̸= ∅, e seja 𝐶0 uma componente conexa
de 𝑆𝑋0

contendo 𝑘0 pontos de cúspide. Então existem uma vizinhança 𝒱 de 𝑋0 e uma
vizinhança 𝑉 de 𝐶0 em Σ tais que, para todo 𝑋 ∈ 𝒱

i. 𝑆𝑋 tem uma única componente conexa contida em 𝑉 e tal componente possui exa-
tamente 𝑘0 pontos de cúspide; e

ii. o número de componentes conexas de 𝑆𝑋 e 𝑆𝑋0
coincide para todo 𝑋 ∈ 𝒱.

Demonstração. Dado 𝑝 ∈ 𝐶0, pelos Lemas 3.1 e 3.2, exitem uma vizinhança 𝑉𝑝 ⊆ Σ de 𝑝
e uma vizinhança 𝒱𝑝 ⊆ X

𝑟
𝑆(𝑀∘) de 𝑋0, de forma que para todo 𝑋 ∈ 𝒱𝑝 existe uma curva

suave Ò𝑝𝑋 : [𝑎𝑝, 𝑏𝑝] ⊃ 𝑉𝑝 satisfazendo as seguintes propriedades:

(a) Ò𝑝𝑋(á(𝑋)) é um ponto de mesma natureza de 𝑝, para alguns 𝑎𝑝 < á(𝑋) < 𝑏𝑝;

(b) Ò𝑝𝑋(𝑡) é um ponto de 𝑋 para cada 𝑡 ̸= á(𝑋).

Além disso, essa curva contém todos os pontos de tangência de 𝑋 dentro da vizinhança
𝑉𝑝 e intersepta 𝜕𝑉𝑝 transversalmente nos pontos Ò𝑝𝑋(𝑎𝑝) e Ò𝑝𝑋(𝑏𝑝). Perceba que Ò𝑝𝑋0

é uma
parametrização local de 𝐶0 em torno de 𝑝.

Considere a cobertura ¶𝑉𝑝♢𝑝∈𝐶0
de 𝐶0. Uma vez que 𝐶0 é compacto, existe subcober-

tura Ąnita ¶𝑉𝑝i
♢𝑛𝑖=1 ⊆ ¶𝑉𝑝♢𝑝∈𝐶0

de 𝐶0: tomando a vizinhança 𝒱 = 𝒱𝑝1
∩ . . .∩ 𝒱𝑝n de 𝑋0,

demonstramos a parte 𝑖. do teorema.
Para a parte 𝑖𝑖, sejam 𝐶0

1 , . . . , 𝐶
0
𝑘 as componentes conexas de 𝑆𝑋 . Então pela parte 𝑖

existem vizinhanças disjuntas 𝑊𝑖 de 𝐶0
𝑖 e 𝒲𝑖 de 𝑋0 tais que, para cada 𝑋 ∈ 𝒲𝑖, 𝑆𝑋 tem

uma única componente conexa contida em 𝑊𝑖.
Seja 𝑊 = 𝑊1 ∪ . . . ∪𝑊𝑘 e 𝒲 = 𝒲1 ∩ . . . ∩ 𝒲𝑘. Note que 𝑋0ℎ(𝑝) ̸= 0, para cada

𝑝 ∈ Σ ∖𝑊 . Por continuidade, para cada 𝑝 ∈ Σ ∖𝑊 existem uma vizinhança 𝑉𝑝 de 𝑝 em Σ
e uma vizinhança 𝒱𝑝 de 𝑋0 em X

𝑟(𝑀∘), tais que 𝑋ℎ(𝑞) ̸= 0, para todo 𝑞 ∈ 𝑉𝑝 e 𝑋 ∈ 𝒱𝑝.
Como Σ ∖𝑊 é compacto, conseguimos uma vizinhança 𝒱 ⊆ 𝒲 de 𝑋0 tal que 𝑋𝑓(𝑝) ̸= 0
para todo 𝑋 ∈ 𝒱 e 𝑝 ∈ Σ ∖𝑊 , implicando 𝑆𝑋 ⊆ 𝑊 , para todo 𝑋 ∈ 𝑉 , o que demonstra
o item 𝑖𝑖.
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O teorema abaixo mostra a residualidade de X
𝑟
𝑆(𝑀∘) em X

𝑟(𝑀∘)

Teorema 3.1. O conjunto X
𝑟
𝑆(𝑀∘) é aberto e denso em X

𝑟(𝑀∘).

Demonstração. A abertura é clara da aplicação conjunta dos Lemas 3.1, 3.2 e 3.3.
Provaremos agora a densidade, o resultado será demonstrado apenas para campos em

𝑀+, sendo a prova para campos em 𝑀⊗ análoga.
Tome 𝑌 ∈ X

𝑟(𝑀+) e 𝜀 > 0. Primeiramente, considere a equação diferencial ordinária
deĄnida em 𝑀+,

𝑥′(𝑡) = ∇ℎ(𝑥(𝑡)),

e seja 𝜙 o Ćuxo da equação acima, podemos supor sem perda de generalidade que existe
Ó > 0, tal que o Ćuxo

𝜙 : [0, Ó) × Σ ⊃ 𝑀+

(𝑡, 𝑝) ↦⊃ 𝜙(𝑡, 𝑝)

está deĄnido. Uma vez que, dado 𝑝 ∈ Σ,

d𝜙
d𝑡

(0, 𝑝) = ∇ℎ(𝑝) e
d𝜙
d𝑝

(0, 𝑝) = Id𝑇pΣ,

segue do teorema da função inversa que para todo 𝑝 ∈ Σ, existe 𝜀𝑝 > 0 e uma vizinhança
𝑉𝑝 de 𝑝 em Σ tais que

𝜙 : [0, 𝜀𝑝) × 𝑉𝑝 ⊃ 𝜙 ([0, 𝜀𝑝) × 𝑉𝑝) ,

é um difeomorĄsmo. Da compacidade de Σ é imediato que existem 𝜀 > 0 e uma vizinhança
𝑈 de Σ em 𝑀+ de forma que

𝜙 : [0, 𝜀) × Σ ⊃ 𝑈

é difeomorĄsmo. Logo, pela equação acima

𝑈 ≍= [0, 𝜀) × Σ

e consequentemente
𝑇𝑈 ≍= 𝑇 [0, 𝜀) × 𝑇Σ.

Por meio da identiĄcação

d𝜙 : 𝑇 [0, 𝜀) × 𝑇Σ ⊃ 𝑇𝑈 ⊆ 𝑇𝑀+

((𝑡, 𝑣), (𝑝, 𝑤)) ↦⊃
(︃
𝜙(𝑡, 𝑝),∇ℎ(𝜙(𝑡, 𝑝))𝑣 +

d𝜙
d𝑝

(𝑡, 𝑝)𝑤

)︃
,

podemos escrever o campo 𝑌 , em 𝑈 , na forma

𝑌 (𝜙(𝑡, 𝑝)) = 𝑌1(𝜙(𝑡, 𝑝)) ≤ 𝑢(𝑡, 𝑝) +
d𝜙
d𝑝

(𝑡, 𝑝)𝑌2(𝜙(𝑡, 𝑝)), 𝑝 ∈ 𝑈,

sendo

𝑢(𝑡, 𝑝) =
∇ℎ(𝜙(𝑡, 𝑝))

‖∇ℎ(𝜙(𝑡, 𝑝))‖2
,

𝑌1(𝑝) : Σ ⊃ R uma função suave e 𝑌2 tal que 𝑌2(𝜙(𝑡, 𝑝)) ∈ 𝑇𝑝Σ, para todo (𝑡, 𝑝) ∈
[0, 𝜀) × Σ. DeĄnindo

𝑌̄ : 𝑈 × R ⊃ R

(𝑝, 𝜀) ↦⊃ 𝑌1(𝑝) + 𝜀.
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Pelo Teorema 1.3.2 o conjunto dos valores

𝑆 =
{︁
𝑠 ∈ R, 𝑌̄𝑠 ..= 𝑌̄ (≤, 𝑠) ⋔ ¶0♢ e 𝜕𝑌 (≤, 𝑠) ⋔ ¶0♢

}︁

é residual em R.
Seja Ð : [0, 𝜀) ⊃ [0, 1] uma bump function suave, tal que Ð([0, 𝜀/4]) = ¶1♢ e 𝜙 ([𝜀/2, 𝜀))

= ¶0♢. DeĄniremos o seguinte campo 𝑌 𝑠 ∈ X
𝑟(𝑀+),

𝑌 𝑠(𝜙(𝑡, 𝑝)) = (𝑌1(𝜙(𝑡, 𝑝)) + 𝑠Ð(𝑡)) ≤ 𝑢(𝑡, 𝑝) +
d𝜙
d𝑝

(𝑡, 𝑝)𝑌2(𝜙(𝑡, 𝑝)), 𝑝 ∈ 𝑈,

𝑌 𝑠(𝑝) = 𝑌 (𝑝), 𝑝 ∈ 𝑀+ ∖𝑈,
sendo 𝑠 ∈ 𝑆. Note que, pela construção, para todo 𝑡 ∈ [0, 𝜀/4)

𝑌 𝑠ℎ(𝜙(𝑡, 𝑝)) = ∇ℎ(𝜙(𝑡, 𝑝)) ≤
(︃
(𝑌1(𝜙(𝑡, 𝑝)) + 𝑠) ≤ 𝑢(𝑡, 𝑝) +

d𝜙
d𝑝

(𝑡, 𝑝)𝑌2(𝜙(𝑡, 𝑝))

)︃

= 𝑌1(𝜙(𝑡, 𝑝)) + 𝑠, ∀ (𝑡, 𝑝) ∈ [0, 𝜀/4) × Σ.

Como 𝑠 ∈ 𝑆, temos que 𝜕𝑌̄𝑠 = 𝑌 𝑠ℎ : Σ ⊃ R é transversal a ¶0♢, segue que

(𝑌 𝑠ℎ♣Σ)
⊗1 (0),

é uma 1-variedade mergulhada em Σ. Como Σ é compacta,

(𝑌 𝑠ℎ♣Σ)
⊗1 (0) =

𝑘⨆︁

𝑖=1

𝑆𝑖,

com cada 𝑆𝑖 difeomorfo a S1, se 𝑝 ∈ 𝑆𝑖 e Ò : (⊗𝜀, 𝜀) ⊃ 𝑆𝑖 é uma parametrização local de
𝑆𝑖 tal que Ò(0) = 𝑝, então 𝑋ℎ(Ò(𝑡)) = 0 e, portanto, derivando em 𝑡 = 0 conseguimos
d𝑋ℎ(𝑝)Ò′(0) = 0, logo ∇𝑌 𝑠ℎ(𝑝) ∈ (𝑇𝑝𝑆𝑖)⊥.

Considere a seguinte EDO em Σ

𝑥′(𝑡) = ∇(𝑌 𝑠ℎ♣Σ)(𝑥(𝑡)).

deĄnindo å como o Ćuxo da equação acima e usando a mesma ideia do começo da de-
monstração, existem 𝜀1 > 0 e uma vizinhança 𝑊 de

⨆︀
𝑆𝑖 em Σ, tais que

å : (⊗𝜀1, 𝜀1) ×
𝑘⨆︁

𝑖=1

𝑆𝑖 ⊃ 𝑊

(𝑡, 𝑝) ↦⊃ å(𝑡, 𝑝)

é um difeomorĄsmo. DeĄna os campos de vetores

𝑣(𝑡, 𝑝) =
∇(𝑌 𝑠ℎ♣Σ)(å(𝑡, 𝑝))

‖∇(𝑌 𝑠ℎ♣Σ)(å(𝑡, 𝑝))‖2
, (𝑡, 𝑝) ∈ (⊗𝜀1, 𝜀1) ×

𝑘⨆︁

𝑖=1

𝑆𝑖

e

𝑤(𝑡, 𝑝) =

(︃
∇(𝑌 𝑠ℎ♣Σ)(å(𝑡, 𝑝))

‖∇(𝑌 𝑠ℎ♣Σ)(å(𝑡, 𝑝))‖2

)︃⊥

de forma que
¶𝑣(𝑡, 𝑝), 𝑤(𝑡, 𝑝)♢ é base de 𝑇å(𝑡,𝑝)Σ.
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Segue que, em 𝑊 , 𝑌 𝑠 é escrito na forma

𝑌 𝑠(å(𝑡, 𝑝)) = (𝑌1(𝑝) + 𝑠)𝑢(0, 𝑝) + 𝑌2(å(𝑡, 𝑝))𝑣(𝑡, 𝑝) + 𝑌3(å(𝑡, 𝑝))𝑤(𝑡, 𝑝).

Perceba que

(𝑌 𝑠)2ℎ(å(0, 𝑝)) = 𝑌2(å(0, 𝑝)), 𝑝 ∈
𝑘⨆︁

𝑖=1

𝑆𝑖

e deĄna a função

𝑋 :
𝑘⨆︁

𝑖=1

𝑆𝑖 × R ⊃ R

(𝑝, 𝜀) ⊃ (𝑌 𝑠)2ℎ(𝑝) + 𝜀 = 𝑌2(𝑝) + 𝜀.

é importante notar que a função acima não depende de 𝑠. Novamente, utilizando o
Teorema 1.3.1, temos que o conjunto

𝐶 = ¶𝑐 ∈ R;𝑋𝑐
..= 𝑋(≤, 𝑐) ⋔ ¶0♢♢,

é residual em R.
Seja Ñ : (⊗𝜀1, 𝜀1) ⊃ [0, 1] uma bump function tal que

Ñ(⊗𝜀1/4, 𝜀1/4) = ¶1♢ e Ñ ((⊗𝜀1, 𝜀1) ∖ [⊗𝜀/2, 𝜀/2]) = ¶0♢.

Além disso, considere

𝐵 =

⎧
⨄︁
⎩𝜙(𝑟, å(𝑡, 𝑝)); 𝑟 ∈ [0, 𝜀), 𝑡 ∈ (⊗𝜀1, 𝜀1), 𝑝 ∈

𝑘⨆︁

𝑖=1

𝑆𝑖

⎫
⋀︁
⎭ .

DeĄnimos agora o campo em 𝑋𝑠,𝑐 ∈ X
𝑟(𝑀+) por

𝑋𝑠,𝑐(𝜙(𝑟, å(𝑡, 𝑞))) = (𝑌1(𝜙(𝑡, å(𝑡, 𝑞)))) + Ð(𝑟)𝑠) ≤ 𝑢(𝑟, 𝜙(𝑡, 𝑝))+

+
d𝜙
d𝑝

(𝑟, å(𝑡, 𝑝))(𝑌2(𝜙(𝑟, å(𝑡, 𝑝))) + Ñ(𝑡)𝑐)𝑣(𝑡, 𝑝)+

+
d𝜙
d𝑝

(𝑟, å(𝑡, 𝑝))𝑌3(𝜙(𝑟, å(𝑡, 𝑝)))𝑤(𝑡, 𝑝), ∀ 𝜙(𝑟, å(𝑡, 𝑝)) ∈ 𝐵,

𝑋𝑠,𝑐(𝑝) = 𝑌 𝑠(𝑝), ∀ 𝑝 ∈ 𝑀+ ∖𝐵.

Uma vez que 𝑆 e 𝐶 são residuais em R, podemos tomar 𝑠 e 𝑐 suĄcientemente pequenos
de forma que

‖𝑌 ⊗𝑋𝑠,𝑐‖𝑟< 𝜀.

Apenas por comodidade, deĄnimos 𝑋 ..= 𝑋𝑠,𝑐. Para terminar a demonstração precisa-
mos checar que 𝑋 ∈ X

𝑟
𝑆(𝑀+). Como vimos anteriormente, os pontos tais que 𝑋ℎ = 0

correspondem à variedade
⨆︀𝑘
𝑖=1 𝑆𝑖. Tome 𝑝 ∈ Σ, tal que

𝑋ℎ(𝑝) = 0 e 𝑋2ℎ(𝑝) = 0.

uma vez que ¶0♢ é valor regular de 𝑋2ℎ
⧹︃⧹︃⧹︃⨆︀k

i=1
𝑆i

por construção, segue que

d𝑋2ℎ𝑝 ≤ 𝑇𝑝
∏︀
∐︁

𝑘⨆︁

𝑖=1

𝑆𝑖

⎞
̂︀ = R.
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porém, como

dℎ𝑝 ≤ 𝑇𝑝
∏︀
∐︁

𝑘⨆︁

𝑖=1

𝑆𝑖

⎞
̂︀ = 0 e d𝑋ℎ𝑝 ≤ 𝑇𝑝

∏︀
∐︁

𝑘⨆︁

𝑖=1

𝑆𝑖

⎞
̂︀ = 0,

então necessariamente o conjunto

¶dℎ𝑝, d𝑋ℎ𝑝, d𝑋2ℎ𝑝♢

é linearmente independente o que implica que 𝑝 é ponto de cúspide. Assim, demonstramos
o teorema.

O Teorema anterior nos garante a residualidade de X
𝑟
𝑆(𝑀∘) em X

𝑟(𝑀∘). A pergunta
natural que surge então é se Ξ0 é residual em Ω𝑟(𝑀,Σ). Começaremos agora o processo
para demonstrar tal residualidade.

Lema 3.4. Seja (𝑋, 𝑌 ) ∈ Ξ0, então 𝑆𝑋 ∩ 𝑆𝑌 é Ąnito.

Demonstração. Suponha por redução ao absurdo que 𝑆𝑋 ∩𝑆𝑌 é inĄnito, então existe uma
sequência de elementos distintos ¶𝑝𝑛♢𝑛∈N ∈ 𝑆𝑋 ∩𝑆𝑌 . Uma vez que Σ é compacto, existe
uma subsequência convergente ¶𝑝𝑛k

♢𝑘∈N ⊆ ¶𝑝𝑛♢𝑛∈N para um valor 𝑝 ∈ Σ, perceba que
𝑝 ∈ 𝑆𝑋 ∩ 𝑆𝑌 , de fato

𝑋ℎ(𝑝) = 𝑋ℎ
(︂

lim
𝑘⊃∞

𝑝𝑛k

)︂
= lim

𝑘⊃∞
𝑋ℎ (𝑝𝑛k

) = lim
𝑘⊃∞

0 = 0 e

𝑌 ℎ(𝑝) = 𝑌 ℎ
(︂

lim
𝑘⊃∞

𝑝𝑛k

)︂
= lim

𝑘⊃∞
𝑌 ℎ (𝑝𝑛k

) = lim
𝑘⊃∞

0 = 0,

logo 𝑝 ∈ 𝑆𝑋 ∩ 𝑆𝑌 .
Seja (𝜙,𝑈) uma carta local em torno de 𝑝 em Σ de forma que 𝜙(𝑝) = 0. Podemos

supor sem perda de generalidade que ¶𝑝𝑛k
♢𝑘∈N ⊆ 𝑈 . Construímos então uma sequência

¶𝑡𝑘 ..= 𝜙(𝑝𝑛k
)♢𝑘∈N que converge para 0. Perceba que

𝑡𝑛
‖𝑡𝑛‖ ∈ S

1, ∀ 𝑛 ∈ N.

Como S1 é compacto, podemos encontrar uma subsequência convergente ¶𝑡𝑛k
♢𝑘∈N ⊆

¶𝑡𝑛♢𝑛∈N de forma que

lim
𝑛⊃∞

𝑡𝑛k

‖𝑡𝑛k
‖ = 𝑣 ∈ S

1.

Para não carregar a notação iremos supor que a sequência ¶𝑡𝑛♢𝑛∈N já possui a propriedade
de convergência descrita acima. Pela deĄnição de derivada,

𝑋ℎ ◇ 𝜙⊗1(0) = 𝑋ℎ ◇ 𝜙⊗1(𝑡𝑛) ⊗ d(𝑋ℎ ◇ 𝜙⊗1)𝑡n𝑡𝑛 + 𝒪(𝑡𝑛), (3.0.3)

sendo 𝒪(𝑡𝑛) uma função que satisfaz

lim
𝑛⊃∞

𝒪(𝑡𝑛)
‖𝑡𝑛‖ = 0.

Como 𝑋ℎ ◇ 𝜙⊗1(0) = 𝑋ℎ ◇ 𝜙⊗1(𝑡𝑛) = 0 e dividindo 3.0.3 por ‖𝑡𝑛‖, temos

0 = ⊗ lim
𝑛⊃∞

d(𝑋ℎ ◇ 𝜙⊗1)𝑡n
𝑡𝑛

‖𝑡𝑛‖ + lim
𝑛⊃∞

𝒪(𝑡𝑛)
𝑡𝑛
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e, fazendo 𝑛 ⊃ ∞, concluímos que

0 = d(𝑋ℎ)𝑝 ≤
(︁
d𝜙⊗1

𝑝 𝑣
)︁
,

o que implica ∇ (𝑋ℎ♣Σ) ∈
(︁
d𝜙⊗1

𝑝 𝑣
)︁⊥

. Como 0 é valor regular de 𝑋ℎ♣Σ e 𝑋ℎ♣⊗1
Σ (0) = 𝑆𝑋 ,

temos que 𝑇𝑝𝑆𝑋 = span¶d𝜙⊗1
𝑝 𝑣♢. Mutatis mutandis, com as contas concluímos que

𝑇𝑝𝑆𝑌 = span¶d𝜙⊗1
𝑝 𝑣♢, implicando 𝑆𝑋 ⋔/ 𝑆𝑌 em 𝑝, gerando assim um absurdo. Logo

𝑆𝑋 ∩ 𝑆𝑌 é um conjunto Ąnito.

Teorema 3.2. O conjunto Ξ0 é aberto e denso em Ω𝑟(𝑀,Σ).

Demonstração. Vamos mostrar a abertura do conjunto. Tome (𝑋, 𝑌 ) ∈ Ξ0, então 𝑋 ∈
X
𝑟
𝑆(𝑀+), 𝑌 ∈ X

𝑟
𝑆(𝑀⊗) e 𝑆𝑋 ⋔ 𝑆𝑌 . Uma vez que X

𝑟
𝑆(𝑀+) e X

𝑟
𝑆(𝑀⊗) são abertos

em X
𝑟(𝑀+) e X

𝑟(𝑀⊗), respectivamente, existe 𝜀 > 0 tal que ℬ𝑟(𝑋, 𝜀) ⊆ X
𝑟
𝑆(𝑀+) e

ℬ𝑟(𝑌, 𝜀) ⊆ X
𝑟
𝑆(𝑀⊗). Pelo lema anterior, 𝑆𝑋 ∩ 𝑆𝑌 = ¶𝑝1, . . . , 𝑝𝑛♢.

Considere a aplicação contínua

𝐹 : X𝑟(𝑀+) ×X
𝑟(𝑀⊗) × Σ ⊃ R

2

(𝑋 ′, 𝑌 ′, 𝑝) ↦⊃ (𝑋 ′ℎ(𝑝), 𝑌 ′ℎ(𝑝)).

Perceba que 𝐹 (𝑋, 𝑌, 𝑝𝑖) = (0, 0) e

d𝐹
d𝑝

(𝑋, 𝑌, 𝑝) = (d𝑋ℎ𝑝, d𝑌 ℎ𝑝).

Como 𝑆𝑋 ⋔ 𝑆𝑌 e 𝑝𝑖 ∈ 𝑆𝑋 ∩ 𝑆𝑌 , então
d𝐹
d𝑝

(𝑋, 𝑌, 𝑝𝑖) é um isomorĄsmo e portanto pelo

teorema da função implícita, existem vizinhanças 𝒰𝑖 ⊆ 𝑋𝑟
𝑆(𝑀+) de 𝑋, 𝒱𝑖 ⊆ X

𝑟
𝑆(𝑀⊗) de

𝑌 e 𝑉𝑖 ⊆ Σ de 𝑝𝑖 e uma única função contínua 𝜌𝑖 : 𝒰𝑖 × 𝒱𝑖 ⊃ 𝑉 , tais que

𝐹 (𝑋, 𝑌, 𝜌𝑖(𝑋, 𝑌 )) = (0, 0).

Perceba ainda que Σ ∖ (𝑉1 ∪ . . .∪ 𝑉𝑛) é compacto. Tal fato implica (como feito diversas
vezes nessa tese, e.g. Teorema 1.3.5) a existência de vizinhanças 𝒰 de 𝑋 ⊆ X

𝑟
𝑆(𝑀+) e

𝒱 ⊆ X
𝑟
𝑆(𝑀⊗) de 𝑌 , tais que

(0, 0) ̸∈ 𝐹 (𝒰 ,𝒱 ,Σ ∖ (𝑉1 ∪ . . .∪ 𝑉𝑛)). (3.0.4)

Por Ąm, perceba que a função

𝐺 : X𝑟(𝑀+) ×X
𝑟(𝑀⊗) × Σ ⊃ R

(𝑋 ′, 𝑌 ′, 𝑝) ↦⊃ det
(︁
d𝑋 ′ℎ𝑝, d𝑌 ′ℎ𝑝

)︁
,

é contínua. Como 𝐺(𝑋, 𝑌, 𝑝𝑖) ̸= 0, ∀𝑖 ∈ ¶1, . . . , 𝑛♢, existem vizinhanças abertas 𝒰 ′
𝑖 ⊆

X
𝑟
𝑆(𝑀+) de 𝑋, 𝒱 ′

𝑖 ⊆ X
𝑟
𝑆(𝑀+) de 𝑌 e 𝑉 ′

𝑖 de 𝑝 tais que

0 ̸= 𝐺(𝒰 ′
𝑖 ,𝒱 ′

𝑖, 𝑉𝑖). (3.0.5)

podemos então, deĄnir as vizinhanças abertaa

̃︀𝒰 ..= 𝒰 ∩
(︃

𝑛⋂︁

𝑖=1

𝒰𝑖
)︃

∩
(︃

𝑛⋂︁

𝑖=1

𝒰 ′
𝑖

)︃
⊆ X

𝑟
𝑆(𝑀+) de 𝑋



65

e
̃︀𝒱 ..= 𝒱 ∩

(︃
𝑛⋂︁

𝑖=1

𝒱𝑖
)︃

∩
(︃

𝑛⋂︁

𝑖=1

𝒱 ′
𝑖

)︃
⊆ X

𝑟
𝑆(𝑀⊗) de 𝑌.

Consideramos agora o aberto 𝒮 = ¶(𝑋, 𝑌 ); 𝑋 ∈ ̃︀𝒰 e 𝑋 ∈ ̃︀𝒱♢, de (𝑋, 𝑌 ) em Ω𝑟(𝑀,Σ).
É claro, das equações 3.0.4 e 3.0.5, que 𝒮 ⊆ Ξ0, demonstrando assim a abertura.

Iremos agora demonstrar a densidade de Ξ0. Tome (𝑋, 𝑌 ) ∈ Ω𝑟(𝑀,Σ), sendo 𝑋 ∈
X
𝑟(𝑀+) e 𝑌 ∈ X

𝑟(𝑀⊗). Pelo Teorema 3.1, dado 𝜀 > 0, existem campos 𝑋1 ∈ X
𝑟
𝑆(𝑀+)

e 𝑋2 ∈ X
𝑟
𝑆(𝑀+) tais que

‖𝑋 ⊗𝑋1‖𝑟<
𝜀

2
e ‖𝑌 ⊗ 𝑌1‖𝑟<

𝜀

2
=⇒ ‖(𝑋, 𝑌 ) ⊗ (𝑋1, 𝑌1)‖𝑟<

𝜀

2
.

Considere a EDO deĄnida em 𝑀+,

𝑥′(𝑡) = ∇ℎ(𝑥(𝑡)),

como feito na demonstração do Teorema 3.1, podemos supor que existe 𝜀 > 0, tal que o
Ćuxo da equação acima,

𝜙 : [0, 𝜀) × Σ ⊃ 𝑀+

(𝑡, 𝑝) ↦⊃ 𝜙(𝑡, 𝑝),

é um difeomorĄsmo com imagem 𝑊 = 𝜙([0, 𝜀) × Σ). Logo, em 𝑊 , 𝑋1 pode ser escrito na
forma

𝑋1(𝜙(𝑡, 𝑝)) = 𝑋 ′(𝑡, 𝑝)𝑢(𝑡, 𝑝) +
d𝜙
d𝑝

(𝑡, 𝑝)𝑌 ′(𝑡, 𝑝),

sendo

𝑢(𝑡, 𝑝) =
∇ℎ(𝜙(𝑡, 𝑝))

‖∇ℎ(𝜙(𝑡, 𝑝))‖2
,

𝑋 ′ : [0, 𝜀) × Σ ⊃ R e 𝑌 ′(𝑡, 𝑝) ∈ 𝑇𝑝Σ, ∀ (𝑡, 𝑝) ∈ [0, 𝜀) × Σ.

De forma análoga podemos deĄnir a EDO em Σ,

𝑥′(𝑡) = ∇𝑋ℎ(𝑥(𝑡)),

e novamente pela demonstração do Teorema 3.1, existe 𝜀1 > 0 tal que o Ćuxo

å : (⊗𝜀1, 𝜀1) × 𝑆𝑋 ⊃ Σ

é difeomorĄsmo com imagem 𝑈 = å((⊗𝜀1, 𝜀1) × 𝑆𝑋). No aberto

𝑉 = ¶𝜙(𝑟, å(𝑡, 𝑝)); 𝑟 ∈ [0, 𝜀), 𝑡 ∈ (⊗𝜀1, 𝜀1), 𝑝 ∈ 𝑆𝑋♢ ⊆ 𝑀+,

𝑋1 é dado pela equação

𝑋1(𝜙(𝑟, å(𝑡, 𝑝))) = 𝑋 ′(𝑟, å(𝑡, 𝑝))𝑢(𝑟, å(𝑡, 𝑝)) +
d𝜙
d𝑝

(𝑟, 𝜙(𝑡, 𝑝))𝑌 ′(𝑟, 𝜙(𝑡, 𝑝))),

pelo Teorema 1.3.1, o conjunto

𝑆 = ¶𝑠 ∈ (⊗𝜀1, 𝜀1); å(𝑠, ≤) ⋔ 𝑆𝑌 ♢
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é residual em (⊗𝜀1, 𝜀1). Sejam Ð : [0, 𝜀) ⊃ [0, 1] e Ñ : (⊗𝜀1, 𝜀1) ⊃ [0, 1], bump functions
tais que

Ð
(︂[︂

0,
𝜀

4

]︂)︂
= ¶1♢ e Ð

(︂[︂
𝜀

2
, 𝜀
]︂)︂

= ¶0♢,

Ñ
(︂[︂

⊗𝜀1

4
,
𝜀1

4

]︂)︂
= ¶1♢ e Ñ

(︂[︂
⊗𝜀1,⊗

𝜀1

2

]︂
∪
[︂
𝜀1

2
, 𝜀1

]︂)︂
= ¶0♢,

DeĄna a função 𝑋2 de forma que

𝑋2(å(𝑟, 𝜙(𝑡, 𝑝))) =Ð(𝑟)
(︁
𝑋 ′(𝑟, å(𝑡⊗ 𝑠Ñ(𝑡), 𝑝)) ⊗𝑋 ′(𝑟, å(𝑡, 𝑝))

)︁
𝑢(𝑟, å(𝑡, 𝑝))

+𝑋 ′(𝑟, å(𝑡, 𝑝))𝑢(𝑟, å(𝑡, 𝑝)) +
d𝜙
d𝑝

(𝑟, 𝜙(𝑡, 𝑝))𝑌 ′(𝑟, 𝜙(𝑡, 𝑝)),

se 𝜙(𝑟, å(𝑡, 𝑝)) ∈ 𝑉 e
𝑋2(𝑝) = 𝑋1(𝑝), ∀𝑝 ∈ 𝑀+ ∖ 𝑉.

Tome 𝑠 ∈ 𝑆 para o bastante para que 𝑋2 ∈ X
𝑟
𝑆(𝑀+),

‖𝑋1 ⊗𝑋2‖< 𝜀

2
,

𝑆𝑋2
⊆ 𝑈 e o número de componentes conexas de 𝑆𝑋2

seja igual ao número de componentes
conexas de 𝑆𝑋1

, a existência de tal 𝑠 vem do fato do conjunto 𝑆 ser residual e a aplicação
conjunta dos Lemas 3.1, 3.2 e 3.3.

Dessa forma, segue que 𝑆𝑋2
= å(𝑠, 𝑆𝑋1

) e, como 𝑠 ∈ 𝑆, temos 𝑆𝑋2
⋔ 𝑆𝑌1

, implicando
que (𝑋2, 𝑌1) ∈ Ω(𝑀,Σ) e ‖(𝑋, 𝑌 ) ⊗ (𝑋2, 𝑌1)‖𝑟< 𝜀, demonstrando portanto a densidade
do conjunto Ξ0.

Por Ąm mostraremos dois fatos interessante a respeito dos pontos de dobra-dobra do
conjunto Ξ0. Os pontos de dobra-dobra serão amplamente discutidos durante o capítulo
4.

DeĄnição 3.2. Sejam (𝑋, 𝑌 ) ∈ Ω𝑟(𝑀,Σ), ℎ : 𝑀 ⊃ R uma função suave tal que 0 é
valor regular de ℎ e ℎ⊗1(0) = Σ. Um ponto 𝑝 ∈ Σ é chamado de ponto de dobra-dobra se
𝑝 for ponto de dobra de 𝑋 e 𝑌 .

Por outro lado chamamos 𝑝 de ponto de dobra-regular 𝑝 for ponto de dobra de 𝑋 e
ponto regular de 𝑌 .

Finalmente, 𝑝 recebe o nome de cúspide-regular se 𝑝 for um ponto de dobra de 𝑋 e
ponto regular de 𝑌 .

Perceba que podemos deĄnir os pontos regular-cúspide e regular-dobra de maneira
semelhante a descrita acima.

Proposição 3.2. Seja 𝑍 = (𝑋, 𝑌 ) ∈ Ξ0 então o número de pontos de dobra-dobra do
campo 𝑍 é diferente de 1.

Demonstração. Suponha por redução ao absurdo que 𝑍 possui um único ponto de dobra-
dobra, 𝑝 ∈ Σ. Considere então o conjunto 𝐴 = Σ ∖ (𝑆𝑋 ∪ 𝑆𝑌 ) e perceba que, como
𝑍 ∈ Ξ0, os conjuntos

Γ1 = ¶𝑋ℎ(𝑝) > 0, 𝑌 ℎ(𝑝) > 0; 𝑝 ∈ Σ♢,
Γ2 = ¶𝑋ℎ(𝑝) > 0, 𝑌 ℎ(𝑝) < 0; 𝑝 ∈ Σ♢,
Γ3 = ¶𝑋ℎ(𝑝) < 0, 𝑌 ℎ(𝑝) > 0; 𝑝 ∈ Σ♢
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e
Γ4 = ¶𝑋ℎ(𝑝) < 0, 𝑌 ℎ(𝑝) < 0; 𝑝 ∈ Σ♢,

são tais que
𝐴 = ⊔4

𝑖=1Γ𝑖,

como 𝑝 é ponto de dobra-dobra, Γ𝑖 ̸= ∅, e Γ𝑖 é aberto e fechado em 𝐴. Portanto 𝐴 tem
ao menos 4 componentes conexas.

Por Ąm, podemos fazer a sequência exata longa do par (Σ,Σ ∖ (𝑆𝑋 ∪ 𝑆𝑌 )):

. . . ⊃ 𝐻1(Σ ∖ (𝑆𝑋 ∪ 𝑆𝑌 )) ⊃ 𝐻1(Σ) ⊃ 𝐻1(Σ,Σ ∖ (𝑆𝑋 ∪ 𝑆𝑌 )) ⊃ ̃︁𝐻0(Σ ∖ (𝑆𝑋 ∪ 𝑆𝑌 )) ⊃ 0.

Pela dualidade de Alexander-Poincaré-Lefschetz, temos

𝐻1(Σ,Σ ∖ (𝑆𝑋 ∪ 𝑆𝑌 )) = 𝐻1(𝑆𝑋 ∪ 𝑆𝑌 ) = Z
2;

por outro lado, o fato de 𝑀 ∖ (𝑆𝑋 ∪ 𝑆𝑌 ) ter pelo menos quatro componentes conexas
implica

̃︁𝐻0(𝑀 ∖ (𝑆𝑋 ∪ 𝑆𝑌 )) = Z
𝑁>2,

e portanto

≤ ≤ ≤ ⊗⊃ Z
2 Ó1⊗⊃ Z

𝑁 Ó2⊗⊃ 0,

uma vez que Ker(Ó2) = Z𝑁 , pela exatidão temos Im(Ó1) = Z𝑁 , o que implica que Ó1 é
sobrejetiva, mas isso é um absurdo, pois 𝑁 > 2 e Ó1 é linear em Z. Mostramos assim a
impossibilidade de existir um único ponto de dobra-dobra.

Proposição 3.3 ([6]). Se Σ é simplesmente conexo e 𝑍 ∈ Ξ0 então o número de pontos
de dobra-dobra é par.

Demonstração. Uma vez que Σ é uma variedade compacta, simplesmente conexa e sem
bordo, então do teorema de caracterização das-2 variedades conexas, compactas e sem
bordo, Σ é difeomorfo a S2. Tome então 𝑝 ∈ 𝑆𝑋 ∩ 𝑆𝑌 . Segue que existem 𝐶𝑋 ⊆ 𝑆𝑋 e
𝐶𝑌 ⊆ 𝑆𝑌 de forma que 𝐶𝑌 ≍= 𝐶𝑋 ≍= S1 e 𝑝 ∈ 𝐶𝑋 ∩ 𝐶𝑌 . Perceba que, como Σ ≍= S2 é
simplesmente conexo, pelo teorema da curva de Jordan, Σ ∖ 𝐶𝑋 tem duas componentes
conexas. Denote tais componente por Σ+ e Σ⊗. Uma vez que 𝐶𝑋 é orientável e divide Σ
em duas componentes conexas, existe uma função

𝑓 : S
2 ⊃ R

de forma que 𝑓⊗1(0) = 𝐶𝑋 e 0 é valor regular de 𝑓 . Considere o difeomorĄsmo

Ò : S
1 ⊃ 𝐶𝑌 .

Perceba que 𝑓 ◇ Ò : S1 ⊃ R é uma função tal que 𝑓 ⋔ ¶0♢. Isso implica que se 𝑒𝑖𝜃 ∈ S1

é um ponto com 𝑓(𝑒𝑖𝜃) = 0, existe Ó > 0 tal que para todo

𝜀1, 𝜀2 ∈ (0, Ó), 𝑓
(︁
𝑒𝑖(𝜃⊗𝜀1)

)︁
≤ 𝑓
(︁
𝑒𝑖(𝜃+𝜀2)

)︁
< 0. (3.0.6)

Note então que a função
𝑔 := 𝑓 ◇ Ò ◇ 𝑒𝑖(𝜃+≤) : R ⊃ R,
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é uma função contínua 2Þ-periódica e 𝑔(0) = 0. Seja

¶0 = 𝑝0, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛, 𝑝𝑛+1 = 2Þ♢

o conjuntos dos pontos pertencentes a [0, 2Þ] tais que 𝑓(𝑝𝑖) = 0. Note que tal conjunto é
Ąnito, pois existem apenas Ąnitos pontos de dobra-dobra, perceba que

sgn ¶𝑓((𝑝𝑖, 𝑝𝑖+1))♢ = (1)𝑖 sgn ¶𝑓((𝑝0, 𝑝1))♢ .

Porém, por 3.0.6 temos que

sgn ¶𝑓((𝑝𝑛, 𝑝𝑛+1))♢ = ⊗sgn ¶𝑓((𝑝0, 𝑝1))♢ ,

implicando que 𝑛 é ímpar. Então 𝜃𝑖 = 𝑒𝑖(𝜃+𝑝i) , 𝑖 ∈ ¶0, . . . , 𝑛♢, são os únicos pontos de S1

que são raízes de 𝑓 ◇ Ò, implicando que 𝐶𝑋 ∩𝐶𝑌 tem uma quantidade par de interseções.
Como 𝐶𝑋 e 𝐶𝑌 foram tomados de maneira genérica no conjunto das componentes conexas
de 𝑆𝑋 e 𝑆𝑌 , respectivamente, a quantidade de pontos de dobra-dobra de 𝑍 deve ser par.
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Capı́tulo 4
Estabilidade Estrutural Local em Ω𝑟(𝑀,Σ)

E
ste é capítulo é um dos mais importantes de toda tese. É nele que os resultados dos
capítulos anteriores irão se conectar para o entendimento da estabilidade estrutural

em Ω𝑟(𝑀,Σ). Iremos mostrar que o conjunto Σ0 dos campos globalmente localmente
estruturalmente estáveis em Ω𝑟(𝑀,Σ) não é residual Ω𝑟(𝑀,Σ) e iremos encontrar condi-
ções sobre o conjunto Ξ0 para que exista Σ-estabilidade estrutural local. Os resultados e
deĄnições estão em conformidade com [7]. Começaremos o capítulo falando sobre a Teoria
Clássica e depois veremos para o caso suave por partes.

O fato de Σ0 não ser residual em Ω𝑟(𝑀,Σ) é contra-intuitivo, uma vez que esse re-
sultado ocorre perante a teoria clássica, isto é, o conjunto dos campos globalmente lo-
calmente estruturalmente estáveis é aberto e denso em X

𝑟(𝑀), se 𝑀 seja uma variedade
𝑛-dimensional compacta. Isso mostra que as topologias 𝒞𝑟 em Ω𝑟(𝑀,Σ), não são Ąnas
o bastante para garantir a globalidade da estabilidade estrutural. Veremos mais à frente
que os responsáveis para que a teoria não funcione tão bem quanto o esperado são os
pontos de dobra-dobra.

4.1 Teoria Clássica

Mostraremos aqui, os resultados clássicos a respeito de campos localmente globalmente
estruturalmente estáveis em X

𝑟(𝑀). Os resultados e deĄnições seguem tais como feitos
na referência [18].

4.1.1 Estabilidade Estrutural de Campos Lineares em R𝑛

DeĄnição 4.1.1.1. Um campo de vetores 𝐹 : R𝑛 ⊃ R𝑛 é chamado de campo de vetores
linear se 𝐹 é da forma 𝐹 (𝑥) = 𝐴𝑥, sendo 𝐴 uma matriz 𝑛× 𝑛. Mais ainda, 𝐹 é chamado
de campo hiperbólico se nenhum dos autovalores de 𝐴 pertence ao eixo imaginário.

Denotamos o conjunto dos campos de vetores lineares em R𝑛 por ℒ(R𝑛) e denotaremos
𝐹 (𝑥) = 𝐴𝑥, apenas por 𝐴. O Ćuxo de 𝐴 ∈ ℒ(R𝑛) será escrito como 𝐴𝑡(𝑝), isto é 𝐴0(𝑝) = 0
e 𝐴̇𝑡(𝑝) = 𝐴 ≤𝐴𝑡(𝑝). Note que ℒ(R𝑛) munido da norma ‖𝐿‖= sup¶‖𝐿𝑣‖; ‖𝑣‖= 1♢ é um
espaço vetorial normado completo, i.e. um espaço de Banach.

Além disso, denotamos L (R𝑛) o conjunto das transformações lineares de R𝑛 para R𝑛.
Um elemento 𝐿 ∈ L (R𝑛) é chamado de isomorĄsmo hiperbólico se 𝐿 for um isomorĄsmo
de espaços vetoriais e todos os autovalores de 𝐿 possuírem norma diferente de um.
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É imediato ver que 𝐿𝑡(𝑝) = 𝑒𝑡𝐿𝑝, sendo

𝑒𝐿 =
∞∑︁

𝑖=0

1
𝑖!

≤𝐿𝑖,

a expressão acima é convergente, uma vez que

⧸︁⧸︁⧸︁𝑒𝐿
⧸︁⧸︁⧸︁ =

⧸︁⧸︁⧸︁⧸︁⧸︁

∞∑︁

𝑖=0

1
𝑖!

≤𝐿𝑖
⧸︁⧸︁⧸︁⧸︁⧸︁ ⊘

∞∑︁

𝑖=0

⧸︁⧸︁⧸︁⧸︁
1
𝑖!

≤𝐿𝑖
⧸︁⧸︁⧸︁⧸︁ ⊘

∞∑︁

𝑖=0

1
𝑖!

≤ ‖𝐿‖𝑖 = 𝑒‖𝐿‖.

N.B. 4.1.1. É interessante notar que 𝐿 ∈ L (R𝑛) é um isomorĄsmo hiperbólico se, e
somente se, 𝑒𝐿 ∈ ℒ(R𝑛) for um campo linear hiperbólico. Isso decorre de: se Ú ∈ C ser
autovalor de 𝐿 então 𝑒Ú ∈ C é autovalor de 𝑒𝐿.

Proposição 4.1.1.1 ([18]). Seja 𝐿 ∈ ℒ(R𝑛) um campo hiperbólico. Então existe uma de-
composição R𝑛 = 𝐸𝑠 ⊕𝐸𝑢 tal que 𝐸𝑠,𝑢 são invariantes pelo Ćuxo de 𝐿 (isto é, 𝐿𝑡(𝐸𝑠,𝑢) ⊆
𝐸𝑠,𝑢) e os autovalores de 𝐿♣𝐸s e 𝐿♣𝐸u possuem partes reais negativa e positiva, respecti-
vamente. Mais ainda

• 𝐸𝑠 = ¶𝑥 ∈ R𝑛; 𝐿𝑡𝑥 ⊃ 0, quando 𝑡 ⊃ +∞♢, recebendo o nome de espaço estável;

• 𝐸𝑢 = ¶𝑥 ∈ R𝑛; 𝐿𝑡𝑥 ⊃ 0, quando 𝑡 ⊃ ⊗∞♢, recebendo o nome de espaço instável;

• se 𝑥 ∈ 𝐸𝑠, então ‖𝐿𝑡(𝑥)‖⊃ ∞, quando 𝑡 ⊃ ⊗∞; e

• se 𝑥 ∈ 𝐸𝑢, então ‖𝐿𝑡(𝑥)‖⊃ ∞, quando 𝑡 ⊃ ∞.

Demonstração. Primeiramente colocamos a matriz 𝐿 em sua forma de Jordan real. Por-
tanto, existe uma base ¶𝑒1, . . . , 𝑒𝑛♢ de R𝑛, na qual 𝐿 é escrito na forma:

𝐿 =

⎡
⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⨄︀

𝐴1
. . .

𝐴𝑠′

𝐵1
. . .

𝐵𝑠′′

𝐶1
. . .

𝐶𝑢′

𝐷1
. . .

𝐷𝑢′′

⋂︀
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⋀︀

sendo

𝐴𝑖 =

⎡
⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⨄︀

Ú𝑖 1
. . . . . .

Ú𝑖 1
Ú𝑖

⋂︀
⎥⎥⎥⎥⋀︀
, com Ú𝑖 < 0, ∀ 1 ⊘ 𝑖 ⊘ 𝑠′,
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𝐵𝑗 =

⎡
⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⨄︀

𝑀𝑗 I
. . . . . .

𝑀𝑗 I
𝑀𝑗

⋂︀
⎥⎥⎥⎥⋀︀
,

onde

𝑀𝑗 =

[︃
𝑎𝑗 𝑏𝑗

⊗𝑏𝑗 𝑎𝑗

]︃
com 𝑎𝑗 < 0, e 𝐼 =

[︃
1 0
0 1

]︃
, ∀ 1 ⊘ 𝑘 ⊘ 𝑠′′,

𝐶𝑘 =

⎡
⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⨄︀

Ú𝑘 1
. . . . . .

Ú𝑘 1
Ú𝑘

⋂︀
⎥⎥⎥⎥⋀︀
, com Ú𝑘 < 0, ∀ 1 ⊘ 𝑘 ⊘ 𝑢′,

𝐷𝑙 =

⎡
⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⨄︀

𝑀𝑙 I
. . . . . .

𝑀𝑙 I
𝑀𝑙

⋂︀
⎥⎥⎥⎥⋀︀
,

sendo que

𝑀𝑙 =

[︃
𝑎𝑙 𝑏𝑙

⊗𝑏𝑙 𝑎𝑙

]︃
com 𝑎𝑗 > 0, e 𝐼 =

[︃
1 0
0 1

]︃
, ∀ 1 ⊘ 𝑙 ⊘ 𝑢′′,

os demais termos das matrizes acima são todos zeros.
DeĄnimos 𝐸𝑠 como o espaço vetorial gerado pelos vetores 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑠, correspon-

dendo ao espaço invariante associado a 𝐴1, . . . , 𝐴𝑠′ , 𝐵1, . . . , 𝐵𝑠′′ e 𝐸𝑢 como o espaço gerado
pelos vetores 𝑒𝑠+1, . . . , 𝑒𝑛. É claro que 𝐿 é invariante por 𝐸𝑠,𝑢,

𝐿𝑠 ..= 𝐿♣𝐸s =

⎡
⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⨄︀

𝐴1
. . .

𝐴𝑠′

𝐵1
. . .

𝐵𝑠′′

⋂︀
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⋀︀

e

𝐿𝑢 = 𝐿♣𝐸u = 𝐿♣𝐸s =

⎡
⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⨄︀

𝐶1
. . .

𝐶𝑢′

𝐷1
. . .

𝐷𝑢′′

⋂︀
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⋀︀

,

demonstrando a primeira parte da proposição.
Faremos o restante da demonstração apenas para o espaço 𝐸𝑠, para o caso 𝐸𝑢 a

demonstração é análoga com mínimas adaptações.
Mostraremos agora que 𝐸𝑠 = ¶𝑥 ∈ R𝑛;𝐿𝑡𝑥 = 𝑒𝐿𝑡 ⊃ ∞, quando 𝑡 ⊃ +∞♢. Tome

𝑥 ∈ 𝐸𝑠, então 𝑥 = (𝑥1, 0) ∈ R𝑛 = 𝐸𝑠 ⊕ 𝐸𝑢, utilizando a base da demonstração da
primeira parte da proposição. Sejam 𝑃1 , . . ., 𝑃𝑠′ , 𝑃𝑠′+1, . . . , 𝑃𝑠′+𝑠′′ projeções de R𝑛
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de forma que 𝑃𝑖 projeta R𝑛 no autoespaço generalizado de 𝐴𝑖, 1 ⊘ 𝑖 ⊘ 𝑠′ e 𝑃𝑠′+𝑗 no
auto-espaço generalizado de 𝐵𝑗 , 1 ⊘ 𝑗 ⊘ 𝑠′′. Segue que

𝑒𝐿𝑡𝑥 = 𝑒𝐿𝑡
𝑠′+𝑠′′∑︁

𝑖=1

𝑃𝑖𝑥

=
𝑠′∑︁

𝑖=1

𝑒Úi𝑡𝑝𝑖(𝑡)𝑃𝑖𝑥+
𝑠′′∑︁

𝑗=1

𝑒𝑎j𝑡𝑔𝑗(cos(𝑏𝑗𝑡), sin(𝑏𝑗𝑡), 𝑡)𝑃𝑠′+𝑗𝑥,

sendo 𝑝𝑖(𝑡) : R ⊃ R um polinômio e 𝑔𝑗(𝑡) : R3 ⊃ R um polinômio em 3 variáveis.
DeĄnindo 𝜀 = min¶♣Ú1♣, . . . , ♣Ú𝑠′ ♣, ♣𝑎1♣, . . . , ♣𝑎𝑠′′ ♣♢/2, temos que

𝑒𝐿𝑡𝑥 =
𝑠′∑︁

𝑖=1

𝑒(Úi⊗𝜀+𝜀)𝑡𝑝𝑖(𝑡)𝑃𝑖𝑥+
𝑠′′∑︁

𝑗=1

𝑒(𝑎j⊗𝜀+𝜀)𝑡𝑔𝑗(cos(𝑏𝑗𝑡), sin(𝑏𝑗𝑡), 𝑡)𝑃𝑠′+𝑗𝑥

=
𝑠′∑︁

𝑖=1

𝑒(Úi+𝜀)𝑡
(︁
𝑒⊗𝜀𝑡𝑝𝑖(𝑡)

)︁
+

𝑠′′∑︁

𝑗=1

𝑒(𝑎j+𝜀)𝑡(𝑒⊗𝜀𝑡𝑔𝑗(cos(𝑏𝑗𝑡), sin(𝑏𝑗𝑡), 𝑡)).

Uma vez que max𝑖,𝑗¶Ú𝑖 + 𝜀, 𝑎𝑗 + 𝜀♢ < 0, temos 𝑒(Úi+𝜀)𝑡, 𝑒(𝑎j+𝜀)𝑡 ⊃ 0 quando 𝑡 ⊃ ∞.
Além disso, notando que 𝑒⊗𝜀𝑡𝑝𝑖(𝑡) , 𝑒⊗𝜀𝑡𝑔𝑗(cos(𝑏𝑗𝑡), sin(𝑏𝑗𝑡), 𝑡) ⊃ 0 quando 𝑡 ⊃ ∞, segue
que 𝑒𝐿𝑡𝑥 ⊃ 0 quando 𝑡 ⊃ ∞, mostrando assim a continência 𝐸𝑠 ⊆ ¶𝑥 ∈ R𝑛; 𝐿𝑡𝑥 ⊃
0, quando 𝑡 ⊃ +∞♢.

É claro que ¶𝑥 ∈ R𝑛; 𝐿𝑡𝑥 ⊃ 0, quando 𝑡 ⊃ +∞♢ é espaço vetorial. Suponha que
existe 𝑥 ∈ ¶𝑥 ∈ R𝑛; 𝐿𝑡𝑥 ⊃ 0 quando 𝑡 ⊃ +∞♢ de forma que 𝑥 ̸= 𝐿𝑠. Então 𝑥 = 𝑥1 + 𝑥2,
com 𝑥1 ∈ 𝐸𝑠 e 𝑥2 ∈ 𝐸𝑢. Como ¶𝑥 ∈ R𝑛; 𝐿𝑡𝑥 ⊃ 0, quando 𝑡 ⊃ +∞♢ é espaço vetorial e
𝐸𝑠 ⊆ ¶𝑥 ∈ R𝑛; 𝐿𝑡𝑥 ⊃ 0, quando 𝑡 ⊃ +∞♢, temos

𝑥2 ∈ 𝐸𝑢 ∩ ¶𝑥 ∈ R
𝑛; 𝐿𝑡𝑥 ⊃ 0 quando 𝑡 ⊃ +∞♢,

repetindo as mesmas contas anteriores, é possível concluir que 𝑒𝐿𝑡𝑥2 ⊃ 0 quando 𝑡 ⊃
⊗∞. Logo, 𝑒𝐿𝑡𝑥2 ⊃ 0 quando 𝑡 ⊃ ∘∞, implicando que 𝑥2 = 0 e consequentemente
¶𝑥 ∈ R𝑛; 𝐿𝑡𝑥 ⊃ 0, quando 𝑡 ⊃ +∞♢ = 𝐸𝑠.

Por Ąm, tome 𝑥 ∈ 𝐸𝑠, e considere novamente 𝜀 = min¶♣Ú1♣, . . . , ♣Ú𝑠′ ♣, ♣𝑎1♣, . . . , ♣𝑎𝑠′′ ♣♢/2,
segue que

⧸︁⧸︁⧸︁𝑒𝐿𝑡𝑥
⧸︁⧸︁⧸︁ =

⧸︁⧸︁⧸︁⧸︁⧸︁⧸︁

𝑠′∑︁

𝑖=1

𝑒(Úi⊗𝜀+𝜀)𝑡𝑝𝑖(𝑡)𝑃𝑖𝑥+
𝑠′′∑︁

𝑗=1

𝑒(𝑎j⊗𝜀+𝜀)𝑡𝑔𝑗(cos(𝑏𝑗𝑡), sin(𝑏𝑗𝑡), 𝑡)𝑃𝑠′+𝑗𝑥

⧸︁⧸︁⧸︁⧸︁⧸︁⧸︁

⊘
𝑠′∑︁

𝑖=1

⧸︁⧸︁⧸︁𝑒(Úi+𝜀)𝑡
(︁
𝑒⊗𝜀𝑡𝑝𝑖(𝑡)

)︁⧸︁⧸︁⧸︁ ≤ ‖𝑃𝑖𝑥‖

+
𝑠′′∑︁

𝑗=1

⧸︁⧸︁⧸︁𝑒(𝑎j+𝜀)𝑡(𝑒⊗𝜀𝑡𝑔𝑗(cos(𝑏𝑗𝑡), sin(𝑏𝑗𝑡), 𝑡))
⧸︁⧸︁⧸︁ ≤ ‖𝑃𝑠′+𝑗𝑥‖,

como cada termo da somatória vai para inĄnito quando 𝑡 ⊃ ⊗∞, temos que
⧸︁⧸︁⧸︁𝑒𝐿𝑡𝑥

⧸︁⧸︁⧸︁ ⊃ ∞
quando 𝑡 ⊃ ∞, completando a demonstração.

DeĄnição 4.1.1.2. Seja 𝐿 ∈ ℒ(R𝑛). Chamamos de índice de 𝐿 a quantidade de autova-
lores (contando a multiplicidade) com parte real negativa.
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Demonstraremos agora uma série de lemas que nos possibilitarão demonstrar a esta-
bilidade estrutural em ℒ(R𝑛).

Lema 4.1.1.1 ([18]). Seja 𝐿 ∈ ℒ(R𝑛). Dado 𝜀 > 0, existe uma base ¶𝑒1, . . . , 𝑒𝑛♢ tal que

𝐿 .

.= 𝐿♣𝐸s =

⎡
⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⨄︀

𝐴1
. . .

𝐴𝑟
𝐵1

. . .
𝐵𝑠

⋂︀
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⋀︀

,

sendo

𝐴𝑖 =

⎡
⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⨄︀

Ú𝑖 𝜀

Ú𝑖
. . .
. . . 𝜀

Ú𝑖

⋂︀
⎥⎥⎥⎥⎥⋀︀
, ∀ 1 ⊘ 𝑖 ⊘ 𝑟

e

𝐵𝑗 =

⎡
⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⨄︀

𝑀𝑗 𝐼𝜀
. . . . . .

𝑀𝑗 𝐼𝜀
𝑀𝑗

⋂︀
⎥⎥⎥⎥⋀︀
,

com

𝑀𝑗 =

[︃
𝑎𝑗 𝑏𝑗

⊗𝑏𝑗 𝑎𝑗

]︃
e 𝐼𝜀 =

[︃
𝜀 0
0 𝜀

]︃
, ∀ 1 ⊘ 𝑗 ⊘ 𝑠,

Demonstração. Primeiramente colocamos 𝐿 em sua forma de Jordan, isto é, existe uma
base

¶𝑒1, . . . , 𝑒𝑛1
, . . . , 𝑒𝑛r⊗1+1, . . . , 𝑒𝑛r , 𝑓1, . . . , 𝑓𝑚1

, . . . , 𝑓𝑚s⊗1+1, . . . , 𝑓𝑚s♢,
de forma que em tal base

𝐿 ..= 𝐿♣𝐸s =

⎡
⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⨄︀

̃︀𝐴1
. . .

̃︀𝐴𝑟
̃︀𝐵1

. . .
̃︀𝐵𝑠

⋂︀
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⋀︀

,

sendo

̃︀𝐴𝑖 =

⎡
⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⨄︀

Ú𝑖 1

Ú𝑖
. . .
. . . 1

Ú𝑖

⋂︀
⎥⎥⎥⎥⎥⋀︀
, ∀ 1 ⊘ 𝑖 ⊘ 𝑟,

e

̃︀𝐵𝑗 =

⎡
⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⨄︀

𝑀𝑗 𝐼
. . . . . .

𝑀𝑗 𝐼
𝑀𝑗

⋂︀
⎥⎥⎥⎥⋀︀
,
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com

𝑀𝑗 =

[︃
𝑎𝑗 𝑏𝑗

⊗𝑏𝑗 𝑎𝑗

]︃
e 𝐼𝜀 =

[︃
1 0
0 1

]︃
, ∀ 1 ⊘ 𝑗 ⊘ 𝑠,

os espaços 𝐸𝑖 = span¶𝑒𝑛i⊗1+1, . . . , 𝑒𝑛i
♢ e 𝐹𝑗 = span¶𝑓𝑛j⊗1+1, . . . , 𝑓𝑛j

♢ são tais que

𝐿♣𝐸i
= ̃︀𝐴𝑖 e 𝐿♣𝐹j

= ̃︀𝐵𝑗 .

Repare que para todo 1 ⊘ 𝑖 ⊘ 𝑟 existe um isomorĄsmo 𝑃𝑖 : 𝐸𝑖 ⊃ 𝐸𝑖, de forma que

𝑃𝑖 ≤𝐴𝑖 ≤ 𝑃⊗1
𝑖 = ̃︀𝐴𝑖 =⇒ ̃︀𝐴𝑖 = 𝑃⊗1

𝑖 ≤𝐴𝑖 ≤ 𝑃𝑖.

De forma análoga, para todo 1 ⊘ 𝑗 ⊘ 𝑠, existe um isomorĄsmo 𝑆𝑗 : 𝐸𝑗 ⊃ 𝐸𝑗 , de
forma que

𝑆𝑗 ≤𝐵𝑗 ≤ 𝑆⊗1
𝑗 = ̃︀𝐵𝑗 =⇒ ̃︀𝐵𝑗 = 𝑆⊗1

𝑗 ≤𝐵𝑗 ≤ 𝑆𝑗 ,
por Ąm, perceba que deĄnindo

𝑄 =

⎡
⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⨄︀

𝑃1
. . .

𝑃𝑟
𝑆1

. . .
𝑆𝑠

⋂︀
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⋀︀

,

temos que

𝑄⊗1 ≤

⎡
⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⨄︀

̃︀𝐴1
. . .

̃︀𝐴𝑟
̃︀𝐵1

. . .
̃︀𝐵𝑠

⋂︀
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⋀︀

≤𝑄 =

⎡
⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⨄︀

𝐴1
. . .

𝐴𝑟
𝐵1

. . .
𝐵𝑠

⋂︀
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⋀︀

,

o que completa a demonstração.

Lema 4.1.1.2 ([18]). Seja 𝐿 ∈ ℒ(R𝑛) um campo de índice 𝑛, então existe uma norma
‖≤‖1, proveniente de um produto interno em R𝑛, tal que 𝐿(𝑥) é transversal a S𝑛⊗1 = ¶𝑣 ∈
R𝑛; ‖𝑥‖1= 1♢.

Demonstração. Dado 𝜀 > 0, pelo Lema 4.1.1.1 existe 𝑆𝜀 ∈ 𝐺𝐿(𝑛,R), tal que

𝑆𝜀 ≤𝐿 ≤ 𝑆⊗1
𝜀 =

⎡
⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⨄︀

𝐴1(𝜀)
. . .

𝐴𝑟(𝜀)
𝐵1(𝜀)

. . .
𝐵𝑠(𝜀)

⋂︀
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⋀︀

,
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sendo

𝐴𝑖(𝜀) =

⎡
⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⨄︀

Ú𝑖 𝜀

Ú𝑖
. . .
. . . 𝜀

Ú𝑖

⋂︀
⎥⎥⎥⎥⎥⋀︀
, ∀ 1 ⊘ 𝑖 ⊘ 𝑟,

e

𝐵𝑗(𝜀) =

⎡
⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⨄︀

𝑀𝑗 𝐼𝜀
. . . . . .

𝑀𝑗 𝐼𝜀
𝑀𝑗

⋂︀
⎥⎥⎥⎥⋀︀
,

com

𝑀𝑗 =

[︃
𝑎𝑗 𝑏𝑗

⊗𝑏𝑗 𝑎𝑗

]︃
e 𝐼𝜀 =

[︃
𝜀 0
0 𝜀

]︃
, ∀ 1 ⊘ 𝑗 ⊘ 𝑠,

DeĄna

𝐿0 =

⎡
⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⨄︀

𝐴1(0)
. . .

𝐴𝑟(0)
𝐵10)

. . .
𝐵𝑠(0)

⋂︀
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⋀︀

.

sejam ⟨≤, ≤⟩ um produto interno qualquer em R𝑛. Considere S𝑛⊗1 = ¶𝑥 ∈ R𝑛; ⟨𝑥, 𝑥⟩ = 1♢.
DeĄnindo ℎ(𝑥) = ⟨𝑥, 𝑥⟩ ⊗ 1, temos que 0 é valor regular de ℎ e S𝑛⊗1 = ℎ⊗1(0). Queremos
mostrar que ∇ℎ(𝑥) ≤𝐿(𝑥) ̸= 0, ∀𝑥 ∈ S𝑛⊗1. Perceba que, por deĄnição,

ℎ(𝑥+ 𝑣) = ℎ(𝑥) + ∇ℎ(𝑥) + 𝑜(‖𝑣‖)

uma vez que

⟨𝑥+ 𝑣, 𝑥+ 𝑣⟩ ⊗ 1 = ⟨𝑥, 𝑥⟩ ⊗ 1 + 2⟨𝑥, 𝑣⟩ + ⟨𝑣, 𝑣⟩,

temos
ℎ(𝑥+ 𝑣) = ℎ(𝑥) + 2⟨𝑥, 𝑣⟩ + ⟨𝑣, 𝑣⟩,

logo
∇ℎ(𝑥)𝑣 = 2⟨𝑥, 𝑣⟩.

Perceba que, dado 𝑥 ∈ R𝑚 ∖ ¶0♢, 𝑥 =
∑︀
𝑖 𝑐𝑖𝑒𝑖 e portanto

⟨𝑥, 𝐿0𝑥⟩ =

⨀︁
∑︁

𝑘

𝑐𝑘𝑒𝑘, 𝐿0

∏︀
∐︁∑︁

𝑘

𝑐𝑘𝑒𝑘

⎞
̂︀
⨁︀

=
∑︁

𝑖

𝑐2𝑖 ⟨𝑒𝑖, Ú𝑖𝑒𝑖⟩ +
∑︁

𝑗

𝑐2𝑗⟨𝑒𝑗 , 𝑎𝑗𝑒𝑗⟩

=
∑︁

𝑖

Ú𝑖𝑐
2
𝑖 ⟨𝑒𝑖, 𝑒𝑖⟩ +

∑︁

𝑗

𝑎𝑗𝑐
2
𝑗⟨𝑒𝑗 , 𝑒𝑗⟩ < 0,

implicando que ∇ℎ(𝑥) ≤𝐿0𝑥 ̸= 0, ou seja, 𝐿0 é transversal a S𝑛⊗1. Além disso,

𝐿𝜀 = 𝐿0 + 𝜀𝑁,
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onde

𝑁 =

⎡
⋁︀⋁︀⋁︀⋁︀⨄︀

0 1
. . . . . .

0 1
0

⋂︀
⎥⎥⎥⎥⋀︀
.

Segue que
⟨𝑥, 𝐿𝜀𝑥⟩ = ⟨𝑥, 𝐿0𝑥⟩ + 𝜀⟨𝑥,𝑁𝑥⟩.

Uma vez que S𝑛⊗1 é compacto, existe 𝜀 > 0 tal que

⟨𝑥, 𝐿𝜀𝑥⟩ < 0, ∀𝜀 ∈ [0, 𝜀0].

Considere agora o produto interno

⟨𝑥, 𝑦⟩𝜀 = ⟨𝑆𝜀𝑥, 𝑆𝜀𝑦⟩.

Teremos

⟨𝑥, 𝐿𝑥⟩𝜀 = ⟨𝑆𝜀𝑥, 𝑆𝜀𝐿𝑥⟩
= ⟨𝑆𝜀𝑥, 𝐿𝜀𝑆𝜀𝑥⟩.

Por Ąm, note que ⟨𝑥, 𝑥⟩𝜀 = 1 ⇔ ⟨𝑆𝜀𝑥, 𝑆𝜀𝑥⟩ = 1, implicando que ⟨𝑥, 𝐿𝑥⟩𝜀 < 0 e, conse-
quentemente, que 𝐿 é transversal à esfera S𝑛⊗1 na norma induzida pelo produto interno
⟨≤, ≤⟩𝜀.
Proposição 4.1.1.2 ([18]). Se 𝐿, 𝑇 ∈ ℒ(R𝑛) possuem mesmo índice, igual a 𝑛 ou 0,
então existe um homeomorĄsmo em R𝑛 tal que ℎ ◇𝐿𝑡 = 𝑇𝑡 ◇ ℎ, ∀ 𝑡 ∈ R.

Demonstração. Iremos provar apenas para o caso em que os índices de 𝑇 e 𝐿 são iguais
a 𝑛, a demonstração do outro caso é análoga. Sejam ‖≤‖1 e ‖≤‖2 normas cuja existência é
dada pelo Lema 4.1.1.2, para os campos 𝐿 e 𝑇 respectivamente. Segue que 𝐿 é transversal
a S

𝑛⊗1
1 = ¶𝑥 ∈ R𝑛; ‖𝑥‖1= 1♢ e 𝑇 é transversal a S

𝑛⊗1
2 = ¶𝑥 ∈ R𝑛; ‖𝑥‖2= 1♢.

AĄrmação 4.1.1. Seja 𝑥 ∈ R𝑛 ∖ ¶0♢, então

#
{︁
𝑡 ∈ R; 𝐿𝑡(𝑥) ∈ S

𝑛⊗1
1

}︁
= #

{︁
𝑡 ∈ R; 𝑇𝑡(𝑥) ∈ S

𝑛⊗1
2

}︁
= 1.

Provaremos apenas que o conjunto #¶𝑡 ∈ R; 𝐿𝑡(𝑥) ∈ S
𝑛⊗1
1 ♢ = 1, pois para o outro

conjunto a demonstração é a mesma. Observe que a função ℎ : R𝑛 ⊃ R, ℎ(𝑥) = ⟨𝑥, 𝑥⟩1 ⊗
1, é tal que ℎ⊗1(0) = S

𝑛⊗1
1 e ∇ℎ(𝑥) ≤ 𝐿𝑥 = 2⟨𝑥, 𝐿𝑥⟩1 < 0. Mais ainda, da Proposição

4.1.1, para todo 𝑥 ∈ R𝑛 ∖ ¶0♢,

‖𝐿𝑡𝑥‖⊃ 0 quando 𝑡 ⊃ ∞

e
‖𝐿𝑡𝑥‖⊃ ∞ quando 𝑡 ⊃ 0,

logo, necessariamente existe 𝑡𝑥, tal que ‖𝐿𝑡x‖1= 1, o que implica que 𝐿𝑡x ∈ S
𝑛⊗1
1 . Perceba

que se 𝑡 é tal que ℎ(𝐿𝑡(𝑥)) = 0, então

d
d𝑡
ℎ(𝐿𝑡(𝑥))

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃
𝑡=0

= ∇ℎ(𝐿𝑡(𝑥)) ≤𝐿(𝐿𝑡(𝑥)) < 0,

e portanto as órbitas cortam S
𝑛⊗1
1 do exterior para o interior da variedade, mostrando

assim que 𝑡𝑥 é único, e consequentemente demonstrando a aĄrmação. �
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Seja ℎ : S
𝑛⊗1
1 ⊃ S

𝑛⊗1
2 um homeomorĄsmo qualquer entre as esferas S

𝑛⊗1
1 e S

𝑛⊗1
2 .

Iremos estender o homeomorĄsmo ℎ para todo R𝑛. DeĄna a função

ℎ̄ : R
𝑛 ⊃ R

𝑛

de forma que ℎ̄(0) = 0 e para todo 𝑥 ̸= 0, ℎ̄(𝑥) = 𝑇𝑡x ◇ ℎ(𝐿⊗𝑡x(𝑥)), sendo que 𝑡𝑥 é o único
valor real tal que 𝐿⊗𝑡x(𝑥) ∈ S

𝑛⊗1
1 . Observe que ℎ̄

⧹︃⧹︃⧹︃
S

n⊗1
1

= ℎ.

Perceba também que

ℎ̄(𝐿𝑡𝑥) = 𝑇𝑡1 ◇ ℎ(𝐿⊗𝑡1𝐿𝑡(𝑥))

= 𝑇𝑡1 ◇ ℎ ◇𝐿𝑡⊗𝑡1𝑥,

sendo 𝑡1 o único número real tal que 𝐿⊗𝑡1(𝐿𝑡𝑥) ∈ S
𝑛⊗1
1 , então 𝐿𝑡⊗𝑡1𝑥 ∈ S

𝑛⊗1
1 , implicando

𝑡𝑥 = 𝑡1 ⊗ 𝑡 e

𝑇𝑡 ◇ ℎ̄(𝑥) = 𝑇𝑡 ◇ 𝑇𝑡x ◇ ℎ(𝐿⊗𝑡x𝑥)

= 𝑇𝑡+𝑡x ◇ ℎ ◇𝐿𝑡⊗𝑡1𝑥
= 𝑇𝑡1 ◇ ℎ ◇𝐿𝑡⊗𝑡1𝑥
= ℎ̄ ◇𝐿𝑡(𝑥).

Iremos agora veriĄcar que ℎ̄ é função contínua. Seja, 𝑥0 ∈ R𝑛 ∖ ¶0♢ e 𝑔 : R × R𝑛 ⊃ R

deĄnida por 𝑔(𝑡, 𝑥) = ⟨𝐿⊗𝑡x , 𝐿⊗𝑡x⟩1 ⊗ 1. É claro que

𝑔(𝑡𝑥0
, 𝑥0) = 0

e
𝜕𝑔

𝜕𝑡
(𝑡𝑥0

, 𝑥0) = 2
⟨
𝐿⊗𝑡x0

𝑥0, 𝐿(𝐿⊗𝑡x0
𝑥0)

⟩
̸= 0.

Pelo teorema da função inversa, existem abertos 𝑈𝑥0
e 𝐼𝑡x0

e uma única função suave
á : 𝑈𝑥0

⊃ 𝐼𝑡x0
, tal que á(𝑥0) = 𝑡𝑥0

e 𝑔(á(𝑥), 𝑥) = 0. Isso implica 𝐿⊗á(𝑥)𝑥 ∈ S
𝑛⊗1
1 , para

todo 𝑥 ∈ 𝑈𝑥0
. Como numa vizinhança de 𝑥0 ℎ̄(𝑥) = 𝑇á(𝑥) ◇ ℎ ◇ 𝐿⊗á (𝑥), temos que ℎ̄ é

diferenciável em 𝑥0.
Mostraremos agora a continuidade de ℎ̄ em 0. Como S

𝑛⊗1
2 é compacto, ℎ̄ é contínua

em todo R𝑛 ∖ ¶0♢ e para todo 𝑦 ∈ S
𝑛⊗1
2 temos que ‖𝑇𝑡𝑦‖⊃ 0 quando 𝑡 ⊃ +∞, segue

que dado 𝜀 > 0, existe 𝑡𝜀 > 0, tal que ‖𝑇𝑡𝑦‖< 𝜀 para todo 𝑡 > 𝑡𝜀 e 𝑦 ∈ S
𝑛⊗1
2 . Por outro

lado, ‖𝐿𝑡𝑥‖⊃ 0 quando 𝑡 ⊃ +∞, logo existe Ó > 0 tal que se ‖𝑥‖< Ó e 𝑡𝑥 ∈ R garante
𝐿⊗𝑡x ∈ S

𝑛⊗1
1 , então 𝑡𝑥 > 𝑡𝜀. Portanto, dado 𝜀 > 0, existe Ó > 0 tal que ‖𝑥‖< Ó implica

𝑡𝑥 > 𝑡𝜀 e consequentemente

‖ℎ(𝑥)‖= ‖𝑇𝑡x(ℎ ◇𝐿⊗𝑡x𝑥)‖< 𝜀,

pois ℎ ◇𝐿⊗𝑡x𝑥 ∈ S
𝑛⊗1
2 .

Portanto, ℎ̄ é função contínua. Para ver que ℎ̄ é homeomorĄsmo, basta notar que
ℎ

⊗1
= 𝐿𝑡x ◇ ℎ⊗1(𝑇⊗𝑡x(𝑥)) é a inversa de ℎ̄, que é contínua pelo mesmo motivo de ℎ

demonstrando assim a Proposição.

Demonstraremos agora um teorema de espacial importância, pois caracteriza a equi-
valência em campos lineares hiperbólicos.
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Teorema 4.1.1.1 ([18]). Sejam 𝐿, 𝑇 ∈ ℒ(R𝑛) campos hiperbólicos. Se 𝐿 e 𝑇 possuem o
mesmo índice, então 𝐿 e 𝑇 são conjugados. Além disso, se 𝐿 e 𝑇 são equivalentes, então
𝑇 e 𝐿 possuem mesmo índice.

Demonstração. Sejam 𝐿 e 𝑇 campos hiperbólicos em ℒ(R𝑛) de mesmo índice. Então
dim(𝐸𝑠𝐿) = dim(𝐸𝑠𝑇 ), sendo

R
𝑛 = 𝐸𝑠𝐿 ⊕𝐸𝑢𝐿 = 𝐸𝑠𝑇 ⊕𝐸𝑢𝑇 ,

da Proposição 4.1.1.2 existe ℎ𝑠,𝑢 : 𝐸𝑠,𝑢𝐿 ⊃ 𝐸𝑠,𝑢𝑇 de forma que ℎ𝑠,𝑢 ◇ 𝐿𝑠,𝑢𝑡 = 𝑇 𝑠,𝑢𝑡 ◇ ℎ𝑠,𝑢,
sendo 𝐿𝑠,𝑢 ..= 𝐿♣𝐸s,u

L
e 𝑇 𝑠,𝑢 ..= 𝑇 ♣𝐸s,u

T
. É imediato ver que a função

ℎ : 𝐸𝑠𝐿 ⊕𝐸𝑢𝐿 ⊃ 𝐸𝑠𝑇 ⊕𝐸𝑢𝑇
𝑥𝑠 + 𝑥𝑢 ↦⊃ ℎ𝑠(𝑥𝑠) + ℎ𝑢(𝑥𝑢),

é homeomorĄsmo que conjuga 𝐿 e 𝑇 .
Supomos agora que 𝐿 e 𝑇 são equivalentes, sendo ℎ a equivalência. Mostraremos que

ℎ(𝐸𝑠𝐿) ⊆ 𝐸𝑠𝑇 . Tome 𝑥 ∈ 𝐸𝑠𝐿 então 𝐿𝑡𝑥 ⊃ 0, quando 𝑡 ⊃ ∞. Uma vez que a equivalência
preserva os conjuntos æ-limites temos que ℎ(𝐸𝑠𝐿) ⊆ 𝐸𝑠𝑇 . Analogamente podemos provar
que 𝐸𝑠𝑇 ⊆ ℎ⊗1(𝐸𝑠𝐿). Portanto ℎ♣𝐸s

L
é homeomorĄsmo entre 𝐸𝑠𝐿 e 𝐸𝑠𝑇 , pelo teorema da

invariância do domínio. Mostramos assim que dim𝐸𝑠𝑇 = dim𝐸𝑠𝐿 e portanto 𝑇 e 𝐿 possuem
mesmo índice.

Agora, nos concentraremos em analisar como os autovalores de um autovalor variam
em função do operador. Tal análise será vital para demonstrar os resultados principais
dessa seção.

Notação 4.1.1. Seja 𝐿 ∈ ℒ(R𝑛), denotamos Esp(𝐿) como sendo o conjunto de todos os
autovalores de 𝐿. Tal conjunto recebe o nome de espectro do operador 𝐿.

Lema 4.1.1.3 ([18]). Seja 𝐿 ∈ ℒ(R𝑛). Então, dado 𝜀 > 0, existe Ó > 0 tal que se
𝑇 ∈ ℒ(R𝑛) e ‖𝑇 ⊗𝐿‖< Ó então para cada Û ∈ Esp(𝑇 ) existe Ú ∈ Esp(𝐿) com ♣Ú⊗ Û♣< 𝜀.

Demonstração. Primeiramente note que podemos mergulhar ℒ(R𝑛) em ℒ(C𝑛) por meio
do mapa

Ø : ℒ(R𝑛) ⊃ ℒ(C𝑛)

𝐿 ↦⊃ ̃︀𝐿,

sendo ̃︀𝐿(𝑣+ 𝑖𝑢) = 𝐿𝑣+ 𝑖𝐿𝑢, para quaisquer 𝑢, 𝑣 ∈ R𝑛. É imediato que Ø é uma transfor-
mação linear satisfazendo ‖Ø(𝐿)‖= ‖𝐿‖. Uma vez que

‖𝐿‖= ‖Ø(𝐿)‖= sup¶‖𝐿𝑣‖; ‖𝑣‖= 1 e 𝑣 ∈ C
𝑛♢,

segue que se Ú ∈ Esp(𝐿), então ♣Ú♣< ‖𝐿‖ e portanto, dado 𝑇 ∈ ℒ(R𝑛) tal que ‖𝑇 ⊗𝐿‖< 1.
Conseguimos a seguinte relação, dado Û ∈ Esp(𝑇 ),

♣Û♣⊘ ‖𝑇‖= ‖𝑇 ⊗𝐿+𝐿‖⊘ ‖𝑇 ⊗𝐿‖+‖𝐿‖< 1 + ‖𝐿‖,

portanto Esp(𝑇 ) ⊆ 𝐷 ..= ¶𝑥 ∈ C; ‖𝑥‖⊘ 1 + ‖𝐿‖♢.
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Dado 𝜀 > 0, seja
𝑉𝜀 =

⋃︁

Ú∈Esp(𝐿)

¶𝑦 ∈ 𝒞; ♣𝑦 ⊗ Ú♣< 𝜀♢.

Tomando Ý ∈ 𝐷 ∖ 𝑉𝜀, segue que det(𝐿⊗ Ý𝐼) ̸= 0. Uma vez que 𝑓(𝐴, 𝑥) = det(𝐴⊗ 𝑥𝐼) é
função contínua, existem uma vizinhança 𝑈Ý de Ý em 𝒞 e ÓÝ > 0 tais que se ‖𝑇 ⊗𝐿‖< ÓÝ
e ̃︀Ý ∈ 𝑈Ý então, det(𝑇 ⊗ ̃︀Ý𝐼) ̸= 0. Implicando que ̃︀Ý ̸∈ Esp(𝑇 ). Tome a cobertura aberta
¶𝑈Û♢Û∈𝐷∖𝑉ε

do conjunto 𝐷 ∖𝑉𝜀. Pela compacticidade de 𝐷 ∖𝑉𝜀, existe subcobertura Ąnita
¶𝑈Ûi

♢𝑛𝑖=1 de 𝐷 ∖ 𝑉𝜀. Tomando Ó = min¶ÓÛ1
, . . . , ÓÛn♢, temos que se ‖𝑇 ⊗ 𝐿‖< Ó, então

dado Û ∈ 𝐷 ∖𝑉𝜀, det(𝑇 ⊗Û𝐼) ̸= 0. Por Ąm, como Esp(𝑇 ) ⊆ 𝐷, conseguimos Esp(𝑇 ) ⊆ 𝑉𝜀,
concluindo a demonstração.

Lema 4.1.1.4 ([18]). Se Ú é um autovalor de 𝐿 ∈ ℒ(R𝑛), de multiplicidade 𝑚, então
existem 𝜀 > 0 e Ó > 0 tais que se ‖𝑇 ⊗𝐿‖< Ó, a soma das multiplicidades dos autovalores
de 𝑇 contidos na bola de raio 𝜀 > 0 e centro Ú é no máximo igual a 𝑚.

Demonstração. Supomos por redução ao absurdo que para todo 𝜀 > 0 e Ó > 0 exista 𝑇 ∈
ℒ(R𝑛) com ‖𝑇 ⊗𝐿‖< Ó tal que o número de autovalores de 𝑇 , contando as multiplicidades,
contidos na bola de raio 𝜀 em torno de Ú é maior que 𝑚.

Logo, existem 𝑚′ > 𝑚 e uma sequência de operadores ¶𝐿𝑘♢𝑘∈N ⊃ ℒ(R𝑛), tais que
𝐿𝑘 ⊆ 𝐿 e, além disso, os autovalores Ú𝑘1

, . . . , Ú𝑘m′
de 𝐿𝑘 convergem para Ú.

DeĄna
𝐸𝑘 = Ker

(︁
(𝐿𝑘 ⊗ Ú𝑘1

𝐼) ≤ . . . ≤ (𝐿𝑘 ⊗ Ú𝑘m′
𝐼)
)︁

e suponha, sem perda de generalidade, que dim𝐸𝑘 = 𝑚′. Para cada 𝑘 ∈ N, podemos
deĄnir uma base ortonormal ¶𝑒𝑘1, . . . , 𝑒𝑘𝑚′♢ de 𝐸𝑘. Perceba que ‖𝑒𝑘𝑗‖= 1 para todo 𝑘 ∈ N

e 𝑗 ∈ ¶1, . . . ,𝑚′♢. Uma vez que a esfera unitária em 𝒞𝑛 é compacta, podemos assumir
(tomando uma subsequência convergente, se necessário) que 𝑒𝑘𝑗 ⊃ 𝑒𝑗 . Pela continuidade
da norma e do produto interno, 𝑒1, . . . . . . , 𝑒𝑚′ são ortonormais e portanto geram um
espaço 𝐸 de dimensão 𝑚′. Uma vez que

(𝐿𝑘 ⊗ Ú𝑘1
𝐼) ≤ . . . ≤ (𝐿𝑘 ⊗ Ú𝑘m′

𝐼) ⊃ (𝐿⊗ Ú𝐼)𝑚
′

quando 𝑘 ⊃ ∞, segue que 𝐸 ⊆ Ker(𝐿⊗Ú𝐼)𝑚
′

, o que é um absurdo pois dim Ker(𝐿⊗ Ú𝐼)𝑚
′

= dim Ker(𝐿⊗ Ú𝐼)𝑚 = 𝑚 < 𝑚′.

Teorema 4.1.1.2 (Teorema da Dependência Contínua dos Autovalores, [18]). Os auto-
valores de um operador 𝐿 ∈ ℒ(R𝑛) são contínuos com respeito a 𝐿.

De maneira equivalente, sejam Ú1, Ú2, . . ., Ú𝑘 ∈ C os autovalores de 𝐿 com multi-
plicidades 𝑛1, 𝑛2, . . . , 𝑛𝑘. Então, dado 𝜀 > 0, existe Ó > 0, tal que, se 𝑇 ∈ ℒ(R𝑛) e
‖𝑇 ⊗𝐿‖< Ó, então os autovalores de 𝑇 estão contidos em

⎷𝑘
𝑗=1𝐵𝜀(Ú𝑗). Mais ainda, para

cada 𝑗 = ¶1, . . . , 𝑘♢ a soma das multiplicidades dos autovalores de 𝑇 contidos na bola
𝐵𝜀(Ú) é igual a 𝑛𝑗.

Demonstração. Pelo Lema 4.1.1.3, dado 𝜀 > 0, existe Ó > 0 tal que se ‖𝑇 ⊗𝐿‖< Ó, então
todos os autovalores de 𝑇 estão contidos em bolas de raio 𝜀 e centro Ú𝑗 . Resta mostrar
que a soma das multiplicidades dos autovalores de 𝑇 contidos na bola de centro Ú𝑗 é
exatamente 𝑛𝑗 . Note que, pelo Lema 4.1.1.4, essa soma é menor ou igual a 𝑛𝑗 . Se para
algum 𝑗 esta soma for estritamente menor que 𝑛𝑗 , então a soma das multiplicidades de
todos os autovalores de 𝑇 é estritamente menor que

∑︀𝑘
𝑗=1 𝑛𝑗 = 𝑛, o que é um absurdo.
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Demonstraremos agora o resultado principal sobre a estabilidade estrutural de campos
lineares

Teorema 4.1.1.3 ([18]). Um campo 𝐿 ∈ ℒ(R𝑛) é globalmente estruturalmente estável
em ℒ(R𝑛) se, e somente se, 𝐿 é hiperbólico.

Demonstração. Supomos primeiramente, por redução ao absurdo, que 𝐿 é globalmente
estruturalmente estável e 𝐿 não é hiperbólico. Isso signiĄca que existe um aberto 𝑈 de
𝐿 em ℒ(R𝑛) tal que para todo 𝑇 ∈ 𝑈 , 𝑇 e 𝐿 são equivalentes. Mas perceba que, como
𝐿 não é hiperbólico, existe um autovalor Ú = 𝑖Ð de 𝐿, com Ú sendo um imaginário puro,
além disso, note que se Û é autovalor de 𝐿, então Û+ 𝜀 é autovalor de 𝐿+ 𝜀𝐼.

Seja Ó = min¶♣Re(𝑥)♣; 𝑥 ∈ Esp(𝐿) e Re(𝑥) ̸= 0♢, e tome 0 < 𝜀 < Ó suĄcientemente
pequeno de forma que 𝐿∘ 𝜀𝐼 ∈ ℒ(R𝑛) pertençam a 𝑈 . Uma vez que ambos os campos
pertencem a 𝑈 , por transitividade da equivalência de campos, 𝐿 + 𝜀𝐼 é equivalente a
𝐿⊗ 𝜀𝐼, mas perceba que 𝐿+ 𝜀𝐼 e 𝐿⊗ 𝜀𝐼 possuem índices diferentes, o que é um absurdo
pelo Teorema 4.1.1.1. Logo, se 𝐿 é globalmente estruturalmente estável em ℒ(R𝑛), então
𝐿 é hiperbólico.

Reciprocamente, supomos 𝐿 ∈ ℒ(R𝑛) hiperbólico. Seja

Ó = min¶♣Re(𝑥)♣; 𝑥 ∈ Esp(𝐿)♢.

Dado 0 < 𝜀 < Ó, segue, da continuidade dos autovalores de um operador linear, que
existe Ó1 > 0 tal que se 𝑇 ∈ 𝐵Ó1

(𝐿) ⊆ ℒ(R𝑛), então os autovalores de 𝑇 estão contidos em⎷
Ú∈Esp(𝐿)𝐵𝜀(Ú), implicando que 𝑇 e 𝐿 possuem o mesmo índice e, portanto, novamente

pelo Teorema 4.1.1.1, 𝑇 e 𝐿 são equivalentes. Então 𝐿 é estruturalmente estável.

Por Ąm, mostraremos um teorema de residualidade dos campos hiperbólicos

Teorema 4.1.1.4 ([18]). O conjunto dos campos lineares hiperbólicos é aberto e denso
em ℒ(R𝑛).

Demonstração. Uma vez que mostramos no Teorema 4.1.1.3 que 𝐿 é hiperbólico se, e
somente se, 𝐿 é estruturalmente estável em ℒ(R𝑛) a abertura é clara

Para ver a densidade, dado 𝐿 ∈ ℒ(R𝑛) tome

Ó = min¶♣Re(𝑥)♣; 𝑥 ∈ Esp(𝐿) e Re(𝑥) ̸= 0♢,

e perceba que 𝐿𝜀 = 𝐿+ 𝜀𝐼 é hiperbólico para todo 𝜀 ∈ (0, Ó), mostrando a densidade de
tal conjunto.

4.1.2 Estabilidade Estrutural Local de Campos de Vetores Su-

aves

Durante essa seção apenas 𝑀 será considerado como uma variedade compacta de
dimensão 𝑛.

DeĄnição 4.1.2.1. Sejam 𝐹 ∈ X
𝑟(𝑀) e 𝑝 ∈ 𝑀 uma singularidade. Caso 𝑑𝐹𝑝 : 𝑇𝑝𝑀 ⊃

𝑇𝑝𝑀 (no sentido da N.B. 1.3.1) seja um isomorĄsmo, 𝑝 é chamado de singularidade
simples. Por outro lado, se 𝑒𝑑𝐹p é um isomorĄsmo hiperbólico, então 𝑝 é chamado de
singularidade hiperbólica.

Um ponto Ąxo 𝑝 ∈ 𝑀 de um difeomorĄsmo 𝑓 : 𝑀 ⊃ 𝑀 (𝑓(𝑝) = 𝑝) é chamado de
hiperbólico se 𝑑𝑓𝑝 ∈ L (𝑇𝑝𝑀) for um isomorĄsmo hiperbólico.
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Denotamos o conjunto dos campos 𝐹 ∈ X
𝑟(𝑀) tais que todas as singularidades de 𝐹

são simples por 𝒢0 ⊆ X
𝑟(𝑀).

De forma análoga, o conjunto 𝒢1 ⊆ X
𝑟(𝑀) é deĄnido como sendo o conjunto dos

campos tais que todas as singularidades são hiperbólicas.

Proposição 4.1.2.1 ([18]). Sejam 𝐹 ∈ X
𝑟(𝑀) e 𝑝 ∈ 𝑀 uma singularidade simples.

Então existem vizinhanças 𝒰𝐹 de 𝐹 em X
𝑟(𝑀) e 𝑈𝑝 de 𝑝 em 𝑀 e uma função 𝜌 : 𝒰𝐹 ⊃ 𝑈𝑝

tais que associa cada 𝐺 ∈ 𝒰𝐹 a uma única singularidade simples de 𝐺 em 𝑈𝑝.

Demonstração. Seja (𝑈,𝜙) uma carta local de 𝑀 em torno de 𝑝, tal que 𝜙(𝑝) = 0, e deĄna
𝑉 = 𝜙(𝑈). Sendo assim 𝜙*𝐹 é campo vetorial em 𝑉 . DeĄnindo a função contínua

ℱ : 𝑉 ×X
𝑟(𝑀) ⊃ R

𝑛

(𝑝,𝑋) ↦⊃ (𝜙*𝑋)(𝑝),

das hipóteses da proposição é imediato que ℱ(0, 𝐹 ) = (𝜙*𝐹 )(0) = 𝑑𝜙𝑝𝐹 (𝑝) = 0 e

𝜕ℱ
𝜕𝑥

(0, 𝐹 ) = d(𝜙*𝐹 )0

= d(d𝜙𝜙⊗1𝐹 ◇ 𝜙⊗1)0

= d𝜙𝑝 ≤ 𝑑𝐹𝑝 ≤ d(𝜙⊗1)0 + d(d𝜙𝜙⊗1)0𝐹 (𝑝)

= d𝜙𝑝 ≤ 𝑑𝐹𝑝 ≤ d(𝜙⊗1)0,

é um isomorĄsmo. Segue do teorema da função implícita que existem vizinhanças 𝒰𝐹
de 𝐹 em X

𝑟(𝑀), 𝑈0 de 0 em 𝑉 e uma única função contínua, 𝑅 : 𝒰𝐹 ⊃ 𝑈0, tais que
ℱ(𝑞,𝐺) = 0, com 𝑞 ∈ 𝑈0 se e somente se 𝑞 = 𝑅(𝐺). Repare que a função

ℱ1 : 𝒰𝐹 ⊃ ℒ(R𝑛)

𝑋 ⊃ d(𝜙*𝑋)𝑅(𝑋)

é uma função contínua tal que ℱ1(𝐹 ) ∈ 𝐺𝐿(𝑛,R) uma vez que 𝐺𝐿(𝑛,R) é aberto em
ℒ(R𝑛), podemos diminuir o aberto 𝒰𝐹 de forma que 𝑅(𝑋) seja uma singularidade simples
de 𝜙*𝑋, para todo 𝑋 ∈ 𝒰𝐹 . Por Ąm, deĄnindo

𝜌 : 𝒰ℱ ⊃ 𝑈𝑝 ..= 𝜙⊗1(𝑈0)

𝑋 ↦⊃ 𝜙⊗1(𝑅(𝑋)),

concluímos a demonstração da proposição.

A demonstração da última proposição nos garante o seguinte corolário.

Corolário 4.1.1. Sejam 𝑁 uma variedade com bordo compacta, 𝐹 ∈ X
𝑟(𝑁) e 𝑝 ∈ Int(𝑁)

uma singularidade simples. Então, existem vizinhanças 𝒰𝐹 de 𝐹 em X
𝑟(𝑀) e 𝑈𝑝 de 𝑝

em 𝑀 e uma função 𝜌 : 𝒰𝐹 ⊃ 𝑈𝑝 que associa cada 𝐺 ∈ 𝒰𝐹 a uma única singularidade
hiperbólica de 𝐺 em 𝑈𝑝.

Proposição 4.1.2.2 ([18]). Seja 𝐹 ∈ X
𝑟(𝑀) e 𝑝 ∈ 𝑀 uma singularidade hiperbólica,

então existem vizinhanças 𝒰𝐹 de 𝐹 em X
𝑟(𝑀) e 𝑈𝑝 de 𝑝 em 𝑀 e uma função 𝜌 : 𝒰𝐹 ⊃ 𝑈𝑝

tal que cada 𝐺 ∈ 𝒰𝐹 associa a uma única singularidade hiperbólica em 𝑈𝑝.
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Demonstração. A demonstração é semelhante a Proposição 4.1.2.1, porém diminuímos
𝑈𝐹 de forma que o conjunto ℱ1(𝑈𝐹 ) esteja contido no conjunto das transformações li-
neares hiperbólicas, isso é possível uma vez que o conjunto das transformações lineares
hiperbólicas é aberto no conjunto das transformações lineares.

Novamente, conseguimos um corolário.

Corolário 4.1.2 ([18]). Sejam 𝑁 uma variedade com bordo compacta, 𝐹 ∈ X
𝑟(𝑁) e

𝑝 ∈ Int(𝑁) uma singularidade hiperbólica, então existem vizinhanças 𝒰𝐹 de 𝐹 em X
𝑟(𝑀)

e 𝑈𝑝 de 𝑝 em 𝑀 e uma função 𝜌 : 𝒰𝐹 ⊃ 𝑈𝑝 que associa cada 𝐺 ∈ 𝒰𝐹 a única singularidade
hiperbólica de 𝐺 em 𝑈𝑝.

Iremos agora, provar a residualidade do conjunto 𝒢0.

Teorema 4.1.2.1 ([18]). O conjunto 𝒢0 é aberto e denso em X
𝑟(𝑀).

Demonstração. Considere o conjunto 𝐺0 = ¶(𝑥, 𝐹 (𝑥)); 𝐹 ∈ 𝒢0♢ ⊆ 𝒳 𝑟(𝑀). Como vimos
na seção 1.3 é suĄciente mostrar que 𝐺0, é um conjunto aberto e denso em 𝒳 𝑟(𝑀). Pelo
Lema 1.3.1, (𝑥, 𝐹 (𝑥)) é transversal a 𝑀0 = ¶(𝑝, 0); 𝑝 ∈ 𝑀♢ ⊆ 𝑇𝑀 se, e somente se, todas
as singularidades de 𝐹 são simples. Segue que

𝐺0 = ¶(𝑥, 𝐹 (𝑥)) ∈ 𝒳 𝑟(𝑀); (𝑥, 𝐹 (𝑥)) ⋔𝑀0♢.

Mostraremos agora a abertura de 𝒢0. Tome 𝐹 ∈ 𝒢0. Como 𝑀 é compacto, se 𝐹 ∈ 𝒢0

então 𝐹 possui apenas Ąnitos pontos singulares, caso contrário é fácil ver que 𝑑𝐹𝑝 não
seria isomorĄsmo. Considere a função contínua

ℱ : X𝑟(𝑀) ×𝑀 ⊃ R
𝑛

(𝑋, 𝑝) ↦⊃ 𝑋(𝑝),

relembrando que 𝑋(𝑝) ∈ 𝑇𝑝𝑀 ⊆ R𝑛 para todo 𝑝 ∈ 𝑀 . Sejam 𝑝1, . . . , 𝑝𝑘 os Ąnitos pontos
singulares de 𝐹 . Pela Proposição 4.1.2.1, existem vizinhanças abertas 𝒰 𝑖

𝐹 de 𝐹 em X
𝑟(𝑀)

e 𝑈𝑝i
de 𝑝𝑖 em𝑀 de forma que, se𝐺 ∈ 𝒰 𝑖

𝐹 , então𝐺 possui uma única singularidade simples
em 𝑈𝑝i

. Perceba que

𝑉 = 𝑀 ∖
𝑘⋃︁

𝑖=1

𝑈𝑝i

é compacto e Ó = min¶‖ℱ(𝐹, 𝑣)‖, 𝑣 ∈ 𝑉 ♢ > 0, logo existe uma vizinhança 𝒱𝐹 de 𝐹 em
X
𝑟(𝑀), tal que ℱ(𝐺, 𝑞) ̸= 0, para todo 𝐺 ∈ 𝒱𝐹 e 𝑞 ∈ 𝑉 . Segue portanto que

𝐹 ∈ 𝒱𝐹 ∩
∏︀
∐︁

𝑘⋂︁

𝑖=1

𝒰 𝑖
𝐹

⎞
̂︀ ⊆ 𝒢0,

demonstrando assim a abertura.
Mostraremos agora a densidade. Tome 𝐹 ∈ X

𝑟(𝑀) e considere (𝑥, 𝐹 (𝑥)) ∈ 𝒳 𝑟(𝑀). É
fácil ver que (𝑥, 𝐹 (𝑥)) ∈ 𝒞∞(𝑀,𝑇𝑀). Do teorema de Thom, sabemos que o conjunto

𝑆 = ¶𝑔 ∈ 𝒞∞(𝑀,𝑇𝑀); 𝑔 ⋔𝑀0♢

é aberto e denso em 𝐶∞(𝑀,𝑇𝑀), logo existe 𝑔 ∈ 𝑆 suĄcientemente próximo de (𝑥, 𝐹 (𝑥)).
Perceba que 𝑔(𝑝) = (ℎ(𝑝), 𝐻(𝑝)), de forma que 𝐻(𝑝) ∈ 𝑇ℎ(𝑝)𝑀 . Como 𝑔 está próximo
de (𝑥, 𝐹 (𝑥)), temos que ℎ(𝑥) está suĄcientemente próximo da função identidade. Como
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𝑀 é compacto, o conjunto dos difeomorĄsmos é aberto em 𝒞∞(𝑀,𝑀). Logo, podemos
escolher 𝑔 suĄcientemente próximo de (𝑥, 𝐹 (𝑥)) de para que ℎ seja um difeomorĄsmo. Por
Ąm, tome

𝑓(𝑝) = 𝑔(ℎ⊗1(𝑝)) = (𝑝,𝐻 ◇ ℎ⊗1(𝑝)) ∈ 𝒞∞(𝑀,𝑇𝑀),

como 𝑓 ∈ 𝒞∞(𝑀,𝑇𝑀) então 𝐻 ◇ℎ⊗1(𝑝) ∈ X
𝑟(𝑀). Por Ąm, é fácil ver que 𝑓 ∈ 𝐺0. O que

implica 𝐻 ◇ ℎ⊗1(𝑝) ∈ 𝒢0. E então, percebendo que 𝐻 ◇ ℎ⊗1 está suĄcientemente próximo
de 𝐹 , o teorema é demonstrado.

Corolário 4.1.3 ([18]). Sejam 𝑁 uma variedade com bordo e ̃︀𝒢0 ⊆ X
𝑟(𝑁) o conjunto dos

campos que não se anulam em 𝜕𝑁 e cujas singularidades são simples, então ̃︀𝒢0 é aberto
e denso em X

𝑟(𝑁).

Demonstração. Partindo da mesma demonstração do Teorema 1.3.4,e com mínimas adap-
tações, vemos que o conjunto dos campos que não se anulam em 𝜕𝑁 é aberto e denso
em X

𝑟(𝑁). Além disso, utilizando a mesma demonstração acima, vemos que o conjunto
dos campos que possuem apenas singularidades simples em Int(𝑁) também é aberto e
denso em X

𝑟(𝑁). Como ̃︀𝒢0 é a interseção dos dois conjuntos descritos anteriormente, o
resultado segue.

Teorema 4.1.2.2 ([18]). O conjunto 𝒢1 é aberto e denso em X
𝑟(𝑀).

Demonstração. A abertura é demonstrada de maneira análoga ao Teorema 4.1.2.1usando
a Proposição 4.1.2.2 invés da Proposição 4.1.2.1.

Mostraremos que 𝒢1 é denso em X
𝑟(𝑀). Tome 𝐹 ∈ X

𝑟(𝑀), então, pelo Teorema
4.1.2.1, existe uma função 𝐺 ∈ 𝒢0 suĄcientemente próxima de 𝐹 . Sejam 𝑝1, . . . , 𝑝𝑘 as
Ąnitas singularidades de 𝐺. Sejam (𝜙𝑖, 𝑉𝑖) cartas de 𝑀 em torno de 𝑝𝑖 tal que 𝜙𝑖(𝑝𝑖) =
0 (de forma que 𝑉𝑗 ∩ 𝑉𝑖 = ∅ se 𝑖 ̸= 𝑗), para todo 𝑖 ∈ ¶1, . . . , 𝑘♢. Como vimos na
demonstração do Teorema 4.1.1.4, existe Ú𝑖 suĄcientemente próximo da origem, para que

𝑑(𝜙*𝐺)𝜙(𝑝i) + Ú𝑖𝐼

seja um isomorĄsmo hiperbólico. Dessa forma, podemos considerar 𝐻 ∈ X
𝑟(𝑀), deĄnido

por

𝐻(𝑥) = 𝐺(𝑥) +
𝑘∑︁

𝑖=1

𝑓𝑖(𝑥)Ú𝑖d𝜙𝑖⊗1
𝜙i(𝑥)𝜙𝑖(𝑥),

sendo 𝑓𝑖(𝑥) bump functions tais que 𝑓𝑖(𝑀 ∖𝑈𝑖) = ¶0♢ e 𝑓𝑖
(︁
𝑉𝑖
)︁

= ¶1♢; onde 𝑉𝑖 são abertos
de 𝑀 , centrados em 𝑝𝑖, tais que

𝑉𝑖 ⊆ 𝑉𝑖 ⊆ 𝑈𝑖.

Perceba que

𝐻(𝑝𝑗) = 𝐺(𝑝𝑗) +
𝑛∑︁

𝑖=1

Ú𝑖𝑓𝑖(𝑝𝑗)d𝜙𝑖⊗1
𝜙i(𝑥)𝜙𝑖(𝑝𝑗) = 0,

pois 𝑓𝑖(𝑝𝑗) = 0 se 𝑖 ̸= 𝑗 e 𝜙𝑗(𝑝𝑗) = 0. Além disso,

(𝜙*𝐻)(0) = d𝜙*𝐺+ Ú𝑖𝐼

é um isomorĄsmo hiperbólico. Por Ąm, como os Ú𝑖Šs podem ser tomados tão pequenos
quanto se queira, temos pela Proposição 4.1.2.1 que 𝑝1, . . . , 𝑝𝑘 são as únicas singularidades
de 𝐻, todas hiperbólicas. Como 𝐺 pode ser tomado tão próximo de 𝐹 quanto se queira
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e 𝐻 tão próximo de 𝐺 quanto se queira, então 𝐻 está próximo de 𝐹 , mostrando assim a
densidade de 𝒢1.

Corolário 4.1.4. Sejam 𝑁 uma variedade com bordo e ̃︀𝒢1 ⊆ X
𝑟(𝑁) o conjunto dos

campos que não se anulam em 𝜕𝑁 cujas singularidades são hiperbólicas, então ̃︀𝒢1 é aberto
e denso em X

𝑟(𝑁).

Demonstração. Utilizando a demonstração do Teorema 1.3.4, com mínimas adaptações,
vemos que o conjunto dos campos que não se anulam em 𝜕𝑁 é aberto e denso em X

𝑟(𝑁).
Além disso, utilizando a demonstração do último teorema, vemos que o conjunto dos
campos que possuem apenas singularidades hiperbólicas em Int(𝑁) também é aberto e
denso em X

𝑟(𝑁). Como ̃︀𝒢1 é a interseção dos dois conjuntos descritos anteriormente, o
resultado segue.

Agora demonstraremos o resultado principal da seção, que mostra que os campos
globalmente localmente estruturalmente estáveis são abertos e densos em 𝒳 𝑟(𝑀).

Teorema 4.1.2.3 ([18]). Seja 𝐹 ∈ 𝒢1, então 𝐹 é globalmente localmente estruturalmente
estável em X

𝑟(𝑀).

Demonstração. Tome 𝐹 ∈ 𝒢1 e seja 𝑝 ∈ 𝑀 um ponto regular de 𝐹 . Uma vez que a função

ℱ : X𝑟(𝑀) ×𝑀 ⊃ R
𝑛

(𝐹, 𝑝) ↦⊃ 𝐹 (𝑝)

é contínua, existe uma vizinhança aberta de 𝒰𝐹 ⊆ 𝒢1 de 𝐹 em X
𝑟(𝑀) tal que 𝐺(𝑝) ̸= 0,

para todo 𝐺 ∈ 𝒰𝐹 . Pelo teorema do Ćuxo tubular existem ,vizinhanças 𝑈𝑝 e 𝑉 𝐺
𝑝 de 𝑝

em 𝑀 , de forma que 𝐹 ♣𝑈p
e 𝐺♣𝑉 G

p
são equivalentes ao campo 𝑋𝑐 : 𝐵1(0) ⊆ R𝑛 ⊃ R𝑛,

𝑋𝑐(𝑥) = (1, 0, . . . , 0), para todo 𝑥 ∈ 𝐵1(0). Uma vez que equivalência topológica é relação
de equivalência, por transitividade 𝐹 ♣𝑈p

e 𝐺♣𝑉 G
p

são equivalentes, para todo 𝐺 ∈ 𝒰𝐹 .
Supomos agora que 𝑝 é uma singularidade hiperbólica de 𝐹 . Dada 𝑈 uma vizinhança

qualquer de 𝑝, tome 𝑈𝑝 ⊆ 𝑈 uma vizinhança de 𝑝 suĄcientemente pequena para que
𝒰𝐹 = 𝜌⊗1(𝑈𝑝) esteja bem deĄnida e para que, qualquer 𝐺 ∈ 𝒰𝐹 , 𝜌(𝐺) possua o mesmo
índice no campo 𝐺 que o ponto 𝑝 possui no campo 𝐹 , sendo 𝜌 a função da proposição
4.1.2.2. Do teorema de Hartman-Grobman, 𝐹 é localmente equivalente a d𝐹𝑝 ∈ ℒ(R𝑛)
em 𝑝 e 0, respectivamente. De forma análoga, 𝐺 é localmente equivalente a d𝐺𝜌(𝐺) em
𝜌(𝐺) e 0, respectivamente. Uma vez que d𝐹𝑝 e d𝐺𝜌(𝐺) possuem mesmo índice, esses dois
campos lineares são equivalentes. Por transitividade, 𝐹 e 𝐺 são equivalentes em 𝑝 e 𝜌(𝐺),
respectivamente.

Mostramos assim que todo elemento de 𝒢1 é globalmente localmente estruturalmente
estável.

Perceba que a demonstração do Teorema 4.1.2.3 nos garante o seguinte corolário.

Corolário 4.1.5. Sejam 𝑁 uma variedade compacta com bordo, 𝑝 ∈ Int(𝑁) e 𝑋 ∈ X
𝑟(𝑁).

Caso 𝑝 seja um ponto regular de 𝑋 ou uma singularidade hiperbólica de 𝑁 , então 𝑋 é
localmente estruturalmente estável em 𝑝 no conjunto X

𝑟(𝑁).
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4.2 Estabilidade Estrutural Local em Campos Suaves

por Partes

Neste momento, voltamos a assumir que 𝑀 é uma 3-variedade compacta sem bordo
e a variedade de descontinuidade Σ é uma 2-variedade compacta e orientável mergulhada
em 𝑀 .

Nosso objetivo agora será estender a estabilidade estrutural local para campos em
Ω𝑟(𝑀,Σ). Note que se 𝑝 ∈ 𝑀 ∖ Σ, o Corolário 4.1.5 nos fornece uma condição suĄciente
para estabilidade estrutural local, pois se (𝑋+, 𝑋⊗) ∈ Ω𝑟(𝑀,Σ) e 𝑝 ∈ 𝑀∘ ∖ Σ, então
existe uma vizinhança aberta 𝑈∘ de 𝑝 inteiramente contida em 𝑀∘. Então, analisar a
estabilidade estrutural local de (𝑋+, 𝑋⊗) em Ω𝑟(𝑀,Σ) é equivalente a analisar a estabi-
lidade estrutural local em 𝑝 do campo 𝑋∘ em X

𝑟(𝑀∘). Mais ainda, uma vez que pelo
Corolário 4.1.4 o conjunto dos campos (𝑋, 𝑌 ), tais que 𝑋 e 𝑌 não se anulam em Σ e as
singularidades de 𝑋 e 𝑌 são todas hiperbólicas é aberto e denso em Ω𝑟(𝑀,Σ), nos resta
apenas entender como funciona a estabilidade estrutural na variedade de descontinuidade
Σ.

Para isso, precisamos entender a dinâmica no conjunto que segue.

DeĄnição 4.2.1. O conjunto Σ0 ⊆ Ω𝑟(𝑀,Σ) é o conjunto dos campos (𝑋, 𝑌 ) ∈ Ω𝑟(𝑀)
tais que (𝑋, 𝑌 ) é globalmente localmente estruturalmente estável em Ω𝑟(𝑀).

Uma vez que pelo Teorema 3.2 o conjunto Ξ0 é aberto e denso em Ω𝑟(𝑀,Σ), é suĄciente
estudar a estabilidade estrutural local em Ξ0. Sendo assim, precisamos apenas entender
a estabilidade estrutural local nos pontos 𝑝 ∈ Σ com 𝑝 satisfazendo uma das seguintes
condições:

i) regular-regular;

ii) dobra-regular;

iii) cúspide-regular;

iv) dobra-dobra.

Durante toda essa subseção consideraremos a função 𝑓 : 𝑀 ⊃ R, como uma função
suave, tendo 0 como valor regular e satisfazendo 𝑓⊗1(0) = Σ.

4.2.1 Caso Regular-Regular

DeĄnição 4.2.1.1. Dado um campo 𝑍 = (𝑋, 𝑌 ) ∈ Ω𝑟(𝑀,Σ), o campo 𝑍𝑑𝑁 ∈ X
𝑟(Σ),

𝑍𝑑𝑁 (𝑝) = 𝑋𝑓(𝑝)𝑌 (𝑝) ⊗ 𝑌 𝑓(𝑝)𝑋(𝑝), é chamado de campo deslizante normalizado de 𝑍.
Perceba que, 𝑍𝑑𝑁 ∈ X

𝑟(Σ), pois para todo 𝑝 ∈ Σ, ∇𝑓(𝑝) ≤ 𝑍𝑑𝑁 (𝑝) = 0, o que implica
𝑍𝑑𝑁 ∈ 𝑇𝑝Σ.

Um ponto 𝑝 ∈ Σ tal que 𝑍𝑑𝑁 (𝑝) = 0 é chamado de ponto de pseudoequilíbrio do ponto
deslizante 𝑍𝑑. Caso 𝑍𝑑𝑁 ̸= 0, o ponto 𝑝 recebe o nome de ponto de deslize regular.

Lema 4.2.1.1. Sejam 𝑋 ∈ X
𝑟(𝑀∘) e 𝑝 ∈ Σ um ponto tal que ∇𝑓(𝑝) ≤𝑋(𝑝) ̸= 0, então

existem uma vizinhança 𝑈𝑝 de 𝑝 em 𝑀∘ e uma função suave á : 𝑈𝑝 ⊃ (⊗𝜀, 𝜀) tais que

ℎ(𝜙𝑋(𝑡, 𝑥)) = 0, com 𝑡 ∈ (⊗𝜀, 𝜀) e 𝑥 ∈ 𝑈𝑝 ⇐⇒ 𝑡 = á(𝑥).
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Demonstração. Uma vez que 𝑋 é um campo suave em X
𝑟(𝑀∘), podemos estender o

campo ̃︁𝑋 para um campo ̃︁𝑋 ∈ X
𝑟(𝑉 ), sendo que 𝑉 é uma vizinhança de 𝑀∘ em 𝑀 . É

amplamente sabido da teoria de equações diferenciais ordinária, que existe uma vizinhança
𝑉𝑝 de 𝑝 em 𝑉 e um número real Ó > 0 tais que 𝜙 ̃︀𝑋(𝑡, 𝑥) está deĄnido para todo 𝑡 ∈ (⊗Ó, Ó)
e 𝑥 ∈ 𝑉𝑝. Considere a função contínua

𝐹 : 𝑉𝑝 × (⊗Ó, Ó) ⊃ R

(𝑥, 𝑡) ⊃ 𝑓(𝜙 ̃︀𝑋(𝑡, 𝑥))

e perceba que
d𝐹
d𝑡

(𝑝, 0) = ∇𝑓(𝑝) ≤ ̃︁𝑋(𝑝) = ∇𝑓(𝑝) ≤𝑋(𝑝) ̸= 0.

pelo teorema da função implícita, existem vizinhanças abertas 𝑊𝑝 de 𝑝 em 𝑉 , 𝜀 > 0 e
uma função suave à : 𝑊𝑝 ⊃ (⊗𝜀, 𝜀) tais que

ℎ(𝜙 ̃︀𝑋(𝑡, 𝑥)) = 0 com 𝑡 ∈ (⊗𝜀, 𝜀) e 𝑥 ∈ 𝑊𝑝 ⇐⇒ 𝑡 = à(𝑥),

tomando 𝑈𝑝 = 𝑊𝑝 ∩𝑀∘ e á = à♣𝑈p
, concluímos a demonstração do teorema.

Teorema 4.2.1.1 ([7]). Sejam 𝑍 = (𝑋, 𝑌 ) ∈ Ω𝑟(𝑀,Σ) e 𝑝 ∈ Σ um ponto de costura,
então 𝑍 é Σ-equivalente ao campo ̃︀𝑍 = ((1, 0, 0), (1, 0, 0)) ∈ Ω𝑟(R3,R2) em 𝑝 e 0, respec-
tivamente.

Demonstração. Considere á𝑋 : 𝑈𝑝 ⊃ (⊗𝜀1, 𝜀1) e á𝑌 : 𝑉𝑝 ⊃ (⊗𝜀1, 𝜀1) as funções dadas
pelo Lema 4.2.1.1. Perceba que existe uma vizinhança aberta 𝑊 de 𝑝 em Σ tal que existe
um homeomorĄsmo ℎ : 𝑊 ⊃ ¶0♢ × (⊗1, 1)2, sendo que 𝑊 ⊆ 𝑈𝑝 ∪ 𝑉𝑝. Considere agora o
conjunto

̃︁𝑊 = ¶𝑞 ∈ 𝑀 ; 𝑞 = 𝜙𝑋(𝑡, 𝑥) ou 𝑞 = 𝜙𝑋(𝑡, 𝑥), para algum (𝑡, 𝑥) ∈ (⊗𝜀1, 𝜀1) ×𝑊♢ ⊆ 𝑈𝑝∪𝑉𝑝.
Por Ąm, considere a seguinte função

ℎ̄ : ̃︁𝑊 ⊃ ℎ̄
(︁
̃︁𝑊
)︁

⊆ R
3

𝑥 ↦⊃

⎧
⋁︁⋁︁⨄︁
⋁︁⋁︁⎩

𝜙(1,0,0)(⊗á𝑋(𝑥), ℎ ◇ 𝜙𝑋(á𝑋(𝑥), 𝑥)) , se 𝑥 ∈ 𝑀+ ∖ Σ

ℎ(𝑥) , se 𝑥 ∈ Σ

𝜙(1,0,0)(⊗á𝑌 (𝑥), ℎ ◇ 𝜙𝑌 (á𝑌 (𝑥), 𝑥)) , se 𝑥 ∈ 𝑀⊗ ∖ Σ,

uma vez que ℎ̄ é claramente suave e injetiva, o teorema da invariância do domínio nos
garante que ℎ̄ é homeomorĄsmo. Por Ąm, note que

ℎ̄ ◇ 𝜙𝑋(𝑡, 𝑥) = 𝜙(1,0,0)(⊗á𝑋(𝜙𝑋(𝑡, 𝑥)), ℎ ◇ 𝜙𝑋(á𝑋(𝜙𝑋(𝑡, 𝑥)), 𝜙𝑋(𝑡, 𝑥)))

= 𝜙(1,0,0)(⊗á𝑋(𝜙𝑋(𝑡, 𝑥), ℎ ◇ 𝜙𝑋(𝑡+ á𝑋(𝜙𝑋(𝑡, 𝑥)), 𝑥)),

então 𝜙𝑋(𝑡+ á𝑋(𝜙𝑋(𝑡, 𝑥)), 𝑥) pertence a Σ e, por unicidade, á(𝑥) = 𝑡+ á𝑋(𝜙𝑋(𝑡, 𝑥)).
Consequentemente,

ℎ̄ ◇ 𝜙𝑋(𝑡, 𝑥) = 𝜙(1,0,0)(𝑡⊗ á(𝑥), ℎ ◇ 𝜙𝑋(á(𝑥), 𝑥))

= 𝜙(1,0,0)(𝑡, ℎ̄(𝑥))

de maneira análoga mostra-se que ℎ̄ ◇𝜙𝑌 (𝑡, 𝑥) = 𝜙(1,0,0)(𝑡, ℎ̄(𝑥)). Juntando tais resultado
com o Teorema 1.1.2, temos que ℎ̄ é uma Σ-equivalência entre 𝑍 e (1, 0, 0) em 𝑝 e 0.
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Antes de prosseguir com os demais resultados, provaremos o seguinte lema

Lema 4.2.1.2. Sejam 𝑁 uma 𝑛-variedade compacta, 𝑠 : 𝑁 ⊃ R uma função estritamente
positiva e 𝑋 ∈ X

𝑟(𝑁), então os campos 𝑋 e 𝑠𝑋 são equivalentes.

Demonstração. Seja 𝜙𝑋 o Ćuxo do campo 𝑋. DeĄnimos a EDO deĄnida em R com
pertubação em 𝑁 ⎧

⋁︁⨄︁
⋁︁⎩

d𝑦
d𝑡

(𝑡, 𝑥) = 𝑠(𝜙𝑋(𝑦(𝑡, 𝑥), 𝑥)),

𝑦(0, 𝑥) = 0,

seja á(𝑡, 𝑥) a solução da EDO acima, perceba que a curva

Ñ(𝑡, 𝑥) = 𝜙𝑋(á(𝑡, 𝑥), 𝑥)

é tal que Ñ(0, 𝑥) = 𝑥 e

dÑ
d𝑡

(𝑡, 𝑥) =
dá
d𝑡

(𝑡, 𝑥)
d𝜙𝑋
d𝑡

(á(𝑡, 𝑥), 𝑥) = 𝑠(Ñ(𝑡, 𝑥))𝑋(Ñ(𝑡, 𝑥)),

portanto, Ñ(𝑡, 𝑥) é o Ćuxo do campo 𝑠𝑋. Segue dessa observação que a própria identidade
é equivalência topológica entre 𝑋 e 𝑠𝑋.

Teorema 4.2.1.2 (Adaptado de [8]). Sejam 𝑍 = (𝑋, 𝑌 ) ∈ Ω𝑟(𝑀,Σ) e 𝑝 ∈ Σ𝑠 (resp.
Σ𝑢) um ponto de deslize regular, então (𝑋, 𝑌 ) é Σ-equivalente ao campo constante ̃︀𝑍 =
((⊗1, 1, 0),(1, 1, 0)) ∈ Ω𝑟(R3,R2) (resp. ̃︀𝑍 = ((1, 1, 0), (⊗1, 1, 0))) em 𝑝 e 0, respectiva-
mente.

Demonstração. Provaremos apenas para o caso 𝑝 ∈ Σ𝑠, pois a demonstração para 𝑝 ∈ Σ𝑢

é análoga.
Sejam á𝑋 : 𝑈𝑝 ⊃ (⊗𝜀1, 𝜀1) e á𝑌 : 𝑉𝑝 ⊃ (⊗𝜀1, 𝜀1) as funções dadas pelo Lema 4.2.1.1.

Perceba que existe uma vizinhança aberta 𝑊 de 𝑝 em Σ contida em 𝑈𝑝 ∪ 𝑉𝑝. Como
𝑝 ∈ Σ𝑠, á𝑋 ⊘ 0 e á𝑌 ⊙ 0.

Primeiramente, é consequência imediata do Lema 4.2.1.2 que os campos 𝑍𝑑 e 𝑍𝑑𝑁 são
localmente topologicamente equivalentes em 𝑝. Além disso, como 𝑝 é ponto regular de
𝑍𝑑𝑁 , o teorema do Ćuxo tubular nos diz que existe uma equivalência topológica

ℎ : 𝑊𝑝 ⊆ Σ ∩𝑊 ⊃ ¶0♢ × (⊗1, 1)2 ⊆ ¶0♢ × R
2

entre 𝑍𝑑 (que é equivalente ao campo 𝑍𝑑𝑁 ) e o campo (0, 1, 0) ∈ X
𝑟(¶0♢ × R2). DeĄnindo

o conjunto contido em 𝑈𝑝 ∪ 𝑉𝑝
̃︁𝑊 = ¶𝑞 ∈ 𝑀 ; 𝑞 = 𝜙𝑋(𝑡, 𝑥) ou 𝑞 = 𝜙𝑌 (𝑡, 𝑥), para algum (𝑡, 𝑥) ∈ (⊗𝜀1, 𝜀1) ×𝑊♢

e a função

ℎ̄ : ̃︁𝑊 ⊃ ℎ̄(̃︁𝑊 )

𝑥 ↦⊃

⎧
⋁︁⋁︁⨄︁
⋁︁⋁︁⎩

𝜙(⊗1,1,0)(⊗á𝑋(𝑥), ℎ ◇ 𝜙𝑋(á𝑋(𝑥), 𝑥)) , se 𝑥 ∈ 𝑀+ ∖ Σ

ℎ(𝑥) , se 𝑥 ∈ Σ

𝜙(1,1,0)(⊗á𝑌 (𝑥), ℎ ◇ 𝜙𝑌 (á𝑌 (𝑥), 𝑥)) , se 𝑥 ∈ 𝑀⊗ ∖ Σ,
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como ℎ̄ é contínua e injetiva, segue do teorema da invariância do domínio que ℎ̄ é um
homeomorĄsmo.

Fazendo o mesmo procedimento do Teorema 4.2.1.1 e utilizando a construção de ℎ̄
temos

ℎ̄ ◇ 𝜙𝑋(𝑡, 𝑥) = 𝜙(⊗1,1,0)(𝑡, ℎ̄(𝑥)),

ℎ̄ ◇ 𝜙𝑌 (𝑡, 𝑥) = 𝜙(1,1,0)(𝑡, ℎ̄(𝑥)), e

ℎ̄ ◇ 𝜙𝑍d(𝑡, 𝑥) = 𝜙(0,1,0)(𝑡, ℎ̄(𝑥)),

mostrando que ℎ̄ é equivalência topológica entre (𝑋, 𝑌 ) e ((⊗1, 1, 0), (1, 1, 0)) em 𝑝 e 0,
respectivamente.

Teorema 4.2.1.3 (Adaptado de [8]). Sejam 𝑍 = (𝑋, 𝑌 ) ∈ Ω𝑟(𝑀,Σ) e 𝑝 ∈ Σ𝑠 (resp.
Σ𝑢) um pseudoequilíbrio hiperbólico e 𝐴 = d

(︁
𝜙♣Σ*𝑍

𝑑
)︁

0
,. Então (𝑋, 𝑌 ) é Σ-conjugado a

((𝑏, 𝐴(𝑦, 𝑧)), (⊗𝑏, 0, 0)) ∈ Ω𝑟(R3,R2) em 𝑝 e 0, respectivamente, sendo 𝑏 = sgn(𝑋𝑓(𝑝)) .

Demonstração. Sejam á𝑋 : 𝑈𝑝 ⊃ (⊗𝜀1, 𝜀1) e á𝑌 : 𝑉𝑝 ⊃ (⊗𝜀1, 𝜀1) as funções dadas pelo
Lema 4.2.1.1. Perceba que existe uma vizinhança 𝑊 de 𝑝 em Σ tal que æ ⊆ 𝑈𝑝 ∪ 𝑉𝑝 e
como 𝑝 ∈ Σ𝑠, 𝑏 ≤ á𝑋 ⊙ 0 e 𝑏 ≤ á𝑌 ⊘ 0.

DeĄna 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑏, 𝐴(𝑦, 𝑧)) ∈ X
𝑟(R3) e 𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (⊗𝑏, 0, 0) e denote o campo

deslizante de (𝐹,𝐺) ∈ Ω𝑟(R3, ¶0♢ × R2) por 𝐻𝑑. Um cálculo imediato nos mostra que
𝐻𝑑(0, 𝑦, 𝑧) = (0, 𝐴(𝑦, 𝑧)). Pelo teorema de Hartman-Grobman, existe uma equivalência
local ℎ : 𝑊𝑝 ⊆ 𝑊 ∩ Σ ⊃ 𝑉0 ⊆ ¶0♢ × R2, entre os campos 𝑍𝑑 e (0, 𝐴(𝑦, 𝑧)) em 𝑝 e 0
respectivamente. DeĄnindo o conjunto contido em 𝑈𝑝 ∪ 𝑉𝑝

̃︁𝑊 = ¶𝑞 ∈ 𝑀 ; 𝑞 = 𝜙𝑋(𝑡, 𝑥) ou 𝑞 = 𝜙𝑌 (𝑡, 𝑥), para algum (𝑡, 𝑥) ∈ (⊗𝜀1, 𝜀1) ×𝑊𝑝♢

e considerando a função

ℎ̄ : ̃︁𝑊 ⊃ ℎ̄(̃︁𝑊 ) ⊆ R
3

𝑥 ↦⊃

⎧
⋁︁⋁︁⨄︁
⋁︁⋁︁⎩

𝜙𝐹 (⊗á𝑋(𝑥), ℎ ◇ 𝜙𝑋(á𝑋(𝑥), 𝑥)) , se 𝑥 ∈ 𝑀+ ∖ Σ

ℎ(𝑥) , se 𝑥 ∈ Σ

𝜙𝐺(⊗á𝑌 (𝑥), ℎ ◇ 𝜙𝑌 (á𝑌 (𝑥), 𝑥)) , se 𝑥 ∈ 𝑀⊗ ∖ Σ,

como ℎ̄ é contínua e injetiva, segue do teorema da invariância do domínio que ℎ̄ é um
homeomorĄsmo.

Considerando o Teorema 4.2.1.1 e utilizando construção de ℎ̄ temos

ℎ̄ ◇ 𝜙𝑋(𝑡, 𝑥) = 𝜙𝐹 (𝑡, ℎ̄(𝑥)),

ℎ̄ ◇ 𝜙𝑌 (𝑡, 𝑥) = 𝜙𝐺(𝑡, ℎ̄(𝑥)),

ℎ̄ ◇ 𝜙𝑍d(𝑡, 𝑥) = 𝜙(0,𝐴)(𝑡, ℎ̄(𝑥)),

mostrando que ℎ̄ é equivalência topológica entre (𝑋, 𝑌 ) e ((𝑏, 𝐴(𝑦, 𝑧)), (⊗𝑏, 0, 0)) em 𝑝 e
0, respectivamente.

Agora iremos nos concentrar em provar propriedades a respeito da estabilidade estru-
tural local em um ponto regular-regular.
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Lema 4.2.1.3. Sejam 𝑍 = (𝑋, 𝑌 ) ∈ Ω𝑟(𝑀,Σ) e 𝑝 ∈ Σ ponto de pseudo equilíbrio
hiperbólico, então existem uma vizinhança aberta 𝒰𝑍 de 𝑍 em Ω𝑟(𝑀,Σ), 𝑈𝑝 de 𝑝 em Σ e
uma função contínua 𝜌 : 𝒰𝑍 ⊃ 𝑈𝑝 tal que

𝑊 𝑑(𝑞) = 0, 𝑊 ∈ 𝒰𝑍 e 𝑞 ∈ 𝑈𝑝 ⇐⇒ 𝑞 = 𝜌(𝑊 ),

sendo que 𝜌(𝑊 ) é um ponto de pseudoequilíbrio hiperbólico de 𝑊 𝑑, para todo 𝑊 ∈ 𝒰𝑍 .

Demonstração. Seja (𝜙,𝑈𝑝) uma carta em torno de 𝑝 em Σ tal que 𝜙(𝑝) = 0. Considere
a função contínua

𝐹 : Ω𝑟(𝑀,Σ) × 𝜙(𝑈𝑝) ⊃ R
2

(𝑋, 𝑥) ⊃
(︁
𝜙*𝑋

𝑑
)︁

(𝑥).

Note que 𝐹 (𝑍, 𝑝) = 0 e
𝜕𝐹

𝜕𝑥
(𝑍, 𝑝) = d(𝜙*𝑍)0

é um isomorĄsmo hiperbólico. Segue do teorema da função implícita que existem abertos
𝒰𝑍 em Ω𝑟(𝑀,Σ), 𝑉0 de 0 em R2 e uma função contínua 𝑅 : 𝒰𝑍 ⊃ 𝑉0 tais que

𝐹 (𝐺, 𝑞) = 0, 𝑊 ∈ 𝒰𝑍 e 𝑞 ∈ 𝑈0 ⇐⇒ 𝑞 = 𝑅(𝐺).

Uma vez que o conjunto das matrizes hiperbólicas é aberto, fato demonstrado no Te-
orema 4.1.1.4, o conjunto 𝒰𝑍 pode ser diminuído de forma que cada d(𝜙*𝑊

𝑑)𝑅(𝑊 ) é
um isomorĄsmo hiperbólico, para todo 𝑊 ∈ 𝒰𝐹 . A demonstração se Ąnaliza deĄnindo
𝜌 = 𝜙⊗1 ◇𝑅.

Teorema 4.2.1.4. Sejam 𝑍 = (𝑋, 𝑌 ) ∈ Ω𝑟(𝑀,Σ) e 𝑝 ∈ Σ ponto regular-regular tal que
𝑝 é um ponto de deslize regular ou é um ponto de pseudoequilíbrio hiperbólico, então 𝑍 é
Σ-estruturalmente estável em 𝑝.

Demonstração. Supomos primeiramente que 𝑝 é um ponto de deslize regular. Considere
(𝜙,𝑈𝑝) uma carta em torno de 𝑝 em Σ tal que 𝜙(𝑝) = 0 e a função contínua

𝐹 : Ω𝑟(𝑀,Σ) × 𝜙(𝑈𝑝) ⊃ R
2

(𝑋, 𝑥) ⊃
(︁
𝜙*𝑋

𝑑
)︁

(𝑥),

como 𝐹 (𝑍, 0) ̸= 0, existe uma vizinhança 𝒰𝑍 de 𝑍 em Ω(𝑀,Σ) tal que 𝐹 (𝑊, 0) ̸= 0
para todo 𝑊 ∈ 𝒰𝑍 . Tal fato implica que, se 𝑝 ∈ Σ𝑠,𝑢 para o campo 𝑍, então 𝑝 ∈ Σ𝑠,𝑢

para o campo 𝑊 , ∀𝑊 ∈ 𝒰𝑍 . Segue portanto dos Teoremas 4.2.1.1 e 4.2.1.2 que todos
os elementos do aberto 𝒰𝑍 são localmente equivalentes entre si no ponto 𝑝, mostrando a
estabilidade estrutural local em 𝑝.

Supomos agora que 𝑝 é um ponto de pseudoequilíbrio hiperbólico de 𝑍 e considere
(𝜙,𝑈𝑝) uma carta adaptada em torno de 𝑝 em 𝑀 com relação a Σ (com 𝜙(𝑝) = 0). Seja 𝑈
uma vizinhança qualquer de 𝑝 em 𝑀 . Tome 𝑈𝑝 ⊆ 𝑈 uma vizinhança de 𝑝 suĄcientemente
pequena, de forma que 𝒰𝑍 = 𝜌⊗1(𝑈𝑝) esteja bem deĄnida e para todo 𝑊 ∈ 𝒰𝐹 , 𝜌(𝑊 )
possua o mesmo índice no campo 𝑊 𝑑 que o ponto 𝑝 no campo 𝑍𝑑, sendo que 𝜌 é a função
do Lema 4.2.1.3.

Do Teorema 4.2.1.3, o campo

𝑍 é localmente equivalente a
(︁(︁
𝑏, d

(︁
𝜙♣Σ*𝑍

𝑑
)︁

0
(𝑦, 𝑧)

)︁
, (⊗𝑏, 0, 0)

)︁
em 𝑝 e 0,
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e, de forma análoga,

𝑊 é localmente equivalente a
(︂(︂

⊗𝑏, d
(︁
𝜙♣Σ*𝑊

𝑑
)︁
𝜙(𝜌(𝐺))

(𝑦, 𝑧)
)︂
, (⊗𝑏, 0, 0)

)︂
em 𝜌(𝐺) e 0.

Uma vez que

(︁(︁
𝑏, d

(︁
𝜙♣Σ*𝑍

𝑑
)︁

0
(𝑦, 𝑧)

)︁
, (⊗𝑏, 0, 0)

)︁
e
(︂(︂

⊗𝑏, d
(︁
𝜙♣Σ*𝑊

𝑑
)︁
𝜙(𝜌(𝐺))

(𝑦, 𝑧)
)︂
, (⊗𝑏, 0, 0)

)︂

são equivalentes, pois os isomorĄsmos hiperbólicos d𝜙♣Σ*𝑍
𝑑
0 e d𝜙♣Σ*𝑊

𝑑
𝜙(𝜌(𝑊 )) possuem

mesmo índice (Teorema 4.1.1.3), os dois campos lineares acima são equivalentes. Logo,
por transitividade, 𝑍 e 𝑊 Σ-são equivalentes em 𝑝 e 𝜌(𝐺), respectivamente, demonstrando
o teorema.

Mostraremos agora a residualidade dos campos descritos no Teorema 4.2.1.4

Teorema 4.2.1.5. O conjunto dos campos 𝑍 = (𝑋, 𝑌 ) ∈ Ω𝑟(𝑀,Σ) tais que todos os
pontos regular-regular de 𝑍𝑑𝑁 ∈ X

𝑟(Σ) são pontos de deslize regular ou de pseudoequilíbrio
hiperbólico é aberto de denso em Ω𝑟(𝑀).

Demonstração. Chame de 𝒱 ⊆ Ω𝑟(𝑀,Σ) o conjunto do enunciado. A abertura de 𝒱 segue
da aplicação conjunta do Lema 4.2.1.3 e do Teorema 4.2.1.4.

Mostraremos agora a densidade. Primeiramente, considere a equação diferencial ordi-
nária deĄnida em 𝑀 ,

𝑥′(𝑡) = ∇𝑓(𝑥(𝑡)).

Seja 𝜙 o Ćuxo da equação acima. Podemos supor sem perda de generalidade que existe
Ó > 0 tal que o Ćuxo

𝜙 : (⊗Ó, Ó) × Σ ⊃ 𝑀

(𝑡, 𝑝) ↦⊃ 𝜙(𝑡, 𝑝)

é um difeomorĄsmo sobre sua imagem e, portanto, em 𝑈 = 𝜙((⊗Ó, Ó) × Σ). Logo, em 𝑈 ,
existem funções

𝑋1, 𝑌1 : (⊗Ó, Ó) × Σ ⊃ R

e 𝑋2, 𝑌2 tais que 𝑋2(𝑡, 𝑝), 𝑌2(𝑡, 𝑝) ∈ 𝑇𝑝Σ, de forma que

𝑋(𝜙(𝑡, 𝑝)) = 𝑋1(𝑡, 𝑝)𝑢(𝑡, 𝑝) +
d𝜙
d𝑝

(𝑡, 𝑝)𝑋2(𝑡, 𝑝),

e

𝑌 (𝜙(𝑡, 𝑝)) = 𝑌1(𝑡, 𝑝)𝑢(𝑡, 𝑝) +
d𝜙
d𝑝

(𝑡, 𝑝)𝑌2(𝑡, 𝑝),

sendo

𝑢(𝑡, 𝑝) =
∇𝑓(𝜙(𝑡, 𝑝))

‖∇𝑓(𝜙(𝑡, 𝑝))‖2
.

Portanto, dado 𝑝 ∈ Σ,
𝑋𝑓(𝑝) = 𝑋𝑓(𝜙(0, 𝑝)) = 𝑋1(0, 𝑝)

e
𝑌 𝑓(𝑝) = 𝑌 𝑓(𝜙(0, 𝑝)) = 𝑌1(0, 𝑝).
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Sendo assim, para todo 𝑝 ∈ Σ

𝑌 𝑓(𝑝)𝑋(𝑝) ⊗𝑋𝑓(𝑝)𝑌 (𝑝) =
d𝜙
d𝑝

(0, 𝑝) (𝑌1(0, 𝑝)𝑋2(0, 𝑝) ⊗𝑋1(0, 𝑝)𝑌2(0, 𝑝))

= 𝑌1(0, 𝑝)𝑋2(0, 𝑝) ⊗𝑋1(0, 𝑝)𝑌2(0, 𝑝). (4.2.1)

Seja ¶(𝜙𝑖, 𝑈𝑖)♢𝑛𝑖=1 uma cobertura Ąnita de Σ por cartas tais que 𝜙(𝑈𝑖) = 𝐵3(0) e os
conjuntos 𝐾𝑖 = 𝜙⊗1(𝐵1(0)) satisfazem que a união de seus interiores resulta em todo o
Σ. Considere os conjuntos

𝒰𝑖 =

⎧
⨄︁
⎩𝑍 = (𝑋, 𝑌 );

Todas as singularidades em pontos regular-regular de 𝑍𝑑
⧹︃⧹︃⧹︃
𝐾i

estão contidas no interior de 𝐾𝑖 e são hiperbólicas

⎫
⋀︁
⎭

vamos mostrar que cada 𝒰𝑖 é aberto e denso em Ω𝑟(𝑀,Σ), a abertura segue pelo mesmo
motivo da abertura de 𝒱 .

Note que como Ξ0 é aberto e denso em Ω𝑟(𝑀,Σ), é suĄciente mostrar que cada 𝒰𝑖 é
denso em Ξ0. Tome 𝑍 = (𝑋, 𝑌 ) ∈ Ξ0. Pela equação (4.2.1), temos

𝜙𝑖*𝑍
𝑑
𝑁 = ̃︀𝑌1(𝑝)̃︁𝑋2(𝑝) ⊗ ̃︁𝑋1(𝑝) ̃︀𝑌2(𝑝),

sendo
̃︁𝑋1(𝑝) = 𝑋1(0, 𝜙⊗1

𝑖 (𝑝)), ̃︀𝑌1(𝑝) = 𝑌1(0, 𝜙⊗1
𝑖 (𝑝))

e
̃︁𝑋2 = 𝜙𝑖*𝑋2(0, ≤), ̃︀𝑌2 = 𝜙𝑖*𝑌2(0, ≤).

considere agora a função

𝐺𝑖 : 𝐾𝑖 × R × R
2 × R × R

2 ⊃ 𝑇𝐾𝑖

(𝑝, Ð1, 𝑣1, Ð2, 𝑣2) ↦⊃ (𝑝, ( ̃︀𝑌1(𝑝) + Ð1)(̃︁𝑋2(𝑝) + 𝑣1) ⊗ (̃︁𝑋1(𝑝) + Ð2)( ̃︀𝑌2(𝑝) + 𝑣2)).

É claro que 𝐺𝑖 ⋔ 𝐾𝑖 × ¶0♢ ⊆ 𝑇𝐾𝑖, logo, pelo Teorema 1.3.2, o conjunto

𝑆𝑖 = ¶(Ð1, 𝑣1, Ð2, 𝑣2); 𝐺𝑖(≤, Ð1, 𝑣1, Ð2, 𝑣2) ⋔ ¶0♢ e 𝜕𝐺𝑖(≤, 𝑠) ⋔ ¶0♢♢

é residual em R6. Note que podemos supor sem perda de generalidade que 𝐺𝑖(≤, 𝑠) ∈
X
𝑟(𝐾𝑖) (vide Lema 1.3.1). Se 𝑠 ∈ 𝑆 e existe 𝑝 ∈ 𝐾𝑖, tal que 𝐺𝑖(𝑝, 𝑠) = 0, então

d𝐺𝑖
d𝑝

(𝑝, 𝑠) : 𝑇𝑝Σ ⊃ 𝑇𝑝Σ,

é um isomorĄsmo. Como 𝐾𝑖 é compacto a quantidade de pontos singulares de 𝐺𝑖 em 𝐾𝑖

é Ąnita. Além disso, note que 𝐺𝑖(≤, 𝑠) não possui pontos singulares no bordo de 𝐾𝑖, pois
uma vez que 𝜕𝐺𝑖(≤, 𝑠) ⋔ 𝐾𝑖 × ¶0♢ e 𝜕𝐾𝑖 é uma 1-variedade,

d𝜕𝐺𝑖
d𝑝

(𝑝, 𝑠) : 𝑇𝑝(𝜕𝐾𝑖) ⊃ 𝑇𝑝Σ,

não pode ser sobrejetivo.
Tome (Ð1, 𝑣1, Ð2, 𝑣2) ∈ 𝑆𝑖 e denote

𝐺Ð1,𝑣1,Ð2,𝑣2(𝑝) = 𝐺(𝑝, Ð1, 𝑣1, Ð2, 𝑣2) = ̃︀𝑌 Ð1 (𝑝)̃︁𝑋𝑣1

2 (𝑝) ⊗ ̃︁𝑋Ð2

1 (𝑝)𝑌 𝑣2

2 (𝑝).
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Sejam 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛 as únicas singularidades que são pontos regular-regular de 𝐺Ð1,𝑣1,Ð2,𝑣2

e 𝑉1, . . . , 𝑉𝑛 vizinhanças abertas de 𝑝𝑖, tais que 𝑉 𝑖 ∩ 𝑉 𝑗 = ∅, se 𝑖 ̸= 𝑗. Sejam 𝑓𝑗 bump
functions em 𝐾𝑖 que são 0 no complementar de 𝑉𝑗 e iguais a 1 numa vizinhança de 𝑝𝑗 .

Denotando

𝐻𝑗

Új
1
,Új

2

= ̃︀𝑌 Ð1

1 (𝑝)
(︁
̃︁𝑋𝑣1

2 (𝑝) + Ú𝑗1𝑓𝑗(𝑝)(𝑝⊗ 𝑝𝑗)
)︁

⊗ ̃︁𝑋Ð2

1 (𝑝)
(︁
𝑌 𝑣2

2 (𝑝) + Ú𝑗2𝑓𝑗(𝑝)(𝑝⊗ 𝑝𝑗)
)︁
,

e derivando 𝐻𝑗
Ú1,Ú2

em 𝑝𝑗 temos

d
(︂
𝐻𝑗

Új
1
,Új

2

)︂

𝑝j

= d (𝐺Ð1,𝑣1,Ð2,𝑣2)𝑝j
+
(︁
Ú𝑗1
̃︀𝑌 Ð1

1 (𝑝𝑗) ⊗ Ú𝑗2
̃︁𝑋Ð2

1 (𝑝𝑗)
)︁

Id.

Uma vez que ̃︁𝑋Ð2

1 (𝑝𝑗) e ̃︀𝑌 Ð1

1 (𝑝𝑗) são diferentes de 0, pois o ponto 𝑝𝑗 é regular-regular,

segue que o conjunto dos (Ú𝑗1 , Ú𝑗2) que tornam d
(︂
𝐻𝑗

Új
1
,Új

2

)︂

𝑝j

hiperbólico é aberto e denso

em R2. Chame tal conjuntos de 𝐿𝑗𝑖 .
Escolha uma função suave

Ñ : (⊗Ó, Ó) ⊃ [0, 1],

tal que Ñ([⊗Ó/4, Ó/4]) = ¶1♢ e Ñ((⊗Ó, Ó/2] ∪ [Ó/2, Ó)) = ¶0♢ e uma bump function 𝑔𝑖 tal
que 𝑔𝑖(𝐾𝑖) = 1 e 𝑔𝑖(Σ ∖𝑈𝑖) = ¶0♢. Considerando

𝑋2(𝑡, 𝑝) = 𝑋2(𝑡, 𝑝) + 𝑔𝑖(𝑝)𝜙⊗1
𝑖 *

∏︀
∐︁Ñ(𝑡)𝑣2 + Ñ(𝑡)

∏︀
∐︁

𝑛∑︁

𝑗=1

Ú𝑗1𝑓𝑗(𝑝)(𝑝⊗ 𝑝𝑗)

⎞
̂︀
⎞
̂︀ , e

𝑌2(𝑡, 𝑝) = 𝑌2(𝑡, 𝑝) + 𝑔𝑖(𝑝)𝜙⊗1
𝑖 *

∏︀
∐︁Ñ(𝑡)𝑣1 + Ñ(𝑡)

∏︀
∐︁

𝑛∑︁

𝑗=1

Ú𝑗2𝑓𝑗(𝑝)(𝑝⊗ 𝑝𝑗)

⎞
̂︀
⎞
̂︀ ,

segue que o campo (𝑋 ′, 𝑌 ′), onde
⎧
⨄︁
⎩
𝑋 ′(𝜙(𝑡, 𝑝)) = (𝑋1(𝑡, 𝑝) + Ð2Ñ(𝑡))𝑢(𝑡, 𝑝) + d𝜙

d𝑝 (𝑡, 𝑝)𝑋(𝑡, 𝑝) , (𝑡, 𝑝) ∈ (⊗Ó, Ó) × Σ

𝑋 ′(𝑝) = 𝑋(𝑝) , ∀𝑝 ∈ 𝑀 ∖𝑈

e
⎧
⨄︁
⎩
𝑌 ′(𝜙(𝑡, 𝑝)) = (𝑋1(𝑡, 𝑝) + Ð2Ñ(𝑡))𝑢(𝑡, 𝑝) + d𝜙

d𝑝 (𝑡, 𝑝)𝑋(𝑡, 𝑝) , (𝑡, 𝑝) ∈ (⊗Ó, Ó) × Σ,

𝑌 ′(𝑝) = 𝑌 (𝑝) , ∀𝑝 ∈ 𝑀 ∖𝑈

pertence a 𝒰𝑖, para todo (Ð1, 𝑣1, Ð2, 𝑣2) ∈ 𝑆𝑖 e (Ú𝑗1, Ú
𝑗
2) ∈ 𝐿𝑗𝑖 . Como 𝑆𝑖 e os conjuntos 𝐿𝑗𝑖

são residuais, (𝑋 ′, 𝑌 ′) pode ser tomado tão próximo quanto se queira de (𝑋, 𝑌 ),mostrando
que cada 𝒰𝑖 é aberto e denso. Uma vez que

𝑛⋂︁

𝑖=1

𝒰𝑖 ⊆ 𝒱,

temos a densidade do conjunto 𝒱 e consequentemente o resultado desejado.

Mostraremos agora um resultado interessante, embora pouco relacionado ao conteúdo
dessa seção, que pode ser intuído ao se analisar a demonstração acima.
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Teorema 4.2.1.6. Seja 𝐹 ∈ X
𝑟(Σ), então existem 𝑋, 𝑌 ∈ X

𝑟(𝑀) tais que o campo de
deslize de 𝑍 = (𝑋, 𝑌 ) ∈ Ω𝑟(𝑀,Σ) é igual a 𝐹 .

Demonstração. Comecemos considerando a EDO deĄnida em 𝑀 ,

𝑥′(𝑡) = ∇𝑓(𝑥(𝑡)),

e 𝜙 seu Ćuxo. Tome Ó > 0 tal que

𝜙 : (⊗Ó, Ó) × Σ ⊃ 𝑀

(𝑡, 𝑝) ↦⊃ 𝜙(𝑡, 𝑝)

seja um difeomorĄsmo sobre sua imagem, 𝑈 = 𝜙((⊗Ó, Ó) × Σ). DeĄna Ð : (⊗Ó, Ó) ⊃ [0, 1]
como sendo uma função suave tal que Ð(⊗Ó/4, Ó/4) = ¶1♢ e Ð((⊗Ó,⊗Ó/2] ∪ [Ó/2, Ó)) = ¶0♢.
Considere os campos 𝑋, 𝑌 ∈ X

𝑟(𝑀) deĄnidos da seguinte forma

⎧
⋁︁⨄︁
⋁︁⎩
𝑋(𝜙(𝑡, 𝑝)) = Ð(𝑡)

∇𝑓(𝜙(𝑡, 𝑝))
‖∇𝑓(𝜙(𝑡, 𝑝))‖2

+ Ð(𝑡)
d𝜙
d𝑝

(𝑡, 𝑝)𝐹 (𝑝) , ∀(𝑡, 𝑝) ∈ (⊗Ó, Ó) × Σ

𝑋(𝑝) = 0 , ∀𝑝 ∈ 𝑀 ∖𝑈

e

⎧
⋁︁⨄︁
⋁︁⎩
𝑌 (𝜙(𝑡, 𝑝)) = ⊗Ð(𝑡)

∇𝑓(𝜙(𝑡, 𝑝))
‖∇𝑓(𝜙(𝑡, 𝑝))‖2

+ Ð(𝑡)
d𝜙
d𝑝

(𝑡, 𝑝)𝐹 (𝑝) , ∀(𝑡, 𝑝) ∈ (⊗Ó, Ó) × Σ

𝑌 (𝑝) = 0 , ∀𝑝 ∈ 𝑀 ∖𝑈,

é claro que ∀ 𝑝 ∈ Σ, 𝑋𝑓(𝑝) = 1 e 𝑌 𝑓(𝑝) = ⊗1, portanto a região de deslize é todo o
conjunto Σ. Por Ąm, deĄnindo 𝑍 = (𝑋, 𝑌 ) ∈ Ω𝑟(𝑀,Σ), temos que

𝑍𝑑(𝑝) =
1

𝑌 𝑓(𝑝) ⊗𝑋𝑓(𝑝)
(𝑌 𝑓(𝑝)𝑋(𝑝) ⊗𝑋𝑓(𝑝)𝑌 (𝑝))

=
⊗ ∇𝑓(𝑝)

‖∇𝑓(𝑝)‖2
⊗ 𝐹 (𝑝) +

∇𝑓(𝑝)
‖∇𝑓(𝑝)‖2

⊗ 𝐹 (𝑝)

⊗2

=
2𝐹 (𝑝)

2
= 𝐹 (𝑝).

4.2.2 Caso Dobra-Regular

Provaremos alguns lemas antes de começarmos a análise de tal caso.

Lema 4.2.2.1. Sejam 𝑋 ∈ X
𝑟(𝑀), 𝑓 : 𝑀 ⊃ R, uma função tal que ¶0♢ é valor regular

de 𝑓 e 𝑓⊗1(0) = Σ; e 𝜙 : 𝑀 ⊃ 𝑁 um difeomorĄsmo. DeĄnindo ℎ = 𝑓 ◇ 𝜙⊗1, tem-se que
𝑋𝑓 ◇ 𝜙⊗1 = (𝜙*𝑋)ℎ.
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Demonstração. A demonstração segue imediatamente da computação:

(𝜙*𝑋)ℎ(𝑝) = ∇ℎ(𝑝) ≤ (𝜙*𝑋)(𝑝)

= ∇𝑓
(︁
𝜙⊗1(𝑝)

)︁
d𝜙⊗1

𝑝 ≤ d𝜙𝜙⊗1(𝑝)𝑋
(︁
𝜙⊗1(𝑝)

)︁

= ∇𝑓(𝜙⊗1(𝑝))𝑋(𝜙⊗1(𝑝))

= 𝑋𝑓(𝜙⊗1(𝑝)).

Lema 4.2.2.2. Sejam 𝑍 = (𝑋, 𝑌 ) ∈ Ω𝑟(𝑀,Σ) e 𝜙 : 𝑀 ⊃ 𝑁 um difeomorĄsmo suave,
de forma que 𝜙(Σ) = 𝑇 . Então (𝑋, 𝑌 ) é Σ-conjugado a 𝜙*𝑍 .

.= (𝜙*𝑋,𝜙*𝑌 ) ∈ Ω𝑟(𝑁, 𝑇 )
e a Σ-conjugação é dada pela própria função 𝜙.

Demonstração. Denotaremos 𝑊 = 𝜙*(𝑍) = (𝑋 ′, 𝑌 ′). É suĄciente mostrar que 𝜙, con-
juga:

1. 𝜙𝑋 com 𝜙𝑋 ′ ,

2. 𝜙𝑌 com 𝜙𝑌 ′ , e

3. 𝜙𝑍d com 𝜙𝑊 d .

Para ver 1, considere a curva Ð(𝑡) = 𝜙(𝜙𝑋(𝑡, 𝑝)) e note que Ð(0) = 𝜙(𝑝) e

dÐ
d𝑡

(𝑡) = d𝜙𝜙X(𝑡,𝑝)𝑋(𝜙𝑋(𝑡, 𝑝))

= d𝜙𝜙⊗1◇Ð(𝑡)𝑋(𝜙⊗1 ◇ Ð(𝑡))

= 𝜙*𝑋(Ð(𝑡)) = 𝑋 ′(Ð(𝑡)).

Segue do teorema de unicidade de solução de equações diferenciais que

𝜙 ◇ 𝜙𝑋(𝑡, 𝑝) = 𝜙𝑋 ′(𝑡, 𝜙(𝑝)),

provando assim 1.
O item 2 é demonstrado da mesma forma que o item 1.
Para ver 3, note que se 𝑓 : 𝑀 ⊃ R é uma função tal que ¶0♢ é valor regular e

𝑓⊗1(0) = Σ, então ℎ = 𝑓 ◇ 𝜙⊗1 : 𝑁 ⊃ R é uma função tal que ¶0♢ é valor regular e
ℎ⊗1(0) = 𝜙 ◇ 𝑓⊗1¶0♢ = 𝜙(Σ) = 𝑇 . Mais ainda, usando o Lema 4.2.2.1,

𝜙*𝑍
𝑑(𝑝) = 𝜙*

(︃
𝑌 𝑓(𝑝)𝑋(𝑝) ⊗𝑋𝑓(𝑝)𝑌 (𝑝)

𝑌 𝑓(𝑝) ⊗𝑋𝑓(𝑝)

)︃

=
𝑌 𝑓(𝜙⊗1(𝑝))𝜙*𝑋(𝑝) ⊗𝑋𝑓(𝜙⊗1(𝑝)𝜙*𝑌 (𝑝)

𝑌 𝑓(𝜙⊗1(𝑝)) ⊗𝑋𝑓(𝜙⊗1(𝑝))

=
(𝜙*𝑌 )ℎ(𝑝)𝜙*𝑋(𝑝) ⊗ (𝜙*𝑋)ℎ(𝑝)𝜙*𝑌 (𝑝)

(𝜙*𝑌 )ℎ(𝑝) ⊗ (𝜙*𝑋)ℎ(𝑝)

= 𝑊 𝑑(𝑝).

Da equação acima e utilizando o mesmo processo da demonstração do caso 1, conseguimos
que 𝜙 conjuga 𝑍𝑑 e 𝑊 𝑑, demostrando assim o teorema.
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Teorema 4.2.2.1 (Adaptado de [5]). Sejam (𝑋, 𝑌 ) ∈ Ω𝑟(𝑀,Σ) e 𝑝 um ponto dobra-
regular, então (𝑋, 𝑌 ) é Σ-equivalente ao campo ((Ó𝑦, 1, 0), (𝜀, 0, 0)) ∈ Ω𝑟(R3,R2) em 𝑝 e
0, respectivamente, sendo Ó = sgn(𝑋2𝑓(𝑝)) e 𝜀 = sgn(𝑌 𝑓(𝑝)).

Demonstração. Provaremos apenas para o caso 𝜀 = 1, pois para 𝜀 = ⊗1 a demonstração
é análoga.

Temos que considerar dois casos:

1. Ó = 1, dobra visível;

2. Ó = ⊗1, dobra invisível.

Para o caso 1, utilizando a Forma Local de Vishik (Teorema 2.2.4), existe uma carta
(𝜙,𝑈) em torno de 𝑝 em 𝑀 tal que 𝜙(𝑈) = 𝑉0, 𝜙(𝑝) = 0, 𝜙(𝑈 ∩ Σ) = 𝑉 ∩ ¶0♢ × R2 e

𝜙*𝑋(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

∏︀
̂︁∐︁
𝑦
1
0

⎞
̂︂̂︀ .

DeĄna 𝑌 ′ = 𝜙*𝑌 = (𝑌 ′
1 , 𝑌

′
2 , 𝑌

′
3). Considerando ℎ = 𝑓 ◇ 𝜙⊗1 e usando o Lema 4.2.2.2,

temos que (𝑋, 𝑌 ) é localmente equivalente a ((𝑦, 1, 0), 𝑌 ′) ∈ Ω𝑟(𝑀,Σ) em 𝑝 e 0, respec-
tivamente. Mais ainda, pelo Lema 4.2.2.1, sgn(𝑌 ′ℎ(0)) = 𝜀. Logo é suĄciente mostrar a
equivalência local de 𝐴 ..= ((𝑦, 1, 0), 𝑌 ′) e 𝐵 ..= ((𝑦, 1, 0), (1, 0, 0)) em 0.

DeĄna 𝑆+ = ¶(0, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝑉 ∩ ¶0♢ × R2; 𝑦 > 0♢ e 𝑆⊗ = ¶(0, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝑉 ∩ ¶0♢ × R2; 𝑦 <
0♢. Perceba que todo ponto 𝑝 ∈ 𝑆+ é um ponto de deslize e todo ponto 𝑝 ∈ 𝑆⊗ é um
ponto de costura.

Mais ainda, temos que (0, 0, 0) é um ponto regular de 𝐴𝑑𝑁 e existe Ó > 0 tal que
¶0♢2 × 𝐼Ó1

é transversal ao campo 𝐴𝑑𝑁 , sendo 𝐼Ó1
= (⊗Ó1, Ó1). Isto é o mesmo que dizer

que para todo 𝑝 ∈ ¶0♢2 × 𝐼Ó1
,

𝑇𝑝
(︁
¶0♢2 × 𝐼Ó1

)︁
⊕ span(𝐴𝑑𝑁 (𝑝)) = 𝑇𝑝

(︁
¶0♢ × R

2
)︁
,

consideramos 𝜙𝐴d
N

como sendo o Ćuxo de 𝐴𝑑𝑁 e deĄnimos

å : ¶0♢ × R × 𝐼Ó1
⊃ × R

2

(𝑡, 𝑝) ↦⊃ 𝜙𝐴d
N

(𝑡, (0, 0, 𝑝)).

Uma vez que
då
d𝑡

(0, 0) = 𝐴𝑑𝑁 (0) e
då
d𝑝

(0, 0) = (0, 1, 0).

Da transversalidade entre 𝐴𝑑𝑁 e ¶0♢2 × 𝐼Ó1
temos que då𝐴d

N
é um isomorĄsmo local na

origem. Utilizando o teorema da função inversa, existem 𝜀0 > 0 e Ó0 > 0 tais que å
restrito a ¶0♢ × (⊗Ó0, Ó0) × (⊗𝜀0, 𝜀0) é um difeomorĄsmo sobre sua imagem. Mostraremos
agora que å conjuga os campos (0, 1, 0) e 𝐴𝑑𝑁 :

å(𝜙(0,1,0)(𝑡, (0, 𝑥1, 𝑥2))) = å(0, 𝑥1 + 𝑡, 𝑥2)

= 𝜙𝐴d
N

(𝑥1 + 𝑡, (0, 0, 𝑥2))

= 𝜙𝐴d
N

(𝑡, 𝜙𝐴d
N

(𝑥1, (0, 0, 𝑥2)))

= 𝜙𝐴d
N

(𝑡, å(0, 𝑥1, 𝑥2)).
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Uma vez que a identidade é um equivalência topológica entre 𝐵𝑑
𝑁 e (0, 1, 0). Temos que å é

uma equivalência topológica entre 𝐵𝑑
𝑁 e 𝐴𝑑𝑁 . Pelo mesmo motivo que antes (e diminuindo

𝜀0 e Ó0 se necessário), temos que å é uma equivalência topológica entre 𝐵𝑑 e 𝐴𝑑. Iremos
estender o homeomorĄsmo å para uma vizinhança de 0 em R3.

Para fazer isso, primeiramente note que

å
(︁
¶0♢2 × (⊗Ó0, Ó0)

)︁
= ¶0♢2 × (⊗Ó0, Ó0) e å♣¶0♢2×(⊗Ó0,Ó0) = 𝐼𝑑♣¶0♢2×(⊗Ó0,Ó0) ,

perceba então que

𝜙(𝑦,1,0)(𝑡, (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)) =

(︃
𝑡2

2
+ 𝑥2𝑡+ 𝑥1, 𝑥2 + 𝑡, 𝑥3

)︃
.

Considere agora os conjuntos

𝑈⊗
1 =

{︁
𝜙(𝑦,1,0)(𝑡, (0, 𝑥1, 𝑥2)); 𝑡 ∈ (⊗∞, 0], (𝑥1, 𝑥2) ∈ (⊗Ó, 0) × (⊗𝜀0, 𝜀0)

}︁
),

𝑈+
1 =

{︁
𝜙(𝑦,1,0)(𝑡, (0, 𝑥1, 𝑥2)); 𝑡 ∈ [0,∞), (𝑥1, 𝑥2) ∈ (0, Ó) × (⊗𝜀0, 𝜀0)

}︁
,

e
𝑈1 = 𝑈+

1 ⊔𝑈⊗
1 .

É imediato que 𝑈1 é um conjunto aberto na topologia induzida de [0,∞) × R2. Além
disso, se (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ 𝑈+

1 , então

𝑡𝑥 =
√︁
𝑥2

2 ⊗ 2𝑥1 ⊗ 𝑥2

é o único valor que satisfaz
𝜙(𝑦,1,0)(𝑡𝑥, 0) ∈ ¶0♢ × R

2,

com 𝜙(𝑦,1,0)([𝑡𝑥, 0]) ⊆ [0,∞) × (⊗Ó0, Ó0) × (⊗𝜀0, 𝜀0). De maneira análoga, se 𝑥 ∈ 𝑈⊗1
1 ,

𝑠𝑥 = ⊗𝑥2 ⊗
√︁
𝑥2

2 ⊗ 2𝑥1

é o único valor que satisfaz
𝜙(𝑦,1,0)(𝑡𝑥, 0) ∈ ¶0♢ × R

2,

com 𝜙(𝑦,1,0)([0, 𝑠𝑥]) ⊆ [0,∞) × (⊗Ó0, Ó0) × (⊗𝜀0, 𝜀0).
DeĄna a variedade 𝑅 = ¶𝜙(𝑌,1,0)(𝑡, (0, 0, 𝑥)); 𝑡 ∈ R e 𝑥 ∈ (⊗𝜀0, 𝜀0)♢ e considere o

conjunto

𝑈2 = ¶(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ R
3; (𝑥2, 𝑥3) ∈ (⊗Ó0, Ó0) × (⊗𝜀0, 𝜀0) e 𝑥 está acima da variedade 𝑅♢.

é fácil ver que 𝑉 = 𝑈1 ∪𝑅 ∪𝑈2 é uma vizinhança aberta de 0 em [0,∞) × R2. Estende-
remos agora å para å̄:

å̄ : 𝑉 ⊃ R
3

𝑥 ⊃

⎧
⋁︁⋁︁⋁︁⋁︁⋁︁⨄︁
⋁︁⋁︁⋁︁⋁︁⋁︁⎩

å(𝑥) , se 𝑥 ∈ ¶0♢ × (⊗Ó0, Ó0) × (⊗𝜀, 𝜀0)

𝜙(𝑦,1,0)(⊗𝑡𝑥, å ◇ 𝜙(𝑦,1,0)(𝑡𝑥, 𝑥)) , se 𝑥 ∈ 𝑈+
1

𝜙(𝑦,1,0)(⊗𝑠𝑥, å ◇ 𝜙(𝑦,1,0)(𝑠𝑥, 𝑥)) , se 𝑥 ∈ 𝑈⊗
1

𝑥 , se 𝑥 ∈ 𝑅 ∪𝑈2.
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A continuidade de å̄segue do Lema de Colagem, mais ainda, pelo Teorema da Invariância
do Domínio å̄ é um homeomorĄsmo com sua imagem, e a construção de å̄ garante que
as órbitas de (𝑦, 1, 0) são levadas em órbitas de (𝑦, 1, 0), respeitando a orientação.

Para Ąnalizar a demonstração do caso 1. Seja á𝑌 ′ a função do Lema 4.2.1.1. Podemos
supor, sem perda de generalidade que, ¶0♢ × (⊗Ó0, Ó0) × (𝜀0, 𝜀0) ⊆ Dom(á𝑦′). O conjunto

𝑉1 = (⊗∞, 0] × (⊗Ó0, Ó0) × (⊗𝜀0, 𝜀0)

é aberto na topologia induzida de (⊗∞, 0] × R2 e 0 ∈ 𝑉1 e note que 𝑉1 ∪ 𝑉 é uma
vizinhança 0 em R3. Logo, deĄnindo

̃︀å : 𝑉1 ∪ 𝑉 ⊃ R
3

𝑥 ⊃
⎧
⨄︁
⎩
å̄(𝑥) , se 𝑥 ∈ 𝑉

𝜙𝑌 ′(Þ3(𝑥), å ◇ 𝜙(1,0,0)(⊗Þ3(𝑥), 𝑥)) , se 𝑥 ∈ 𝑉1,

temos que ̃︀å é um homeomorĄsmo com sua imagem, pelo Teorema da Invariância do
Domínio. Segue da construção que ̃︀å é uma Σ-equivalência em 0 dos campos ((𝑦, 1, 0), 𝑌 ′)
e ((𝑦, 1, 0), (1, 0, 0)), o que implica por transitividade que (𝑋, 𝑌 ) é Σ-equivalente ao campo
((𝑦, 1, 0),(1, 0, 0)) em 𝑝 e 0, respectivamente.

Demonstraremos agora o Caso 2. Isto é quando Ó = ⊗1. Novamente, utilizando a
forma Local de Vishik (Teorema 2.2.4), existe uma carta (𝜙,𝑈) em torno de 𝑝 em 𝑀 tal
que 𝜙(𝑈) = 𝑉0, 𝜙(𝑝) = 0, 𝜙(𝑈 ∩ Σ) = 𝑉 ∩ ¶0♢ × R2 e

𝜙*𝑋(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

∏︀
̂︁∐︁

⊗𝑦
1
0

⎞
̂︂̂︀ .

DeĄna 𝑌 ′ = 𝜙*𝑌 = (𝑌 ′
1 , 𝑌

′
2 , 𝑌

′
3). Considerando ℎ = 𝑓 ◇ 𝜙⊗1 e usando o Lema 4.2.2.2,

temos que (𝑋, 𝑌 ) é localmente equivalente a ((𝑦, 1, 0), 𝑌 ′) ∈ Ω𝑟(𝑀,Σ) em 𝑝 e 0, respec-
tivamente. Mais ainda, do Lema 4.2.2.1, sgn(𝑌 ′ℎ(0)) = 𝜀. Logo, é suĄciente mostrar a
equivalência local de 𝐴 ..= ((⊗𝑦, 1, 0), 𝑌 ′) e 𝐵 ..= ((⊗𝑦, 1, 0), (1, 0, 0)) em 0.

DeĄna 𝑆+ = ¶(0, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝑉 ∩ ¶0♢ × R2; 𝑦 > 0♢ e 𝑆⊗ = ¶(0, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝑉 ∩ ¶0♢ × R2; 𝑦 <
0♢. Perceba que todo ponto 𝑝 ∈ 𝑆⊗ é um ponto de deslize e todo 𝑝 ∈ 𝑆+ é um ponto de
costura. Note que 𝐴𝑑 ∈ X

𝑟(𝑆⊗), então conseguimos um homeomorĄsmo

Ý0 : ¶0♢ × (⊗Ó2, 0] × (⊗𝜀2, 𝜀2) ⊆ 𝑆⊗ ⊃ 𝑈 ⊆ 𝑆⊗,

com
Ý0♣¶0♢2×(⊗𝜀2,𝜀2) = id♣¶0♢2×(⊗𝜀2,𝜀2) ,

que é uma equivalência topológica local em 0 entre os campos 𝐵𝑑 ∈ X
𝑟(𝑆⊗) e 𝐴𝑑 ∈

X
𝑟(𝑆⊗), (relembre que todos os pontos de 𝑆+ são de costura). Podemos estender Ý0 =

(0, Ý1
0(𝑥), Ý2

0(𝑥)) pelo seguinte homeomorĄsmo

Ý : 𝑄Ó2,𝜀2
⊃ 𝑊

(0, 𝑥1, 𝑥2) ↦⊃
⎧
⨄︁
⎩
Ý0(0, 𝑥1, 𝑥2) , 𝑥 ∈ ¶0♢ × (⊗Ó2, 0] × (⊗𝜀2, 𝜀2)(︁
0,⊗Ý1

0(0,⊗♣𝑥1♣, 𝑥2), Ý2
0(0,⊗♣𝑥1♣, 𝑥2)

)︁
, 𝑥 ∈ ¶0♢ × [0, Ó2) × (⊗𝜀2, 𝜀2)
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onde
𝑊 = ¶(0, 𝑥1, 𝑥2) ∈ ¶0♢ × R

2; (0, 𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝑈 ou (0,⊗𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝑈♢
e

𝑄Ó2,𝜀2
= ¶0♢ × (⊗Ó2, Ó2) × (⊗𝜀2, 𝜀2).

Perceba que Ý continua sendo um homeomorĄsmo e é uma equivalência local de 𝐵𝑑 com
𝐴𝑑 em 0 (uma vez que em 𝑆+ 𝐴𝑑 e 𝐵𝑑 não estão deĄnidos).

Note também que

𝜙(⊗𝑦,1,0)(𝑡, (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)) =

(︃
⊗𝑡2

2
⊗ 𝑥2𝑡+ 𝑥3, 𝑥2 + 𝑡, 𝑥3

)︃
,

seguindo que para qualquer ponto 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ [0,∞) × R2 a curva

Ð𝑥 :
[︂
⊗𝑥2 ⊗

√︁
𝑥2

2 + 2𝑥1,⊗𝑥2 +
√︁
𝑥2

2 + 2𝑥1

]︂
⊃ [0,∞) × R

2

𝑡 ↦⊃ 𝜙(𝑡, 𝑥)

corresponde ao arco que corta ¶0♢ × R2 em 2 pontos e passa pelo ponto 𝑥. Mantendo Ð𝑥
em mente, deĄnimos o valores

𝑟(𝑥) = 2
√︁
𝑥2

2 + 2𝑥1 e

𝑙(𝑥) =
𝑥2 +

√︁
𝑥2

2 + 2𝑥1

2
√︁
𝑥2

2 + 2𝑥1

,

com 𝑙(𝑥) = 0 se ocorrer uma divisão por 0. A função 𝑟(𝑥) corresponde ao comprimento do
intervalo do domínio de Ð𝑥, enquanto 𝑙 deĄne a porcentagem do intervalo que corresponde
ao domínio de Ð𝑥 que tem que ŞandarŤ para termos Ð(𝑡) = 𝑥 e por Ąm

Ð𝑥

(︂
⊗𝑥2 ⊗

√︁
𝑥2

2 + 2𝑥1

)︂
=
(︂

0,⊗
√︁
𝑥2

2 + 2𝑥1, 𝑥3

)︂
.

Considere
𝐸 = ¶𝜙(𝑡, (0, Ó2, 𝑠); 𝑡 ∈ [⊗2Ó2, 0], 𝑠 ∈ (⊗𝜀2, 𝜀2)♢

e o conjunto, na topologia induzida de [0,∞) × R2,

𝑉2 = ¶𝑝 ∈ [0,∞) × R
2; 𝑝 está abaixo de 𝐸 e acima de 𝑄Ó2,𝜀2

♢.

Estenderemos Ý para o conjunto 𝑉2 por meio da função

Ý̄ : 𝑉2 ⊃ [0,∞) × R
2

𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ↦⊃ 𝜙(⊗𝑦,1,0)

(︂
𝑙(𝑥)𝑟

(︂
0,⊗

√︁
𝑥2

2 + 2𝑥1, 𝑥3

)︂
, Ý
(︂

0,⊗
√︁
𝑥2

2 + 2𝑥1, 𝑥3

)︂)︂
,

é claro que
Ý̄
⧹︃⧹︃⧹︃
𝑄δ2,ε2

= Ý,

e que ̃︀Ý é contínua e injetiva. Portanto 𝑥𝑖 é homeomorĄsmo com sua imagem (Teorema da
Invariância do Domínio), além de ser uma equivalência do campo 𝜙(𝑦,1,0) com ele mesmo,
pois leva órbitas de 𝜙(⊗𝑦,1,0) em órbitas de 𝜙(⊗𝑦,1,0), respeitando a orientação.
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Para Ąnalizar, seja novamente á𝑌 ′ a função do Lema 4.2.1.1, podemos supor, sem
perda de generalidade, que ¶0♢ × (⊗Ó0, Ó0) × (𝜀0, 𝜀0) ⊆ Dom(á𝑦′). Também é verdade que
o conjunto

𝑈2 = (⊗∞, 0] × (⊗Ó0, Ó0) × (⊗𝜀0, 𝜀0)

é aberto na topologia induzida de (⊗∞, 0] × R2 e que 0 ∈ 𝑈2. Como 𝑈2 ∪ 𝑉2 é uma
vizinhança 0 em R3, deĄnindo

̃︀Ý : 𝑉1 ∪ 𝑉 ⊃ R
3

𝑥 ⊃
⎧
⨄︁
⎩
Ý̄(𝑥) , se 𝑥 ∈ 𝑉

𝜙𝑌 ′(Þ3(𝑥), å ◇ 𝜙(1,0,0)(⊗Þ3(𝑥), 𝑥)) , se 𝑥 ∈ 𝑉1

temos que ̃︀Ý é um homeomorĄsmo com sua imagem, pelo Teorema da Invariância do
Domínio, além de seguir da construção que ̃︀Ý é uma Σ-equivalência em 0 dos campos
((⊗𝑦, 1, 0), 𝑌 ′) e ((⊗𝑦, 1, 0), (1, 0, 0)). Logo, por transitividade, (𝑋, 𝑌 ) é Σ- equivalente a
((⊗𝑦, 1, 0), (1, 0, 0)) em 𝑝 e 0, respectivamente. E demonstra-se o teorema.

Agora mostraremos a estabilidade estrutural local de pontos de dobra.

Teorema 4.2.2.2. Sejam (𝑋, 𝑌 ) ∈ Ω𝑟(𝑀,Σ) e 𝑝 um ponto dobra-regular, então (𝑋, 𝑌 )
é localmente estruturalmente estável em 𝑝.

Demonstração. Seja 𝑈 uma vizinhança qualquer do ponto de dobra-regular 𝑝. Pelo Lema
4.2.2, existem uma vizinhança 𝒱 de 𝑋 em X

𝑟(𝑀+) e uma vizinhança 𝑉𝑝 ⊆ 𝑈 de 𝑝 em Σ
tais que

i. para cada 𝑋 ′ ∈ 𝒱, existe uma única curva suave de pontos de dobra de 𝑋 ′, contida
em 𝑉 , que intersepta 𝜕𝑉 em apenas dois pontos e de maneira transversal;

ii. 𝑝′ ∈ Ò𝑋 e sgn(𝑋 ′2𝑓(𝑝′)) = sgn(𝑋2𝑓(𝑝)) para todo 𝑝 ∈ Ò𝑋 e 𝑋 ∈ 𝒱, sendo Ò𝑋 uma
curva de pontos de dobra do campo 𝑋.

Diminuindo 𝑉𝑝 se necessário, conseguimos uma vizinhança 𝒰 de 𝑌 em X
𝑟(𝑀⊗) tal que

𝑌 ′𝑓(𝑝′) ̸= 0, ∀ 𝑌 ′ ∈ 𝒰 e 𝑝′ ∈ 𝑈𝑝. Tome a vizinhança 𝒲 = ã⊗1(𝒱 × 𝒰) de (𝑋, 𝑌 ) em
Ω𝑟(𝑀,Σ), sendo ã a função deĄnida na Equação 1.2.1.

Para todo (𝑋 ′, 𝑌 ′) ∈ 𝒲, existe 𝑝′ ∈ 𝑈𝑝 um ponto dobra-regular satisfazendo

Ó = sgn(𝑋2𝑓(𝑝)) = sgn(𝑋 ′2𝑓(𝑝′))

e
𝜀 = sgn(𝑋𝑓(𝑝)) = sgn

(︁
𝑋 ′𝑓(𝑝′)

)︁
.

Pelo Teorema 4.2.2.1, temos que

(𝑋, 𝑌 ) é localmente Σ-equivalente a ((Ó𝑦, 1, 0), (𝜀, 0, 0)) em 𝑝 e 0, respectivamente

e

(𝑋 ′, 𝑌 ′) é localmente Σ-equivalente a ((Ó𝑦, 1, 0), (𝜀, 0, 0)) em 𝑝′ e 0, respectivamente.

Por transitividade, (𝑋, 𝑌 ) e (𝑋 ′, 𝑌 ′) são Σ-equivalentes em 𝑝 e 𝑝′, respectivamente, mos-
trando assim a estabilidade estrutural local de um ponto dobra-regular.
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Seja 𝑝 = (𝑥, 𝑦, 0) ∈ 𝑆1, uma vez que Þ3𝑋(0) > 0, temos que para pontos próximos o
suĄciente de 0, Þ3 ◇𝜙(𝑡, 𝑝) > 0. Como existe unicidade de solução na região R2 × (0,∞),
a solução 𝜙(𝑡, 𝑝) é limitada pela variedade 𝑀 e portanto, deve retornar ao plano R2 × ¶0♢.
Escrevendo 𝜙(𝑡, 𝑝) explicitamente temos que

𝜙(𝑡, (𝑥, 𝑦, 0)) =

(︃
𝑡+ 𝑥, 𝑦,⊗𝑡3

3
⊗ 𝑡2𝑥⊗ 𝑡𝑥2 + 𝑡𝑦

)︃
,

implicando que o ponto de retorno ocorre em

𝑡 =
1
2

(︂√
3
√︁

4𝑦 ⊗ 𝑥2 ⊗ 3𝑥
)︂
.

Portanto, podemos deĄnir o mapa de retorno em 𝑆1 por

à : 𝑆+ ⊃ R
2 × ¶0♢

(𝑥, 𝑦, 0) ↦⊃
(︂1

2

(︂√
3
√︁

4𝑦 ⊗ 𝑥2 ⊗ 𝑥
)︂
, 𝑦, 0

)︂
.

Lema 4.2.3.1. Dado 𝑝 ∈ R2 × [0,∞), deĄna o conjunto 𝐼(𝑝) como sendo a componente
conexa do conjunto 𝜙(R, 𝑝) ∩ R2 × [0,∞) que possui 𝑝. Então, deĄnindo

𝐴𝜀 .

.=

∮︁
𝑝 ∈ R

2 × [0,∞)

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃
∃ 𝑡𝑝 ∈ R, tal que 𝜙(𝑡𝑝, 𝑝) ∈ (⊗𝜀, 𝜀) × (⊗𝜀2/4, 𝜀2/4) × ¶0♢

e 𝜙 ([0, 𝑡𝑝], 𝑝) ∩ R2 × [0,∞) é conexo.

⨀︀
,

temos que 𝐴𝜀 é aberto em R2 × [0,∞).

Demonstração. Primeiro mostraremos que 𝐴𝜀 é uma vizinhança de 0 em R × [0,∞). Note
que 𝜙(𝑡, 0) é uma trajetória que atravessa o plano 𝑧 = 0, utilizando o teorema do Ćuxo
tubular longo conseguimos encontrar uma 𝑉 vizinhança de 0 tal que para todo ponto
𝑝 ∈ 𝑉 , 𝜙(𝑡, 𝑝) atravessa o plano ¶𝑧 = 0♢. Diminuindo 𝑉 se necessário e utilizando
o teorema da dependência contínua, podemos supor que todo elemento de 𝑉 corta o
plano ¶𝑧 = 0♢𝜀. Então, a componente conexa que possui o elemento 0 do conjunto
𝑉 ∩

(︁
R2 × [0,∞)

)︁
é uma vizinhança de 0 em R2 × [0,∞).

Se 𝑝 ∈ 𝐾+
1 , em decorrência do mapa de retorno 𝜙, todos os pontos abaixo da variedade

com bordo
𝑀𝜀

..=
{︁
𝜙(𝑡,⊗𝑥, 𝑥2, 0);𝑥 ⊙ [0, 𝜀) e 𝑡 ∈ [0, 3𝑥]

}︁

estão em 𝐴𝜀. Segue que esses pontos estão no interior de 𝐴𝜀.
Seja 𝑝 ∈ 𝐴𝜀 tal que 𝜙(𝑡𝑝, 𝑝) ̸∈ 𝐾⊗

1 . Perceba que podemos supor que tal contato é
transversal ao plano ¶𝑧 = 0♢𝜀: de fato, se 𝜙(𝑝, 𝑡𝑝) = (⊗𝑥, 𝑥2) for uma tangência, o mapa
de retorno à, nos mostra que ã(𝑡, 𝑝) volta a tocar ¶𝑧 = 0♢𝜀, no ponto (2𝑥, 𝑥2), porém
dessa vez transversalmente. Construiremos uma vizinhança de 𝑝 em 𝐴. Seja

𝐺 : R × R
3 ⊃ R

(𝑡, 𝑝) ↦⊃ Þ3 ◇ 𝜙(𝑡, 𝑝).

Como
d𝐺
d𝑡

(𝑡𝑝, 𝑝) ̸= 0,

o teorema da função implícita nos garante a existência de uma vizinhança 𝑉𝑝 tal que
𝐺(á(𝑞), 𝑞) = 0, utilizando o teorema da dependência contínua de diminuindo 𝑉𝑝 se neces-
sário, temos que 𝑉𝑝 ⊆ 𝐴𝜀, o que demonstra o lema.
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Seja 𝑍 = (𝑋, 𝑌 ) um campo suave por partes tal que no ponto 𝑝 temos um comporta-
mento cúspide-regular. A forma normal de Vishik nos garante que existe uma mudança
de variáveis 𝜙 : 𝑈𝑝 ⊃ 𝑉0, de forma que 𝜙*(𝑋, 𝑌 ) é descrito por

𝑍(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

∮︁
(1, 0, 𝑦 ⊗ 𝑥2), se 𝑧 ⊙ 0
𝜙*𝑌 (𝑥, 𝑦, 𝑧), se 𝑧 ⊙ 0,

(4.2.2)

ou por

𝑍(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

∮︁
(1, 0, 𝑥2 ⊗ 𝑦), se 𝑧 ⊙ 0
𝜙*𝑌 (𝑥, 𝑦, 𝑧), se 𝑧 ⊙ 0.

(4.2.3)

Como nosso foco é o estudo local, podemos redeĄnir (𝑋, 𝑌 ) por (4.2.2) ou (4.2.3).
Consideremos o caso (4.2.2), supondo de Þ3 ◇ 𝑌 (0) > 0. Dessa forma o campo desli-

zante 𝑍𝑑 em uma vizinhança da origem, é deĄnido por

𝑍𝑑(𝑥, 𝑦) =

(︃
𝑌3(𝑥, 𝑦, 0) + (𝑦 ⊗ 𝑥2)𝑌1

𝑌3(𝑥, 𝑦, 0) ⊗ (𝑦 ⊗ 𝑥2)
,

(𝑦 ⊗ 𝑥2)𝑌2

𝑌3(𝑥, 𝑦, 0) ⊗ (𝑦 ⊗ 𝑥2)

)︃

e é imediato que
𝑍𝑑(𝐾) = (1, 0).

sobre 𝐾2, é valida a relação

𝑍𝑑(2𝑥, 𝑥2) =

(︃
𝑌3(2𝑥, 𝑥2, 0) ⊗ 3𝑥2𝑌1(2𝑥, 𝑥2, 0)

𝑌3(2𝑥, 𝑦, 0) ⊗ 3𝑥2
,⊗ 3𝑥2 ≤ 𝑌2(2𝑥, 𝑥2, 0)

𝑌3(2𝑥, 𝑥2, 0) ⊗ 3𝑥2

)︃

= (1 + 𝒪(𝑥),𝒪(𝑥2)).

Uma vez que o vetor tangente da curva 𝐾2 é dado por (1, 2𝑥), temos que para 𝑟 > 0
suĄcientemente pequeno, o campo 𝑍𝑑 é transversal a

𝐾2,𝑟 =

∮︁(︃
𝑥,
𝑥2

4

)︃
; 𝑥 ∈ (0, 𝑟)

⨀︀
, .

Lema 4.2.3.2. Existe 𝑥 > 0 tal que a órbita 𝜙𝑑𝑍(𝑡, (𝑥, 𝑥2)) atinge 𝐾2,𝑟.

Demonstração. Estendemos 𝑍𝑑 para um campo suave qualquer ̃︀𝑍 deĄnido em uma vizi-
nhança da origem em R2 × ¶0♢. Supomos por redução ao absurdo que para todo 𝑥 > 0 a
órbita 𝜙𝑑𝑍(𝑡, (𝑥, 𝑥2)) não atinge 𝐾2,𝑟.

Utilizando o teorema do Ćuxo tubular, existe uma conjugação de classe 𝒞∞,

ℎ : 𝐵0 ⊆ R
2 ⊃ (⊗Ó, Ó) × (Ó, Ó),

que conjuga ̃︀𝑍 com (1, 0) e ℎ(0, 𝑦) = (0, 𝑦). Note que 𝑍𝑑 é tangente a 𝐾2,𝑟 e 𝐾1 em 0.
Considere agora o campo 𝑍 = ̃︀𝑍

⧹︃⧹︃⧹︃
𝐵0

, uma vez que ̃︀𝑍 é transversal a 𝐾2,𝑟 ∖ ¶0♢ e 𝐾+
1 , o

Ćuxo 𝜙𝑍 só pode cortar tais conjuntos uma vez. Como estamos supondo 𝜙𝑑𝑍(𝑡, (𝑥, 𝑥2))
nunca atinge 𝐾2,𝑟, temos que 𝜙𝑍(𝑡, (𝑥, 𝑥2)) nunca atinge 𝐾2,𝑟. Considere a família de
curvas

Ð𝑝(𝑡) = 𝜙𝑍(⊗𝑡, 𝑝), com 𝑝 ∈ 𝐾2,𝑟 ∩𝐵0.
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Uma vez que 𝐵0 é uma vizinhança tubular e Ð𝑝(𝑡) nunca retorna a 𝐾2,𝑟 e nem toca
𝐾+

1 , a única possibilidade é que existe 𝑡𝑝 > 0 tal que Ð𝑝(𝑡𝑝) = (0, 0). Mas isso é um
absurdo, pois as curvas Ð𝑝 possuem imagens disjuntas em decorrência do teorema de
existência e unicidade de equações diferenciais ordinárias.

Segue portanto que deve existir (𝑥, 𝑥2) ∈ 𝐾+
1 tal que a órbita 𝜙𝑑𝑍(𝑡, (𝑥, 𝑥2)) atinge

𝐾2,𝑟.

Seja 𝑥 ∈ R, um valor tal que 𝜙𝑍d(𝑡, (𝑥0, 𝑥
2
0)) atinge 𝐾2,𝑟, como descrito no Lema

4.2.3.2, e suponha que 𝜙(𝑡, (𝑥0, 𝑥
2
0)) atinge 𝐾2,𝑟 no ponto 𝜙𝑍d

(︁
𝑡0,
(︁
𝑥0, 𝑥

2
0

)︁)︁
=
(︁
2𝑦, 𝑦2

)︁
.

Escolha 0 < Ó < 𝑥0 tal que sejam satisfeitos

• ∀ 𝑥 ∈ [0, Ó), 𝜙𝑍(𝑡, (2𝑥, 𝑥2)) está deĄnido em [0, 2Ó ⊗ 2𝑥);

• ∀𝑥 ∈ [0, Ó), 𝜙𝑍(𝑡, (⊗𝑥, 𝑥2)) está deĄnido em (⊗2Ó + 2𝑥, 0];

• ∀ 𝑥 ∈ (⊗Ó2, 0], 𝜙𝑍(𝑡, (0, 𝑥)) está deĄnido em (⊗2Ó, 2Ó);

• Existe uma extensão ̃︀𝑍 de 𝑍 transversal a ¶(⊗𝑥, 𝑥2);𝑥 ∈ (0, 2Ó)♢, ¶(2𝑥, 𝑥2), 𝑥 ∈
(0, Ó)♢ e ¶0♢ × (⊗Ó2, Ó2).

Seja 0 ⊘ 𝑥 < Ó. É claro que, para toda órbita começando em (2𝑥, 𝑥2), existe um único
tempo negativo á(𝑥) de forma que 𝜙𝑍(á(𝑥), (2𝑥, 𝑥2)) ∈ 𝐾1. É fácil ver que á : [0, Ó) ⊃ R

é ao menos contínua.

Lema 4.2.3.3. O conjunto

𝑉Ó .

.=

⎧
⋁︁⋁︁⨄︁
⋁︁⋁︁⎩
𝜙(𝑡, 𝑝) ∈ R2

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃

𝑝 = (𝑥, 𝑥2), 𝑥 ∈ [0, Ó), 𝑡 ∈ (⊗2Ó + 2Ó, 0]
ou 𝑝 = (2𝑥, 𝑥2), 𝑥 ∈ [0, Ó), 𝑡 ∈ (á(𝑥), 2Ó ⊗ 2𝑥]
ou 𝑝 = (0, 𝑥), 𝑥 ∈

[︁
0, Ó2

)︁
, 𝑡 ∈ (⊗2Ó, 2Ó).

⎫
⋁︁⋁︁⋀︁
⋁︁⋁︁⎭
, é aberto na

topologia induzida do domínio de 𝑍.

Demonstração. A abertura é clara e segue do teorema do Ćuxo tubular longo.

Como 0 < Ó < 𝑥0 existe á(Ó) negativo tal que 𝜙𝑍(á(Ó), (2Ó, Ó2)) = (𝑦, 𝑦2). Considere
os conjuntos

𝐿1 =
{︁(︁
𝑥, 𝑥2

)︁
; 𝑥 ∈ [0, 𝑦)

}︁
,

𝐿2 =
{︁(︁

2𝑥, 𝑥2
)︁

; 𝑥 ∈ [0, Ó)
}︁

e

𝐿3 =
{︁
𝜙𝑍d

i
(𝑡, (2Ó, Ó2)); 𝑡 ∈ [á(𝑦), 0]

}︁
,

e seja 𝑆 o interior da região delimitada por 𝐿1, 𝐿2 e 𝐿3. Toda órbita começando
em (𝑥, 𝑥2/4) ∈ 𝐿2 atinge (em tempo negativo) 𝐿2, ou seja, existe á(𝑥) de forma que
𝜙𝑍(á(𝑥), 2𝑥, 𝑥2) ∈ 𝐿2.
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Figura 4.2: Representação de 𝐿1, 𝐿2, 𝐿3 e 𝑆.

Seja

𝑙 ..=
{︁
(⊗𝑥, 𝑥2); 𝑥 ∈ [0, Ó)♢ ∪ ¶(2𝑥, 𝑥2); 𝑥 ∈ [0, Ó)

}︁
∪
(︁
¶0♢ × (⊗Ó2, 0)

)︁

Construiremos uma equivalência

å : 𝑉Ó ⊃ 𝐸Ó ..= (⊗2Ó, 2Ó) × (⊗Ó2, Ó2) ∖ ¶(𝑥, 𝑦); 𝑥 > 0 e 𝑦 > 𝑥2♢,

dos campos 𝑍 e (1, 0) deĄnindo:

• å(𝑝) = 𝑝, se 𝑝 ∈ 𝑙;

• se 𝑞 ∈ 𝑉Ó ∖ 𝑆, 𝑞 = 𝜙(𝑡, 𝑝) com 𝑝 ∈ 𝑙, deĄnimos

å(𝑞) = 𝑝+ (𝑡, 0);

• se 𝑞 ∈ 𝑆, 𝑞 = 𝜙(𝑡, (2𝑥, 𝑥2)) com (2𝑥, 𝑥2) ∈ 𝑙, deĄnimos

å(𝑞) = (𝑥, 𝑥2) +

(︃
𝑡

á(𝑥)
≤ 𝑥, 0

)︃
.

É imediato ver que å é uma equivalência 𝑍 com (1, 0), deĄna agora

𝑈Ó = 𝑉Ó ∪ à⊗1(𝑆).

Lema 4.2.3.4. Seja

𝐵Ó .

.=

∮︁
𝑝 ∈ R

2 × [0,∞)

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃
∃ 𝑡𝑝 ∈ R, tal que 𝜙(𝑡𝑝, 𝑝) ∈ 𝑈Ó,

e 𝜙 ([0, 𝑡𝑝], 𝑝) ∩ R2 × [0,∞) é conexo.

⨀︀
.

Então 𝐵Ó é aberto em R2 × [0,∞).
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Demonstração. Primeiro mostraremos que 𝐵Ó é uma vizinhança de 0. Note que 𝜙(𝑡, 0) é
trajetória que atravessa o plano ¶𝑧 = 0♢. Utilizando o teorema do Ćuxo tubular longo,
conseguimos encontrar uma vizinhança 𝑉 de 0 tal que para todo ponto 𝑝 ∈ 𝑉 , 𝜙(𝑡, 𝑝)
atravessa o plano ¶𝑧 = 0♢. Diminuindo 𝑉 se necessário e utilizando o teorema da de-
pendência contínua, podemos supor que o Ćuxo de todo elemento de 𝑉 corta o aberto do
plano 𝑈Ó. Então a componente conexa que possui de 0 no conjunto 𝑉 ∩ R2 × [0,∞) é
uma vizinhança de 0.

Se 𝑝 ∈ 𝐿2, em decorrência do mapa de retorno à, a componente conexa do conjunto
𝜙(R, 𝜙⊗1(𝑆) ∪𝐿2 ∪ 𝑆) que possui 𝐿2 como subconjunto é uma vizinhança para qualquer
ponto de 𝐿2. Sejam 𝑝 ∈ 𝐵Ó e 𝑡𝑝 tal que 𝜙(𝑡𝑝, 𝑝) ̸∈ 𝐿1. Perceba que podemos supor que
o contato é transversal com plano 𝑉Ó, de fato, se 𝜙(𝑡𝑝, 𝑝) = (⊗𝑥, 𝑥2) é uma tangência, o
mapa de retorno à, nos mostra que tal caminho volta a tocar ¶𝑧 = 0♢𝜀 no ponto (2𝑥, 𝑥2),
porém dessa vez com um contato transversal. Construiremos uma vizinhança de 𝑝 em 𝐵Ó.
Seja

𝐺 : R × R
3 ⊃ R

(𝑡, 𝑝) ↦⊃ Þ3 ◇ 𝜙(𝑡, 𝑝).

Como
d𝐺
d𝑡

(𝑡𝑝, 𝑝) ̸= 0,

o teorema da função implícita nos garante a existência de uma vizinhança 𝑉𝑝 de 𝑝 em
R2 × [0,∞) tal que 𝐺(á(𝑞), 𝑞) = 0. Utilizando o teorema da dependência contínua de
diminuindo 𝑉𝑝 se necessário, temos que 𝑉𝑝 ⊆ 𝐵Ó. O que demonstra o Lema.

Iremos agora estender o mapa 𝜙 : 𝑉Ó ⊃ 𝐸Ó para uma função da forma ̃︀å : 𝐵Ó ⊃ 𝐴Ó.
Considere os conjuntos

𝐵Ó ..=

⎧
⨄︁
⎩𝜙(𝑡, 𝑝)

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃

𝑝 = (⊗𝑥, 𝑥2), 𝑥 ∈ [0, Ó), 𝑡 ∈ (⊗∞, 3𝑥],

e ou 𝑝 = (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆, 𝑡 ∈
[︂

1
2

(︂
⊗

√
3
√︁

4𝑦 ⊗ 𝑥2 ⊗ 3𝑥
)︂
, 0
]︂
⎫
⋀︁
⎭ ⊆ 𝑈Ó e

𝐴 = 𝑈Ó ∖𝐵,
notoriamente 𝑈Ó = 𝐴∪𝐵 e 𝐵 é fechado, o que implica 𝐴 aberto, além disso todo elemento
de 𝐴 intersepta 𝑈Ó transversalmente e em apenas um ponto. Segue que a função

á : 𝐴 ⊃ R

que associa cada 𝑝 ∈ 𝐴 ao único valor á(𝑝) tal que, 𝜙(á(𝑝), 𝑝) ∈ 𝑈Ó é contínua. DeĄnimos
̃︀å em 𝐴 da seguinte maneira: para 𝑝 = 𝜙(á(𝑞), 𝑞) com 𝑞 ∈ 𝑈Ó, ̃︀å(𝑝) = 𝜙(á(𝑞), å(𝑞)).

Agora, estenderemos ̃︀å em 𝐵. Para a região

¶𝜙(𝑡, 𝑝); 𝑝 = (⊗𝑥, 𝑥2), 𝑥 ∈ [0, Ó), 𝑡 ∈ (⊗∞, 3𝑥]♢,

a função ̃︀å pode ser estendida pela função identidade, ̃︀å(𝑥) = 𝑥.
Nos pontos

𝐻 =
{︂
𝜙(𝑡, 𝑝); 𝑝 = (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆, 𝑡 ∈

[︂1
2

(︂
⊗

√
3
√︁

4𝑦 ⊗ 𝑥2 ⊗ 3𝑥
)︂
, 0
]︂}︂
,
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Dado 𝑝 ∈ 𝐻, 𝜙(𝑡, 𝑞) com 𝑞 ∈ 𝑆, e deĄnindo

̃︀𝑙 : 𝑆 ⊃ R

(𝑥, 𝑦) ↦⊃ 1
2

(︂
⊗

√
3
√︁

4𝑦 ⊗ 𝑥2 ⊗ 3𝑥
)︂
,

e
̃︀å(𝑥, 𝑦) = 𝜙

(︃
𝑡

𝑙(𝑥)
𝑙 (å(𝑥, 𝑦)) , å(𝑥, 𝑦)

)︃
,

É claro da construção que ̃︀å é contínua e é um homeomorĄsmo entre 𝑈Ó para 𝐴Ó.
Relembramos agora que (𝑋, 𝑌 ) está deĄnido apenas em uma vizinhança 𝑈 da origem,
então, redeĄnimos ̃︀å por ̃︀å

⧹︃⧹︃⧹︃
𝑈∩𝐵δ

.

Terminaremos de mostrar a equivalência entre (𝑋, 𝑌 ) e ((1, 0, 𝑦 ⊗ 𝑥2), (0, 0, 1)). Note
que podemos supor que Þ3 ◇ 𝑌 (𝑝) ̸= 0, ∀𝑝 ∈ 𝑈Ó. Usando o teorema da função implícita
conseguimos uma vizinhança aberta 𝑊Ó de 𝑈Ó tal que a função

á : 𝑊Ó ⊃ R

é a função que associa 𝑝 ∈ 𝑊Ó, ao único tempo tal que 𝜙𝑌 (á(𝑝), 𝑝) ∈ 𝑈Ó. DeĄnimos

ã : 𝑊Ó ⊃ ã(𝑊Ó)

𝑝 ↦⊃ 𝜙(1,0) (⊗á(𝑝), å(𝜙𝑌 (á(𝑝), 𝑝)))

em uma vizinhança de 0. Por Ąm, a função

𝜃 : Dom( ̃︀å) ∪ Dom(ã) ⊃ Im( ̃︀å) ∪ Im(ã)

𝑥 ⊃
⎧
⨄︁
⎩
̃︀å(𝑥) , se 𝑥 ∈ Dom( ̃︀å)

ã(𝑥) , se 𝑥 ∈ Dom(ã),

é uma Σ-equivalência de (𝑋, 𝑌 ) com ((1, 0, 𝑦 ⊗ 𝑥2), (0, 0, 1)) em 𝑝 e 0, respectivamente.
Para os demais casos podemos construir a equivalência com com mínimas adaptações

da mesma técnica, sendo assim provamos o resultad que segue.

Teorema 4.2.3.1 (Adaptado de [5]). Sejam (𝑋, 𝑌 ) ∈ Ω𝑟(𝑀,Σ) e 𝑝 um ponto cúspide-
regular, então (𝑋, 𝑌 ) é Σ-equivalente ao campo ((Ó𝑦, 𝑧, 1), (𝜀, 0, 0)) ∈ Ω𝑟(R3,R2) em 𝑝 e
0 respectivamente, sendo Ó = sgn(𝑋3𝑓(𝑝)) e 𝜀 = sgn(𝑌 𝑓(𝑝)).

Mostraremos agora o resultado que mostra a estabilidade estrutural local do ponto
cúspide regular.

Teorema 4.2.3.2. Sejam (𝑋, 𝑌 ) ∈ Ω𝑟(𝑀,Σ) e 𝑝 um ponto cúspide-regular, então (𝑋, 𝑌 )
é localmente estruturalmente estável em 𝑝.

Demonstração. Seja 𝑈 uma vizinhança qualquer do ponto cúspide-regular 𝑝. Pelo Lema
4.2.2, existem uma vizinhança 𝒱 de 𝑋 em X

𝑟(𝑀+), números reais 𝑎0 < 0 < 𝑏0 e uma
vizinhança 𝑈𝑝 ⊆ 𝑈 de 𝑝 em Σ tais que para cada 𝑋 ′ ∈ 𝒱:

i. existe única curva suave Ò𝑋 ′ : [𝑎0, 𝑏0] ⊃ 𝑉 pertencentes a 𝑆𝑋 ′ em 𝑉 que interceptam
𝜕𝑉 transversalmente em apenas dois pontos;

ii. existe uma função contínua tal que 𝑎0 < á(𝑋) < 𝑏0 e 𝑝(𝑋 ′) ..= Ò𝑋 ′(á(𝑋 ′)) é o único
ponto de cúspide de 𝑋 ′ em 𝑉 ; mais ainda, sgn(𝑋 ′3ℎ(𝑝(𝑋 ′)) = sgn(𝑋3ℎ(𝑝));
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iii. Ò𝑋 ′(𝑡) é um ponto de dobra de 𝑋 ′ para todo 𝑡 ∈ [𝑎0, 𝑏0], tal que 𝑡 ̸= á(𝑋 ′). Mais
ainda,

𝑋 ′2ℎ(Ò𝑋 ′(𝑡))𝑋 ′2ℎ(Ò𝑋 ′(𝑠)) < 0, ∀ 𝑡 ∈ [𝑎0, á(𝑋 ′)), 𝑠 ∈ (á(𝑋 ′), 𝑏0],

Diminuindo 𝑈𝑝 se necessário, conseguimos uma vizinhança 𝒰 de 𝑌 em X
𝑟(𝑀⊗) tal que

𝑌 ′𝑓(𝑝′) ̸= 0, ∀ 𝑌 ′ ∈ 𝒰 e 𝑝′ ∈ 𝑈𝑝. Tome agora a vizinhança 𝒲 = ã⊗1(𝒱 × 𝒰) de (𝑋, 𝑌 )
em Ω𝑟(𝑀,Σ), sendo ã é a função deĄnida na Equação (1.2.1).

Note então que, para todo (𝑋 ′, 𝑌 ′) ∈ 𝒲, existe um ponto 𝑝(𝑋 ′) ∈ 𝑈𝑝 que é um ponto
cúspide-regular, satisfazendo

Ó = sgn(𝑋3𝑓(𝑝)) = sgn(𝑋 ′3𝑓(𝑝′))

e
𝜀 = sgn(𝑋𝑓(𝑝)) = sgn(𝑋 ′𝑓(𝑝′)).

Pelo Teorema 4.2.3.1 que

(𝑋, 𝑌 ) é localmente Σ- equivalente a ((Ó𝑦, 𝑧, 1), (𝜀, 0, 0)) em 𝑝 e 0, respectivamente

e

(𝑋 ′, 𝑌 ′) é localmente Σ-equivalente a ((Ó𝑦, 𝑧, 1), (𝜀, 0, 0)) em 𝑝(𝑋 ′) e 0, respectivamente

por transitividade, (𝑋, 𝑌 ) e (𝑋 ′, 𝑌 ′) são Σ-equivalentes em 𝑝 e 𝑝(𝑋 ′), respectivamente,
mostrando assim a estabilidade estrutural local de um ponto cúspide-regular.

4.2.4 Caso Dobra-Dobra

Neste ponto, já entendemos o comportamento estrutural local de praticamente todos
os pontos de 𝑀 em campos de Ξ0, restando apenas os pontos de dobra-dobra. À primeira
vista, o comportamento de tais pontos parece precisar de apenas de uma adaptação do
caso dobra-regular, porém tal aĄrmação se mostra muito precipitada e desconectada da
complexidade de tal questão.

O tratamento que daremos para esse caso é completamente diferente dos casos an-
teriores. Mais ainda, veremos que sob certas condições os pontos dobra-dobra não são
estruturalmente estáveis e tal fato implicará que o conjunto Σ0 não é residual em Ω𝑟(𝑀,Σ),
contrariando as expectativas uma vez que pois no caso clássico, foi provado que o conjunto
𝒢1 ⊆ X

𝑟(𝑀), contido no conjunto dos campos globalmente estruturalmente estáveis, era
conjunto aberto e denso em X

𝑟(𝑀).
Começaremos separando os pontos dobra-dobra em quatro tipos por meio da deĄnição

que segue.

DeĄnição 4.2.4.1. Utilizando os conceitos de dobra visível e invisível da DeĄnição 1.4.4,
sejam 𝑍 = (𝑋, 𝑌 ) ∈ Ω𝑟(𝑀,Σ) e 𝑝 ∈ 𝑀 um ponto de dobra-dobra de 𝑍. Então, são dadas
as seguintes denominações para o ponto 𝑝:

a) dobra-dobra visível, se 𝑋2𝑓(𝑝) > 0 e 𝑌 2𝑓(𝑝) < 0;

b) dobra-dobra invisível-visível se 𝑋2𝑓(𝑝) < 0 e 𝑌 2𝑓(𝑝) < 0;

c) dobra-dobra visível-invisível se 𝑋2𝑓(𝑝) > 0 e 𝑌 2𝑓(𝑝) > 0; e
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d) dobra-dobra invisível se 𝑋2𝑓(𝑝) < 0 e 𝑌 2𝑓(𝑝) > 0, neste caso esse ponto também
recebe o nome de singularidade de Teixeira ou, simplesmente, 𝑇 -singularidade.

Comumente um ponto no caso 𝑎) recebe o nome de ponto de dobra-dobra hiperbólicos, 𝑏) e
𝑐) são denominados dobra-dobra parabólicos e, Ąnalmente, pontos do tipo 𝑑) são batizados
pelo nome de dobra-dobra elípticos.

Dados 𝑍 = (𝑋, 𝑌 ) ∈ Ξ0 e 𝑝 ∈ Σ um ponto de dobra-dobra, começaremos provando
resultados a respeito de uma forma normal para o ponto 𝑝.

Teorema 4.2.4.1 (Adaptado de [7]). Sejam 𝑍 = (𝑋, 𝑌 ) ∈ Ω𝑟(𝑀,Σ) e 𝑝 ∈ Σ um ponto
de dobra-dobra, satisfazendo 𝑆𝑋 ⋔ 𝑆𝑌 . Então, existe uma carta (𝜙,𝑈) em torno de 𝑝 em
𝑀 , tal que 𝜙(𝑝) = 0, 𝜙(𝑈 ∩ Σ) ⊆ ¶0♢ × R2, 𝑓 ◇ 𝜙⊗1(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

⧹︃⧹︃⧹︃𝑋2𝑓(𝑝)
⧹︃⧹︃⧹︃ ≤ 𝑧,

𝜙*𝑋(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

∏︀
̂︁∐︁
Ð+ 𝒪 (♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣)
1 + 𝒪(♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣)

Ó𝑦

⎞
̂︂̂︀ e 𝜙*𝑌 (𝑥, 𝑦, 𝑧) =

∏︀
̂︁̂︁∐︁

Ò + 𝒪(♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣)
Ñ + 𝒪(♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣)
𝑥+ 𝒪

(︁
♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣2

)︁

⎞
̂︂̂︂̂︀ ,

sendo, Ó = sgn
(︁
𝑋2𝑓(𝑝)

)︁
, sgn(Ò) = sgn(𝑌 2𝑓(𝑝)) e Ð, Ñ, Ò ∈ R.

Demonstração. Utilizando a forma normal do Teorema 2.2.5, existe uma carta (å,𝑈) em
torno de 𝑝 de modo que å(𝑝) = 0, å(𝑈 ∩ Σ) ⊆ R2 × ¶0♢, 𝑓(𝜙⊗1(𝑥, 𝑦, 𝑧)) = 𝑧 e

å*𝑋(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

∏︀
̂︁̂︁∐︁

0
𝑋2𝑓

(︁
å⊗1(𝑥, 𝑦, 𝑧)

)︁

𝑦

⎞
̂︂̂︂̂︀ .

Uma vez que 𝑝 é ponto de dobra do campo 𝑋,

𝐾 = 𝑋2𝑓(𝑝) ̸= 0.

Considere a transformação linear

𝐴 : R
3 ⊃ R

3

(𝑥, 𝑦, 𝑧) ↦⊃
(︃
𝑥,

𝑦

𝐾
,
𝑧

♣𝐾♣

)︃
.

Então, ̃︀å ..= 𝐴å : 𝑈 ⊃ R3 é uma carta em torno de R3 satisfazendo 𝑓 ◇ ̃︀å(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ♣𝐾♣𝑧,
̃︀å(𝑈 ∩ Σ) = R2 × ¶0♢, ̃︀å(𝑝) = 0 e

̃︀å*𝑋(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

∏︀
̂︁∐︁

0
1 + 𝒪 (♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣)

Ó𝑦

⎞
̂︂̂︀ ,

denote
̃︀𝑌 = ̃︀å*𝑌 =

(︁
̃︀𝑌1, ̃︀𝑌2, ̃︀𝑌3

)︁
.

Uma vez que 𝑝 é ponto de dobra-dobra, segue que

¶∇𝑓(𝑝),∇𝑋𝑓(𝑝),∇𝑌 𝑓(𝑝)♢
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é um conjunto linearmente independente em 𝑇𝑝𝑀 . Uma vez que ̃︀å é um difeomorĄsmo,
utilizando o Lema 4.2.2.1, segue que

¶(0, 0, ♣𝐾♣), (0, ♣𝐾♣, 0), ♣𝐾♣∇ ̃︀𝑌3(0, 0, 0)♢

é um conjunto linearmente independente, implicando que
⧹︃⧹︃⧹︃𝑋𝑓2(𝑝)

⧹︃⧹︃⧹︃ ≤ ̃︀𝑌3(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∇(𝑌 𝑓) ◇ ̃︀å⊗1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = Ð1𝑥+ Ð2𝑦 + Ð3𝑧 + 𝒪(♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣2),

sendo Ð3 ̸= 0. DeĄnindo
Ò = sgn

(︁
𝑌 2𝑓(𝑝)

)︁
/♣𝐾♣

e fazendo a mudança de variáveis

Õ(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (Ð1𝑥+ Ð2𝑦 + Ð3𝑧, 𝑦, 𝑧) ,

temos que Õ é um difeomorĄsmo de R3 com R3. DeĄnindo

𝜙 = Õ ◇ ̃︀å : 𝑈 ⊃ R
3,

é claro que 𝜙 é difeomorĄsmo com sua imagem satisfazendo

𝜙(𝑈 ∩ Σ) = Õ( ̃︀å(𝑈 ∩ Σ)) ⊆ Õ
(︁
R

2 × ¶0♢
)︁

⊆ R
2 × ¶0♢,

𝜙*𝑋(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

∏︀
̂︁∐︁
Ð2 + 𝒪(♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣)

1 + 𝒪(𝑥, 𝑦, 𝑧)
Ó𝑦

⎞
̂︂̂︀

e

𝜙*𝑌 (𝑥, 𝑦, 𝑧) =

∏︀
̂︁∐︁
Ð1
̃︀𝑌1(0) + Ð2

̃︀𝑌2(0) + Ð3
̃︀𝑌3(0) + 𝒪(♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣)

̃︀𝑌2(0) + 𝒪(♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣)
𝑥+ 𝒪(♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣2)

⎞
̂︂̂︀ .

Uma vez que

sgn(Ò) = sgn

(︃
Ð1
̃︀𝑌1(0) + Ð2

̃︀𝑌2(0) + Ð3
̃︀𝑌3(0)

𝐾

)︃
=

𝑌 2𝑓(𝑝)
♣𝑋2𝑓(𝑝)♣ = sgn(𝑌 2𝑓(𝑝)),

deĄnimos Ð ..= Ð2 e Ñ ..= ̃︀𝑌2(0), e então

𝜙*𝑋(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

∏︀
̂︁∐︁
Ð+ 𝒪 (♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣)
1 + 𝒪(♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣)

Ó𝑦

⎞
̂︂̂︀ e 𝜙*𝑌 (𝑥, 𝑦, 𝑧) =

∏︀
̂︁̂︁∐︁

Ò + 𝒪(♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣)
Ñ + 𝒪(♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣)
𝑥+ 𝒪

(︁
♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣2

)︁

⎞
̂︂̂︂̂︀ ,

o que demonstra o teorema.

O teorema acima nos motiva a dar a deĄnição a seguir.

DeĄnição 4.2.4.2. Sejam 𝑍 = (𝑋, 𝑌 ) ∈ Ω𝑟(𝑀,Σ) e 𝑝 um ponto de dobra-dobra tal
que 𝑆𝑋 ⋔ 𝑆𝑌 . Um sistema de coordenadas que coloca 𝑍 na forma do Teorema 4.2.4.1 é
chamada de carta normal de 𝑍 em 𝑝. 𝑍 será denotado por 𝑍(Ð, Ñ, Ò), sendo Ð, Ñ e Ò as
constantes dadas pelo teorema, que recebem o nome de parâmetros normais de 𝑍.
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N.B. 4.2.1. A demonstração do Teorema 4.2.4.1 nos dá uma expressões para Ð, Ñ e Ò:

Ð =
𝜕∇(𝑌 𝑓) ◇ å⊗1

𝜕𝑦
(0), Ñ = Þ2(𝜙*𝑌 ) e Ò =

𝑌 2𝑓(𝑝)
♣𝑋2𝑓(𝑝)♣ ,

porém é interessante notar que Ð e Ñ dependem da escolha das cartas å e 𝜙. Apesar
dessa escolha não ser canônica, a mera existência da carta normal irá implicar resultados
impressionantes.

Além dissom do Teorema 4.2.4.1 consegue-se o seguinte corolário.

Corolário 4.2.1 ([7]). Sejam 𝑍 = (𝑋, 𝑌 ) ∈ Ω𝑟(𝑀,Σ) e 𝑝 ∈ Σ um ponto de dobra-dobra
de 𝑍, com 𝑆𝑋 ⋔ 𝑆𝑌 . Então na carta (𝜙,𝑈) do Teorema 4.2.4.1 temos

i. 𝜙 (𝑆𝑋 ∩𝑈) = ¶(𝑥, 0, 0); 𝑥 ∈ (⊗𝜀, 𝜀)♢, para algum 𝜀 > 0;

ii. 𝜙 (𝑆𝑌 ∩𝑈) = ¶(𝑔(𝑦), 𝑦, 0); 𝑦 ∈ (⊗𝜀, 𝜀)♢, além disso 𝑔(𝑦) = 𝒪(𝑦2).

Demonstração. Seja (𝜙,𝑈) a carta do Teorema 4.2.4.1, então 𝑓 ◇𝜙⊗1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ♣𝑋2𝑓(𝑝)♣≤𝑧,
denotando 𝑋 por 𝜙*𝑋, 𝑌 por 𝜙*𝑌 e 𝑓 por 𝑓 ◇ 𝜙⊗1,

𝑋𝑓(𝑥, 𝑦, 0) =
⧹︃⧹︃⧹︃𝑋2𝑓(𝑝)

⧹︃⧹︃⧹︃ ≤ Ó𝑦.

Então
𝑆𝑋 = ¶(𝑥, 𝑦, 0) ∈ 𝜙(𝑈); 𝑦 = 0♢

e
𝑌 𝑓(𝑥, 𝑦, 0) = ♣𝑋2𝑓(𝑝)♣≤(𝑥+ 𝒪(♣(𝑥, 𝑦)♣2)).

Uma vez que
𝜕𝑌 𝑓

𝜕𝑥
(0, 0, 0) =

⧹︃⧹︃⧹︃𝑋2𝑓(𝑝)
⧹︃⧹︃⧹︃ ̸= 0,

pelo teorema da função implícita existem 𝜀, Ó > 0 e única função suave 𝑔 : (⊗𝜀, 𝜀) ⊃
(⊗Ó, Ó), tais que

𝑌 𝑓(𝑥, 𝑦, 0) = 0 e (𝑥, 𝑦) ∈ (⊗𝜀, 𝜀) × (⊗Ó, Ó) ⇐⇒ 𝑥 = 𝑔(𝑦).

Segue que, diminuindo 𝑈 ,

𝑆𝑌 = ¶(𝑔(𝑦), 𝑦, 0); 𝑦 ∈ (⊗𝜀, 𝜀)♢.

Por Ąm, como
𝑌 𝑓(𝑔(𝑦), 𝑦, 0) = 0,

derivando em 𝑦 = 0,
𝜕𝑌 𝑓

𝜕𝑥
(0)𝑔′(0) +

𝜕𝑌 𝑓

𝜕𝑦
= 0,

e como
𝜕𝑌 𝑓

𝜕𝑦
= 0 e

𝜕𝑌 𝑓

𝜕𝑥
̸= 0, então

𝑔′(0) = 0 ⇒ 𝑔(𝑦) = 𝒪(𝑦2).
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DeĄna 𝐹𝑍 como sendo o campo de vetores 𝑍𝑑 colocado nas coordenadas do Teorema
4.2.4.1, de modo análogo deĄnimos 𝐹𝑁𝑍 como sendo o campo 𝑍𝑑𝑁 colocado em tais coor-
denadas. Outra aplicação do Teorema 4.2.4.1 é o seguinte resultado.

Teorema 4.2.4.2. Seja 𝑍 = (𝑋, 𝑌 ) ∈ Ω𝑟(𝑀,Σ) nas condições do Teorema 4.2.4.1.
Então 𝐹𝑁𝑍 ∈ X

𝑟
(︁
R2 × ¶0♢

)︁
, é dada por

𝐹𝑁𝑍 (𝑦, 𝑧) =
⧹︃⧹︃⧹︃𝑋2𝑓(𝑝)

⧹︃⧹︃⧹︃
(︃
Ð ⊗ÓÒ
1 ⊗ÓÑ

)︃
≤
(︃
𝑥
𝑦

)︃
+ 𝒪

(︁
♣(𝑥, 𝑦)♣2

)︁
,

Mais ainda, tal campo é equivalente a

̃︀𝐹𝑁𝑍 (𝑥, 𝑦) =

(︃
Ð ⊗ÓÒ
1 ⊗ÓÑ

)︃
≤
(︃
𝑥
𝑦

)︃
+ 𝒪

(︁
♣(𝑥, 𝑦)♣2

)︁
.

Uma vez que d𝜙𝑝(𝑇𝑝Σ) = ¶0♢ × R2, na notação acima estamos omitindo a primeira
coordenada.

Demonstração. Pelo Teorema 4.2.4.1, existe uma carta (𝜙,𝑈) tal que 𝜙(𝑝) = 0, 𝑓 ◇
𝜙⊗1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ♣𝑋2𝑓(𝑝)♣≤𝑧,

𝜙*𝑋(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

∏︀
̂︁∐︁
Ð+ 𝒪 (♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣)
1 + 𝒪(♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣)

Ó𝑦

⎞
̂︂̂︀ e 𝜙*𝑌 (𝑥, 𝑦, 𝑧) =

∏︀
̂︁̂︁∐︁

Ò + 𝒪(♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣)
Ñ + 𝒪(♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣)
𝑥+ 𝒪

(︁
♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣2

)︁

⎞
̂︂̂︂̂︀ .

Denote 𝑋 por 𝜙*𝑋, 𝑌 por 𝜙*𝑌 e 𝑓 por 𝑓 ◇ 𝜙⊗1 obtendo

𝐹𝑁𝑍 (𝑥, 𝑦) = 𝑌 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)

∏︀
̂︁∐︁
Ð+ 𝒪 (♣(𝑥, 𝑦)♣)
1 + 𝒪(♣(𝑥, 𝑦)♣)

Ó𝑦

⎞
̂︂̂︀⊗𝑋𝑓(0, 𝑦, 𝑧)

∏︀
̂︁̂︁∐︁

Ò + 𝒪(♣(𝑥, 𝑦)♣)
Ñ + 𝒪(♣(𝑥, 𝑦)♣)
𝑥+ 𝒪

(︁
♣(𝑥, 𝑦)♣2

)︁

⎞
̂︂̂︂̂︀ , (4.2.4)

com
𝑋𝑓(𝑥, 𝑦, 0) =

⧹︃⧹︃⧹︃𝑋2𝑓(𝑝)
⧹︃⧹︃⧹︃ Ó𝑦

e
𝑌 𝑓(𝑥, 𝑦, 0) =

⧹︃⧹︃⧹︃𝑋2𝑓(𝑝)
⧹︃⧹︃⧹︃
(︁
𝑥+ 𝒪(♣(𝑥, 𝑦)♣2)

)︁
.

Substituindo estes valores em 4.2.4, temos

𝐹𝑁𝑍 (𝑥, 𝑦) =
⧹︃⧹︃⧹︃𝑋𝑓2(𝑝)

⧹︃⧹︃⧹︃
(︃
Ð ⊗ÓÒ
1 ⊗ÓÑ

)︃
≤
(︃
𝑥
𝑦

)︃
+ 𝒪

(︁
♣(𝑥, 𝑦)♣2

)︁
.

Fazendo a mudança temporal á = 𝑡/♣𝑋2𝑓(𝑝)♣, é claro que o campo acima é equivalente a

̃︀𝐹𝑁𝑍 (𝑦, 𝑧) =

(︃
Ð ⊗ÓÒ
1 ⊗ÓÑ

)︃
≤
(︃
𝑥
𝑦

)︃
+ 𝒪

(︁
♣(𝑥, 𝑦)♣2

)︁
.

Agora iremos nos concentrar em estudar o espaço dos germes de involuções. Apesar de
parecer pouco relacionado com o assunto abordado até agora esse conceito é fundamental
para o entendimento da estabilidade estrutural local em pontos de dobra-dobra, como
será mostrado em seções futuras.
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4.2.4.1 Espaço dos Germes de Involuções

Essa seção tem como objetivo construir ferramentas que nos permitem estudar a es-
tabilidade estrutural dos pontos de dobra-dobra elípticos.

Estenderemos o conceito de germe, apresentado na seção 2.

DeĄnição 4.2.4.3. Sejam 𝑀 e 𝑁 variedades suaves. Considere o conjunto

𝐶∞
𝑝 (𝑀,𝑁) ..= ¶𝑓 : 𝑈𝑝 ⊃ 𝑁 ; 𝑈𝑝 é uma vizinhança de 𝑝, 𝑓 é de classe 𝒞∞♢.

DeĄnimos o espaço dos germes de 𝑀 para 𝑁 em 𝑝,

C ∞
𝑝 (𝑀,𝑁) ..= 𝐶∞

𝑝 (𝑀,𝑁)/≍𝑝,

sendo ≍𝑝 a relação de equivalência dada por 𝑓 ≍𝑝 𝑔 se

i. 𝑓(𝑝) = 𝑔(𝑝);

ii. existe vizinhança 𝑊𝑝 ⊆ 𝑈𝑝 ∩ 𝑉𝑝, tal que 𝑓(𝑞) = 𝑔(𝑞), para todo 𝑞 ∈ 𝑊𝑝.

A análise do caso dobra-dobra estará intimamente ligada ao espaço das involuções. Os
resultados referentes a essa parte da dissertação são extraídos de [16]

Notação 4.2.2. Sejam 𝑋 e 𝑌 espaços topológicos, 𝐴 ⊆ 𝑋 e 𝐵 ⊆ 𝑌 . Denotamos

ℎ : (𝑋,𝐴) ⊃ (𝑌,𝐵)

se a função ℎ : 𝑋 ⊃ 𝑌 é tal que ℎ(𝐴) ⊆ 𝐵.

DeĄnição 4.2.4.4. Um germe de uma involução em 0 é um germe pertencente a C ∞
0 (R2)

tal que um de seus representantes é um difeomorĄsmo 𝜙 : R2 ⊃ R2 com 𝜙(0) = 0,
𝜙2(𝑥, 𝑦) = (𝑥, 𝑦) e det (d𝜙0) = ⊗1.

DeĄnição 4.2.4.5. Um germe 𝑓 ∈ C ∞
0 (R2) tal que 𝑓(0) = 0 é chamado de dobra se

existem germes de difeomorĄsmos ℎ, 𝑘 : (R2, 0) ⊃ (R2, 0) tais que 𝑓 = 𝑘 ◇ 𝑓0 ◇ ℎ⊗1, sendo

𝑓0(𝑥, 𝑦) = (𝑥, 𝑦2).

O espaço I 𝑟 será o conjunto dos germes de involução em 0, munido da topologia 𝒞𝑟,
isto é, a topologia gerada pela base de vizinhanças

B𝑟(𝜙, 𝜀) ..=

⎧
⨄︁
⎩å ∈ I 𝑟

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃
∃ uma vizinhança 𝑈å0 ⊆ R2 de 0 tal que
sup

{︁⧸︁⧸︁⧸︁𝑑𝑖𝜙(𝑥) ⊗ 𝑑𝑖å(𝑥)
⧸︁⧸︁⧸︁ ; 𝑥 ∈ 𝑈å0 e 0 ⊘ 𝑖 ⊘ 𝑟

}︁
< 𝜀

⎫
⋀︁
⎭ ,

com 𝜙 ∈ I 𝑟 e 𝜀 > 0. É interessante notar que essa topologia não é Hausdorff, pois
se tomarmos duas involuções 𝜙, å ∈ I 𝑟, tais que d𝑖𝜙0 = d𝑖å0 e 0 ⊘ 𝑖 ⊘ 𝑟 implica
å ∈ B𝑟(𝜙, 𝜀) para todo 𝜀 > 0.

Além disso, deĄnimos W 𝑟 = I 𝑟 × I 𝑟 com a topologia produto.

Iremos agora apresentar um conceito de equivalência topológica para elementos de
W 𝑟.

DeĄnição 4.2.4.6. Sejam 𝜙 = (𝜙0, 𝜙1) e å = (å0, å1) ∈ W 𝑟 pares de involuções em
0. Então 𝜙 e å são topologicamente equivalentes em 0 se existe um homeomorĄsmo
ℎ : (R2, 0) ⊃ (R2, 0) que satisfaz ℎ ◇ 𝜙0 = å0 ◇ ℎ e ℎ ◇ 𝜙1 = å1 ◇ ℎ, simultaneamente.
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Lema 4.2.4.1 ([16]). Assuma que 𝜙 = (Ð, Ñ) ∈ I 𝑟 satisfaça

i. Ñ(𝑥, 0) = 0;

ii. 𝑦Ñ(𝑥, 𝑦) < 0, se 𝑦 < 0.

Então, existe 𝑓 ∈ C ∞
0 (R2), tal que 𝑓(0) = 0, 𝑓 é uma dobra e 𝑓 ◇ 𝜙 = 𝑓.

Demonstração. Perceba que

d𝜙(𝑥,0) =

∏︀
̂︁̂︁̂︁∐︁

𝜕Ð

𝜕𝑥
(𝑥, 0)

𝜕Ð

𝜕𝑦
(𝑥, 0)

𝜕Ñ

𝜕𝑥
(𝑥, 0)

𝜕Ñ

𝜕𝑦
(𝑥, 0)

⎞
̂︂̂︂̂︂̂︀ =

∏︀
̂︁̂︁̂︁∐︁

𝜕Ð

𝜕𝑥
(𝑥, 0)

𝜕Ð

𝜕𝑦
(𝑥, 0)

0
𝜕Ñ

𝜕𝑦
(𝑥, 0)

⎞
̂︂̂︂̂︂̂︀ ,

e por 𝑖𝑖. temos
𝜕Ñ

𝜕𝑦
(𝑥, 0) < 0,

pois
𝜕Ñ

𝜕𝑦
(𝑥, 0) = lim

𝑦⊃0⊗

Ñ(𝑥, 𝑦)
𝑦

= lim
𝑦⊃0⊗

𝑦Ñ(𝑥, 𝑦)
𝑦2

⊘ 0

e Ñ𝑦(𝑥, 0) ̸= 0, implicando Ñ𝑦(𝑥, 0) < 0. Usando que det(d𝜙(0,0)) = ⊗1, necessariamente

𝜕Ñ

𝜕𝑦
(0, 0) < 0 e

𝜕Ð

𝜕𝑥
(0, 0) > 0.

Uma vez que
d𝜙2

(0,0) = Id,

derivando em (0, 0) consegue-se
(︃
𝜕Ñ

𝜕𝑦
(0, 0)

)︃2

=

(︃
𝜕Ð

𝜕𝑥
(0, 0)

)︃2

= 1 ⇒ 𝜕Ñ

𝜕𝑦
(0, 0) = ⊗1 e

𝜕Ð

𝜕𝑥
(0, 0) = 1.

Além disso, como 𝜙(𝜙(𝑥, 0)) = (𝑥, 0), então Ð(Ð(𝑥, 0), 0) = 0. DeĄna 𝑎(𝑥) = Ð(𝑥, 0).
Temos então que 𝑎 satisfaz

1. 𝑎(𝑎(𝑥)) = 𝑥,

2. 𝑎′(0) = 1, e

3. 𝑎(0) = 0.

Vamos mostrar que 𝑎(𝑥) = 𝑥. Uma vez que 𝑎 é difeomorĄsmo com sua imagem, 𝑎′(𝑥) ̸= 0
para todo 𝑥. Por continuidade, temos que 𝑎′(𝑥) > 0 para todo 𝑥 pois 𝑎′(0) = 1, implicando
que 𝑎 é função crescente. Suponha que exista 𝑥 tal que 𝑎(𝑥) ̸= 𝑥. Se 𝑎(𝑥) < 𝑥, 𝑎(𝑎(𝑥)) =
𝑥 < 𝑎(𝑥) pois a função 𝑎 é crescente, gerando assim uma contradição. Por outro lado,
se 𝑥 < 𝑎(𝑥), então, como 𝑎 é função crescente, 𝑎(𝑥) < 𝑎(𝑎(𝑥)) = 𝑥, gerando assim outro
absurdo, logo, concluímos que 𝑎(𝑥) = 𝑥.

Segue que 𝜙(𝑥, 0) = (𝑥, 0) e portanto

Id = d(𝜙 ◇ 𝜙)(𝑥,0)

= d𝜙𝜙(𝑥,0)d𝜙(𝑥,0)

= d𝜙(𝑥,0)d𝜙(𝑥,0)

= d𝜙2
(𝑥,0).
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Utilizando a equação acima, temos que
(︃
𝜕Ñ

𝜕𝑦
(𝑥, 0)

)︃2

= 1, ∀ 𝑥, .

Como Ñ𝑦(𝑥, 0) é contínua,
𝜕Ñ

𝜕𝑦
(𝑥, 0) = ⊗1.

DeĄnimos
𝑓(𝑥, 𝑦) = (𝑥+ Ð(𝑥, 𝑦), 𝑥Ð(𝑥, 𝑦) + 𝑦Ñ(𝑥, 𝑦)).

Note que

𝑓(𝜙(𝑥, 𝑦)) = (Ð(𝑥, 𝑦) + Ð(𝜙(𝑥, 𝑦)), Ð(𝑥, 𝑦)Ð(𝜙(𝑥, 𝑦)) + Ñ(𝑥, 𝑦)Ñ(𝜙(𝑥, 𝑦)))

= (Ð(𝑥, 𝑦) + 𝑥, Ð(𝑥, 𝑦)𝑥+ Ñ(𝑥, 𝑦)𝑦)

= 𝑓(𝑥, 𝑦).

Perceba também que

d𝑓 =

(︃
1 + Ð𝑥 Ð𝑦

Ð+ 𝑥Ð𝑥 + 𝑦Ñ𝑥 Ñ + 𝑦Ñ𝑦 + 𝑥Ð𝑦

)︃
,

com

d𝑓(0,0) =

(︃
2 𝑑
0 0

)︃
(4.2.5)

e sendo

𝑑 =
𝜕Ð

𝜕𝑦
(0, 0).

DeĄnindo

Δ = det(d𝑓) = Ñ + ÑÐ𝑥 ⊗ 𝑦Ñ𝑥Ð𝑦 + 𝑦Ð𝑥Ñ𝑦 + 𝑥Ð𝑦 ⊗ ÐÐ𝑦 + 𝑦Ñ𝑦,

é fácil ver que
𝜕Δ
𝜕𝑥

(0, 0) = 0 e
𝜕Δ
𝜕𝑦

(0, 0) < 0.

Do teorema da função implícita, existe única função suave á : (⊗𝜀, 𝜀) ⊃ (⊗Ó, Ó) tal que
Δ(𝑥, á(𝑥)) = 0 e á(0) = 0, sendo assim

0 =
dΔ(≤, á(≤))

d𝑥
(0) =

𝜕Δ
𝜕𝑥

(0, 0) +
𝜕Δ
𝜕𝑦

(0, 0)á ′(0) =
𝜕Δ
𝜕𝑦

(0, 0)á ′(0),

o que implica que (1, 0) ∈ 𝑇(0,0)Δ
⊗1(0). Por Ąm, isto nos mostra que o conjunto

𝐾 = Ker(d𝑓(0,0)) = ¶(𝑥, 𝑦); (2, 𝑏) ≤ (𝑥, 𝑦) = 0♢

é transversal ao conjunto
Σ0(𝑓) = ¶(𝑥, 𝑦); Δ(𝑥, 𝑦) = 0♢

em 0. Vamos mostrar que essa propriedade implica que 𝑓 é dobra. Precisamos para tanto
encontrar germes de difeomorĄsmos

ã, å : (R2, 0) ⊃ (R2, 0)
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tais que å ◇ 𝑓 ◇ ã = (𝑥, 𝑦2).
Podemos assumir sem perda de generalidade que 𝑓(𝑥, 𝑦) = (𝑓1(𝑥, 𝑦), 𝑓2(𝑥, 𝑦)) satisfaz

d𝑓(0,0) =

(︃
1 0
0 0

)︃
,

em decorrência da Equação 4.2.5. Pela forma de Jordan, existe Matriz 𝑃 tal que

𝑃 ≤ d𝑓(0,0) ≤ 𝑃⊗1 =

(︃
2 0
0 0

)︃
.

Segue que 𝑃𝑓
(︁
𝑃⊗1(𝑥, 𝑦)

)︁
é tal que

d
(︂1

2
𝑃𝑓

(︁
𝑃⊗1(𝑥, 𝑦)

)︁)︂

0
=

(︃
1 0
0 0

)︃
,

mostrando que podemos assumir

d𝑓(0,0) =

(︃
1 0
0 0

)︃
.

Consideramos agora a função 𝐹 (𝑥, 𝑦) = (𝑓1(𝑥, 𝑦), 𝑦). Uma vez que
𝜕𝑓1

𝜕𝑥
(0, 0) = 1,

temos que 𝐹 é difeomorĄsmo local. DeĄna ã como sendo um germe de 𝐹⊗1. Note que
ã(𝑥, 𝑦) = (ã1(𝑥, 𝑦), 𝑦) e

𝑓(ã(𝑥, 𝑦)) = (𝑓1(ã(𝑥, 𝑦)), 𝑓2(ã(𝑥, 𝑦)))

= (𝑥, 𝑓2(ã1(𝑥, 𝑦), 𝑦)).

DeĄna ̃︀𝑓(𝑥, 𝑦) ..= 𝑓2(ã1(𝑥, 𝑦), 𝑦). Sendo assim, 𝑓 ◇ ã = (𝑥, ̃︀𝑓(𝑥, 𝑦)) e portanto

𝜕 ̃︀𝑓
𝜕𝑦

(𝑥, 𝑦) = det (d(𝑓 ◇ ã)) = det d𝑓ã ≤ det(dã) = Δ ◇ ã(𝑥, 𝑦) ≤ 𝜕ã1

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦),

implicando ̃︀𝑓(0, 0) = 0. Mais ainda,

𝜕2 ̃︀𝑓
𝜕𝑦2

(0, 0) =
𝜕(Δ ◇ ã)
𝜕𝑦

≤ 𝜕ã1

𝜕𝑥
(0, 0) + Δ(0, 0) ≤ 𝜕

2ã1

𝜕𝑥𝜕𝑦
(0, 0)

=

(︃
𝜕Δ
𝜕𝑥

(0, 0),
𝜕Δ
𝜕𝑦

(0, 0)

)︃
≤
(︃
𝜕ã1

𝜕𝑦
(0, 0), 1

)︃
≤ 𝜕ã1

𝜕𝑥
(0, 0) + 0

=
𝜕Δ
𝜕𝑦

(0, 0) ≤ 𝜕ã1

𝜕𝑥
(0, 0) ̸= 0,

pois Δ𝑥(0, 0) = 0. Portanto,
̃︀𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑎𝑦2 + 𝒪(3),

onde 𝑎 ̸= 0 e 𝒪(3) são termos de ordem maior ou igual a 3. A equação acima nos mostra
que a função 𝑔(𝑥, 𝑦) = ̃︀𝑓

(︁
𝑥, sgn(𝑦)

√︁
♣𝑦♣
)︁

é suave, com

𝜕𝑔

𝜕𝑦
(0, 0) = 𝑎.
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Por Ąm, note que 𝐺(𝑥, 𝑦) = (𝑥, 𝑔(𝑥, 𝑦)) é um difeomorĄsmo local. DeĄnindo å igual ao
germe do difeomorĄsmo 𝐺⊗1, temos

å ◇ 𝑓 ◇ ã = å
(︁
𝑥, ̃︀𝑓(𝑥, 𝑦)

)︁

= å
(︁
𝑥, 𝑔(𝑥, 𝑦2)

)︁

=
(︁
𝑥, 𝑦2

)︁
.

Demostramos assim o resultado.

Proposição 4.2.4.1 ([16]). Sob a hipótese do Lema 4.2.4.1, existe um germe de difeo-
morĄsmo ℎ : (R2, 0) ⊃ (R2, 0) tal que 𝜙 ◇ ℎ = 𝜙0 ◇ ℎ, sendo 𝜙0(𝑥, 𝑦) = (𝑥,⊗𝑦).

Demonstração. Seja 𝑓 a dobra proveniente do Lema 4.2.4.1. Uma vez que 𝑓 é uma dobra,
exitem difeomorĄsmos ℎ, 𝑘 : (R2, 0) ⊃ (R2, 0) tais que

𝑘 ◇ 𝑓 = 𝑓0 ◇ ℎ,

sendo 𝑓0(𝑥, 𝑦) = (𝑥, 𝑦2). Perceba que

𝑓0 ◇ ℎ ◇ 𝜙 = 𝑘 ◇ 𝑓 ◇ 𝜙
= 𝑘 ◇ 𝑓
= 𝑓0 ◇ ℎ,

então 𝑓0(ℎ ◇ 𝜙 ◇ ℎ⊗1) = 𝑓0. Segue que å = ℎ ◇ 𝜙 ◇ ℎ⊗1 é um elemento de I 𝑟 tal que
𝑓0 ◇ å = 𝑓0. Temos assim que å(𝑥, 𝑦) = (å1(𝑥, 𝑦), å2(𝑥, 𝑦)) satisfaz

𝑥 = 𝑓0(𝑥, 𝑦) = 𝑓 ◇ å(𝑥, 𝑦) = å1(𝑥, 𝑦)

e
𝑦2 = 𝑓0(𝑥, 𝑦) = 𝑓0 ◇ å(𝑥, 𝑦) = å2(𝑥, 𝑦)2,

então ♣å2(𝑥, 𝑦)♣= ♣𝑦♣. Como å é função suave, å2(𝑥, 𝑦) = ⊗𝑦 ou å2(𝑥, 𝑦) = 𝑦. Como
det(då0) = ⊗1, segue que å2(𝑥, 𝑦) = ⊗𝑦 e portanto

𝜙0(𝑥, 𝑦) = (𝑥,⊗𝑦) = å = ℎ ◇ 𝜙 ◇ ℎ⊗1,

o que demonstra a proposição.

A proposição anterior nos mostra que, dado 𝜙 = (𝜙0, 𝜙1) ∈ W 𝑟, podemos escolher
uma mudança de variáveis numa vizinhança de 0 de forma que 𝜙(𝑥, 𝑦) = (𝑥,⊗𝑦) e

d𝜙1(0) =

(︃
𝑎 𝑏
𝑐 ⊗𝑎

)︃
,

para 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ R, satisfazendo 𝑎2 + 𝑏𝑐 = 1 (pois d𝜙2
1(0) = Id).

Proposição 4.2.4.2 ([16]). O vetor 0 é um ponto Ąxo hiperbólico do difeomorĄsmo Φ =
𝜙0 ◇ 𝜙1 se, e somente se, 𝑎2 > 1. Além disso, os autovalores de dΦ0 são iguais a 𝑎∘√
𝑎2 ⊗ 1.
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Demonstração. Basta ver que

dΦ0 = d𝜙0(0) ≤ d𝜙1(0)

=

(︃
1 0
0 ⊗1

)︃
≤
(︃
𝑎 𝑏
𝑐 ⊗𝑎

)︃

=

(︃
𝑎 𝑏

⊗𝑐 𝑎

)︃
,

um cálculo imediato nos mostra que os autovalores são iguais a

𝑎∘
√

⊗𝑏𝑐 = 𝑎∘
√︁
𝑎2 ⊗ 1.

Portanto,
⧸︁⧸︁⧸︁𝑎∘

√
𝑎2 ⊗ 1

⧸︁⧸︁⧸︁ = 1 se, e somente se, 𝑎2 > 1.

Iremos agora estudar as Involuções Lineares. Considere 𝜙0(𝑥, 𝑦) = (𝑥,⊗𝑦) e 𝜙1(𝑥, 𝑦) =
(𝑎𝑥+ 𝑏𝑦, 𝑐𝑥⊗ 𝑎𝑦), com 𝑎2 + 𝑏𝑐 = 1.

DeĄna J como sendo o conjunto dos homeomorĄsmos ℎ : (R2, 0) ⊃ (R2, 0) tais que
ℎ𝜙0 = 𝜙0ℎ.

Proposição 4.2.4.3 ([16]). Seja ℎ : (R2, 0) ⊃ (R2, 0) um difeomorĄsmo. Então ℎ ∈
J se, e somente se, existem funções ℎ0, ℎ1 : (R2, 0) ⊃ (R, 0) tais que ℎ(𝑥, 𝑦) =
(ℎ0(𝑥, 𝑦2), 𝑦ℎ1(𝑥, 𝑦2)).

Demonstração. Suponha primeiramente que

ℎ(𝑥, 𝑦) = (ℎ0(𝑥, 𝑦2), 𝑦ℎ1(𝑥, 𝑦2)).

Então,

ℎ(𝜙0(𝑥, 𝑦)) =
(︁
ℎ0

(︁
𝑥, (⊗𝑦)2

)︁
,⊗𝑦ℎ1

(︁
𝑥, (⊗𝑦)2

)︁)︁

= 𝜙0

(︁
ℎ0

(︁
𝑥, 𝑦2

)︁
, 𝑦ℎ1

(︁
𝑥, 𝑦2

)︁)︁

= 𝜙0(ℎ(𝑥, 𝑦)).

Reciprocamente, se ℎ = (𝑔0(𝑥, 𝑦), 𝑔2(𝑥, 𝑦)) conjuga 𝜙0, então 𝑔0(𝑥, 𝑦) = 𝑔0(𝑥,⊗𝑦) e
𝑔1(𝑥, 𝑦) = ⊗𝑔1(𝑥,⊗𝑦). Logo, 𝑔0 é função par em 𝑦 e 𝑔1 é função ímpar em 𝑦, o que implica
a existência de funções ℎ1 e ℎ2 tais que

𝑔0(𝑥, 𝑦) = ℎ0(𝑥, 𝑦2)

e
𝑔1(𝑥, 𝑦) = 𝑦ℎ1(𝑥, 𝑦2).

Suponha agora que 0 é um ponto Ąxo hiperbólico de Φ = 𝜙0 ◇ 𝜙1. Vimos que se 0 é
hiperbólico, então 𝑏𝑐 < 0.

Dado ℎ0 ∈ J deĄnido por ℎ0(𝑥, 𝑦) =
(︂
𝑥,
𝐵

𝑏
𝑦
)︂

, sendo 𝐵 =
√

⊗𝑏𝑐, podemos mudar as

coordenadas do nosso sistema fazendo com que
𝑃ℎ𝑖(𝑥, 𝑦) = (𝑎𝑥+𝐵𝑦,𝐵𝑥+𝑎𝑦), com 𝑎2 ⊗𝐵2 = 1. De fato, ℎ⊗1

0 ◇ Φ ◇ℎ0 = (𝑎𝑥+𝐵𝑦,𝐵𝑥+
𝑎𝑦). DeĄnindo
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1. Ú = 𝑎+𝐵;

2. 𝑟(𝑥, 𝑦) = (𝑥+ 𝑦, 𝑥⊗ 𝑦); e

3. 𝑓(𝑥, 𝑦) = (Ú𝑥, Ú⊗1𝑦),

um cálculo imediato nos mostra que Φ = 𝑟⊗1 ◇ 𝑓 ◇ 𝑟.
Considere ̃︀𝜙1(𝑥, 𝑦) = (̃︀𝑎𝑥+ ̃︀𝑏𝑦, ̃︀𝑐𝑥⊗ ̃︀𝑎𝑦), com ̃︀𝑏̃︀𝑐 < 0, outro elemento de I 𝑟. Conse-

guimos, deĄnir os mesmos objetos que antes para o par (𝜙0, ̃︁𝜙1). Sendo assim,

̃︀Φ(𝑥, 𝑦) = (̃︀𝑎𝑥+ ̃︀𝐵𝑦, ̃︀𝐵𝑥+ ̃︀𝑎𝑦).

Seja 𝑝 : (R+, 0) ⊃ (R+, 0) deĄnido por 𝑝(𝑥) = 𝑥𝑘, sendo

𝑘 =
log Ú

log ̃︀Ú
.

Podemos estender 𝑝 para a função contínua 𝑃 : (R, 0) ⊃ (R, 0) por 𝑃 (0) = 0, 𝑃 (𝑥) = 𝑥
se 𝑥 > 0 e 𝑃 (𝑥) = ⊗𝑝(⊗𝑥) se 𝑥 < 0.

Considere a função 𝐾 : (R2, 0) ⊃ (R2, 0), 𝐾(𝑥, 𝑦) = (𝑃 (𝑥), 𝑃 (𝑦)). Uma vez que

𝐾( ̃︀𝑓(𝑥, 𝑦)) = 𝐾
(︁
̃︀Ú𝑥, ̃︀Ú⊗1𝑦

)︁

=
(︁
𝑃
(︁
̃︀Ú𝑥
)︁
, 𝑃

(︁
̃︀Ú⊗1

)︁)︁

=
(︁
Ú𝑃 (𝑥), Ú⊗1𝑃 (𝑦)

)︁

= 𝑓(𝐾(𝑥, 𝑦)),

temos que 𝐾 conjuga ̃︀𝑓 com 𝑓 . Tais observações nos levam ao seguinte resultado.

Proposição 4.2.4.4 ([16]). Utilizando as notações acima, seja ℎ : (R2, 0) ⊃ (R2, 0),
ℎ = 𝑟⊗1 ◇𝐾 ◇ 𝑟. Então são satisfeitos:

𝑖. ℎ ∈ 𝐽 ;

𝑖𝑖. ℎ ◇ Φ = ̃︀ℎ ◇ Φ; e

𝑖𝑖𝑖. ℎ ◇ 𝜙1 = 𝜙1 ◇ ℎ.

Demonstração. Começaremos provando 𝑖𝑖. Como vimos antes podemos assumir que Φ =
𝑟⊗1 ◇ 𝑓 ◇ 𝑟 e ̃︀Φ = 𝑟⊗1 ◇ ̃︀𝑓 ◇ 𝑟, portanto

ℎ ◇ Φ = 𝑟⊗1 ◇𝐾 ◇ 𝑟 ◇ 𝑟⊗1 ◇ ̃︀𝑓 ◇ 𝑟
= 𝑟⊗1 ◇ 𝑓 ◇𝐾 ◇ 𝑟
= ̃︀Φ ◇ ℎ.

Para ver que ℎ ∈ 𝐽 , basta calcula ℎ ◇ 𝜙0 e 𝜙0 ◇ ℎ e comparar os resultados provando 𝑖.
Por Ąm, é claro que 𝑖. mais 𝑖𝑖. implica 𝑖𝑖𝑖. , demonstrando assim a proprosição.

Utilizando a mesma técnica, conseguimos mostrar que se 0 não é ponto Ąxo hiperbólico
de Φ, então não temos estabilidade estrutural.
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Teorema 4.2.4.3 ([16]). Se 0 não é ponto Ąxo hiperbólico de Φ = 𝜙0 ◇𝜙1, então (𝜙0, 𝜙1)
não é estruturalmente estável.

Demonstração. Utilizando o mesmo processo utilizado acima da Proposição 4.2.4.4, Φ

é equivalente via ℎ0 =
(︂
𝑥,
𝐵

𝑏

)︂
∈ J , sendo 𝐵 =

√
𝑏𝑐, à ℎ⊗1

0 ◇ Φ ◇ ℎ0(𝑥, 𝑦) = (𝑎𝑥 +

𝐵𝑦,⊗𝐵𝑥+ 𝑎𝑦), com 𝑎2 +𝐵2 = 1. Portanto, 𝑎 = cos(Ð) e 𝐵 = sin(Ð) para algum Ð ∈ R.
É claro que se

Ð⊗ ̃︀Ð ̸= 0 (mod 2Þ),

então Φ não é equivalente a ̃︀Φ = (̃︀𝑎𝑥+ ̃︀𝐵𝑥,⊗ ̃︀𝐵𝑥+ ̃︀𝑎𝑦), com ̃︀𝑎 = cos (̃︀Ð) e ̃︀𝐵 = sin (̃︀𝑎).

Iremos agora, provar dois lemas técnicos para o resultado principal da função.

Lema 4.2.4.2 (Teorema da Perturbação do IsomorĄsmo, [16]). Sejam 𝐿 : R𝑛 ⊃ R𝑛 um
isomorĄsmo e Ð : R𝑛 ⊃ R𝑛 tal que

‖Ð(𝑥) ⊗ Ð(𝑦)‖⊘ Ú‖𝑥⊗ 𝑦‖,

com Ú ≤
⧸︁⧸︁⧸︁𝑇⊗1

⧸︁⧸︁⧸︁ < 1. Então 𝑓(𝑥) = 𝐿+ Ð é um homeomorĄsmo.

Demonstração. Sendo 𝐿+Ð = 𝐿(𝐼 +𝐿⊗1Ð), é suĄciente mostrar que 𝑓(𝑥) ..= 𝐼 + Ñ é um
homeomorĄsmo, com Ñ = 𝐿⊗1Ð. Perceba que, das hipóteses,

‖Ñ(𝑥) ⊗ Ñ(𝑦)‖⊘ Ü‖𝑥⊗ 𝑦‖, com Ü < 1.

Iremos mostrar a injetividade de 𝑓 :

‖𝑓(𝑥) ⊗ 𝑓(𝑦)‖ = ‖𝑥+ Ñ(𝑥) ⊗ 𝑦 ⊗ Ñ(𝑦)‖
= ‖𝑥⊗ 𝑦‖⊗‖Ñ(𝑥) ⊗ Ñ(𝑦)‖
= (1 ⊗ Ü)‖𝑥⊗ 𝑦‖> 0.

Provamos então que 𝑓 é uma bijeção entre R𝑛 e 𝑓(R𝑛). Perceba que 𝑓⊗1 : 𝑓(R𝑛) ⊃ R𝑛

é Lipschitz com constante igual a 1/(1 ⊗ Ü), garantindo a continuidade de 𝑓⊗1. Vamos
provar que 𝑓(R𝑛) é aberto.

Tome 𝑦 ∈ 𝑓(R𝑛) e 𝑥 ∈ R𝑛 tais que

𝑦 = 𝑥+ Ñ(𝑥)

e escolha 𝑟 > 0. Iremos mostrar que 𝐵(1⊗Ü)𝑟(𝑦) ⊆ 𝑓(R𝑛). Tome 𝑧 ∈ 𝐵(1⊗Ü)𝑟(𝑦) e
considere o mapa

Ý𝑧 : 𝐵𝑟(𝑥) ⊃ R
𝑛

𝑥 ↦⊃ 𝑧 ⊗ Ñ(𝑥).

Perceba que se o mapa acima possuir um ponto Ąxo 𝑏, então Ý𝑧(𝑏) = 𝑏, implicando que
𝑓(𝑏) = 𝑏+ Ñ(𝑏) = 𝑧. Portanto, é suĄciente mostrar a existência de tal ponto Ąxo.

Primeiramente veja que

‖Ý𝑧(𝑥) ⊗ 𝑥‖⊘ ‖𝑧 ⊗ Ñ(𝑥) ⊗ 𝑥‖⊘ ‖𝑧 ⊗ 𝑦‖⊘ (1 ⊗ Ü)𝑟.
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Tome agora 𝑎 ∈ 𝐵𝑟(𝑥):

‖Ý𝑧(𝑎) ⊗ 𝑥‖ ⊘ ‖Ý𝑧(𝑎) ⊗ Ý𝑧(𝑥) + Ý𝑧(𝑥) ⊗ 𝑥‖
⊘ ‖Ý𝑧(𝑎) ⊗ Ý𝑧(𝑥)‖+‖Ý𝑧(𝑥) ⊗ 𝑥‖
⊘ Ü𝑟+ (1 ⊗ Ü)𝑟 = 𝑟,

implicando Ý𝑧
(︁
𝐵𝑟(𝑥)

)︁
⊆
(︁
𝐵𝑟(𝑥)

)︁
. Como Ý𝑧 é Ü-Lipschitz, temos do Teorema do ponto

Ąxo de Banach que existe 𝑏 ∈ 𝐵𝑟(𝑥) tal que Ý𝑧(𝑏) = 𝑏 e, consequentemente, 𝑓(𝑏) = 𝑧.
Como 𝑧 é qualquer elemento de 𝐵(1⊗Ü)𝑟(𝑦), mostramos que

𝐵(1⊗Ü)𝑟(𝑦) ⊆ 𝑓(R𝑛),

implicando, em particular que o mapa 𝑓 é aberto. Para terminar, precisamos ver que
𝑓(R𝑛) = R𝑛. Isso é garantida pela equação

R
𝑛 =

⋃︁

𝑘∈N

𝐵(1⊗Ü)𝑘(𝑓(𝑥)) ⊆ 𝑓(R𝑛),

demonstrando assim o resultado.

Lema 4.2.4.3 ([16]). Dados 𝜙 ∈ I 𝑟 e 𝜀 > 0, existem uma vizinhança 𝑈 de 0 e uma
extensão 𝜃 : R2 ⊃ R2 de 𝜙♣𝑈 , da forma 𝜙′(0) +Ð, com Ð ∈ 𝒞0

𝑏 (R2) (espaço das aplicações
contínuas limitadas) uma função Lipschitz e limitada por 𝜀. Mais ainda, 𝜃2 = Id.

Demonstração. Seja 𝑉 uma vizinhança da origem tal que a função

ℎ = Id + 𝑘

é uma carta, sendo

𝑘 =
1
2
(d𝜙0𝜙⊗ Id) .

Note que d𝑘0 = 0 e
𝜙 = ℎ⊗1 ◇ d𝜙0 ◇ ℎ.

Dado 𝜀 > 0, podemos encontrar 𝑈 ⊆ 𝑉 tal que 𝑘𝑖 é limitada por 𝜀 e é 𝜀/2-Lipschitz.
Considere agora 𝐵𝑟(0) ⊆ 𝑈 . DeĄnimos a função 𝐾 : R2 ⊃ R2 por

𝐾(𝑥) =

⎧
⋁︁⋁︁⨄︁
⋁︁⋁︁⎩

𝑘(𝑥) , se ‖𝑥‖< 𝑟,

𝑘

(︃
𝑟
𝑥

‖𝑥‖

)︃
, se ‖𝑥‖> 𝑟,

é imediato que 𝐾 é uma extensão 𝒞0 de 𝑘 limitada por 𝜀 e 𝜀-Lipschitz. Tomando 𝜀 < 1,
pelo teorema de perturbação do isomorĄsmo, 𝐻 = Id +𝐾 é homeomorĄsmo de R2 e sua
inversa é 𝐻⊗1 = Id + ̃︁𝐾, onde ̃︁𝐾 = ⊗𝐾 ◇𝐻. Portanto, ̃︁𝐾 ∈ 𝒞0

𝑏 e a constante de Lipschitz
de ̃︁𝐾 é igual a 𝜀/(1 ⊗ 𝜀).

DeĄnindo 𝜃 = 𝐻𝑖 ◇ d𝜙0 ◇𝐻𝑖, temos claramente que

𝜃 = d𝜙0 + Ð

é uma extensão de 𝜙♣𝑈 , sendo

Ð = d𝜙0𝐾 + ̃︁𝐾 ◇ d𝜙0 ◇𝐻,
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assim, Ð é limitada por 2𝜀, pois

‖Ð(𝑥)‖⊘ ‖d𝜙0𝐾(𝑥)‖+‖̃︁𝐾 ◇ d𝜙0 ◇𝐻(𝑥)‖⊘ sup‖𝐾‖+ sup‖𝐾‖⊘ 2𝜀.

Também Ð é (2𝜀+ 𝜀2)-Lipschitz:

‖Ð(𝑥) ⊗ Ð(𝑦)‖ = ‖d𝜙0(𝐾(𝑥) ⊗𝐾(𝑦)) + ̃︁𝐾(d𝜙0𝐻(𝑥)) ⊗ ̃︁𝐾(d𝜙0𝐻(𝑦))‖
= 𝜀‖𝑥⊗ 𝑦‖+

𝜀

1 ⊗ 𝜀
‖𝑥⊗ 𝑦 +𝐾(𝑥) ⊗𝐾(𝑦)‖

= 𝜀‖𝑥⊗ 𝑦‖+
𝜀(1 + 𝜀)

1 ⊗ 𝜀
‖𝑥⊗ 𝑦‖

=
(︁
2𝜀+ 𝜀2

)︁
‖𝑥⊗ 𝑦‖.

Como 𝜀 pode ser tomado tão pequeno quanto se queira e 𝜃 satisfaz 𝜃 ◇ 𝜃 = Id, demons-
trando o resultado.

Teorema 4.2.4.4 ([16]). Seja (𝜙0, 𝜙1) ∈ W 𝑟, se 0 é ponto Ąxo hiperbólico de Φ = 𝜙0 ◇𝜙1,
então (𝜙0, 𝜙1) é equivalente a (𝐴0, 𝐴1), onde 𝐴𝑖 = d (𝜙𝑖)0.

Demonstração. DeĄnimos 𝑊 𝑠 e 𝑊 𝑢 as variedades estável e instável associadas ao isomor-
Ąsmo dΦ0 ∈ L (R2). Como 𝜙2

0 = 𝜙2
1 = Id, é claro que

(𝜙0 ◇ 𝜙1)
⊗1 = 𝜙1 ◇ 𝜙0

e, consequentemente,
𝜙1 ◇ 𝜙0 = 𝜙0 ◇ (𝜙0 ◇ 𝜙1)

⊗1 ◇ 𝜙⊗1
0

e
𝜙1 ◇ 𝜙0 = 𝜙1 ◇ (𝜙0 ◇ 𝜙1)

⊗1 ◇ 𝜙⊗1
1 .

Uma vez que 𝜙0 e 𝜙1 conjugam os difeomorĄsmos Φ e Φ⊗1, temos

𝜙𝑖(𝑊 𝑢) = 𝑊 𝑠 e 𝜙𝑖(𝑊 𝑠) = 𝑊 𝑢,

para 𝑖 ∈ ¶0, 1♢.
Sejam 𝜃0, 𝜃1 as extensões de 𝜙0, 𝜙1, respectivamente, dadas pelo Lema 4.2.4.3. Então

Θ ..= 𝜃0 ◇ 𝜃1 é 𝒞1 em uma vizinhança de 0 e 𝐿 = dΦ0 = d (𝜃0 ◇ 𝜃1)0 = 𝐴0𝐴1 é um
isomorĄsmo hiperbólico. Usando as técnicas da demonstração da Proposição 4.1.1,, exitem
sub-espaços vetoriais 𝐸𝑢, 𝐸𝑠 ⊆ R2 tais que 𝐸𝑢,𝑠 são invariantes por 𝐿 e 𝐿𝑢 = 𝐿 ♣𝐸u é uma
expansão, enquanto 𝐿𝑠 = 𝐿 ♣𝐸s é uma contração; isto é, ‖𝐿⊗1

𝑢 ‖< 1 e ‖𝐿𝑠‖< 1. DeĄnimos
elementos

𝑎 = max¶‖𝐿⊗1
𝑢 ‖, ‖𝐿𝑠‖♢ < 1

𝒞𝐵𝑈 (R2) = ¶ã : R
2 ⊃ R

2; ã é uniformemente contínua e limitada em todo R
2♢,

ℒÛ(𝐿) = ¶Λ = 𝐿+ Ú ; Ú ∈ 𝒞𝐵𝑈 (R2) é Û-Lipschitz, limitada por Û ♢ e

ℋ = ¶ℎ = Id + 𝑔 ; 𝑔 ∈ 𝒞𝐵𝑈 (R2)♢,
onde Û ∈ R+ e Id é a aplicação identidade de R2 para R2. Munindo 𝒞𝐵𝑈 (R𝑛) da norma
do supremo,

‖ã‖= sup¶‖ã(𝑥)‖;𝑥 ∈ R
𝑛♢,
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este espaço se torna um espaço de Banach, o que faz ℒÛ(𝐿) e ℋ se tornarem espaços
métricos completos.

Será mostrado que existe um único ℎ ∈ ℋ tal que ℎ ◇ Θ = 𝐿ℎ. A Ąm de não deixar a
notação carregada, a composição de funções será denotada pelo produto, isto é, 𝑔(𝑓) = 𝑔𝑓 .

Da deĄnição de Θ,

Θ = 𝜃0 ◇ 𝜃1

= (d (𝜙0)0 + Ð0) (d (𝜙1)0 + Ð1)

= 𝐿+ Ð0 (𝐴1 + Ð1) +𝐴0Ð1.

deĄnindo Ð = Ð0 (𝐴1 + Ð1)+𝐴0Ð1 e percebendo que 𝐴1 e 𝐴2 são isometrias ( pois ¶⊗1, 1♢
são os autovalores de 𝐴𝑖), temos Ð ∈ 𝒞𝐵𝑈 , que Ð é (Û = 2𝜀+ 𝜀2)-Lipschitz e também que
Ð é limitada por Û. Assim, Θ ∈ ℒÛ e como o 𝜀 escolhido é qualquer, podemos supor, sem
perda de generalidade que Û < 𝑎/2. Assim, pelo teorema da perturbação do isomorĄsmo,
Θ é invertível.

Note que a equação ℎΘ = 𝐿ℎ, para ℎ ∈ ℋ, é

(𝐼 + 𝑔)(𝐿+ Ð) = 𝐿(𝐼 + 𝑔),

sendo 𝑔 ∈ 𝒞𝐵𝑈 (R𝑛). Pode-se ainda reescrever a equação acima como

𝑔Θ ⊗𝐿𝑔 = ⊗Ð. (4.2.6)

Ou seja, a equação 4.2.6 é equivalente a 𝑔 = 𝐿𝑔 ⊗ ÐΘ⊗1. Como 𝐿 é uma isometria
hiperbólica, pode-se decompor R2 = 𝐸𝑢 ⊕𝐸𝑠 = 𝐸𝑢 ×𝐸𝑠. Compondo a função 𝑔 com as
projeções Þ𝑢 : R2 ⊃ 𝐸𝑢 e Þ𝑠 : R2 ⊃ 𝐸𝑠, conseguimos:

𝑔𝑢 = [𝐿𝑢𝑔𝑢 ⊗ Ð𝑢]Θ⊗1 e (4.2.7)

𝑔𝑠 = [𝐿𝑠𝑔𝑠 ⊗ Ð𝑠]Θ⊗1. (4.2.8)

Da mesma forma, a equação (4.2.6) também é equivalente a 𝑔 = 𝐿⊗1[𝑔Θ + Ð], que
também pode ser compostas com as projeções, garantindo:

𝑔𝑢 = 𝐿⊗1
𝑢 [𝑔𝑢Θ + Ð𝑢] e (4.2.9)

𝑔𝑠 = 𝐿⊗1
𝑠 [𝑔𝑠Θ + Ð𝑠]. (4.2.10)

Observe que as equações (4.2.7) e (4.2.9) possuem os termos 𝐿𝑠 e 𝐿⊗1
𝑢 , que deĄnem

uma contração. Sendo assim, podemos construir o operador 𝐾 ..= 𝐾Θ,𝐿:

𝐾 : 𝒞𝐵𝑈 (R𝑛) ⊃ 𝒞𝐵𝑈 (R𝑛)

𝑔 = (𝑔𝑢, 𝑔𝑠) ↦⊃
(︁
𝐿⊗1
𝑢 [𝑔𝑢Θ + Ð𝑢], [𝐿𝑠𝑔𝑠 ⊗ Ð𝑠]Θ⊗1

)︁
.

VeriĄcaremos que o operador 𝐾 está bem deĄnido, ou seja, que 𝐾(𝒞𝐵𝑈 (R𝑛)) ⊆
𝒞𝐵𝑈 (R𝑛).

De fato, dada 𝑓 ∈ 𝒞𝐵𝑈 (R𝑛), 𝐾(𝑓) é uniformemente contínua, pois suas entradas
são escritas como composição de funções uniformemente contínuas. Sendo assim, basta
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veriĄcar se 𝐾(𝑓). É limitada, para isso, analisaremos as projeções de 𝐾(𝑓) em 𝐸𝑠 e 𝐸𝑢

separadamente.
𝐾(𝑓) = (𝐿⊗1

𝑢 [𝑓𝑢Θ + Ð𝑢], [𝐿𝑠𝑓𝑠 ⊗ Ð𝑠]Θ⊗1).

Para a projeção de 𝐾(𝑓) em 𝐸𝑢 temos que:

‖𝐾(𝑓)𝑢(𝑥)‖ =
⧸︁⧸︁⧸︁𝐿⊗1

𝑢 [𝑓𝑢Θ + Ð𝑢](𝑥)
⧸︁⧸︁⧸︁

⊘ ‖𝐿⊗1
𝑢 ‖(‖[𝑓𝑢Θ(𝑥)‖+‖Ð𝑢(𝑥)‖)

⊘ sup
𝑥∈Rn

‖𝑓(𝑥)‖+ sup
𝑥∈Rn

‖Ð(𝑥)‖.

Como 𝑓 , Θ e Ð são funções limitadas, existe cota superior para 𝐾(𝑓)𝑢(𝑥), implicando
que tal função é limitada em 𝐸𝑢. Por outro lado, em 𝐸𝑠

‖𝐾(𝑓)𝑠(𝑥)‖ = ‖[𝐿𝑠𝑓𝑠 ⊗ Ð𝑠Ú𝑠]Θ⊗1(𝑥)‖
⊘ ‖𝐿𝑠𝑓𝑠 (Θ(𝑥)) ‖+‖Ð𝑠(Θ⊗1(𝑥))‖
⊘ sup

𝑥∈Rn
‖𝑓(𝑥)‖+ sup

𝑥∈Rn
‖Ð(𝑥)‖.

Utilizando o mesmo argumento, conclui-se que 𝐾(𝑓)𝑠 é função limitada. Portanto
𝐾(𝑓) é limitada. Logo, 𝐾(𝑓) ∈ 𝒞𝐵𝑈 (R2). Será mostrado agora que a função 𝐾 é uma
contração. Tome ã, å ∈ 𝒞𝐵𝑈 (R𝑛). Note que

‖𝐾(ã)𝑢 ⊗𝐾(å)𝑢‖ =
⧸︁⧸︁⧸︁𝐿⊗1

𝑢 [ã𝑢Θ + Ð𝑢] ⊗𝐿⊗1
𝑢 [å𝑢Θ + Ð𝑢]

⧸︁⧸︁⧸︁

⊘
⧸︁⧸︁⧸︁𝐿⊗1

𝑢 (ã𝑢 ⊗ å𝑢)Θ
⧸︁⧸︁⧸︁

⊘ 𝑎‖ã⊗ å‖

e

‖𝐾(ã)𝑠 ⊗𝐾(å)𝑠‖ = ‖[𝐿𝑠ã𝑠 ⊗ Ð𝑠]Θ⊗1 ⊗ [𝐿𝑠å𝑠 ⊗ Ð𝑠]Θ⊗1‖
⊘ ‖𝐿𝑠(å ⊗ ã)(Λ⊗1)‖
⊘ 𝑎‖ã⊗ å‖.

Dessa forma, a aplicação 𝐾Θ,𝐿 é uma contração e, aplicando o Teorema do ponto Ąxo
de Banach, possui um único ponto Ąxo 𝑔 = 𝑔Θ,𝐿. Sendo assim,

𝑔 = 𝐾(𝑔) e

(𝑔𝑢, 𝑔𝑠) = (𝐿⊗1
𝑢 [𝑔𝑢Θ + Ð𝑢], [𝐿𝑠𝑔𝑠 ⊗ Ð𝑠]Θ⊗1).

Como 4.2.6 é equivalente à ocorrência simultânea de 4.2.8 e 4.2.7, obtém-se

𝑔Ð⊗𝐿𝑔 = ⊗Ð
⇒(𝐼 + 𝑔)(𝐿+ Ð) = 𝐿(𝐼 + 𝑔)

⇒(𝐼 + 𝑔)Θ = 𝐿(𝐼 + 𝑔).
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Tomando ℎ = ℎΘ,𝐿 = 𝐼 + 𝑔Θ,𝐿, consegue-se que ℎ é uma função contínua que satisfaz
ℎΘ = 𝐿ℎ. Mostremos agora que a inversa de ℎΘ,𝐿 é ℎ𝐿,Θ (função encontrada com a
mesmo processo, porém trocando Θ e 𝐿 nas equações). Basta notar que

ℎΘ,𝐿ℎ𝐿,Θ𝐿 = ℎΘ,𝐿Θℎ𝐿,Θ = 𝐿ℎΘ,𝐿ℎ𝐿,Θ,

sendo assim ℎΘ,𝐿ℎ𝐿,Θ conjuga 𝐿 com a própria 𝐿. Mas note que a função identidade
também faz essa conjugação e então, repetindo o mesmo processo, temos que ℎ𝐿,𝐿 será
único. Então pela unicidade tem-se que ℎΘ,𝐿ℎ𝐿,Θ = 𝐼, e repetindo o argumento para o
lado oposto da equação concluímos que ℎ𝐿,ΘℎΘ,𝐿 = 𝐼.

Voltamos agora para a demonstração do teorema. Seja ℎ = ℎΘ,𝐿 deĄnida como acima.
Relembrando que 𝐿 = 𝐴0𝐴1 e Θ = 𝜃0𝜃1, temos que

ℎ𝜃0𝜃1ℎ
⊗1 = 𝐴0𝐴1.

Mas
𝐴0

(︁
ℎ𝜃0𝜃1ℎ

⊗1
)︁
𝐴⊗1

0 = 𝐴1𝐴0

e
𝐴1𝐴0 = 𝐴0(ℎ𝜃0)(𝜃1𝜃0)

(︁
𝜃⊗1

0 ℎ⊗1
)︁
𝐴⊗1

0 ,

então
𝐴1𝐴0 = (𝐴0ℎ𝜃0) (𝜃1𝜃0)

(︁
𝜃⊗1

0 ℎ⊗1𝐴⊗1
0

)︁

e 𝐴0ℎ𝜃0 é uma conjugação entre

(𝜃0𝜃1)⊗1 = 𝜃1𝜃0 e (𝐴0𝐴1)
⊗1 = 𝐴1𝐴0,

sendo tal conjugação dada por um mapa da forma 𝐼 + ̃︀𝑔 , com ̃︀𝑔 uma função limitada.
Além disso, note que ℎ conjuga os mesmos isomorĄsmos, pois

(︁
ℎ𝜃0𝜃1ℎ

⊗1
)︁⊗1

= (𝐴0𝐴1)⊗1 e

ℎ(𝜃1𝜃0)ℎ⊗1 = 𝐴1𝐴0.

Como vimos anteriormente que existe apenas um elemento de ℋ que conjuga 𝜃1𝜃0 com
𝐴1𝐴0, segue que

ℎ = 𝐴0ℎ𝜃0 e 𝐴0ℎ = ℎ𝜃0.

Similarmente, 𝐴1ℎ = ℎ𝜃1, demonstrando assim o teorema.

Lema 4.2.4.4 ([16]). Seja L (R𝑛) um isomorĄsmo hiperbólico, então existe Ó > 0 tal que
para todo 𝐵 ∈ L (R𝑛) com ‖𝐵 ⊗𝐴‖< Ó, existe um homeomorĄsmo ℎ : R𝑛 ⊃ R𝑛 tal que
𝐴(ℎ(𝑥)) = ℎ(𝐵(𝑥)) para qualquer 𝑥 ∈ 𝑈0, sendo 𝑈0 uma vizinhança da origem em R𝑛.

Demonstração. Considere uma função Ð : R ⊃ R de classe 𝒞∞ tal que

1. Ð(𝑡) = 1, se ♣𝑡♣⊘ 1;

2. Ð(𝑡) = 0, se ♣𝑡♣⊙ 2; e

3. Ð(R) ⊆ [0, 1].
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Uma vez que 𝐵 = 𝐴+ (𝐵 ⊗𝐴), considere a função

ã(𝑥) = Ð(‖𝑥‖)(𝐵 ⊗𝐴)(𝑥).

É claro que ã♣𝐵1(0) = (𝐵 ⊗𝐴)♣𝐵1(0) e ã(𝑥) = 0 se 𝑥 ̸∈ 𝐵2(0). Mais ainda, ‖𝐷𝜙𝑥‖⊘
𝐾‖𝐵 ⊗𝐴‖+‖𝐵 ⊗𝐴‖, sendo

𝐾 = sup

∮︁⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃
dÐ
d𝑡

(𝑠)

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃ ; 𝑡 ∈ R

⨀︀
> 1.

Dado 𝜀 > 0, tome Ó < 𝜀/2𝐾. Sendo assim, ‖𝐵 ⊗𝐴‖< Ó implica que ã tem constante
de Lipschitz menor que 𝜀. Uma vez que 𝐴𝑥+ã(𝑥) é uma extensão de 𝐵♣𝐵1(0), é suĄciente
mostrar que existe ℎ : R𝑛 ⊃ R𝑛 tal que

ℎ ◇𝐴 = (𝐴+ ã) ◇ ℎ.

Seguindo os mesmos passos da construção do homeomorĄsmo que conjuga os difeomorĄs-
mos Θ e 𝐿 no Teorema 4.2.4.4, conseguimos encontrar um homeomorĄsmo que conjuga
𝐴 com 𝐴+ ã, implicando a existência de uma conjugação local entre 𝐴 e qualquer

𝐵 ∈ ¶𝐶 ∈ L (R𝑛); ‖𝐶 ⊗𝐴‖< Ó♢ ,

demonstrando assim o lema.

Provaremos agora o teorema principal a respeito da estabilidade estrutural de pares
de involuções.

Teorema 4.2.4.5 ([16]). Um par (𝜙, å) ∈ W 𝑟 é estruturalmente estável em W 𝑟 se, e
somente se, possui 0 como ponto Ąxo hiperbólico.

Demonstração. Considere (𝜙, å) de forma que 𝐿 = d𝜙0 ≤ då0 seja um isomorĄsmo hiper-
bólico. Pelo Lema 4.2.4.4, existe Ó > 0 tal que para todo 𝑇 ∈ L (R2) com ‖𝑇 ⊗ 𝐿‖< Ó,
existe um homeomorĄsmo local ℎ : R ⊃ R2, tal que ℎ ◇𝐿 = 𝑇 ◇ ℎ.

Considere a função contínua

𝐹 : W 𝑟 ⊃ L
(︁
R

2
)︁

(𝜙, å) ↦⊃ d𝜙0 ≤ då0.

Da continuidade de 𝐹 , existe uma vizinhança de U de (𝜙, å) em W 𝑟 tal que

‖𝐹 ( ̃︀𝜙, ̃︀å) ⊗𝐿‖< Ó, ∀ ( ̃︀𝜙, ̃︀å) ∈ U .

Podemos supor, do Teorema da Dependência contínua dos Autovalores, que cada 𝐹 ( ̃︀𝜙, ̃︀å)
é um isomorĄsmo hiperbólico. Temos então que existem um homeomorĄsmo ℎ : R2 ⊃ R2

tal que ℎ ◇𝐹 ( ̃︀𝜙, ̃︀å) = 𝐿ℎ e homomorĄsmos ℎ1, ℎ2 : R2 ⊃ R2 (provenientes da Proposição
4.2.4.4 ), tais que

ℎ1 ◇ 𝜙 = d𝜙0ℎ1 e ℎ1 ◇ å = då0ℎ1

e
ℎ2 ◇ ̃︀𝜙 = d ̃︀𝜙0ℎ1 e ℎ1 ◇ ̃︀å = d ̃︀å0ℎ2.
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É suĄciente mostrar que

ℎ ◇ d𝜙0 = d ̃︀𝜙0ℎ e ℎ ◇ då0 = d ̃︀å0ℎ,

pois o resultado pode ser inferido por transitividade. Para isso

ℎ ◇ d𝜙0 ≤ då0 ◇ ℎ⊗1 = d ̃︀𝜙0 ≤ d ̃︀å0,

mas
d ̃︀𝜙0

(︁
ℎ ◇ d𝜙0 ≤ då0 ◇ ℎ⊗1

)︁
◇ d ̃︀𝜙⊗1

0 = d ̃︀å0 ≤ d ̃︀𝜙0,

e
d ̃︀å0 ≤ d ̃︀𝜙0 = d ̃︀𝜙0 ◇ (ℎ ◇ d𝜙0) ◇ ( då0 ≤ d𝜙0) ◇

(︁
d𝜙⊗1

0 ◇ ℎ⊗1
)︁

d ̃︀𝜙⊗1
0 ,

então
d ̃︀å0 ≤ d ̃︀𝜙0 = (d ̃︀𝜙0 ◇ ℎ ◇ d𝜙0) ◇ (d𝜙0 ≤ då0)

(︁
d𝜙⊗1

0 ℎ⊗1d ̃︀𝜙⊗1
0

)︁
,

e d ̃︀𝜙0 ◇ ℎ ◇ d𝜙0 é uma conjugação entre

(d𝜙0 ≤ då0)⊗1 = då0d𝜙0 e
(︁
d ̃︀å0 ≤ d ̃︀𝜙0

)︁⊗1
= d ̃︀𝜙0 ≤ d ̃︀å0,

além disso, como ℎ também é uma conjugação desses dois isomorĄsmos, por unicidade
segue que

ℎ = d ̃︀𝜙0 ◇ ℎ ◇ d𝜙0, e portanto d𝜙0 ◇ ℎ = d ̃︀𝜙0 ◇ ℎ.
Repetindo o mesmo processo para å temos que

då ◇ ℎ = d ̃︀å0 ◇ ℎ.

Logo, por transitividade, (𝜙, å) e ( ̃︀𝜙, ̃︀å) são equivalentes, demonstrando assim a estabili-
dade estrutural.

A recíproca é imediata do Teorema 4.2.4.3.

4.2.4.2 Dobra-dobra Elíptico.

Começaremos agora a análise da estabilidade estrutural local de 𝑇 -singularidades.

Proposição 4.2.4.5 ([7]). Sejam 𝑋 ∈ X
𝑟(𝑀∘) e 𝑝 ∈ Σ um ponto de dobra invisível.

Então existem um aberto 𝑈𝑝 de 𝑝 e uma função

ã𝑋 : 𝑈𝑝 ⊃ 𝑈𝑝,

tais que ã𝑋 é uma involução, ã𝑋(𝑝) = 𝑝,

Fix(ã𝑋) .

.= ¶𝑥 ∈ 𝑈𝑝;ã𝑋(𝑥) = 𝑥♢ ⊆ 𝑆𝑋

e ã𝑋 preserva as órbitas de 𝑋, isto é, 𝑝 e ã𝑋(𝑝) pertencem à mesma órbita do campo 𝑋.
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Demonstração. Iremos provar o resultado apenas para 𝑀+, pois para 𝑀⊗ a demonstração
é a mesma.

Pela forma normal de Vishik, existe uma carta (𝜙,𝑈) em torno de 𝑝, tal que 𝜙(𝑈) = 𝑉 ,
𝑉 ⊆ H3, 𝜙(𝑝) = 0, 𝑊 ..= 𝜙(𝑈 ∩ Σ) = 𝑉 ∩

(︁
¶0♢ × R2

)︁
e

𝜙*𝑋(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

∏︀
̂︁∐︁

⊗𝑦
1
0

⎞
̂︂̂︀ .

A solução desse campo é dada por

𝜙(𝑡, (𝑥, 𝑦, 𝑧)) =

(︃
⊗𝑡2

2
⊗ 𝑦𝑡+ 𝑥, 𝑡+ 𝑦, 𝑧

)︃
.

Para (0, 𝑦, 𝑧) ∈ ¶0♢ × R2, temos

𝜙(𝑡, (0, 𝑦, 𝑧)) =

(︃
⊗𝑡2

2
⊗ 𝑦𝑡, 𝑡+ 𝑦, 𝑧

)︃
,

então segue que (0, 𝑦, 𝑧) e (0,⊗𝑦, 𝑧) estão na mesma órbita do campo 𝜙*𝑋.
DeĄnimos

ã : 𝑊 ⊃ ¶0♢ × R
2

(0, 𝑦, 𝑧) ↦⊃ (0,⊗𝑦, 𝑧).

ã é difeomorĄsmo com sua imagem, logo podemos escolher vizinhanças 𝑊1 ⊆ 𝑊 e 𝑊2 ⊆
Im(ã). Tome 𝑊3 = 𝑊1 ∩𝑊2 e deĄna

̃︁𝑊 = 𝑊3 ∩ ã(𝑊3).

Temos que ̃︀ã = ã♣̃︁𝑊 satisfaz

i. ̃︀ã é involução;

ii. Fix( ̃︀ã) ⊆ 𝑆𝜙*𝑋 ;

iii. ̃︀ã(0) = 0; e

iv. ̃︀ã preserva as órbitas de 𝜙*𝑋.

Portanto,

ã𝑋 : 𝜙⊗1(𝑊3) ⊆ Σ ⊃ 𝜙⊗1(𝑊3) ⊆ Σ

𝑞 ↦⊃ 𝜙⊗1 ◇ ̃︀ã ◇ 𝜙(𝑞)

é uma função que, pela construção de ̃︀ã, faz com que ã𝑋 satisfaça as condições requeridas.

DeĄnição 4.2.4.7. Sejam 𝑍 = (𝑋, 𝑌 ) ∈ Ω𝑟(𝑀) e 𝑝 uma 𝑇 -singularidade, com 𝑆𝑋 ⋔ 𝑆𝑦.
Considere ã𝑋 , ã𝑌 ∈ C ∞

𝑝 (Σ,Σ) os germes em relação às funções provenientes da Proposição
4.2.4.5. O germe

Φ𝑍 = ã𝑋 ◇ ã𝑌 ∈ C ∞
𝑝 (Σ,Σ)

é chamado de involução de retorno da 𝑇 -singularidade 𝑝 e além disso Φ𝑍(𝑝) = 𝑝.
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Vamos provar algumas propriedades do mapa Φ𝑍 .

Lema 4.2.4.5 ([7]). Seja ã = 𝜙 ◇ å, sendo 𝜙 e å involuções de R2. Então

ã𝑛 ◇ 𝜙 = 𝜙 ◇ ã⊗𝑛 e å ◇ ã𝑛 = ã⊗𝑛 ◇ å, ∀ 𝑛 ∈ Z.

Demonstração. Perceba que, como 𝜙 e å são involuções,

ã⊗1 = (𝜙 ◇ å)⊗1 = å⊗1 ◇ 𝜙⊗1 = å ◇ 𝜙.
Segue da equação acima que

ã𝑛 ◇ 𝜙 = (𝜙 ◇ å) ◇ . . . ◇ (𝜙 ◇ å) ◇ 𝜙
= 𝜙 ◇ (å ◇ 𝜙) ◇ . . . ◇ (å ◇ 𝜙)

= 𝜙 ◇ (å ◇ 𝜙)𝑛

= 𝜙 ◇ ã⊗𝑛.

Por outro lado,

å ◇ ã𝑛 = å ◇ (𝜙 ◇ å) ◇ . . . ◇ (𝜙 ◇ å)

= (å ◇ 𝜙) ◇ (å ◇ 𝜙) . . . ◇ (å ◇ 𝜙) ◇ å
= (å ◇ 𝜙)𝑛 ◇ å
= ã⊗𝑛 ◇ å.

Proposição 4.2.4.6 ([7]). Seja ã = 𝜙 ◇å, sendo 𝜙, å ∈ C ∞
𝑝 (Σ,Σ) germes de involuções.

Então as variedades invariantes instável e estável, 𝑊 𝑢 e 𝑊 𝑠, respectivamente, de ã em
𝑝 satisfazem

å(𝑊 𝑠) ⊆ 𝑊 𝑢 e 𝜙(𝑊 𝑢) ⊆ 𝑊 𝑠.

Demonstração. Sendo Σ localmente difeomorfo a R2, as relações referentes ao Lema
4.2.4.5 são válidas para o contexto dessa proposição. Tome 𝑥 ∈ å(𝑊 𝑢). Então 𝑥 = å(𝑦),
com 𝑦 ∈ 𝑊 𝑠. Portanto,

lim
𝑛⊃∞

ã⊗𝑛(𝑥) = lim
𝑛⊃∞

ã⊗𝑛 ◇ å(𝑦)

= lim
𝑛⊃∞

å ◇ ã𝑛(𝑦)

= å
(︂

lim
𝑛⊃∞

ã𝑛(𝑦)
)︂

= å(𝑝)

= 𝑝.

Logo, 𝑝 ∈ 𝑊 𝑢. De forma análoga, se 𝑥 ∈ 𝜙(𝑊 𝑢), então 𝑥 = 𝜙(𝑦) ∈ 𝑊 𝑢 e

lim
𝑛⊃∞

ã𝑛(𝑥) = lim
𝑛⊃∞

ã𝑛 ◇ 𝜙(𝑦)

= lim
𝑛⊃∞

𝜙 ◇ ã⊗𝑛(𝑦)

= ã
(︂

lim
𝑛⊃∞

ã⊗𝑛(𝑦)
)︂

= ã(𝑝)

= 𝑝.

Demonstramos assim a proprosição.
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Usando a mudança de coordenadas 4.2.4.1, um cálculo imediato nos à leva seguinte
conclusão:

Lema 4.2.4.6 (Adaptado de [7]). Sejam 𝑍 = (𝑋, 𝑌 ) ∈ Ω𝑟(𝑀,Σ) e 𝑝 uma 𝑇 -singularidade,
com 𝑆𝑋 ⋔ 𝑆𝑌 em 𝑝. Então nas coordenadas (𝜙,𝑈) em torno de 𝑝 dadas pelo Teorema
4.2.4.1, as involuções ã𝑋 e ã𝑌 são dadas por

ã𝑋(𝑥, 𝑦) = (𝑥⊗ 2Ð𝑦,⊗𝑦) + 𝒪(♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣2)

e

ã𝑌 (𝑥, 𝑦) =

(︃
⊗𝑥,⊗2Ñ

Ò
𝑥+ 𝑦

)︃
+ 𝒪(♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣2),

sendo Ð, Ñ, Ò as coordenadas normais de 𝑍 em 𝑝. Mais ainda,

Φ(𝑥, 𝑦) = ã𝑋 ◇ ã𝑌 (𝑥, 𝑦) =

∏︀
̂︁̂︁̂︁∐︁

⊗1 +
4ÐÑ
Ò

⊗2Ð

2Ñ
Ò

⊗1

⎞
̂︂̂︂̂︂̂︀ ≤

(︃
𝑥
𝑦

)︃
+ 𝒪(♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣2).

Demonstração. Em razão da mudança de coordenadas dada na proposição 4.2.4.1, pode-
mos considerar

𝑋(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

∏︀
̂︁∐︁
Ð+ 𝐹1(𝑥, 𝑦, 𝑧)
1 + 𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑧)

⊗𝑦

⎞
̂︂̂︀ e 𝑌 (𝑥, 𝑦, 𝑧) =

∏︀
̂︁∐︁
Ò +𝐺1(𝑥, 𝑦, 𝑧)
Ñ +𝐺2(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑥+𝐺3(𝑥, 𝑦, 𝑧)

⎞
̂︂̂︀ ,

sendo 𝐹1, 𝐹2, 𝐺1, 𝐺2 = 𝒪(♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣) e 𝐺3(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝒪(♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣2). A região de desconti-
nuidade pode ser entendida como o plano ¶(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R3; 𝑧 = 0♢. Seja 𝜙𝑋 o Ćuxo de 𝑋.
Como 𝜙𝑋(0, (𝑥, 𝑦, 0)) = (𝑥, 𝑦, 0), temos que

𝜙𝑋(𝑡, (𝑥, 𝑦, 0)) =

∏︀
̂︁∐︁
𝑥+ 𝑐1(𝑥, 𝑦)𝑡+ 𝒪(𝑡2)
𝑦 + 𝑐2(𝑥, 𝑦)𝑡+ 𝒪(𝑡2)
𝑐3(𝑥, 𝑦)𝑡+ 𝒪(𝑡2)

⎞
̂︂̂︀

sendo 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3 : 𝑉0 ⊆ R2 ⊃ R funções suave e 𝑉0 uma vizinhança aberta de 0. Então

d𝜙𝑋
d𝑡

(𝑡, (𝑥, 𝑦, 0)) =

∏︀
̂︁∐︁
𝑐1(𝑥, 𝑦) + 𝒪(𝑡)
𝑐2(𝑥, 𝑦) + 𝒪(𝑡)
𝑐3(𝑥, 𝑦) + 𝒪(𝑡)

⎞
̂︂̂︀ . (4.2.11)

Por outro lado,

d𝜙𝑋
d𝑡

(𝑡, (𝑥, 𝑦, 0)) = 𝑋 (𝜙𝑋(𝑡))

= 𝑋

∏︀
̂︁∐︁
𝑥+ 𝑐1(𝑥, 𝑦)𝑡+ 𝒪(𝑡2)
𝑦 + 𝑐2(𝑥, 𝑦)𝑡+ 𝒪(𝑡2)
𝑐3(𝑥, 𝑦)𝑡+ 𝒪(𝑡2)

⎞
̂︂̂︀

=

∏︀
̂︁∐︁
Ð+ 𝐹1(𝜙𝑋(𝑡, (𝑥, 𝑦, 0)))
1 + 𝐹2(𝜙𝑋(𝑡, (𝑥, 𝑦, 0)))
⊗𝑦 ⊗ 𝑐2(𝑥, 𝑦)𝑡⊗ 𝒪(𝑡2)

⎞
̂︂̂︀ .
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Novamente, como 𝐹1(𝜙𝑋(𝑡, (𝑥, 𝑦, 0))) = 𝐹1(𝑥, 𝑦, 0) e 𝐹2(𝜙𝑋(0, (𝑥, 𝑦, 0))) = 𝐹 (𝑥, 𝑦, 0),
existem funções suaves

𝑎1, 𝑎2 : 𝑉1 ⊆ R
2 ⊃ R,

como 𝑉1 uma vizinhança de zero, tais que

𝐹1(𝜙𝑋(𝑡, (𝑥, 𝑦, 0))) = 𝐹1(𝑥, 𝑦, 0) + 𝑎1(𝑥, 𝑦)𝑡+ 𝒪(𝑡2) e

𝐹2(𝜙𝑋(𝑡, (𝑥, 𝑦, 0))) = 𝐹2(𝑥, 𝑦, 0) + 𝑎2(𝑥, 𝑦)𝑡+ 𝒪(𝑡2).

Dessa forma,

d𝜙𝑋
d𝑡

(𝑡, (𝑥, 𝑦, 0)) =

∏︀
̂︁∐︁
Ð+ 𝐹1(𝑥, 𝑦, 0) + 𝒪(𝑡)
1 + 𝐹2(𝑥, 𝑦, 0) + 𝒪(𝑡)
⊗𝑦 ⊗ 𝑐2(𝑥, 𝑦)𝑡⊗ 𝒪(𝑡2)

⎞
̂︂̂︀ (4.2.12)

e, comparando as equações 4.2.11 e 4.2.13, temos

𝑐1(𝑥, 𝑦) = Ð+ 𝐹1(𝑥, 𝑦, 0) e

𝑐2(𝑥, 𝑦) = 1 + 𝐹2(𝑥, 𝑦, 0).

Portanto,

𝜙𝑋(𝑡, (𝑥, 𝑦, 0)) =

∏︀
̂︁̂︁̂︁∐︁

𝑥+ (Ð+ 𝐹1(𝑥, 𝑦, 0))𝑡+ 𝒪(𝑡2)
𝑦 + (1 + 𝐹2(𝑥, 𝑦, 0))𝑡+ 𝒪(𝑡2)

⊗𝑦𝑡⊗ (1 + 𝐹2(𝑥, 𝑦, 0))
𝑡2

2
⊗ 𝒪(𝑡3)

⎞
̂︂̂︂̂︂̂︀ . (4.2.13)

Perceba que 𝜙𝑋(𝑡, (𝑥, 𝑦, 0)) ∈ Σ se e somente se

⊗𝑦𝑡⊗ (1 + 𝐹2(𝑥, 𝑦, 0))
𝑡2

2
⊗ 𝒪(𝑡3) = 0,

o que por sua vez ocorre, se e somente se

𝑡 = 0 ou 2𝑦 + (1 + 𝐹2(𝑥, 𝑦))𝑡+ 𝒪(𝑡2).

Considere a função contínua

𝐻 : R × 𝑉1 ∩ 𝑉2 ⊃ R

(𝑡, (𝑥, 𝑦)) ⊃ 2𝑦 + (1 + 𝐹2(𝑥, 𝑦))𝑡+ 𝒪(𝑡2).

Uma vez que 𝐻(0, (0, 0)) = 0 e

𝜕𝐻

𝜕𝑡
(0, (0, 0)) = 1 + 𝐹2(0, 0) = 1,

segue do teorema da função implícita que existe uma função

á𝑋 : 𝑈0 ⊆ R
2 ⊃ (⊗𝜀, 𝜀) ⊆ R

tal que 𝐹 (á𝑋(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦)) = 0 para todo (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑈0, além disso, á𝑋 é função suave e
á(0, 0) = 0. Ainda utilizando o teorema da função implícita, temos

𝜕á𝑋
𝜕𝑦

(0, 0) = ⊗2 e
𝜕á𝑋
𝜕𝑥

(0, 0) = 0,
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implicando por Taylor que

á𝑋(𝑥, 𝑦) = ⊗2𝑦 + 𝒪(♣(𝑥, 𝑦)♣2).

É interessante notar que 0 e á(𝑥, 𝑦) são as duas únicas soluções de Þ3 ◇ 𝜙𝑋(𝑡, (𝑥, 𝑦)) = 0
em (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑊 , para 𝑡 próximo de 0.

Por Ąm, veja que

𝜙𝑋(á𝑋(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦, 0)) =

∏︀
̂︁̂︁̂︁̂︁∐︁

𝑥+ (Ð+ 𝐹1(𝑥, 𝑦, 0))á𝑋(𝑥, 𝑦) + 𝒪
(︁
á𝑋(𝑥, 𝑦)2

)︁

𝑦 + (1 + 𝐹2(𝑥, 𝑦, 0))á𝑋(𝑥, 𝑦) + 𝒪
(︁
á𝑋(𝑥, 𝑦)2

)︁

⊗𝑦á(𝑥, 𝑦) ⊗ (1 + 𝐹2(𝑥, 𝑦, 0))
á𝑋(𝑥, 𝑦)2

2
⊗ 𝒪

(︁
á(𝑥, 𝑦)3

)︁

⎞
̂︂̂︂̂︂̂︂̂︀

=

∏︀
̂︁̂︁∐︁

𝑥⊗ 2Ð𝑦 + 𝒪
(︁
♣(𝑥, 𝑦)♣2

)︁

⊗𝑦 + 𝒪
(︁
♣(𝑥, 𝑦)♣2

)︁

0

⎞
̂︂̂︂̂︀ ,

implicando
ã𝑋(𝑥, 𝑦) = (𝑥⊗ 2Ð𝑦,⊗𝑦) + 𝒪

(︁
♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣2

)︁
.

Para o campo 𝑌 o processo é o mesmo e lembrando que Ò ̸= 0, conseguimos

ã𝑌 (𝑥, 𝑦) =

(︃
⊗𝑥,⊗2Ñ

Ò
𝑥+ 𝑦

)︃
+ 𝒪

(︁
♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣2

)︁
.

De posse das equações de ã𝑋 e ã𝑌 , compor as funções nos dá

Φ(𝑥, 𝑦) = ã𝑋 ◇ ã𝑌 (𝑥, 𝑦) =

(︃
1 2Ð
0 ⊗1

)︃
≤ ã𝑌 (𝑥, 𝑦) + 𝒪

(︁
♣𝜙𝑌 (𝑥, 𝑦)♣2

)︁

=

(︃
1 2Ð
0 ⊗1

)︃
≤

∏︀
̂︁∐︁

⊗1 0

⊗2Ñ
Ò

1

⎞
̂︂̂︀ ≤

(︃
𝑥
𝑦

)︃
+ 𝒪

(︁
♣(𝑥, 𝑦)♣2

)︁
+ 𝒪

(︁
♣𝜙𝑌 (𝑥, 𝑦)♣2

)︁

=

∏︀
̂︁̂︁̂︁∐︁

⊗1 +
4ÐÑ
Ò

⊗2Ð

2Ñ
Ò

⊗1

⎞
̂︂̂︂̂︂̂︀ ≤

(︃
𝑥
𝑦

)︃
+ 𝒪

(︁
♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣2

)︁
.

Podemos agora demonstrar o teorema que relaciona estabilidade estrutural de um
campo suave por partes (𝑋, 𝑌 ) ∈ Ω𝑟(𝑀,Σ) com estabilidade estrutural de um par de
involuções (ã𝑋 , ã𝑌 ).

Teorema 4.2.4.6 ([7]). Sejam 𝑍0 = (𝑋0, 𝑌0) ∈ Ω𝑟(𝑀,Σ) e 𝑝 uma 𝑇 -singularidade de 𝑍0.
Se 𝑍0 é localmente estruturalmente estável em 𝑝, então o par de involuções (ã𝑋0

, ã𝑌0
) as-

sociado a 𝑍0 é estruturalmente estável em W 𝑟 em 0, quando consideradas as coordenadas
do Lema 4.2.4.6.

Demonstração. Seja (𝜙, 𝑉 ) a carta em torno de 𝑝 ∈ 𝑀 dada pelo Lema 4.2.4.6. Como
vimos na demonstração do Teorema 3.2, existem vizinhanças 𝒱 de 𝑍0 em Ω𝑟(𝑀,Σ) e 𝑉
de 𝑝 em 𝑀 tais que cada 𝑉 ∈ 𝒱 tem uma única 𝑇 -singularidade 𝑞(𝑍) ∈ 𝑉 ∩ Σ.
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Considere o mapa contínuo

𝐹 : 𝒱 ⊃ W 𝑟

𝑍 = (𝑋, 𝑌 ) ↦⊃
(︁
𝑇⊗𝜙(𝑞(𝑍)) ◇ 𝜙 ◇ ã𝑋 ◇ 𝜙⊗1 ◇ 𝑇𝜙(𝑞(𝑍)), 𝑇⊗𝜙(𝑝) ◇ 𝜙 ◇ ã𝑌 ◇ 𝜙⊗1 ◇ 𝑇𝜙(𝑞(𝑍))

)︁
,

sendo ã𝑋 e ã𝑌 os germes de involuções dados pela Proposição 4.2.4.5 e 𝑇𝑣(𝑥) ..= 𝑥+ 𝑣 a
translação. Uma vez que 𝑞 e a função

(𝑋, 𝑡, 𝑝) ∈ X
𝑟(𝑀) × R ×𝑀 ↦⊃ 𝜙𝑋(𝑡, 𝑝) ∈ 𝑀,

são contínuas, então 𝐹 é função contínua, pois ã𝑋 é construído a partir do Ćuxo 𝜙𝑋 .
Mais ainda, podemos escolher uma vizinhança U de (ã𝑋0

, ã𝑌0
) em W 𝑟 de forma que

para todo (𝜙, å) ∈ U exista um campo de vetores 𝑍 = (𝑋, 𝑌 ) ∈ 𝒱 tal que 𝜙 = ã𝑋 e
å = ã𝑌 . A construção de tal campo é feita localmente e depois estendido para toda a
variedade, como feito na demonstração do Teorema 1.2.3.

Dessa forma, 𝐹 : 𝒱 ⊃ U é um mapa sobrejetor e contínuo.
Como estamos supondo 𝑍0 localmente estruturalmente estável, podemos assumir que

todo elemento de 𝑍 é topologicamente equivalente a 𝑍0 em 𝑝.
Portanto, tomando 𝑍 ∈ 𝒱 , existem uma 𝑇 -singularidade 𝑞(𝑍) ∈ Σ de 𝑍 e uma

equivalência topológica ℎ : (𝑉1, 𝑝) ⊃ (𝑉2, 𝑞(𝑍)) entre 𝑍0 e 𝑍, sendo 𝑉1 uma vizinhança
de 𝑝 e 𝑉2 uma vizinhança de 𝑞(𝑍). Portanto, podemos restringir ℎ a Σ, induzindo o
homomorĄsmo ℎ : Σ ∩ 𝑉1 ⊃ Σ ∩ 𝑉2, de forma que ℎ(𝑝) = 𝑞(𝑍).

Dado 𝑞 ∈ Σ𝑋0
(suĄcientemente próximo de 𝑝), segue da construção de ã𝑋0

na Propo-
sição 4.2.4.5 que 𝑞 e ã𝑋0

(𝑞) pertencem a uma mesma órbita Ò0 de 𝑋0 passando por 𝑀+.
Pelo mesmo motivo, ℎ(𝑞) e 𝜙𝑋(ℎ(𝑞)) são conectados por uma órbita Ò de 𝑋 contida em
𝑀+.

Como ℎ é uma equivalência topológica, ℎ(Ò0) = Ò, implicando que

ℎ(ã𝑋0
(𝑞)) = ã𝑋(ℎ(𝑞)).

Se 𝑞 ∈ 𝑆𝑋0
, a relação acima também ocorre, uma vez que ℎ(𝑆𝑋0

) = 𝑆𝑋 . Logo, ℎ é uma
equivalência entre ã𝑋0

e ã𝑋 . Fazendo as mesmas contas, ℎ também é uma equivalência
entre ã𝑌0

e ã𝑌 , implicando que ℎ é uma equivalência entre (ã𝑋 , ã𝑌 ) e (ã𝑋0
, ã𝑌0

).
Note que isso implica que o germe de homomorĄsmo

̃︀ℎ = 𝑇⊗𝜙(𝑝) ◇ 𝜙 ◇ ℎ ◇ 𝜙⊗1

satisfaz ̃︀ℎ(0) = 0 e

̃︀ℎ ◇
(︁
𝜙 ◇ ã𝑋0

◇ 𝜙⊗1
)︁

= 𝑇⊗𝜙(𝑝) ◇ 𝜙 ◇ ℎ ◇ 𝜙⊗1 ◇ 𝜙 ◇ ã𝑋0
◇ 𝜙⊗1

= 𝑇⊗𝜙(𝑝) ◇ 𝜙 ◇ ℎ ◇ ã𝑋0
◇ 𝜙⊗1

= 𝑇⊗𝜙(𝑝) ◇ 𝜙 ◇ ã𝑋 ◇ ℎ ◇ 𝜙⊗1

= 𝑇⊗𝜙(𝑝) ◇ 𝜙 ◇ ã𝑋 ◇ 𝜙⊗1 ◇ 𝑇𝜙(𝑝) ◇ 𝑇⊗𝜙(𝑝) ◇ 𝜙 ◇ ℎ ◇ 𝜙⊗1

=
(︁
𝑇⊗𝜙(𝑝) ◇ 𝜙 ◇ ã𝑋 ◇ 𝜙⊗1 ◇ 𝑇𝜙(𝑝)

)︁
◇ ̃︀ℎ.

pela mesmo mesmo motivo ̃︀ℎ é uma equivalência entre 𝜙 ◇ ã𝑋0
◇ 𝜙⊗1 e 𝑇⊗𝜙(𝑝)𝜙 ◇ ã𝑌0

◇
𝜙⊗1 ◇ 𝑇𝜙(𝑝).

Como 𝑍 é arbitrário em 𝒱 e 𝐹 é sobrejetora, segue que cada par de involução perten-
cente a U é topologicamente equivalente a (𝜙 ◇ ã𝑌0

◇ 𝜙⊗1, 𝜙 ◇ ã𝑌 ◇ 𝜙⊗1) em W 𝑟.
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A contra-positiva do último resultado implica no seguinte corolário.

Corolário 4.2.2 ([7]). Seja 𝑍 = (𝑋, 𝑌 ) ∈ Ω𝑟(𝑀,Σ). Se o ponto Ąxo 0 do mapa Φ =
ã𝑋 ◇ ã𝑌 , nas coordenadas dadas pelo Lema 4.2.4.6, não for hiperbólico, então 𝑍 não é
localmente estruturalmente estável.

Iremos agora estudar a hiperbolicidade de 0 no mapa Φ = ã𝑋 ◇ ã𝑌 .

Lema 4.2.4.7 ([7]). Sejam 𝑍 = (𝑋, 𝑌 ) ∈ Ω𝑟(𝑀,Σ) e 𝑝 ∈ Σ uma 𝑇 -singularidade de 𝑍,
tal que 𝑆𝑋 ∩ 𝑆𝑌 . Considere (Ð, Ñ, Ò) como sendo os parâmetros normais de 𝑍 no ponto
𝑝. Então, são satisfeitos

i. se ÐÑ(ÐÑ ⊗ Ò) ⊘ 0, então 0 não é um ponto Ąxo hiperbólico de Φ = ã𝑋 ◇ ã𝑌 quando
colocado nas coordenadas do Lema 4.2.4.6 . Mais ainda, se ÐÑ(ÐÑ ⊗ Ò) > 0, então
Φ tem apenas autovalores complexos; e

ii. se ÐÑ(ÐÑ ⊗ Ò) > 0, então 0 é um ponto de sela de Φ (nas coordenadas do Lema
4.2.4.6). Mais ainda, se Ó, Û são autovalores de Φ tais que ♣Û♣< 1 < ♣Ú♣, e 𝑣Ú e 𝑣Û
são os autovetores correspondentes, então

a) se Ð > 0 e Ñ > 0, então 𝑣Û, 𝑣Ú ∈ Σ𝑑;

b) se Ð > 0 e Ñ < 0, então 𝑣Û ∈ Σ𝑐 ,𝑣Ú ∈ Σ𝑑;

c) se Ð < 0 e Ñ > 0, então 𝑣Û ∈ Σ𝑑 ,𝑣Ú ∈ Σ𝑐; e

d) Se Ð < 0 e Ñ < 0, então 𝑣Û, 𝑣Ú ∈ Σ𝑐.

Demonstração. Um cálculo imediato mostra que o polinômico característico de dΦ0 é
dado por

𝑝Φ(𝑡) = 𝑡2 +

(︃
2 +

4ÐÑ
Ò

)︃
+ 1,

portanto seus autovalores são

Û =
1
Ò

(︂
2ÐÑ ⊗ Ò ⊗ 2

√︁
ÐÑ(ÐÑ ⊗ Ò)

)︂

e
Ú =

1
Ò

(︂
2ÐÑ ⊗ Ò + 2

√︁
ÐÑ(ÐÑ ⊗ Ò)

)︂
,

com os respectivos autovetores

𝑣Û =

∏︀
∐︁⊗

ÐÑ ⊗
√︁
ÐÑ(ÐÑ ⊗ Ò)

Ñ
, 1

⎞
̂︀

e

𝑣Ú =

∏︀
∐︁⊗

ÐÑ +
√︁
ÐÑ(ÐÑ ⊗ Ò)

Ñ
, 1

⎞
̂︀ .

Tendo essas informações em mãos, a veriĄcação de 𝑖. e 𝑖𝑖. é imediata.

Corolário 4.2.3 ([7]). Sejam 𝑍 = (𝑋0, 𝑌0) ∈ Ω𝑟(𝑀,Σ), 𝑝 uma 𝑇 -singularidade e Ð, Ñ, Ò
os parâmetros normais de 𝑍0. Se ÐÑ(ÐÑ ⊗ Ò) ⊘ 0, então 𝑍0 é localmente estruturalmente
instável em 𝑝.
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Demonstração. Se 𝑍0 fosse localmente estruturalmente estável, então pelo Teorema 4.2.4.6
0 seria ponto Ąxo hiperbólico de Φ = ã𝑋 ◇ ã𝑌 , o que é um absurdo, pois ÐÑ(ÐÑ ⊗ Ò) ⊘
0.

Lema 4.2.4.8 ([7]). Sejam 𝑍 = (𝑋, 𝑌 ) ∈ Ω𝑟(𝑀,Σ) e 𝑝 um ponto de dobra-dobra invisível
tal que 𝑝 ∈ Σ e 𝑆𝑋 ⋔ 𝑆𝑌 . Considere 𝑝 como o Ąxo do germe do mapa de retorno

Φ = ã𝑋 ◇ ã𝑋 : (Σ, 𝑝) ⊃ (Σ, 𝑝).

Se os autovalores de dΦ𝑝 : 𝑇𝑝Σ ⊃ 𝑇𝑝Σ forem complexos conjugados, então 𝑍 é localmente
estruturalmente instável em 𝑝.

Demonstração. Seja ( ̃︀𝜙,𝑈) uma carta normal de 𝑍 em 𝑝. Note que podemos ajustar 𝑈 ,
de forma que

(𝜙 ..= ̃︀𝜙♣Σ∩𝑈 ,Σ ∩𝑈)
seja uma carta em torno de 𝑝 em Σ. Dessa forma, sejam Ð, Ñ e Ò os parâmetros normais de
𝑍 com respeito a 𝜙 e coloquemos o mapa de retorno Φ nas coordenadas 𝜙, i.e., deĄnimos
o germe em 0 ∈ R2 por

Ψ = 𝜙 ◇ Φ ◇ 𝜙⊗1,

perceba que 0 é ponto Ąxo de Ψ e

dΨ0 = d𝜙𝑝 ≤ dΦ𝑝 ≤ d𝜙⊗1
𝜙(𝑝).

Sejam 𝑣Ú, 𝑣Û ∈ 𝑇𝑝𝑀 os autovetores de dΦ associados aos autovalores Ú e Û. Como

d𝜙⊗1
0 ≤ d𝜙𝑝 = d𝜙⊗1

𝜙p
≤ d𝜙𝑝 = d(𝜙⊗1 ◇ 𝜙)𝑝 = IdR2 ,

segue que
dΨ0 (d𝜙𝑝𝑣Ú) = d𝜙𝑝dΦ𝑝(𝑣Ú) = Ú (d𝜙𝑝𝑣Ú)

e
dΨ0 (d𝜙𝑝𝑣Û) = d𝜙𝑝dΦ𝑝(𝑣Û) = Û (d𝜙𝑝𝑣Û) .

Então, dΨ0 possui os mesmos autovalores de dΦ𝑝 e utilizando as hipóteses do teorema,
temos que Ú = Û. Porém, uma vez que det dΨ0 = 1, implica que

1 = det(dΨ0)

= Ú ≤ Û
= Ú ≤ Ú
= ‖Ú‖,

pelo mesmo motivo, ‖Û‖= 1, e portanto 0 não um ponto Ąxo hiperbólico de Ψ. Logo,
pelo Corolário 4.2.2, o campo suave por partes 𝑍 não pode ser estruturalmente estável, o
que demonstra o lema.

Provaremos agora um importantíssimo teorema a respeito do conjunto Σ0 (referente
à DeĄnição 4.2.1).

Teorema 4.2.4.7 ([7]). Σ0 não é residual em Ω𝑟(𝑀,Σ).
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Demonstração. Escolha um campo 𝑍0 = (𝑋0, 𝑌0) ∈ Ω𝑟(𝑀,Σ) de forma que exista um
ponto 𝑝 ∈ Σ de dobra-dobra tal que 𝑆𝑋0

⋔ 𝑆𝑌0
em 𝑝 e seus parâmetros normais (via

(ã, 𝑉 )) satisfaçam ÐÑ(ÐÑ ⊗ Ò) < 0.
Utilizando a demonstração do Teorema 3.2, existem vizinhanças 𝒰 de 𝑍0, 𝑈 ⊆ 𝑉 de

𝑝 em Σ e uma função 𝑞 : 𝒰 ⊃ 𝑈 que associa o campo 𝑍 ∈ 𝒰 à sua única singularidade
𝑞(𝑍) ∈ 𝑈 , sendo 𝑞(𝑍) um ponto de dobra-dobra tal que 𝑆𝑋 ⋔ 𝑆𝑌 em 𝑞(𝑍).

Consideremos a função contínua

𝐹 : 𝒱 ⊃ W 𝑟

𝑍 = (𝑋, 𝑌 ) ↦⊃
(︁
𝑇⊗𝜙(𝑞(𝑍)) ◇ 𝜙 ◇ ã𝑋 ◇ 𝜙⊗1 ◇ 𝑇𝜙(𝑞(𝑍)), 𝑇⊗𝜙(𝑝) ◇ 𝜙 ◇ ã𝑌 ◇ 𝜙⊗1 ◇ 𝑇𝜙(𝑞(𝑍))

)︁
.

como feito na demonstração do Lema 4.2.4.6, temos que Im(𝐹 ) é uma vizinhança de
(𝜙 ◇ ã𝑋0

◇𝜙⊗1, 𝜙 ◇ ã𝑌0
◇𝜙⊗1) em W 𝑟. Como ÐÑ(ÐÑ ⊗ Ò) < 0, o Lema 4.2.4.7 nos garante

que os autovalores de d(𝜙 ◇ ã𝑋 ◇ã𝑌 ◇𝜙⊗1)0 são números complexos não reais conjugados.
Consideremos agora a função contínua

𝐺 : W 𝑟 ⊃ I 𝑟

(ã, å) ↦⊃ d(ã ◇ å)0,

𝐺 ◇ 𝐹 é função contínua, então utilizando a dependência contínua dos autovalores em
relação ao operador linear (Teorema 4.1.1.2), existe uma vizinhança aberta V ⊆ Im(𝐹 )
de (𝜙 ◇ ã𝑋0

◇ 𝜙⊗1, 𝜙 ◇ ã𝑌0
◇ 𝜙⊗1) tal que

dΨ𝑍 = d
(︁
𝑇⊗𝜙(𝑞(𝑍)) ◇ 𝜙 ◇ ã𝑋 ◇ ã𝑌 ◇ 𝜙⊗1 ◇ 𝑇𝜙(𝑞(𝑍))

)︁
0

possui autovalores conjugados distintos, para todo 𝑍 = (𝑋, 𝑌 ) ∈ 𝐹⊗1(V ). Isso im-
plica que dΦ𝑞(𝑍) = d(ã𝑋 ◇ ã𝑌 )𝑞(𝑍) possui autovalores conjugados distintos para todo
(𝑋, 𝑌 ) ∈ 𝐹⊗1(V ), implicando por sua vez, pelo Lema 4.2.4.8, que (𝑋, 𝑌 ) não é global-
mente localmente estruturalmente estável para todo (𝑋, 𝑌 ) ∈ 𝐹⊗1(V ). Assim Σ0 não é
denso em Ω𝑟(𝑀,Σ) e, portanto, não é residual em Ω𝑟(𝑀,Σ), uma vez que Ω𝑟(𝑀,Σ) é
espaço de Baire.

Adicionaremos agora um teorema extremamente conhecido, demonstrado por Phillip
Hartman em [9].

Teorema 4.2.4.8 (Teorema da Linearização ). Seja 𝑋 : 𝑈 ⊆ R𝑛 ⊃ R𝑛 um campo de
vetores de classe 𝒞2 tal que 𝑋(𝑝) = 0 e d𝑋𝑝 com autovalores Ú1, . . . , Ú𝑛 satisfazendo

Re(Ú1), . . . ,Re(Ú𝑛) > 0 ou Re(Ú1), . . . ,Re(Ú𝑛) < 0.

Então, existe um difeomorĄsmo ℎ : 𝑈𝑝 ⊃ ℎ(𝑈𝑝) tal que ℎ(𝑝) = 0 e ℎ(𝑥) = 𝑥+ ã(𝑥), com
dã𝑝 = 0. Mais ainda, ℎ é uma difeomorĄsmo de classe 𝒞1 que conjuga 𝑋 e d𝑋𝑝 em 𝑝 e
0 respectivamente.

Este resultado também é válido para sistemas dinâmicos discretos: Sejam 𝑈 um aberto
de R𝑛 e 𝑓 : 𝑈 ⊃ R𝑛 um difeomorĄsmo de classe 𝒞2 tal que 𝑝 ∈ 𝑈 é um ponto Ąxo
hiperbólico de 𝑓 . Então existem 𝑉𝑝 vizinhança de 𝑝 em 𝑈 , 𝑉0 vizinhança de 0 em R2 e
um difeomorĄsmo ℎ : 𝑉𝑝 ⊃ 𝑉0 de classe 𝒞1 que conjuga os difeomorĄsmos 𝑓 e d𝑓𝑝𝑥 em 𝑝
e 0 respectivamente, sendo ℎ(𝑥) = 𝑥+ ã(𝑥) com 𝑑ã0 = 0.

No caso 𝑛 = 2, o resultado valem supondo apenas que os autovalores de d𝑋𝑝 e d𝑓𝑝
são hiperbólicos.
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Mostraremos um corolário do resultado acima que será muito importante para a cons-
trução de um homeomorĄsmo entre campos suaves por partes.

Corolário 4.2.4. Seja 𝑋 : 𝑈 ⊆ R2 ⊃ R2 um campo de vetores de classe 𝒞2 tal que
d𝑋𝑝 possui dois autovalores, Ú1 < Ú2 < 0, associados aos respectivos autovetores 𝑣1 e 𝑣2.
Então existe uma vizinhança 𝑉𝑝 de 𝑝 tal que

i. se 𝜙𝑋(𝑡, 𝑝) é o Ćuxo de 𝑋, então para todo 𝑥 ∈ 𝑉𝑝, 𝜙𝑋(𝑡, 𝑥) ⊃ 𝑝 quando 𝑡 ⊃ ∞;

ii. existem apenas duas órbitas tais que
𝜙′
𝑋(𝑡, 𝑥)

‖𝜙′
𝑋(𝑡, 𝑥)‖ ⊃

(︃
𝑣1

‖𝑣1‖ ou ⊗ 𝑣1

‖𝑣1‖

)︃
quando

𝑡 ⊃ ∞; e

iii. todas as demais órbitas satisfazem
𝜙′
𝑋(𝑡, 𝑥)

‖𝜙′
𝑋(𝑡, 𝑥)‖ ⊃

(︃
𝑣2

‖𝑣2‖ ou ⊗ 𝑣2

‖𝑣2‖

)︃
quando 𝑡 ⊃

∞.

Caso 0 < Ú2 < Ú1, as mesmas propriedades listadas acima são satisfeitas quando
𝑡 ⊃ ⊗∞.

Demonstração. Provaremos primeiramente o resultado para campos lineares. Considere
𝑋 ∈ ℒ(R2) com autovalores Ú1 < Ú2 < 0 e respectivos autovetores 𝑣1 e 𝑣2. Seja 𝜙𝑋 o
Ćuxo da EDO ⎧

⨄︁
⎩
𝑥̇ = 𝑋(𝑥)

𝑥(0) = 𝑥.

Note que as soluções da EDO acima são dadas por

𝜙(𝑡, 𝑥) = 𝑒𝑡𝑋𝑥.

Uma vez que ¶𝑣1, 𝑣2♢ é base de R2 podemos escrever 𝑥 = 𝑥1𝑣1 + 𝑥2𝑣2 e portanto

𝜙𝑋(𝑡, 𝑥) = 𝑥1𝑒
Ú1𝑡𝑣1 + 𝑥2𝑒

Ú2𝑡𝑣2.

Como Ú1, Ú2 < 0, segue que 𝜙(𝑡, 𝑥) ⊃ 0 quando 𝑡 ⊃ ∞. Portanto, se 𝑥2 ̸= 0 segue que

𝜙′
𝑋(𝑡, 𝑥)

‖𝜙′
𝑋(𝑡, 𝑥)‖ =

Ú1𝑥1𝑒
Ú1𝑡𝑣1 + Ú2𝑥2𝑒

Ú2𝑡𝑣2

‖Ú1𝑥1𝑒Ú1𝑡𝑣1 + Ú2𝑥2𝑒Ú2𝑡𝑣2‖

=
Ú1𝑥1𝑒

Ú1𝑡𝑣1 + Ú2𝑥2𝑒
Ú2𝑡𝑣2

𝑒Ú1𝑡

𝑒Ú2𝑡

‖Ú1𝑥1𝑒Ú1𝑡𝑣1 + Ú2𝑥2𝑒Ú2𝑡𝑣2‖
= Ú1𝑥1𝑒

(Ú1⊗Ú2)𝑡𝑣1 + Ú2𝑥2𝑣2
1

‖Ú1𝑥1𝑒(Ú1⊗Ú2)𝑡𝑣1 + Ú2𝑥2𝑣2‖ .

fazendo 𝑡 ⊃ ∞,

lim
𝑡⊃∞

𝜙′
𝑋(𝑡, 𝑥)

‖𝜙′
𝑋(𝑡, 𝑥)‖ =

Ú2𝑥2𝑣2

Ú2𝑥2𝑣2
= sgn(Ú2𝑥2)

𝑣2

‖𝑣2‖ .

Por outro lado, se 𝑥 = 𝑥1𝑣1, então

𝜙𝑋(𝑡, 𝑥) = 𝑥1𝑒
𝑡Ú1𝑣1
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e é claro que

lim
𝑡⊃∞

𝜙′
𝑋(𝑡, 𝑥)

‖𝜙′
𝑋(𝑡, 𝑥)‖ =

Ú1𝑥1𝑣2

Ú1𝑥1𝑣1
= sgn(Ú1𝑥1)

𝑣1

‖𝑣1‖ ,

demonstrando assim o corolário para quando 𝑋 é um campo linear.
Considere agora 𝑋 um campo suave, pelo Teorema 4.2.4.8 existe um difeomorĄsmo

de classe 𝒞1, ℎ : 𝑈𝑝 ⊃ 𝑉0, que conjuga 𝑋 com d𝑋𝑝 em 𝑝 e 0 respectivamente isto é

ℎ ◇ 𝜙𝑋 = 𝜙′
𝑋 ◇ ℎ,

sendo ℎ(𝑥) = 𝑥+ ã(𝑥) com dã𝑝 = 0, o que implica em particular dℎ𝑝 = IdR2 e ℎ⊗1 =
𝑥+ 𝜃(𝑥), com d𝜃𝑝 = 0.

Segue portanto que para todo 𝑥 ∈ 𝑈𝑝,

𝜙𝑋(𝑡, 𝑥) ⊃ 0 quando 𝑡 ⊃ ∞,

e

lim
𝑡⊃∞

𝜙′
𝑋(𝑡, 𝑥)

‖𝜙′
𝑋(𝑡, 𝑥)‖ = lim

𝑡⊃∞

dℎ⊗1
ℎ◇𝜙X(𝑡,𝑥) ≤ dℎ𝜙X(𝑡,𝑥)𝜙

′
𝑋(𝑡, 𝑥)

⧸︁⧸︁⧸︁dℎ⊗1
ℎ◇𝜙X(𝑡,𝑥) ≤ dℎ𝜙X(𝑡,𝑥)𝜙

′
𝑋(𝑡, 𝑥)

⧸︁⧸︁⧸︁

= lim
𝑡⊃∞

dℎ⊗1
ℎ◇𝜙(𝑡,𝑥) (ℎ ◇ 𝜙𝑋)′ (𝑡, 𝑥)

⧸︁⧸︁⧸︁dℎ⊗1
ℎ◇𝜙X(𝑡,𝑥) (ℎ ◇ 𝜙𝑋)′ (𝑡, 𝑥)

⧸︁⧸︁⧸︁

= lim
𝑡⊃∞

dℎ⊗1
ℎ◇𝜙X(𝑡,𝑥) (ℎ ◇ 𝜙𝑋)′ (𝑡, 𝑥)

⧸︁⧸︁⧸︁dℎ⊗1
ℎ◇𝜙X(𝑡,𝑥) (ℎ ◇ 𝜙𝑋)′ (𝑡, 𝑥)

⧸︁⧸︁⧸︁

= lim
𝑡⊃∞

(︁
IdR2 + d𝜃𝜙dXp(𝑡,ℎ(𝑥))

)︁
𝜙′

d𝑋p
(𝑡, ℎ(𝑥))

⧸︁⧸︁⧸︁
(︁
IdR2 + d𝜃𝜙dXp(𝑡,ℎ(𝑥))

)︁
𝜙′

d𝑋p
(𝑡, ℎ(𝑥))

⧸︁⧸︁⧸︁

= lim
𝑡⊃∞

𝜙′
d𝑋p

(𝑡, ℎ(𝑥))
⧸︁⧸︁⧸︁𝜙′

d𝑋p
(𝑡, ℎ(𝑥))

⧸︁⧸︁⧸︁
≤

⧸︁⧸︁⧸︁𝜙′
d𝑋p

(𝑡, ℎ(𝑥))
⧸︁⧸︁⧸︁

⧸︁⧸︁⧸︁⧸︁𝜙′
d𝑋p

(𝑡, ℎ(𝑥)) + d𝜃𝜙′
dXp

(𝑡,ℎ(𝑥))

𝜙′
dXp

(𝑡,ℎ(𝑥))

‖𝜙′
dXp

(𝑡,ℎ(𝑥))‖

⧸︁⧸︁⧸︁⧸︁
+

+ lim
𝑡⊃∞

d𝜃𝜙′
dXp

(𝑡,ℎ(𝑥))

𝜙′
d𝑋p

(𝑡, ℎ(𝑥))
⧸︁⧸︁⧸︁⧸︁𝜙′

d𝑋p
(𝑡, ℎ(𝑥)) + d𝜃𝜙′

dXp
(𝑡,ℎ(𝑥))𝜙′

dXp
(𝑡,ℎ(𝑥))

⧸︁⧸︁⧸︁⧸︁

Como d𝜃𝜙dXp(𝑡,ℎ(𝑥)) ⊃ d𝜃0 = 0 quando 𝑡 ⊃ ∞, o limite

lim
𝑡⊃∞

𝜙′
d𝑋p

(𝑡, ℎ(𝑥))
⧸︁⧸︁⧸︁𝜙′

d𝑋p
(𝑡, ℎ(𝑥))

⧸︁⧸︁⧸︁

pode ser calculado usando o caso linear feito anteriormente:
⧸︁⧸︁⧸︁𝜙′

d𝑋p
(𝑡, ℎ(𝑥))

⧸︁⧸︁⧸︁
⧸︁⧸︁⧸︁⧸︁𝜙′

d𝑋p
(𝑡, ℎ(𝑥)) + d𝜃𝜙′

dXp
(𝑡,ℎ(𝑥))

𝜙′
dXp

(𝑡,ℎ(𝑥))

‖𝜙′
dXp

(𝑡,ℎ(𝑥))‖

⧸︁⧸︁⧸︁⧸︁
⊃ 1, quando 𝑡 ⊃ ∞

e

lim
𝑡⊃∞

d𝜃𝜙′
dXp

(𝑡,ℎ(𝑥))

𝜙′
d𝑋p

(𝑡, ℎ(𝑥))
⧸︁⧸︁⧸︁⧸︁𝜙′

d𝑋p
(𝑡, ℎ(𝑥)) + d𝜃𝜙′

dXp
(𝑡,ℎ(𝑥))𝜙′

dXp
(𝑡,ℎ(𝑥))

⧸︁⧸︁⧸︁⧸︁
= 0,
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o resultado do corolário segue de maneira imediata.
Para o caso em que o campo de vetores 𝑋 é tal que os autovalores de d𝑋 são 0 < Ú2 <

Ú1, note que o campo de vetores ⊗𝑋 é tal que seus autovetores são ⊗Ú1 < ⊗Ú2 < 0 e o caso
anterior se aplica para o campo ⊗𝑋. Por Ąm, usando a igualdade 𝜙𝑋(𝑡, 𝑥) = 𝜙⊗𝑋(⊗𝑡, 𝑥),
o corolário se torna demonstrado.

Agora, estudaremos o caso em que os parâmetros normais de um campo suave por
partes 𝑍 = (𝑋, 𝑌 ) ∈ Ω𝑟(𝑀,Σ) satisfazem ÐÑ > Ò e Ð, Ñ < 0 para uma 𝑇 -singularidade
com 𝑆𝑋 ⋔ 𝑆𝑌 . Relembre que, pelo Teorema 4.2.4.1, existe uma carta (𝜙, 𝑉 ) tal que
localmente os campos 𝑋 e 𝑌 podem ser considerados

𝑋(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

∏︀
̂︁∐︁
Ð+ 𝒪 (♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣)
1 + 𝒪(♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣)

⊗𝑦

⎞
̂︂̂︀ e 𝑌 (𝑥, 𝑦, 𝑧) =

∏︀
̂︁̂︁∐︁

Ò + 𝒪(♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣)
Ñ + 𝒪(♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣)
𝑥+ 𝒪

(︁
♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣2

)︁

⎞
̂︂̂︂̂︀ ,

sendo Ó = sgn
(︁
𝑋2𝑓(𝑝)

)︁
, sgn(Ò) = 1 e Ð, Ñ, Ò ∈ R. Em razão do Teorema 4.2.4.2, o campo

deslizante normalizado pode ser considerado para a análise da estabilidade estrutural, sem
perda de generalidade, igual a

𝐹𝑁𝑍 (𝑥, 𝑦) =

(︃
Ð Ò
1 Ñ

)︃
≤
(︃
𝑥
𝑦

)︃
+ 𝒪

(︁
♣(𝑥, 𝑦)♣2

)︁
,

estando deĄnido em uma vizinhança 𝑈 = 𝜙(𝑉 ) ∩ R2 × ¶0♢ ⊆ R2 de 0 (a rigor, 𝑈 ⊆
R2 × ¶0♢, mas podemos identiĄcar R2 × ¶0♢ com R2 via projeção). Por Ąm, relembre
do Corolário 4.2.1 que 𝑆𝑋 = ¶(𝑥, 0), 𝑥 ∈ (⊗𝜀, 𝜀)♢ e 𝑆𝑌 = ¶(𝑔(𝑦), 𝑦), 𝑧 ∈ (⊗𝜀, 𝜀)♢ (com
𝑔(𝑦) = 𝒪

(︁
𝑦2
)︁
) dividem 𝑈 em duas componentes conexas. Uma vez que

𝐹𝑁𝑍 (𝑥, 0) =
(︁
Ð𝑥+ 𝒪(𝑥2), Ò𝑥+ 𝒪(𝑥2)

)︁

e
𝐹𝑁𝑍 (𝑔(𝑦), 𝑦) =

(︁
Ò𝑦 + 𝒪(𝑦2), Ñ𝑦 + 𝒪(𝑦2)

)︁
,

diminuindo 𝑈 se necessário, podemos supor sem perda de generalidade que o campo 𝐹𝑁𝑍
é transversal a 𝑆𝑋 e 𝑆𝑌 .

Além disso, perceba que a matriz

d
(︁
𝐹𝑁𝑍

)︁
(0,0)

=

(︃
Ð Ò
1 Ñ

)︃

possui autovalores iguais a

Ú1
..=

1
2

(︂
Ð+ Ñ ⊗

√︁
Ð2 ⊗ 2ÐÑ + Ñ2 + 4Ò

)︂

<
1
2

(︂
Ð+ Ñ ⊗

√︁
(Ð⊗ Ñ)2

)︂

=
1
2
(Ð+ Ñ ⊗ ♣Ð⊗ Ñ♣) = min¶Ð, Ñ♢ < 0

e

Ú2
..=

1
2

(︂
Ð⊗ Ñ +

√︁
Ð2 ⊗ 2ÐÑ + Ñ2 + 4Ò

)︂

<
1
2

(︂
Ð+ Ñ +

√︁
(Ð⊗ Ñ)2

)︂

=
1
2
(Ð+ Ñ + ♣Ð⊗ Ñ♣) = max¶Ð, Ñ♢ < 0.
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Mais ainda, seus autovetores associados são

𝑣1
..=
(︂1

2

(︂
Ð⊗ Ñ ⊗

√︁
Ð2 ⊗ 2ÐÑ + Ñ2 + 4Ò

)︂
, 1
)︂

e

𝑣2
..=
(︂1

2

(︂
Ð⊗ Ñ +

√︁
Ð2 ⊗ 2ÐÑ + Ñ2 + 4Ò

)︂
, 1
)︂
.

Note que

1
2

(︂
Ð⊗ Ñ ⊗

√︁
Ð2 ⊗ 2ÐÑ + Ñ2 + 4Ò

)︂
<

1
2

(︂
Ð⊗ Ñ ⊗

√︁
Ð2 ⊗ 2ÐÑ + Ñ2

)︂

=
1
2
(Ð⊗ Ñ ⊗ ♣Ð⊗ Ñ♣) ⊘ 0

e

1
2

(︂
Ð⊗ Ñ +

√︁
Ð2 ⊗ 2ÐÑ + Ñ2 + 4Ò

)︂
>

1
2

(︂
Ð⊗ Ñ +

√︁
Ð2 ⊗ 2ÐÑ + Ñ2

)︂

=
1
2
(Ð⊗ Ñ + ♣Ð⊗ Ñ♣) ⊙ 0,

dessa forma 𝑣1 ∈ Σ𝑐 e 𝑣2 ∈ Σ𝑑. Temos portanto uma variedade estável do campo de deslize
em Σ𝑑. Diminuindo 𝑈 mais ainda, a Ąm de 𝐹𝑍𝑁 seja conjugado com diag(Ú1, Ú2) ∈ ℒ(R2)
em 𝑈 . Então como, Ú1 < Ú2 < 0, segue que todas as órbitas de 𝐹𝑁𝑍 , com exceção da
variedade invariante associada ao autovalor Ú2, tendem para o ponto 0, sendo tangentes a
𝑣2. Como 𝑆𝑋 e 𝑆𝑌 são transversais a 𝐹 𝑑𝑁 e todas as órbitas começando nesses conjuntos
tendem para 0 e são tangentes a 𝑣2 (Corolário 4.2.4), os conjuntos Σ𝑠,𝑢 ⊆ Σ𝑑 são 𝐹𝑁𝑍 -
invariantes.

Uma vez que em 𝑈 os campos 𝐹𝑁𝑍 são conjugados, existe uma variedade 𝐶 ⊆ 𝑈 tal
que 𝐶 é difeomorfa a S1 e 𝐶 é transversal ao campo 𝐹𝑁𝑍 . Sejam 𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2 > 0 tais que

(𝑥1, 0), (⊗𝑥2, 0) ∈ 𝑆𝑋 ∩𝐶 e (𝑔(𝑦1), 𝑦1), (𝑔(⊗𝑦2),⊗𝑦2) ∈ 𝑆𝑌 ∩𝐶.
Podemos deĄnir as curvas

𝐿1 = ¶(𝑥, 0), 𝑥 ∈ [⊗𝑥2, 0]♢,
𝐿2 = ¶(𝑔(𝑦), 𝑦), 𝑦 ∈ [⊗𝑦2, 0]♢,

𝐶1 = 𝐶 ∩ Σ𝑢

e
𝐼1 = ¶(𝑥, 0), 𝑥 ∈ [0, 𝑥1]♢,
𝐼2 = ¶(𝑔(𝑦), 𝑦), 𝑦 ∈ [0, 𝑦1]♢,

𝐶2 = 𝐶 ∩ Σ𝑠.

Considere 𝑆1 = 𝐿1 ∪𝐿2 ∪𝐶1 e 𝑆2 = 𝐼1 ∪ 𝐼2 ∪𝐶2 e as regiões 𝑈𝑢 = Int(𝑆1) e 𝑈𝑠 = Int(𝑆2).
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Figura 4.3: Representação dos conjuntos deĄnidos acima.

O campo de deslize de 𝑍 em Σ𝑑, denotado por 𝐹𝑍 , é deĄnido por

𝐹𝑍 =
1

𝑌 𝑓(𝑝) ⊗𝑋𝑓(𝑝)
𝐹𝑁𝑍 (𝑝)

em 𝑈𝑢, 𝑈𝑠. Perceba que 𝐹𝑍 ♣𝑈u
é equivalente a ⊗ 𝐹𝑁𝑍

⧹︃⧹︃⧹︃
𝑈u

e 𝐹𝑍 ♣𝑈s
é equivalente a 𝐹𝑁𝑍

⧹︃⧹︃⧹︃
𝑈s

.
Como já vimos diversas vezes, como por exemplo na demonstração do Teorema 3.2,

existem um aberto 𝒱 de 𝑍 e uma função contínua

𝑞 : 𝒱 ⊃ 𝑈

que associa cada ̃︀𝑍 = (̃︁𝑋, ̃︀𝑌 ) ∈ 𝒱 à única Σ-singularidade 𝑞
(︁
̃︀𝑍
)︁

pertencente a 𝑈 , sendo

𝑞
(︁
̃︀𝑍
)︁

uma 𝑇 -singularidade tal que 𝑆 ̃︀𝑋 ⋔ 𝑆̃︀𝑌 . Utilizando a carta

(å ..= 𝜙♣𝑉 ∩Σ , 𝑉 ∩ Σ)

em torno de 𝑝 em Σ, podemos deĄnir a função contínua

𝐹 : 𝒱 ⊃ ℒ(R2)

̃︀𝑍 =
(︁
̃︁𝑋, ̃︀𝑌

)︁
↦⊃ d

(︂
å*𝐹

̃︀𝑍
𝑁

)︂

𝑞(̃︀𝑍)
.

Pela continuidade dos autovalores e da função 𝐹 , conseguimos uma vizinhança 𝒰 ⊆ 𝒱 de

forma que os autovalores de d
(︂
𝐹
̃︀𝑍
𝑁

)︂

𝑞(̃︀𝑍)
são distintos e negativos.
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Tomemos agora ̃︀𝑍 =
(︁
̃︁𝑋, ̃︀𝑌

)︁
∈ 𝒱 , seguindo a mesma construção, nas coordenadas

normais ( ̃︀𝜙, ̃︀𝑈) de ̃︀𝑍 em 𝑞
(︁
̃︀𝑉
)︁
. Então

𝐹𝑁̃︀𝑍 (𝑥, 𝑦) =

(︃
̃︀Ð ̃︀Ò
1 ̃︀Ñ

)︃
≤
(︃
𝑥
𝑦

)︃
+ 𝒪

(︁
♣(𝑥, 𝑦)♣2

)︁
,

com ̃︀Ð ̃︀Ñ > ̃︀Ò. Podemos deĄnir ̃︀𝑆1 e ̃︀𝑆2 para o campo ̃︀𝑍, da mesma maneira que 𝑆1 e 𝑆2

foram deĄnidos para o campo 𝑍, e considerar ̃︀𝑈𝑢 = Int( ̃︀𝑆1) e ̃︀𝑈𝑠 = Int( ̃︀𝑆2).
Vamos construir um homeomorĄsmo

ℎ𝑠 : 𝑈𝑠 ⊃ ̃︀𝑈𝑠

que leva órbitas de 𝐹𝑁𝑍 , em órbitas 𝐹𝑛̃︀𝑍 preservando a orientação. Primeiramente escolha
um homeomorĄsmo

à : 𝑆2 ⊃ ̃︀𝑆2

tal que à(𝐼1) = ̃︀𝐼1, à(𝐼2) = ̃︀𝐼2 e à(𝐶2) = ̃︀𝐶2. Em particular, temos que à(0) = 0.
DeĄnimos ℎ𝑠 da seguinte forma: ℎ𝑠(𝑥) = à(𝑥) se 𝑥 ∈ 𝜕𝑈𝑆 = 𝑆2. Além disso perceba que
a função

á : 𝑈𝑠 ⊃ R,

que associa 𝑥 ao único valor tal que 𝜙𝑁𝑍 (á(𝑥), 𝑥) ∈ 𝑆2 é contínua, sendo assim, deĄnimos

ℎ𝑠(𝑥) = 𝜙𝐹N

̃︀Z

(︂
⊗á(𝑥), à

(︂
𝜙𝐹N

Z
(á(𝑥), 𝑥

)︂)︂

para 𝑥 ∈ 𝑈𝑠. É claro que ℎ𝑠 é homomorĄsmo e equivalência entre os campos 𝐹𝑁𝑍

⧹︃⧹︃⧹︃
𝑈s

e 𝐹𝑍 ♣𝑈s
. Fazendo exatamente o mesmo procedimento, conseguimos uma equivalência

ℎ𝑢 : 𝑈𝑢 ⊃ ̃︀𝑈𝑢 entre os campos ⊗ 𝐹𝑁𝑍

⧹︃⧹︃⧹︃̃︀𝑈u
e ⊗ 𝐹𝑍 ♣̃︀𝑈u

. Utilizando os fatos de 𝐹𝑍 ♣𝑈u
ser

equivalente a ⊗ 𝐹𝑁𝑍

⧹︃⧹︃⧹︃
𝑈u

, 𝐹𝑍 ♣𝑈s
ser equivalente a 𝐹𝑁𝑍

⧹︃⧹︃⧹︃
𝑈s

e 𝐹𝑍 ♣̃︀𝑈u
ser equivalente a ⊗ 𝐹𝑁𝑍

⧹︃⧹︃⧹︃̃︀𝑈u
,

𝐹𝑍 ♣̃︀𝑈s
ser equivalente a 𝐹𝑁𝑍

⧹︃⧹︃⧹︃̃︀𝑈s
e ℎ𝑢(0) = ℎ𝑠(0) = 0, temos que

ℎ : 𝑈𝑢 ∪𝑈𝑠 ⊃ ̃︀𝑈𝑢 ∪ ̃︀𝑈𝑠

𝑥 ↦⊃
⎧
⨄︁
⎩
ℎ𝑢(𝑥), se 𝑥 ∈ 𝑈𝑢,

ℎ𝑠(𝑥), se 𝑥 ∈ 𝑈𝑠,

é uma equivalência entre 𝐹𝑁𝑍 e 𝐹𝑁̃︀𝑍 . Perceba que todas essas contas foram feitas em torno

de uma carta de R2, portanto provamos o lema que segue.

Lema 4.2.4.9. Utilizando as notações acima, sejam 𝑍 = (𝑋, 𝑌 ) ∈ Ω𝑟(𝑀,Σ) e 𝑝 uma
𝑇 -singularidade com 𝑆𝑋 ⋔ 𝑆𝑌 , tais que 𝑍 = 𝑍(Ð, Ñ, Ò), com ÐÑ > Ò e Ð, Ñ < 0 em torno
de 𝑝. Então existe uma vizinhança 𝒰 de 𝑍 em Ω𝑟(𝑀,Σ), tal que para todo ̃︀𝑍 ∈ 𝒰 , existe
um germe de homomorĄsmo ℎ :

(︁
Σ𝑑(𝑍), 𝑝

)︁
⊃

(︁
Σ𝑑
(︁
̃︀𝑍
)︁
, 𝑞
(︁
̃︀𝑍
)︁)︁

que leva órbitas de 𝑍𝑑,

o campo deslizante associado a 𝑍, em órbitas de ̃︀𝑍𝑑, o campo deslizante associado a ̃︀𝑍,
preservando a orientação de tais órbitas.

Lema 4.2.4.10 ([7]). Sejam 𝑍 = (𝑋, 𝑌 ) ∈ Ω𝑟(𝑀,Σ) e 𝑝 uma 𝑇 -singularidade com
𝑆𝑋 ⋔ 𝑆𝑌 em 𝑝. Além disso, suponha (Ð, Ñ, Ò) como sendo os parâmetros normais de 𝑍
em 𝑝, satisfazendo Ò < ÐÑ e Ð, Ñ < 0. Então não existe conexão entre Σ𝑢 e Σ𝑠 através
do mapa de retorno Φ = 𝜙𝑋 ◇ 𝜙𝑌 .
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Demonstração. Consideremos que 𝑋, 𝑌 , ã𝑋 e ã𝑌 estão nas coordenadas (𝜙,𝑈), prove-
niente do Lema 4.2.4.6. Além disso nessas coordenadas, 𝑝 = 0, perceba que pelo Lema
4.2.4.7, o mapa de retorno associado a 𝑍 em 𝑝 possui ambos os autovetores pertencentes
a Σ𝑐. Mais ainda, os autovalores Ú, Û de dΦ0 satisfazem Ú < 1 < Û.

Portanto a variedade invariante 𝑊𝑠 do difeomorĄsmo Φ é tangente a 𝑣Ú e a variedade
invariante 𝑊𝑢 do difeomorĄsmo Φ é tangente a 𝑣Û.

As variedade 𝑊 𝑠 e 𝑊 𝑢 são transversais a 𝑆𝑋 e 𝑆𝑌 e são tais que 𝑊 𝑠 ⋔ 𝑊 𝑢 em
𝑝, uma vez que 𝑝 é ponto Ąxo hiperbólico de Φ. Note que podemos supor sem perda de
generalidade que Φ é deĄnido em um aberto 𝑉 ⊆ R2, de forma que 𝑆𝑋 e 𝑆𝑌 dividem todo
R2 em 2 componentes conexas. Usando 𝑆𝑋 = Fix(ã𝑋) e 𝑆𝑌 = Fix(ã𝑌 ), pela Proposição
4.2.4.6, 𝜙𝑋(𝑊 𝑠) ⊆ 𝑊 𝑢 e portanto (𝑥, 𝑦) é um ponto acima de 𝑆𝑋 . Então, ã𝑋(𝑥, 𝑦) é um
ponto abaixo de 𝑆𝑋 e portanto o ramo de 𝑊 𝑢 pertencente ao segundo quadrante é levado
para o ramo de 𝑊 𝑠 no quarto quadrante.

Usando agora que ã𝑌 (𝑊 𝑠) ⊆ 𝑊 𝑢, segue que se (𝑥, 𝑦) é um ponto à esquerda de 𝑆𝑌 ,
então ã𝑌 (𝑥, 𝑦) é levado para um ponto a direita de 𝑆𝑌 , logo o ramo de 𝑊 𝑠 no quarto
quadrante é levado para o ramo de 𝑊 𝑢 no segundo quadrante.

Essas conexões produzem um cone não suave invariante por 𝑍 em 𝑈 , com vértice no
ponto de dobra-dobra 𝑝, de forma que Σ𝑢 está contido em seu interior. De forma análoga,
podemos provar que existe um cone não suave, invariante sob o campo suave por partes
𝑍, com vértice no ponto de dobra-dobra 𝑝 que contém Σ𝑠 em seu interior.

A colagem desses 2 cones não suaves impede a conexão de Σ𝑠 com Σ𝑢.

N.B. 4.2.2. O conjunto formado pelos dois cones não suaves e invariantes por 𝑍, recebe
o nome de diabolô não suave na literatura.

Lema 4.2.4.11 ([7]). Sejam 𝑍0 ∈ Ω𝑟(𝑀,Σ), 𝑝 uma 𝑇 -singularidade com 𝑆𝑋 ⋔ 𝑆𝑌 ,
𝒰 uma vizinhança de 𝑍0, 𝑍 ∈ 𝒰 e ℎ : (Σ𝑑(𝑍0), 𝑝) ⊃ (Σ𝑑(𝑍), 𝑞(𝑍)) um germe de
homomorĄsmo referentes ao Lema 4.2.4.9, então ℎ se estende continuamente para um
germe de homomorĄsmo ℎ : (Σ, 𝑝) ⊃ (Σ, 𝑞(𝑍)) e, além disso, Φ ◇ ℎ = ℎ ◇ Φ0, sendo
Φ0 = ã𝑋0

◇ ã𝑌0
e Φ = ã𝑋 ◇ ã𝑌 .

Demonstração. A demonstração será feita em três passos.
Seja ℎ : (Σ𝑠(𝑍0), 𝑝) ⊃ (Σ𝑠(𝑍), 𝑞(𝑍)) o germe de homomorĄsmo proveniente do Lema

4.2.4.9, como expressado no enunciado tal homomorĄsmo pode ser estendido para ℎ :
(Σ𝑠(𝑍0), 𝑝) ⊃ (Σ𝑠(𝑍), 𝑞(𝑍)).

Passo 1. DeĄnição de um domínio fundamental para os mapas Φ e Φ0.

A construção será feita apenas para Φ0, para Φ a criação de tal domínio é análoga.
Pelo teorema de linearização de campos em R2 (Teorema 4.2.4.8), podemos assumir,

sem perda de generalidade, que Φ0 é linear. Mais ainda, existe um sistema de coordenadas
(𝑥, 𝑦) de Σ em torno de 𝑝, tal que

Φ0(𝑥, 𝑦) = (Ú0𝑥, Û0𝑦),

sendo Ú0, Û0 os autovalores de Φ0, tais que ♣Û0♣< 1 < ♣Ú0♣, pela a análise das variedade
invariantes em Φ do Lema 4.2.4.10 são satisfeitos as seguintes propriedades:

𝑖. 𝑆𝑋0
é uma curva passando em 0 com um ramo no primeiro quadrante e o outro

ramo no terceiro quadrante;
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𝑖𝑖. 𝑆𝑌0
é uma curva passando em 0 com um ramo no primeiro quadrante e o outro ramo

no terceiro quadrante;

𝑖𝑖𝑖. 𝑆𝑋0
é tangente à reta 𝑦 = 𝑘0𝑥;

𝑖𝑣. 𝑆𝑌0
é tangente à reta 𝑦 = 𝐾0𝑥; e

𝑣. 0 < 𝑘0 < 𝐾0.

Podemos assumir 𝑆𝑋0
= ¶𝑦 = 𝑘0𝑥♢, 𝑆𝑌0

= ¶𝑦 = 𝐾0𝑥♢ e que essas curvas são pontos Ąxos
de ã𝑋0

e ã𝑌0
, respectivamente. Tal hipótese não ocasiona perda de generalidade como

vai se tornar claro durante a demonstração. Tal suposição é feita apenas para tornar
a demonstração menos trabalhosa, porém pode ser feita sem maiores problemas com os
conjuntos originais.

Perceba que, em decorrência do Lema 4.2.4.10, Φ⊗1
0 (𝑆𝑋0

) é uma reta passando no
mesmo quadrante de 𝑆𝑋0

. Mais ainda, é imediato ver que sua inclinação é maior que 𝐾0.
DeĄnimos portanto

æ0 = ¶(𝑥, 𝑦, ); 𝑘0𝑥 ⊘ 𝑦 ⊘ 𝐾𝑜𝑥♢ e ̃︀æ0 = ã𝑦(æ0).

Note que 𝑅0 = æ0 ∪ ̃︀æ0 é a região delimitada pelas retas 𝑆𝑋0
e Φ⊗1

0 (𝑆𝑋0
). É imediato

que Φ𝑛
0 (𝑆𝑋0

) ⊃ 𝑊 𝑢 quando 𝑛 ⊃ ∞ e Φ𝑛(𝑆𝑋0
) ⊃ 𝑊 𝑠 quando 𝑛 ⊃ ∞. Portanto,

o primeiro e terceiro quadrantes são particionados por Φ𝑛
0 (𝑅0), ∀𝑛 ∈ Z. Em outras

palavras, deĄnindo 𝑄 = ¶(𝑥, 𝑦), 𝑥𝑦 > 0♢, então

𝑄 =
⋃︁

𝑛∈Z

Φ𝑛
0 (𝑅0).

Dizemos que 𝑅0 é o domínio fundamental de Φ0. De maneira análoga, existem coor-
denadas (𝑥, 𝑦) de Σ em 𝑝 de forma que

Φ(𝑥, 𝑦) = (Ú𝑥, Û𝑦),

sendo Ú, Û os autovalores de dΦ0, com ♣Û♣< 1 < ♣Ú♣. Portanto, tome 𝑅 = æ ∪ ̃︀æ, sendo æ
a região delimitada por 𝑆𝑋 e 𝑆𝑦 e ̃︀æ = ã𝑌 (æ).

Considere 𝑄 =
⎷
𝑛∈Z

Φ𝑛(𝑅), sendo 𝑅 = æ∪ ̃︀æ. É interessante notar que Φ0 (assim como

Φ) passa uma única vez em cada setor da partição de 𝑄.

Passo 2. Extensão de ℎ para ℎ : 𝑄 ⊃ 𝑄.

Note que ℎ : æ0 ⊃ æ já está deĄnida em ℎ : Σ(𝑍0) ⊃ Σ(𝑍).
Seja 𝑞 ∈ ̃︁æ0 então 𝑞 = ã𝑌0

(̃︀𝑞), para algum ̃︀𝑞 ∈ æ0. DeĄnimos portanto

ℎ(𝑞) = ã𝑌 (ℎ(̃︀𝑞)).

Claramente, a fórmula acima nos dá uma extensão contínua de ℎ em 𝑅0. Portanto,
deĄnimos ℎ : 𝑅0 ⊃ 𝑅.

Agora, ℎ se estende para 𝑄 de forma natural, pois dado 𝑞 ∈ 𝑄, existe único ̃︀𝑞 de forma
que 𝑞 = Φ𝑛

0 (̃︀𝑞). DeĄnimos portanto

ℎ(𝑞) = Φ𝑛(ℎ(̃︀𝑞)).

É imediato ver, por construção de ℎ, que ℎ(Φ0(𝑞)) = Φ(ℎ(𝑞)).
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Passo 3. Extensão de ℎ para 𝑊 𝑢 e 𝑊 𝑠 de maneira contínua.

Como estamos em um domínio fundamental, podemos facilmente estender ℎ para uma
de suas variedades invariantes de maneira contínua. Sendo assim, escolha uma extensão
arbitrária de ℎ para 𝑊 𝑠. Iremos ver que será possível estender ℎ para 𝑊 𝑢. Como
1 = Ú0Û0 = ÚÛ,

⊗1 =
log(Ú)
log(Û)

=
log(Ú0)
log(Û)

.

É suĄciente mostrar a extensão para o primeiro quadrante, para o terceiro quadrante
o resultado segue analogamente.

Tome 𝑤 = (𝑑, 0) ∈ 𝑊 𝑢. Então, existe uma sequência 𝑤𝑖 = Φ𝑁i
0 (𝑦𝑖) tal que 𝑁𝑖 ⊃ ∞

quando 𝑖 ⊃ ∞, 𝑦𝑖, uma sequência contida em 𝑆𝑋0
∩ ¶(𝑥, 𝑦); 𝑦 > 0♢, com 𝑦𝑖 ⊃ 0 quando

𝑦 ⊃ ∞ e que satisfaz
lim
𝑖⊃∞

Φ𝑁i
0 (𝑦𝑖) = 𝑤.

Perceba que o homomorĄsmo ℎ já está deĄnido para os termos da sequência 𝑤𝑖. Como
queremos continuidade, precisamos mostrar que

ℎ(𝑤) = lim
𝑖⊃∞

ℎ
(︁
Φ𝑁i

0 (𝑦𝑖)
)︁

= lim
𝑖⊃∞

Φ𝑁i(ℎ(𝑦𝑖)).

Caso tal limite exista, ℎ será estendida para 𝑊 𝑢 repetindo esse processo em cada 𝑞 ∈
[𝑤,Φ0(𝑤)] , usando as imagens sucessivas para todo o domínio fundamental por Φ0 .

Perceba que ℎ(𝑆𝑋0
) = 𝑆𝑋 e Φ𝑛(𝑆𝑋) ⊃ 𝑊 𝑢 quando 𝑛 ⊃ ∞. Segue que

lim
𝑖⊃∞

Þ2

(︁
ã𝑁iℎ(𝑦𝑖)

)︁
= 0.

Uma vez que Þ2(ℎ(𝑤)) = 0, precisamos apenas nos preocupar em calcular o limite na
primeira coordenada. Considere então

1. 𝑤 = (𝑑, 0);

2. 𝑦𝑖 ⊃ 0, 𝑦𝑖 ∈ 𝑆𝑋0
, para todo 𝑖;

3. 𝑁𝑖 ⊃ ∞ tal que Φ𝑁i
0 (𝑦𝑖) = 𝑤𝑖 ⊃ 𝑤; e

4. 𝑡𝑖 ⊃ ∞, 𝑥𝑖 ⊃ 𝑥 ∈ 𝑊 𝑠 tais que 𝑦𝑖 = Φ𝑡i
0 (𝑥𝑖).

Denotamos ̃︀𝑦𝑖 = ℎ(𝑦𝑖), ̃︀𝑥𝑖 = ℎ(𝑥𝑖), ̃︀𝑤𝑖 = Φ𝑁i(̃︀𝑦𝑖), 𝑑𝑖 = Þ1(𝑤𝑖), ̃︀𝑑𝑖 = Þ1(̃︀æ𝑖), 𝑎𝑖 = Þ2(𝑥𝑖)
e ̃︀𝑎𝑖 = Þ2(ℎ(𝑥𝑖)). É suĄciente mostrar que ̃︀𝑑𝑖 converge.

Uma vez que ℎ foi continuamente estendida para 𝑊 𝑠 e a sequência 𝑥𝑖 converge para
𝑥 ∈ 𝑊 𝑠, segue que a sequência ̃︀𝑎𝑖 é sequência convergente. Denotemos ̃︀𝑎 = lim ̃︀𝑎𝑖.

̃︀𝑑𝑖 = Þ1

(︁
Φ𝑁i(ℎ(𝑦))

)︁
= Ú𝑁iÞ1(̃︀𝑦𝑖).

Enquanto

̃︀𝑦𝑖 = ℎ(𝑦𝑖) = ℎ
(︁
Φ𝑡i

0 (𝑥𝑖)
)︁

= ã𝑡i(̃︀𝑥𝑖) = (Ú𝑡iÞ1(̃︀𝑥𝑖), Û𝑡iÞ2(̃︀𝑥𝑖)),

uma vez que ̃︀𝑦𝑖 ∈ 𝑆𝑋 = 𝑦 = 𝑘𝑥, temos que

Þ1(̃︀𝑦𝑖) =
1
𝑘
Þ2(̃︀𝑦𝑖) =

1
𝑘
Û𝑡iÞ2(̃︀𝑥𝑖)
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e consequentemente ̃︀𝑑𝑖 = 1
𝑘Ú

𝑁iÛ𝑡iÞ2(̃︀𝑥𝑖) = 1
𝑘Ú

𝑁iÛ𝑡ĩ︀𝑎𝑖, o que implica

log( ̃︀𝑑𝑖𝑘) = 𝑁𝑖 log(Ú) + 𝑡𝑖 log(Û) + log(̃︀𝑎𝑖).

Repetindo o processo, conseguimos

log( ̃︀𝑑𝑖𝑘0) = 𝑁𝑖 log(Ú0) + 𝑡𝑖 log(Û0) + log(𝑎𝑖).

Uma vez que log(𝑑𝑖𝑘0) e log(𝑎𝑖) convergem, temos que 𝑁𝑖 log(Ú0) + 𝑡𝑖 log(Û0) converge.
Como log(Ú0) = ⊗ log(Û0), temos também a convergência de 𝑁𝑖 ⊗ 𝑡𝑖. Por Ąm, como
log(Ú) = ⊗ log(Û),

𝑁𝑖 log(Ú) + 𝑡𝑖 log(Û) = log(Ú)(𝑁𝑖 ⊗ 𝑡𝑖),

também é convergente e usando que ̃︀𝑎𝑖 ⊃ ̃︀𝑎, conseguimos que ̃︀𝑑𝑖 é convergente.
A demonstração se completa escolhendo uma extensão qualquer para os segundo e

quarto quadrantes, por exemplo

ℎ(𝑥, 𝑦) = (Þ1(ℎ(𝑥, 0)), Þ2(ℎ(0, 𝑦)),

para (𝑥, 𝑦) pertencente ao segundo ou quarto quadrantes. Uma vez que todos os pontos
pertencentes a esses quadrantes são pontos de costura e o mapa de retorno Φ mapeia
pontos de costura em pontos de costura, em decorrência da demonstração do Lema 4.2.4.9,
a demonstração está terminada.

O último lema leva ao teorema a seguir.

Teorema 4.2.4.9 ([7]). Sejam 𝑍0 = (𝑋0, 𝑌0) ∈ Ω𝑟(𝑀,Σ) e 𝑝 uma 𝑇 -singularidade com
𝑆𝑋 ⋔ 𝑆𝑌 em 𝑝. Suponha (Ð, Ñ, Ò) serem os parâmetros normais de 𝑍 em 𝑝, satisfazendo
Ò < ÐÑ e Ð, Ñ < 0. Então 𝑍0 é localmente estruturalmente estável em 𝑝.

Demonstração. Seja 𝒰 uma vizinhança de 𝑍 dada pelo Lema 4.2.4.9. Tomemos 𝑍 ∈ 𝒰 ,
pelo Lema 4.2.4.11, existe um homomorĄsmo ℎ : 𝑈0 ⊃ 𝑈 , de forma que ℎ(𝑝) = 𝑞(𝑍), tal
que ℎ ◇ Φ0 = Φ ◇ ℎ, sendo Φ = ã𝑋 ◇ ã𝑌 e Φ0 = ã𝑋0

◇ ã𝑌0
(note que podemos escolher

um representante do germe ℎ e uma vizinhança 𝑈 de 𝑝 onde as propriedade do lema são
preservadas). Como 𝑝 é um ponto de dobra-dobra e ã𝑋 e ã𝑌 são involuções podemos
diminuir 𝑈0 de forma que ã𝑋(𝑈0) = 𝑈0 e ã𝑌 (𝑈0) = 𝑈0. Perceba que os conjuntos

𝑈+
0 = ¶𝑥 ∈ 𝑀+; ∃ 𝑥0 ∈ 𝑈0 e 𝑡 ∈ R tais que 𝜙𝑋0

(𝑡, 𝑥0) = 𝑥0♢

e
𝑈⊗

0 = ¶𝑥 ∈ 𝑀⊗; ∃ 𝑥0 ∈ 𝑈0 e 𝑡 ∈ R tais que 𝜙𝑌0
(𝑡, 𝑥0) = 𝑥0♢

são tais que 𝑉0 = 𝑈+
0 ∪𝑈⊗

0 é aberto em 𝑀 e 𝑝 ∈ 𝑉 . Consideremos a aplicação

̃︀ℎ : 𝑉0 ⊃ ̃︀ℎ(𝑉0).

Para cada 𝑝 ∈ 𝑈+
0 , a órbita 𝜙𝑋0

(𝑡, 𝑥) em 𝑀+ é da forma

𝜙𝑋0
(≤, 𝑥) : [á1

𝑋0
(𝑥), á2

𝑋0
(𝑥)] ⊃ 𝑀+

𝑡 ↦⊃ 𝜙𝑋0
(𝑡, 𝑥).

Perceba que a forma normal de Vishik para dobras nos garante que a função á2
𝑋0

é contí-
nua, então, deĄnimos, para 𝑥 ∈ 𝑈0 ∩ 𝑆𝑋0
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𝑙𝑋0
(𝑥) =

á2
𝑋0

(𝑥)

á2
𝑋0

(𝑥) ⊗ á1
𝑋0

(𝑥)
,

e 𝑙(𝑆𝑋0
) = ¶0♢.

De forma análoga, para cada 𝑞 ∈ 𝑈⊗
0 , a órbita 𝜙𝑌0

(𝑡, 𝑥) em 𝑀+ é da forma

𝜙𝑋0
(≤, 𝑥) : [á1

𝑋0
(𝑥), á2

𝑋0
(𝑥)] ⊃ 𝑀+

𝑡 ↦⊃ 𝜙𝑌0
(𝑡, 𝑥).

Novamente, a forma normal de Vishik para dobras nos garante que a função á2
𝑌0

é contínua,
então, deĄnimos, para 𝑥 ∈ 𝑈0 ∖ 𝑆𝑋0

,

𝑙𝑌0
(𝑥) =

á2
𝑌0

(𝑥)

á1
𝑌0

(𝑥) ⊗ á2
𝑌0

(𝑥)
,

se 𝑥 ∈ 𝑆𝑌0
). Repetimos o processo para os campos 𝑋 e 𝑌 .

DeĄnindo

̃︀ℎ(𝑝) =

⎧
⨄︁
⎩
𝜙𝑋

(︁
𝑙𝑋0

(𝑥)á1
𝑋

(︁
ℎ
(︁
𝜙𝑋0

(︁
á2
𝑋0

(𝑥), 𝑥
)︁)︁)︁

, ℎ
(︁
𝜙𝑋0

(︁
á2
𝑋0

(𝑥), 𝑥
)︁)︁)︁

, 𝑥 ∈ 𝑈+
0 ;

𝜙𝑌
(︁
𝑙𝑌0

(𝑥)á1
𝑌

(︁
ℎ
(︁
𝜙𝑌0

(︁
á2
𝑌0

(𝑥), 𝑥
)︁)︁)︁

, ℎ
(︁
𝜙𝑌0

(︁
á2
𝑌0

(𝑥), 𝑥
)︁)︁)︁

, 𝑥 ∈ 𝑈⊗
0 ,

é imediato que ̃︀ℎ
⧹︃⧹︃⧹︃
𝑉

= ℎ e ̃︀ℎ é contínua e injetiva, implicando pelo Teorema da invariância

do domínio que é homeomorĄsmo com sua imagem. Além disso ̃︀ℎ é uma equivalência
topológica entre os campos deslizantes 𝑍𝑑0 e 𝑍𝑑, sendo ̃︀ℎ ◇ Φ0 = Φ ◇ ̃︀ℎ. Mais ainda, ̃︀ℎ leva
órbitas de 𝑍0 em órbitas de 𝑍, respeitando a orientação. Uma vez que 𝑍 é um elemento
qualquer de 𝒰 , provamos a estabilidade estrutural.

O último caso a ser analisado é o de um campo suave por partes, 𝑍 ∈ Ω𝑟(𝑀,Σ), que
possui uma 𝑇 -singularidade tal que seus parâmetros normais satisfazem ÐÑ > Ò, Ð, Ñ > 0
ou ÐÑ < 0. Não iremos explorar esse caso nessa dissertação, pois a análise de tal caso
utiliza, de maneira fundamental, conceitos como web theory e teoria de foliações. Sendo
assim, uma a análise de tal caso demandaria uma grande quantidade páginas e o resultado
seria pouco expressivo, pois o resultado mais importante relacionado a 𝑇 -singularidades
já foi demonstrado nessa seção (Corolário 4.2.3) implicando o fato de Σ0 não ser residual
em Ω𝑟(𝑀,Σ).

Para aqueles interessados em uma nesse caso, é recomendada a leitura da referência
[7]. Iremos, apenas citar o resultado.

Teorema 4.2.4.10 ([7]). Sejam 𝑍 = (𝑋, 𝑌 ) ∈ Ω𝑟(𝑀,Σ) e 𝑝 ∈ Σ uma 𝑇 -singularidade
de 𝑍 tal que (Ð, Ñ, Ò) as coordenadas normais de 𝑍 em 𝑝 satisfazem ÐÑ ⊘ Ò e Ð, Ñ > 0 e
ÐÑ < 0, então 𝑍 é localmente estruturalmente instável em 𝑝.

Sendo assim, temos uma caracterização da estabilidade estrutural local para as singu-
laridades de Teixeira.

Teorema 4.2.4.11 ([7]). Sejam 𝑍 = (𝑋, 𝑌 ) ∈ Ω𝑟(𝑀,Σ) e 𝑝 ∈ Σ uma 𝑇 -singularidade
de 𝑍 tal que 𝑆𝑋 ⋔ 𝑆𝑌 em 𝑝. Considere (Ð, Ñ, Ò) como sendo as coordenadas normais de
𝑍 em 𝑝. Então 𝑍 é localmente estruturalmente estável em 𝑝 se e somente se ÐÑ > Ò e
Ð, Ñ < 0.

Demonstração. O resultado é imediato unindo o Corolário 4.2.3 aos Teoremas 4.2.4.9 e
4.2.4.10.
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4.2.4.3 Dobra-dobra Hiperbólico

Como este caso não possui mapas de retorno, a abordagem será bem mais fácil que a do
caso anterior. A estabilidade estrutural é determinada apenas pela estabilidade estrutural
do campo deslizante.

Temos do Teorema 4.2.4.1 se que 𝑝 é um ponto de dobra-dobra visível-visível de um
campo suave por partes 𝑍 = (𝑋, 𝑌 ) ∈ Ξ0, existe uma carta (𝜙,𝑈) em torno de 𝑝 em 𝑀
que coloca 𝑋 e 𝑌 na forma

𝑋(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

∏︀
̂︁∐︁
Ð+ 𝒪 (♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣)
1 + 𝒪(♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣)

𝑦

⎞
̂︂̂︀ e 𝑌 (𝑥, 𝑦, 𝑧) =

∏︀
̂︁̂︁∐︁

Ò + 𝒪(♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣)
Ñ + 𝒪(♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣)
𝑥+ 𝒪

(︁
♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣2

)︁
,

⎞
̂︂̂︂̂︀

sendo sgn(Ò) = ⊗1, Ð, Ñ, Ò ∈ R. Seu campo deslizante normalizado, pode ser considerado
como

𝐹𝑁𝑍 (𝑥, 𝑦) =

(︃
Ð ⊗Ò
1 ⊗Ñ

)︃
≤
(︃
𝑥
𝑦

)︃
+ 𝒪

(︁
♣(𝑥, 𝑦)♣2

)︁
,

em decorrência do Teorema 4.2.4.2.
Considere os conjuntos

𝑅1
𝐸 =

{︁
(Ð, Ñ, Ò) ∈ R

2 × R
⊗; ÐÑ < Ò e Ð < 0

}︁
,

𝑅2
𝐸 =

{︁
(Ð, Ñ, Ò) ∈ R

2 × R
⊗; ÐÑ > Ò e Ð ̸= 0

}︁
,

𝑅3
𝐸 =

{︁
(Ð, Ñ, Ò) ∈ R

2 × R
⊗; ÐÑ < Ò e Ð > 0

}︁
.

Fazendo um cálculo simples, os autovalores de d
(︁
𝐹𝑁𝑍

)︁
0

são dados por

Ú1
..=

1
2

(︂
Ð⊗ Ñ ⊗

√︁
Ð2 + 2ÐÑ + Ñ2 ⊗ 4Ò

)︂
(4.2.14)

e

Ú2
..=

1
2

(︂
Ð⊗ Ñ +

√︁
Ð2 + 2ÐÑ + Ñ2 ⊗ 4Ò

)︂
(4.2.15)

com os respectivos autovetores

𝑣1
..=
(︂1

2

(︂
⊗
√︁
Ð2 + 2ÐÑ + Ñ2 ⊗ 4Ò + Ð+ Ñ

)︂
, 1
)︂

(4.2.16)

e

𝑣2
..=
(︂1

2

(︂√︁
Ð2 + 2ÐÑ + Ñ2 ⊗ 4Ò + Ð+ Ñ

)︂
, 1
)︂
. (4.2.17)

Perceba ainda que

1
2

(︂
Ð+ Ñ ⊗

√︁
Ð2 + 2ÐÑ + Ñ2 ⊗ 4Ò

)︂
<

1
2

(Ð+ Ñ ⊗
√︁

(Ð+ Ñ)2)

⊘ 1
2
(Ð+ Ñ ⊗ ♣Ð+ Ñ♣) ⊘ 0

e
1
2

(︂
Ð+ Ñ ⊗

√︁
Ð2 + 2ÐÑ + Ñ2 ⊗ 4Ò

)︂
>

1
2

(︂
Ð+ Ñ +

√︁
(Ð+ Ñ)2)

)︂

⊙ 1
2
(Ð+ Ñ + ♣Ð+ Ñ♣) ⊙ 0,

portanto é claro do teorema 4.2.1 que 𝑣1 ∈ Σ𝑑 e 𝑣2 ∈ Σ𝑐.
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Proposição 4.2.4.7. Sejam Ú1 e Ú2 deĄnidos pelas equaões (4.2.14) e (4.2.15), então

i. se (Ð, Ñ, Ò) ∈ 𝑅1
𝐻 , então Ú1 < Ú2 < 0;

ii. se (Ð, Ñ, Ò) ∈ 𝑅2
𝐻 , então Ú1 < 0 < Ú2;

iii. se (Ð, Ñ, Ò) ∈ 𝑅3
𝐻 , então 0 < Ú1 < Ú2.

Demonstração. Perceba primeiramente que Ú1 < Ú2, uma vez que

Ú1 +
√︁
Ð2 + 2ÐÑ + Ñ2 ⊗ 4Ò = Ú2,

para o caso 𝑖. note que como Ð < 0,

ÐÑ < Ò ⇔ Ñ >
Ò

Ð
,

implicando Ñ > 0 e portanto ⊗Ñ < 0,

Ú2 =
1
2

(︂
Ð⊗ Ñ +

√︁
Ð2 + 2ÐÑ + Ñ2 ⊗ 4Ò

)︂

<
1
2

(︂
Ð⊗ Ñ +

√︁
(Ð+ Ñ)2

)︂

=
1
2
(Ð⊗ Ñ + ♣Ð+ Ñ♣)

= max¶Ð,⊗Ñ♢ < 0,

e Ú1 < Ú2 < 0.
Por outro lado, para 𝑖𝑖𝑖. perceba que como Ð > 0, então Ñ < Ò/Ð < 0, e portanto

⊗Ñ > 0. Note então que

Ú1 =
1
2

(︂
Ð⊗ Ñ ⊗

√︁
Ð2 + 2ÐÑ + Ñ2 ⊗ 4Ò

)︂

>
1
2

(︂
Ð⊗ Ñ ⊗

√︁
(Ð+ Ñ)2

)︂

=
1
2
(Ð⊗ Ñ ⊗ ♣Ð+ Ñ♣)

= min¶Ð,⊗Ñ♢ > 0,

segue que 0 < Ú1 < Ú2.
Finalmente, para o caso 𝑖𝑖. note que, como ÐÑ > Ò,

Ú1 =
1
2

(︂
Ð⊗ Ñ ⊗

√︁
Ð2 + 2ÐÑ + Ñ2 ⊗ 4Ò

)︂

<
1
2

(︂
Ð⊗ Ñ ⊗

√︁
Ð2 ⊗ 2ÐÑ + Ñ2

)︂

=
1
2

(︂
Ð⊗ Ñ ⊗

√︁
(Ð⊗ Ñ)2

)︂

=
1
2
(Ð⊗ Ñ ⊗ ♣Ð⊗ Ñ♣)

⊘ 0
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e

Ú2 =
1
2

(︂
Ð⊗ Ñ +

√︁
Ð2 + 2ÐÑ + Ñ2 ⊗ 4Ò

)︂

>
1
2

(︂
Ð⊗ Ñ +

√︁
Ð2 ⊗ 2ÐÑ + Ñ2

)︂

=
1
2

(︂
Ð⊗ Ñ +

√︁
(Ð⊗ Ñ)2

)︂

=
1
2
(Ð⊗ Ñ + ♣Ð⊗ Ñ♣)

⊙ 0,

mostrando que Ú1 < 0 < Ú2.

Proposição 4.2.4.8. Sejam 𝑣1 e 𝑣2 deĄnidos pela equações 4.2.16 e 4.2.17, segue que no
sistema de coordenadas deĄnido pelo Teorema 4.2.4.1, com (Ð, Ñ, Ò) ∈ 𝑅1

𝐻 ∪𝑅2
𝐻 ∪𝑅3

𝐻 ,
então 𝑣1 ∈ Σ𝑑 e 𝑣2 ∈ Σ𝑐.

Demonstração. Uma vez que

𝑣1 =
(︂1

2

(︂
⊗
√︁
Ð2 + 2ÐÑ + Ñ2 ⊗ 4Ò + Ð+ Ñ

)︂
, 1
)︂
,

então

Þ1(𝑣2) =
1
2

(︂√︁
Ð2 + 2ÐÑ + Ñ2 ⊗ 4Ò + Ð+ Ñ

)︂

=
1
2

(︂
⊗
√︁

(Ð+ Ñ)2 ⊗ 4Ò + Ð+ Ñ
)︂

<
1
2

(Ð+ Ñ ⊗ ♣Ð+ Ñ♣) ⊘ 0,

pois ⊗4Ò > 0. Por outro lado,

𝑣2 =
(︂1

2

(︂√︁
Ð2 + 2ÐÑ + Ñ2 ⊗ 4Ò + Ð+ Ñ

)︂
, 1
)︂
,

então

Þ1(𝑣1) =
1
2

(︂
⊗
√︁
Ð2 + 2ÐÑ + Ñ2 ⊗ 4Ò + Ð+ Ñ

)︂

=
1
2

(︂√︁
(Ð+ Ñ)2 ⊗ 4Ò + Ð+ Ñ

)︂

>
1
2

(Ð+ Ñ + ♣Ð+ Ñ♣) ⊙ 0,

o que ocorre por que ⊗4Ò > 0.
Segue que 𝑣1 pertence ao segundo quadrante e 𝑣2 ao primeiro, que corresponde às

regiões de deslize e de costura, respectivamente, uma vez que o ponto de dobra-dobra é
hiperbólico.
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Para o restantante dessa seção considere 𝑍0 = (𝑋0, 𝑌0) um campo suave por partes
e 𝑝 um ponto de dobra-dobra visível-visível de forma que os parâmetros normais de 𝑍0,
(Ð0, Ñ0, Ò0), pertencem ao conjunto 𝑅1

𝐻 ∪𝑅2
𝐻 ∪𝑅3

𝐻 .
Como feito durante o desenvolver do caso onde 𝑝 era um ponto de dobra-dobra elíptico,

temos que, pela demonstração do Teorema 3.2, existem vizinhanças 𝒰 de 𝑍0, 𝑈 de 𝑝
em Σ e uma função 𝑞 : 𝒰 ⊃ 𝑈 que associa o campo 𝑍 ∈ 𝒰 à seu único ponto de
dobra-dobra em 𝑞(𝑍) ∈ 𝑈 . Portanto 𝑞(𝑍) ∈ (𝑆𝑋 ⋔ 𝑆𝑌 ) ∩ 𝑈 . Pela aplicação conjunta
da Proposição 4.2.4.7, da continuidade do mapa 𝑍 ∈ Ω𝑟(𝑀,Σ) ↦⊃ 𝑍𝑑𝑁 ∈ X

𝑟(Σ), da
continuidade dos autovalores (Teorema 4.1.1.2), da Proposição 4.1.1.2 e pelo teorema do
Hartman-Grobman, segue que podemos diminuir o conjunto 𝒰 , se necessário, de forma
que o campo 𝑍0

𝑑
𝑁 seja localmente equivalente ao campo 𝑍𝑑𝑁 em 𝑝 e 𝑞(𝑍) respectivamente,

para todo 𝑍 ∈ 𝒰 .

Lema 4.2.4.12. Utilizando as notações acima, existe uma vizinhança 𝒱 ⊆ 𝒰 de forma
que para todo 𝑍 = (𝑋, 𝑌 ) ∈ 𝒱 existe um germe de homomorĄsmo ℎ : (Σ𝑑(𝑍0), 𝑝) ⊃
(Σ𝑑(𝑍), 𝑞(𝑍)) que é uma equivalência topológica entre os campos deslizantes 𝑍𝑑0 e 𝑍𝑑,
em 𝑝 e 𝑞(𝑍), respectivamente. Mais ainda, ℎ pode ser estendido para um germe de
homomorĄsmo ̃︀ℎ : (Σ, 𝑝) ⊃ (Σ, 𝑞(𝑍)).

Demonstração. Tome 𝑍 = (𝑋, 𝑌 ) ∈ 𝒰 e consideremos 𝑍0 e 𝑍 nas coordenadas (𝜙0, 𝑈0)
em torno de 𝑝 e (𝜙,𝑈) em torno de 𝑞(𝑍), respectivamente, provenientes do Teorema
4.2.4.1, escrevendo 𝑋0, 𝑌0, 𝑋 e 𝑌 em coordenadas locais temos

(𝜙0)*𝑋0(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

∏︀
̂︁∐︁
Ð0 + 𝒪 (♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣)
1 + 𝒪(♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣)

𝑦

⎞
̂︂̂︀ e (𝜙0)*𝑌0(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

∏︀
̂︁̂︁∐︁

Ò0 + 𝒪(♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣)
Ñ0 + 𝒪(♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣)
𝑥+ 𝒪

(︁
♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣2

)︁

⎞
̂︂̂︂̂︀ ,

e

𝜙*𝑋(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

∏︀
̂︁∐︁
Ð+ 𝒪 (♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣)
1 + 𝒪(♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣)

𝑦

⎞
̂︂̂︀ e 𝜙*𝑌 (𝑥, 𝑦, 𝑧) =

∏︀
̂︁̂︁∐︁

Ò + 𝒪(♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣)
Ñ + 𝒪(♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣)
𝑥+ 𝒪

(︁
♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣2

)︁

⎞
̂︂̂︂̂︀ ,

supomos ((𝜙0)*𝑋, (𝜙0)*𝑌 ) e (𝜙*𝑋0, 𝜙*𝑌0) deĄnidos no aberto 𝑉 = (⊗𝜀, 𝜀)3.
Por simplicidade, denotaremos (𝜙0)*𝑋, (𝜙0)*𝑌 , 𝜙*𝑋 e 𝜙*𝑌 simplesmente por 𝑋0, 𝑌0,

𝑋 e 𝑌 , respectivamente. Da observação antes do enunciado do Lema 4.2.4.12, existe um
homeomorĄsmo 𝑠 : 𝑈0 ⊆ (⊗𝜀, 𝜀)2 × ¶0♢ ⊃ 𝑉0 ⊆ (⊗𝜀, 𝜀)2 × ¶0♢ que é uma equivalência
topológica local entre os campos 𝐹𝑁𝑍0

e 𝐹𝑁𝑍 , tal que 𝑠(0) = 0. Utilizando o Teorema
4.2.4.2, para efeitos do estudo da estabilidade estrutural podemos considerar

𝐹𝑁𝑍0
=

(︃
Ð0 ⊗Ò0

1 ⊗Ñ0

)︃
≤
(︃
𝑥
𝑦

)︃
+ 𝒪

(︁
♣(𝑥, 𝑦)♣2

)︁

e

𝐹𝑁𝑍 =

(︃
Ð ⊗Ò
1 ⊗Ñ

)︃
≤
(︃
𝑥
𝑦

)︃
+ 𝒪

(︁
♣(𝑥, 𝑦)♣2

)︁
,

de forma que 𝑠 se torna uma equivalência topológica entre esses dois campos.
Observe que denotando 𝐹𝑍0

por

𝐹𝑍0
(𝑝) =

1
𝑌 𝑓(𝑝) ⊗𝑋𝑓(𝑝)

𝐹𝑁𝑍 (𝑝),
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𝑈0
𝑢 = 𝑈0 ∩ Σ𝑢(Σ0) e 𝑈0

𝑠 = 𝑈0 ∩ Σ𝑠(Σ0). Temos que

𝐹𝑍 ♣𝑈0
u

é equivalente a ⊗ 𝐹𝑁𝑍
⧹︃⧹︃⧹︃
𝑈0

u
e 𝐹𝑍 ♣𝑈0

s
é equivalente a 𝐹𝑁𝑍

⧹︃⧹︃⧹︃
𝑈0

s
. (4.2.18)

Dividiremos a demonstração em três casos:

1. (Ð0, Ñ0, Ò0) ∈ 𝑅1
𝐻 ,

2. (Ð0, Ñ0, Ò0) ∈ 𝑅2
𝐻 ,

3. (Ð0, Ñ0, Ò0) ∈ 𝑅3
𝐻 .

Relembre que (Ð0, Ñ0, Ò0) ∈ 𝑅𝑖𝐻 , então (Ð, Ñ, Ò) ∈ 𝑅𝑖𝐻 .
Para o caso 1, temos das Proposições 4.2.4.7 e 4.2.4.8 que 𝐹𝑁𝑍0

é tal que

d
(︁
𝐹𝑍N

0

)︁

0
=

(︃
Ð0 ⊗Ò0

1 ⊗Ñ0

)︃

e a matriz possui autovalores Ú1 < Ú2 < 0 com respectivos autovetores 𝑣1 ∈ Σ𝑑 e 𝑣2 ∈ Σ𝑑.
Então 0 é um nó estável do campo 𝐹𝑁𝑍0

e, como 0 < ♣Ú2♣< ♣Ú1♣ segue que todas as órbitas
𝜙(𝑡, 𝑥) de 𝐹𝑁𝑍0

satisfazem

𝜙′(𝑡, 𝑥)
‖𝜙′(𝑡, 𝑥)‖ ⊃ 𝑣2 quando 𝑡 ⊃ ∞,∀ 𝑥 ∈ 𝑈 ∖𝑊 𝑠

𝑣1
, (4.2.19)

sendo 𝑊 𝑠
𝑣1

a variedade estável associado ao autovalor Ú1 (Corolário 4.2.4). Relembre do
Corolário 4.2.1 que

• 𝑆𝑋0
∩𝑈0 = ¶(𝑥, 0); 𝑥 ∈ (⊗𝜀1, 𝜀2)♢;

• 𝑆𝑌0
∩𝑈0 = ¶(𝑔(𝑦), 𝑦); 𝑦 ∈ (⊗𝜀3, 𝜀4)♢, sendo 𝑔(𝑦) = 𝒪(𝑦2).

Uma vez que

det

(︃
Þ1𝐹 (𝑡, 0) 1
Þ2𝐹 (𝑡, 0) 0

)︃
= det

(︃
Ð0𝑡+ 𝒪(𝑡2) 1
𝑡+ 𝒪(𝑡2) 0

)︃

= ⊗𝑡+ 𝒪(𝑡2)

= 𝑡(⊗1 + 𝒪(𝑡))

e

det

(︃
Þ1𝐹 (𝑔(𝑡), 𝑡) 𝑔′(𝑡)
Þ2𝐹 (𝑔(𝑡), 𝑡) 1

)︃
= det

(︃
Ð0𝑔(𝑡) ⊗ Ò0𝑡+ 𝒪(𝑡2) 𝑔′(𝑡)
𝑔(𝑡) ⊗ Ñ0𝑡+ 𝒪(𝑡2) 1

)︃

= ⊗Ò0𝑡+ 𝒪(𝑡2)

= 𝑡(⊗Ò + 𝒪(𝑡)),

como Ò ̸= 0, existe Ó > 0 suĄcientemente pequeno tal que as duas equações acima são
diferentes de 0, para todo 𝑡 ∈ (⊗Ó, Ó) ∖ ¶0♢. Podemos então diminuir 𝑈0 de forma que 𝐹𝑁𝑍0

seja transversal a (𝑆𝑋0
∩𝑈0) ∖ ¶0♢ e a (𝑆𝑋0

∩𝑈0) ∖ ¶0♢.
Tomemos agora 𝑝0 ∈ 𝑊 𝑠

𝑣1
∩ 𝑈0

𝑢 . Seja à0 : (⊗Ó0, Ó0) ⊃ 𝑈0
𝑢 uma seção transversal do

campo 𝐹𝑁𝑍0
no ponto 𝑝0, i.e., à0 é função suave tal que

à0(0) = 𝑝0 e span
{︁
à′

0(𝑡), 𝐹𝑁𝑍0
(à(𝑡))

}︁
= R

2,
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para todo 𝑡 ∈ (⊗Ó0, Ó0).
Denote 𝜙𝑍0

como sendo o Ćuxo de 𝐹𝑁𝑍0
. Da continuidade das soluções em relação

às condições iniciais e da Equação 4.2.19, existe á0 > 0 tal que a órbita 𝜙𝑍0
(𝑡, à0(⊗á0))

cruza 𝑆𝑋0
∩𝑈0 e 𝜙𝑍0

(𝑡, à0(á0)) cruza 𝑆𝑌0
∩𝑈0. Denote esses únicos valores de interseção

respectivamente por á𝑋0
e á𝑌0

por Ąm, deĄna (𝑥0, 0) = 𝜙𝑍0
(á𝑋0

, à0(⊗á0)) e (𝑔(𝑦0), 𝑦0) =
𝜙𝑍0

(á𝑌0
, à0(á0)).

Considere as curvas:

• 𝐿0
1 = ¶à0(𝑡); 𝑡 ∈ [⊗á0, á0]♢;

• 𝐿0
2 = ¶𝜙𝑍0

(𝑡, à0(⊗á0)); 𝑡 ∈ [0, á𝑋0
]♢;

• 𝐿0
3 = ¶𝜙𝑍0

(𝑡, à0(á0)); 𝑡 ∈ [0, á𝑌0
]♢;

• 𝐿0
4 = ¶(𝑡, 0); 𝑡 ∈ [𝑥0, 0]♢ ⊆ 𝑆𝑋0

;

• 𝐿0
5 = ¶(𝑔(𝑡), 𝑡); 𝑡 ∈ [0, 𝑦0]♢ ⊆ 𝑆𝑌0

;

e deĄna o aberto 𝑆0 como sendo o interior da curva fechada 𝐿0
1 ∪ 𝐿0

2 ∪ 𝐿0
3 ∪ 𝐿0

4 ∪ 𝐿0
5.

Considere as seguintes sequências de pontos no plano
{︂(︂

⊗ 1
𝑛
, 0
)︂}︂∞

𝑛=𝑛1

⊆ 𝐿0
5 ⊆ 𝑆𝑋0

∩𝑈0 e
{︂(︂
𝑔
(︂ 1
𝑛

)︂
,

1
𝑛

)︂}︂∞

𝑛=𝑛1

⊆ 𝐿0
4 ⊆ 𝑆𝑌0

∩𝑈0,

sendo 𝑛1 um valor natural suĄcientemente grande para que as continências acima sejam
satisfeitas, e deĄna as curvas

𝑟𝑛(𝑡) =
(︂

⊗ 1
𝑛
, 0
)︂

+ 𝑡
(︂ 1
𝑛

+ 𝑔
(︂ 1
𝑛

)︂
,

1
𝑛

)︂
.

Segue portanto 𝑟′
𝑛(𝑡) =

(︂ 1
𝑛

+ 𝑔
(︂ 1
𝑛

)︂
,

1
𝑛

)︂
, ∀𝑡 ∈ [0, 1].

Perceba que,

𝐹𝑁𝑍0
(𝑟𝑛(𝑡)) =

∏︀
̂︁̂︁∐︁

⊗Ð0

𝑛
+
𝑡Ð0

𝑛
⊗ Ò0𝑡

𝑛
+ 𝑡Ð0𝑔

(︂ 1
𝑛

)︂
+ 𝐹1

(︂ 1
𝑛

(︂
𝑡+ 𝑡𝑔

(︂ 1
𝑛

)︂
⊗ 1

)︂)︂

𝑡 ≤ 𝑔
(︂ 1
𝑛

)︂
⊗ Ñ0𝑡

𝑛
+
𝑡

𝑛
⊗ 1
𝑛

+ 𝐹2

(︂
𝑡

𝑛

)︂

⎞
̂︂̂︂̂︀ ,
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sendo 𝐹1 e 𝐹2 funções de ordem dois. Mais ainda,

𝐷𝑛(𝑡) ..= det

∏︀
̂︁̂︁∐︁
Þ1 ◇ 𝐹𝑁𝑍0

(𝑟𝑛(𝑡))
1
𝑛

+ 𝑔
(︂ 1
𝑛

)︂

Þ2 ◇ 𝐹𝑁𝑍0
(𝑟𝑛(𝑡))

1
𝑛

⎞
̂︂̂︂̂︀

=
1
𝑛

≤ det

∏︀
̂︁∐︁
Þ1 ◇ 𝐹𝑁𝑍0

(𝑟𝑛(𝑡)) 1 + 𝑛𝑔
(︂ 1
𝑛

)︂

Þ2 ◇ 𝐹𝑁𝑍0
(𝑟𝑛(𝑡)) 1

⎞
̂︂̂︀

=
1
𝑛

≤ det

∏︀
̂︁∐︁
Þ1 ◇ 𝐹𝑁𝑍0

(𝑟𝑛(𝑡)) 1 + 𝑛𝑔
(︂ 1
𝑛

)︂

Þ2 ◇ 𝐹𝑁𝑍0
(𝑟𝑛(𝑡)) 1

⎞
̂︂̂︀

=
1
𝑛

≤ det

∏︀
̂︁̂︁∐︁

⊗Ð0

𝑛
+
𝑡Ð0

𝑛
⊗ Ò0𝑡

𝑛
+ 𝑡Ð0𝑔

(︂ 1
𝑛

)︂
+ 𝐹1

(︂ 1
𝑛

(︂
𝑡+ 𝑡𝑔

(︂ 1
𝑛

)︂
⊗ 1

)︂)︂
1 + 𝑛𝑔

(︂ 1
𝑛

)︂

𝑡𝑔
(︂ 1
𝑛

)︂
⊗ Ñ0𝑡

𝑛
+
𝑡

𝑛
⊗ 1
𝑛

+ 𝐹2

(︂
𝑡

𝑛

)︂
1

⎞
̂︂̂︂̂︀

=
1
𝑛2

∏︀
∐︁1 ⊗ Ð0 + 𝑡(Ð0 + Ñ0 ⊗ 1 ⊗ Ò0) + 𝑛

∏︀
∐︁𝐹1

∏︀
∐︁
𝑡𝑔
(︁

1
𝑛

)︁
+ 𝑡⊗ 1

𝑛

⎞
̂︀⊗ 𝐹2

(︂
𝑡

𝑛

)︂⎞
̂︀+𝐺𝑛(𝑡)

⎞
̂︀

onde

𝐺𝑛(𝑡) =𝑛𝑔
(︂ 1
𝑛

)︂(︂
1 + 𝑡(Ð0 + Ñ0 ⊗ 2) ⊗ 𝑛

(︂
𝑡𝑔
(︂ 1
𝑛

)︂
+ 𝐹2

(︂
𝑡

𝑛

)︂)︂)︂
.

Uma vez que 𝑡 ∈ [0, 1] e as funções 𝑔, 𝐹1 e 𝐹2 possuem ordem 2, dado ̃︀𝜀 > 0 existe 𝑛2 > 0
tal que para todo 𝑛 > 𝑛2,

♣𝐷𝑛(𝑡)♣> 1
𝑛2

♣1 ⊗ Ð0 + 𝑡(Ð0 + Ñ0 ⊗ Ò0 ⊗ 1)♣ ⊗ 1
𝑛2
̃︀𝜀.

Também, como 𝑠(𝑡) := 1 ⊗ Ð0 + 𝑡(Ð0 + Ñ0 ⊗ Ò0 ⊗ 1) é tal que 𝑠(0) = 1 ⊗ Ð0 > 0, 𝑠(1) =
Ñ0 ⊗ Ò0 > 0 e 𝑠 é função contínua, temos

̃︀Ó = inf
𝑡∈[0,1]

𝑠(𝑡) > 0.

Tomando 0 < ̃︀𝜀 < ̃︀Ó/2, temos que para todo 𝑛 > 𝑛2 a reta

𝑁0
𝑛 = ¶𝑟𝑛+𝑛2

(𝑡); 𝑡 ∈ [0, 1]♢

é transversal a 𝐹𝑁𝑍0
. Aumentando 𝑛2 se necessário, podemos supor que 𝑁0

𝑛 ⊆ 𝑆0. Consi-
deramos então as curvas

• 𝐸0
𝑛 =

{︂
(𝑡, 0); 𝑡 ∈

[︂
⊗ 1
𝑛2 + 1

,⊗ 1
𝑛+ 𝑛2

]︂}︂
⊆ 𝐿0

4;

• 𝐷0
𝑛 =

{︂
(𝑔(𝑡), 𝑡), 𝑡 ∈

[︂ 1
𝑛+ 𝑛2

,
1

𝑛2 + 1

]︂}︂
⊆ 𝐿0

5;

• 𝐶0
𝑛 =

{︂
(𝑡, 0); 𝑡 ∈

[︂
⊗ 1
𝑛+ 𝑛2

,⊗ 1
𝑛+ 𝑛2 + 1

]︂}︂
⊆ 𝐿0

4;

• 𝐵0
𝑛 =

{︂
(𝑔(𝑡), 𝑡); 𝑡 ∈

[︂ 1
𝑛2 + 𝑛+ 1

,
1

𝑛2 + 𝑛

]︂}︂
⊆ 𝐿0

5;
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e deĄnimos os conjuntos 𝑅0
𝑛 como sendo o fecho do interior da região delimitada pela

curva 𝑁0
1 ∪𝐸0

𝑛 ∪𝐷0
𝑛 ∪𝑁𝑛; e 𝑇 0

𝑛 como sendo a região delimitada pelo fecho do interior da
curva fechada 𝑁0

𝑛 ∪𝐶0
𝑛 ∪𝑁0

𝑛+1 ∪𝐵0
𝑛.

Figura 4.4: Representação das curvas deĄnidas acima.

Perceba que 𝑅0
𝑛+1 = 𝑅0

𝑛 ∪ 𝑇 0
𝑛 e deĄna

𝑃 0
𝑢 =

∏︀
∐︁ ⋃︁

𝑛∈N

𝑅0
𝑛

⎞
̂︀⊔ ¶0♢ ⊆ 𝑆0

Considere agora o seguinte conjunto 𝑄0
𝑛 = 𝐶0

𝑛 ∪𝐵0
𝑛 ∪𝑁0

𝑛+1. É claro da construção
que dado 𝑥 ∈ 𝑇 0

𝑛 , existem únicos tempos 𝑏0𝑛(𝑥) ⊘ 0 e 𝑒0
𝑛(𝑥) ⊙ 0 tais que

𝜙𝑍0

(︁
𝑥, 𝑏0𝑛(𝑥)

)︁
∈ 𝑁0

𝑛 e 𝜙𝑍0

(︁
𝑥, 𝑒0

𝑛(𝑥)
)︁

∈ 𝑄0
𝑛,

mais ainda as funções
𝑏0𝑛, 𝑒

0
𝑛 : 𝑇 0

𝑛 ⊃ R,

são contínuas, uma vez que 𝐶0
𝑛, 𝐵0

𝑛, 𝑁0
𝑛+1 e 𝑁0

𝑛 são transversais a 𝐹𝑍N
0

(segue imediata-
mente do teorema da função implícita junto ao lema de colagem).

Podemos deĄnir analogamente para o campo 𝑍, todos os elementos descritos. Utili-
zaremos então a mesma notação, agora sem a presença do índice 0.

Construiremos agora um homeomorĄsmo ℎ𝑢 : 𝑃 0
𝑢 ⊃ 𝑃𝑢 que leva órbitas de 𝐹𝑁𝑍0

em
orbitas de 𝐹𝑛𝑍 , respeitando a orientação e satisfazendo ℎ(0) = 0. A deĄnição será feita de
forma recursiva.

Começaremos deĄnindo ℎ1 : 𝑅0
1 ⊃ 𝑅1.

• Seja 𝑞0 o único ponto de 𝑁0
1 , tal que 𝜙𝑧0

(𝑡, 𝑞0) não escapa de 𝑃 0, para todo 𝑡 > 0.
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• Considere 𝑎0
𝑛 como sendo o único ponto de 𝑁0

1 para o qual existe 𝑡𝑛 ∈ R que satisfaz
𝜙𝑍0

(𝑡𝑛, 𝑎0
𝑛) = (⊗1/(𝑛2 + 𝑛), 0);

• DeĄna 𝑏0𝑛 como o único ponto de 𝑁0
1 tal que existe 𝑠𝑛 ∈ R satisfazendo 𝜙𝑍0

(𝑠𝑛, 𝑏0𝑛) =
(𝑔(1/(𝑛2 + 𝑛)), 1/(𝑛2 + 𝑛)).

De maneira análoga,

• Seja 𝑞 o único ponto de 𝑁1 tal que 𝜙𝑍(𝑡, 𝑞) não escapa de 𝑃 para todo 𝑡 > 0.

• Considere 𝑎𝑛 como sendo o único ponto de 𝑁1 para o qual existe 𝑡𝑛 ∈ R que satisfaz
𝜙𝑍(𝑡𝑛, 𝑎𝑛) = (⊗1/(𝑛2 + 𝑛), 0),

• DeĄna 𝑏𝑛 como o único ponto de 𝑁1 tal que existe 𝑠𝑛 ∈ R satisfazendo 𝜙𝑍(𝑠𝑛, 𝑏𝑛) =
(𝑔(1/(𝑛2 + 𝑛)), 1/(𝑛2 + 𝑛)).

É claro que as sequências ¶𝑎0
𝑛♢𝑛∈N, ¶𝑏0𝑛♢𝑛∈N, ¶𝑎𝑛♢𝑛∈N e ¶𝑏𝑛♢𝑛∈N são monótonas em

𝑁0
1 ou em 𝑁1. Além disso, o teorema da dependência contínua das condições iniciais de

equações diferenciais ordinária garante que essas sequências para 𝑞0 ou para 𝑞. Podemos
então construir um homeomorĄsmo Û1 : 𝑁0

1 ⊃ 𝑁1 satisfazendo

• Û1(𝑞0) = 𝑞,

• Û1(𝑎0
𝑛) = 𝑎𝑛,

• Û1(𝑏0𝑛) = 𝑏𝑛.

Dado 𝑥 ∈ 𝑅0
1 deĄnimos

ℎ1(𝑥) ..= 𝜙𝑍

(︃
𝑒1(Û1 (𝜙𝑍0

(𝑥, 𝑏1(𝑥))) ≤ 𝑏0𝑛(𝑥)
𝑒0

1(𝑥) ⊗ 𝑏0𝑛(𝑥)
, Û1 (𝜙𝑍0

(𝑥, 𝑏1(𝑥)))

)︃
.

No caso 𝑒0
1(𝑥) = 𝑏0𝑛(𝑥), consideramos a fração 𝑏01(𝑥)/(𝑒0

1(𝑥) ⊗ 𝑏01(𝑥)) igual a 0, tornando
fácil ver que ℎ1 é bijeção contínua. Como 𝑅0

1 e 𝑅1 são compactos, ℎ1 é homeomorĄsmo.
Estenderemos ℎ1, para o conjunto 𝑅0

2, considere a função

ℎ2 : 𝑅0
2 ⊃ 𝑅2,

deĄnida de forma que ℎ2(𝑥) ..= ℎ1(𝑥), ∀ 𝑥 ∈ 𝑅1. Além disso, seja Û2 : 𝑁0
2 ⊃ 𝑁2,

Û2(𝑥) = ℎ1(𝑥). É claro da construção de ℎ1 que Û2 é homeomorĄsmo.
Dado 𝑥 ∈ 𝑇 0

1 , deĄnimos

ℎ2(𝑥) ..= 𝜙𝑍

(︃
𝑒2(Û2 (𝜙𝑍0

(𝑥, 𝑏2(𝑥))) ≤ 𝑏02(𝑥)
𝑒0

2(𝑥) ⊗ 𝑏02(𝑥)
, Û2 (𝜙𝑍0

(𝑥, 𝑏2(𝑥)))

)︃
.

No caso 𝑒0
2(𝑥) = 𝑏02(𝑥), consideramos a fração 𝑏02(𝑥)/(𝑒0

2(𝑥) ⊗ 𝑏02(𝑥)) igual a 0 e é claro que
ℎ2 é bijeção contínua. Como 𝑅0

2 e 𝑅2 são compactos, ℎ2♣𝑇 0
1

: 𝑇 0
1 ⊃ 𝑇1 é um homeomor-

Ąsmo. O lema de colagem garante que ℎ2 será homeomorĄsmo entre 𝑅0
2 e 𝑅2, mais ainda,

sua construção nos garante que será uma equivalência topológica entre os campos 𝐹𝑁𝑍0
e

𝐹𝑁𝑍 .
Utilizando a mesma técnica; podemos estender ℎ2 para um homeomorĄsmo ℎ3 : 𝑅0

2 ⊃
𝑅2 de forma que tal função será uma equivalência topológica entre os campos 𝐹𝑁𝑍0

e 𝐹𝑁𝑍 .



156

Por indução, é possível construir um homeomorĄsmo ℎ𝑖 : 𝑅0
𝑖 ⊃ 𝑅𝑖 que leva órbitas de

𝐹𝑁𝑍0
em 𝐹𝑁𝑍 preservando a orientação.

Por Ąm, deĄnimos

ℎ𝑢 : 𝑃 0
𝑢 ⊆ 𝑈0

𝑢 ⊃ 𝑃𝑢 ⊆ 𝑈𝑢

𝑥 ↦⊃
⎧
⨄︁
⎩

0 , se 𝑥 = 0,

ℎ𝑖(𝑥) , se 𝑥 ∈ 𝑅0
𝑖 .

Pela construção anterior é claro que ℎ𝑢 está bem deĄnido e é uma equivalência topológica
entre 𝐹𝑁𝑍0

e 𝐹𝑍0
. A Equação (4.2.18) nos garante também que ℎ𝑢♣Int(𝑃 0

u) é uma equi-

valência topológica entre 𝐹𝑍 e 𝐹𝑍0
. Realizando os mesmos passos e utilizando notações

análogas podemos construir um homeomorĄsmo ℎ𝑠 : 𝑃 0
𝑠 ⊆ 𝑈0

𝑠 ⊃ 𝑃𝑠 ⊆ 𝑈𝑠 de forma que
ℎ𝑠♣Int(𝑃 0

s ) é uma equivalência entre 𝐹𝑍 e 𝐹𝑍0
.

Finalmente, podemos deĄnir

ℎ : 𝑃 0
𝑢 ∪ 𝑃 0

𝑠 ⊃ 𝑃𝑢 ∪ 𝑃𝑠

𝑥 ↦⊃
⎧
⨄︁
⎩
ℎ𝑢(𝑥), se 𝑥 ∈ 𝑃𝑢,

ℎ𝑠(𝑥), se 𝑥 ∈ 𝑃𝑠.

Agora resta estender ℎ para um vizinhança de 0. Como tal região possui apenas pontos
de costura, a extensão pode ser tomada de qualquer forma. Uma maneira de fazer tal
extensão é a seguinte. Note que existe 𝜀 > 0 tal que

¶(𝑥, 0); 𝑥 ∈ (⊗𝜀, 𝜀)♢ ⊆ 𝑃 0
𝑢 ∩ 𝑆𝑋0

e ¶(𝑔(𝑦), 𝑦); 𝑦 ∈ (⊗𝜀, 𝜀)♢ ⊆ 𝑃 0
𝑠 ∩ 𝑆𝑌0

.

Mais ainda, podemos supor sem perda de generalidade que

𝑔 : (⊗𝜀, 𝜀)2 ⊃ R
2

(𝑥, 𝑦) ↦⊃ (𝑥+ 𝑔(𝑦), 𝑦),

é um difeomorĄsmo com sua imagem.
DeĄnimos então a função

̃︀ℎ : (⊗𝜀, 𝜀)2 ⊃ R
2

𝑥 ↦⊃
⎧
⨄︁
⎩
ℎ(𝑥) , se 𝑥 ∈

(︁
𝑃 0
𝑢 ∪ 𝑃 0

𝑠

)︁
∩ (⊗𝜀, 𝜀)2

𝑔⊗1 ◇ (Þ1(𝑔(𝑥, 0)), Þ2(𝑔(0, 𝑦))) , caso contrário

dessa forma, temos que ̃︀ℎ é a função desejada no caso 1.
O caso 2 pode ser feito de maneira análoga à demonstração do Lema 4.2.4.9, apenas

adicionando o passo de estender para uma vizinhança da 0, que é feito de mesmo modo
ao parágrafo anterior.

Por Ąm, o caso 3 é demonstrado de maneira análoga ao caso 1, com mínimas adapta-
ções.

Podemos agora demonstrar o teorema principal de estabilidade estrutural de pontos
dobra-dobra hiperbólicos.

Teorema 4.2.4.12 (Adaptado de [7]). Sejam 𝑍0 = (𝑋0, 𝑌0) ∈ Ω𝑟(𝑀,Σ) e 𝑝 um ponto
de dobra-dobra hiperbólico tal que 𝑆𝑋0

⋔ 𝑆𝑌0
em 𝑝. Sejam (Ð0, Ñ0, Ò0) os parâmetros

normais de 𝑍0 em 𝑝. Então 𝑍0 é localmente estruturalmente estável em 𝑝 se e somente
se (Ð0, Ñ0, Ò0) ∈ 𝑅1

𝐻 ∪𝑅2
𝐻 ∪𝑅3

𝐻 .
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Demonstração. Tome 𝑍0 = (𝑋0, 𝑌0) como no enunciado, pelo Lema 4.2.4.12. Existe
uma vizinhança 𝒱 de 𝑍0 forma que para todo 𝑍 = (𝑋, 𝑌 ) ∈ 𝒱 , existe um germe de
homomorĄsmo ℎ : (Σ𝑑(𝑍0), 𝑝) ⊃ (Σ𝑑(𝑍), 𝑞(𝑍)) que é uma equivalência topológica de 𝑍𝑑0
com 𝑍𝑑, em 𝑝 e 𝑞(𝑍), respectivamente. Mais ainda ℎ pode ser estendido para um germe
de homomorĄsmo ̃︀ℎ : (Σ, 𝑝) ⊃ (Σ, 𝑞(𝑍)). Pelo Teorema 4.2.4.1, existem cartas (𝜙0, 𝑈0) e
(𝜙,𝑈) tais que

(𝜙0)*𝑋0(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

∏︀
̂︁∐︁
Ð0 + 𝒪 (♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣)
1 + 𝒪(♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣)

𝑦

⎞
̂︂̂︀ , (𝜙0)*𝑌0(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

∏︀
̂︁̂︁∐︁

Ò0 + 𝒪(♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣)
Ñ0 + 𝒪(♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣)
𝑥+ 𝒪

(︁
♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣2

)︁

⎞
̂︂̂︂̂︀ ,

e

𝜙*𝑋(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

∏︀
̂︁∐︁
Ð+ 𝒪 (♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣)
1 + 𝒪(♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣)

𝑦

⎞
̂︂̂︀ e 𝜙*𝑌 (𝑥, 𝑦, 𝑧) =

∏︀
̂︁̂︁∐︁

Ò + 𝒪(♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣)
Ñ + 𝒪(♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣)
𝑥+ 𝒪

(︁
♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣2

)︁

⎞
̂︂̂︂̂︀ .

Perceba que é suĄciente mostrar que existe uma equivalência entre os campos (𝜙0)*𝑍0

e 𝜙*𝑍*. Por simplicidade, denotaremos (𝜙0)*𝑋0, (𝜙0)*𝑌0, 𝜙*𝑋 e 𝜙*𝑌 simplesmente por
𝑋0, 𝑌0, 𝑋 e 𝑌 , respectivamente. DeĄnindo 𝑠 ..= 𝜙◇ ̃︀ℎ◇𝜙⊗1

0 , temos que 𝑠 é uma equivalência
topológica entre os campos de deslize 𝐹𝑍0

e 𝐹𝑍 , mais ainda é imediato ver que 𝑠(𝑆𝑋0
) =

𝑆𝑋 e 𝑠(𝑆𝑌0
) = 𝑆𝑌 . Construiremos um homomorĄsmo ℎ+ : 𝑊+

0 ⊃ 𝑊+ que leva órbitas
de 𝑋0 em órbitas de 𝑋, preservando a orientação, sendo 𝑊0 e 𝑊 vizinhanças de 0 em
R2 × [0,∞), com ℎ+(𝑥) = 𝑠(𝑥) para todo 𝑥 ∈ 𝑊+

0 ∩ R2 × ¶0♢. Primeiramente, tome
extensão a ̃︁𝑋0 de 𝑋0, deĄnida em uma vizinhança 𝑈𝑋0

de 𝜙0(𝑈0) ∩ R2 × [0,∞) e ̃︁𝑋 uma
extensão de 𝑋 deĄnido em uma vizinhança 𝑈𝑋 de 𝜙(𝑈) ∩ R2 × [0,∞). Tomemos 𝜀 > 0
de forma que

(⊗2𝜀, 2𝜀) × ¶0♢ × (⊗2𝜀, 2𝜀) é transversal ao campo ̃︁𝑋0

e

(⊗2𝜀, 2𝜀) × ¶0♢ × (⊗2𝜀, 2𝜀) é transversal ao campo ̃︁𝑋. (4.2.20)

Dessa forma existe, á > 0 satisfazendo

𝜙 ̃︀𝑋0
(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑈𝑋0

, ∀ 𝑡 ∈ [⊗á, á ] e 𝑥 ∈ [𝜀, 𝜀] × ¶0♢ × [𝜀, 𝜀]

e
𝜙 ̃︀𝑋(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑈𝑋 , ∀ 𝑡 ∈ [⊗á, á ] e 𝑥 ∈ [𝜀, 𝜀] × ¶0♢ × [𝜀, 𝜀],

Escolha 0 < 𝜀0 < 𝜀 de forma que 𝑠
(︁
(⊗𝜀0, 𝜀0) × ¶0♢2

)︁
⊆ (⊗𝜀, 𝜀) × ¶0♢2, tal fato é decor-

rente de 𝑠(𝑆𝑋0
= 𝑆𝑋 . Da continuidade de 𝑠, temos que existe 0 < 𝜀1 < 𝜀 tal que

𝑠
(︁
(⊗𝜀0, 𝜀0) × ¶0♢2

)︁
= (⊗𝜀1, 𝜀1) × ¶0♢2.

É imediato, do teorema do Ćuxo tubular longo e de 4.2.20 que o conjunto

𝑊0
..=
{︁
𝜙 ̃︀𝑋0

(𝑡, 𝑥); 𝑡 ∈ (⊗á, á) e 𝑥 ∈ (⊗𝜀0, 𝜀0) × ¶0♢ × (⊗𝜀, 𝜀)
}︁

é aberto em R3. DeĄnimos então 𝑊+
0

..= 𝑊0 ∩ R2 × [0,∞), 𝑆 = 𝑊+ ∩𝑅2 × ¶0♢ e um
homeomorĄsmo

à : (⊗𝜀0, 𝜀0) × ¶0♢ × (𝜀, 𝜀) ⊃ (⊗𝜀1, 𝜀1) × ¶0♢ × (𝜀, 𝜀)
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que satisfaça à(𝑥) = 𝑠(𝑥) para todo 𝑥 ∈ (⊗𝜀1, 𝜀1) × ¶0♢2. Agora construiremos o homo-
morĄsmo

ℎ+ : 𝑊+
0 ⊃ 𝑊+ ..= ℎ(𝑊+).

Tome 𝑥 ∈ 𝑊+. Temos então 2 casos,

1. ∃ 𝑡𝑥 ∈ (⊗á, á) tal que 𝜙𝑋0
(𝑡𝑥, 𝑥) ∈ 𝑆; e

2. ∃ 𝑡𝑥 ∈ (⊗á, á) tal que 𝜙𝑋0
(𝑡𝑥, 𝑥) ∈ (𝜀, 𝜀) × ¶0♢ × (𝜀, 𝜀).

Se 𝑥 satisfaz o caso 1, deĄnimos ℎ+(𝑥) = 𝜙𝑋(⊗𝑡𝑥, 𝑠 (𝜙𝑋0
(𝑡𝑥, 𝑥))). Para o caso 2,

deĄnimos ℎ+(𝑥) = 𝜙𝑋(⊗𝑡𝑥, à (𝜙𝑋0
(𝑡𝑥, 𝑥))), perceba que pela deĄnição de à e pela escolha

de á , ℎ+ está bem deĄnido. Mais ainda, da construção, ℎ+ leva órbitas 𝑋0 em órbitas de
𝑋, preservando a orientação de tais órbitas. Por Ąm, é fácil ver que ℎ+ é homeomorĄsmo.

Utilizando a mesma demonstração, conseguimos construir um homeomorĄsmo ℎ⊗ :
𝑉 ⊗

0 ⊃ 𝑉 ⊗
0 que leva órbitas de 𝑌0 em órbitas de 𝑌 preservando a orientação, sendo 𝑉 ⊗

0 e
𝑉 ⊗ vizinhanças de 0 em R2 × (⊗∞, 0]. Por Ąm, observe que existe 𝑟 > 0 tal que

𝐵𝑟(0) ⊆ 𝑊+
0 ∪ 𝑉 ⊗

0

e portanto

ℎ̂ : 𝐵𝑟(0) ⊃ ℎ̂(𝑊+
0 ∪ 𝑉 ⊗

0 )

𝑥 ↦⊃
⎧
⨄︁
⎩
ℎ+(𝑥) , 𝑥 ∈ 𝑊+

0 ∩𝐵𝑟(0),

ℎ⊗(𝑥) , 𝑥 ∈ 𝑉 ⊗
0 ∩𝐵𝑟(0),

está bem deĄnida. É claro da construção que ℎ̂ é uma Σ-equivalência entre (𝑋0, 𝑌0) e
(𝑋, 𝑌 ), com ℎ̂(0) = 0, mostrando assim a estabilidade estrutural local de 𝑍0 em 𝑝.

A recíproca segue imediatamente do fato de que, se os parâmetros se normais (Ð, Ñ, Ò)
de 𝑍0 = (𝑋0, 𝑌0) não pertencessem a 𝑅1

𝐻 ∪𝑅2
𝐻 ∪𝑅3

𝐻 , então 0 não é uma singularidade
hiperbólica de 𝐹𝑁𝑍 .

4.2.4.4 Dobra-dobra Parabólico

Primeiramente note que é suĄciente demostrar os resultados para o caso em que 𝑝 é um
ponto de dobra-dobra invisível-visível, pois para o caso em que o ponto de dobra-dobra é
visível-invisível as demonstrações são as mesmas. Portanto, só consideraremos pontos de
dobra-dobra invisíveis-visíveis nessa seção.

Nesse caso, por conta da dobra invisível, podemos voltar a ter conexões entre as regiões
de deslize, primeiramente iremos estudar quando tais conexões podem ocorrer.

Relembre que no Lema 4.2.4.6 conseguimos uma involução ã𝑋 associada à dobra in-
visível do campo 𝑋, dada por

ã𝑋(𝑥, 𝑦) = (𝑥⊗ 2Ð𝑦,⊗𝑦) + 𝒪
(︁
♣(𝑥, 𝑦)♣2

)︁
,

em coordenadas normais.

Lema 4.2.4.13 ([7]). Sejam 𝑍 = (𝑋, 𝑌 ) ∈ Ω𝑟(𝑀,Σ) e 𝑝 um ponto de dobra-dobra
invisível-visível tal que 𝑆𝑋 ⋔ 𝑆𝑌 em 𝑝. Sejam (Ð, Ñ, Ò) os parâmetros normais de 𝑍 em
𝑝. Então ã𝑋 ⋔ 𝑆𝑌 se, e somente se, Ð ̸= 0.
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Demonstração. Pelo Corolário 4.2.1, temos que em coordenadas normais

𝑆𝑌 = ¶(𝑔(𝑦), 𝑦, 0); 𝑦 ∈ (⊗𝜀, 𝜀)♢,

para algum 𝜀 > 0, sendo 𝑔(𝑦) = 𝒪(𝑦2). Segue que 𝑇(0,0,0)𝑆𝑌 = span(1, 0, 0), enquanto

ã𝑋(𝑆𝑌 ) = ¶(⊗2Ð(𝑦) +𝐺1(𝑦),⊗𝑦 +𝐺2(𝑦), 0); 𝑦 ∈ (⊗𝜀, 𝜀)♢,

sendo 𝐺1, 𝐺2 funções de ordem 2 em 0. Então

𝑇(0,0,0)𝜙𝑋(𝑆𝑌 ) = span(⊗2Ð,⊗1, 0)

e o resultado segue de maneira imediata.

Lema 4.2.4.14 ([7]). Sejam 𝑍 = (𝑋, 𝑌 ) ∈ Ω𝑟(𝑀,Σ) e 𝑝 um ponto de dobra-dobra
invisível-visível de forma que 𝑆𝑋 ⋔ 𝑆𝑌 em 𝑝. Considere (Ð, Ñ, Ò) os parâmetros normais
de 𝑍 em 𝑝. Então ã𝑋(Σ𝑢) ∩ Σ𝑠 = ∅ se, e somente se, Ð > 0. Em outras palavras, existe
conexão entre as regiões de deslize de Σ𝑑 se e somente se Ð > 0.

Demonstração. Relembre que em coordenadas normais

𝑆𝑌 = ¶(𝑔(𝑦), 𝑦, 0); 𝑦 ∈ (⊗𝜀, 𝜀)♢ e 𝜙𝑋(𝑆𝑌 ) = ¶⊗2Ð𝑦+𝐺1(𝑦),⊗𝑦+𝐺2(𝑦), 0); 𝑦 ∈ (⊗𝜀, 𝜀)♢,

sendo 𝑔, 𝐺1 e 𝐺2 funções de ordem 2 em 0. Portanto, 𝑇0ã𝑋(𝑆𝑌 ) = span¶(⊗2Ð,⊗1, 0)♢.
A região de deslize Σ𝑑 é delimitada pelas curvas 𝑆𝑋 e 𝑆𝑌 . Uma vez que 𝑇0𝑆𝑌 =
span¶(0, 1, 0)♢ e 𝑇0𝑆𝑋 = span¶(1, 0, 0)♢ , segue que ã𝑋(𝑆𝑌 ) ⊆ Σ𝑑 se, e somente se,
Ð > 0.

Por Ąm, observe que se ã𝑋(𝑆𝑌 ) ⊆ Σ𝑐, então 𝜙(𝑋)(Σ𝑢) ⊆ Σ𝑐; e se ã𝑋(𝑆𝑌 ) ⊆ Σ𝑑,
então a região delimitada por 𝑆𝑌 e ã𝑋(𝑆𝑌 ) em Σ𝑢 é mapeada na região delimitada por
𝑆𝑌 e ã𝑋(𝑆𝑌 ) em Σ𝑠, o que completa a demonstração.

Lema 4.2.4.15 ([7]). Sejam 𝑍 = (𝑋, 𝑌 ) ∈ Ω𝑟(𝑀,Σ) e 𝑝 um ponto de dobra-dobra
invisível-visível com 𝑆𝑋 ⋔ 𝑆𝑌 em 𝑝. Considere (Ð, Ñ, Ò) como sendo parâmetros normais
de 𝑍 em 𝑝.

Assuma a existência de uma região 𝑆 ⊆ Σ𝑢 tal que ̃︀𝑆 = ã𝑋(𝑆) ⊆ Σ𝑑 e suponha que
𝑆 é maximal com respeito a esta propriedade. Se 2(Ð+ Ñ)(ÐÑ ⊗ Ò) ̸= 0, então os campos
𝐹𝑁𝑍 e (ã𝑋)*𝐹

𝑁
𝑍 são campos de vetores transversais em ̃︀𝑆.

Demonstração. Considere os 𝐹0 = 𝐹𝑁𝑍 e 𝐹1 = (ã𝑋)*𝐹
𝑁
𝑍 . DeĄnimos

𝐷(𝑥, 𝑦) ..= det

(︃
𝐹0(𝑥, 𝑦)
𝐹1(𝑥, 𝑦)

)︃

= det

(︃
Ð𝑥 + Ò𝑦 + 𝒪(♣(𝑥, 𝑦)♣2) 𝑥 + Ñ𝑦 + 𝒪(♣(𝑥, 𝑦)♣2)

⊗2Ð(𝑥 ⊗ 2Ð𝑦 ⊗ Ñ𝑦) + Ð(𝑥 ⊗ 2Ð𝑦) ⊗ Ò𝑦 + 𝒪(♣(𝑥, 𝑦)♣2) ⊗𝑥 + 2Ð𝑦 + Ñ𝑦 + 𝒪(♣(𝑥, 𝑦)♣2)

)︃

= ⊗2𝑦2(Ð + Ñ)(ÐÑ ⊗ Ò) + 𝒪(♣(𝑥, 𝑦)♣3)

= 𝑦2 (⊗2(Ð + Ñ)(ÐÑ ⊗ Ò) + 𝒪(♣(𝑥, 𝑦)♣)) .

É claro que 𝐷(𝑥, 𝑦) ̸= 0 se e somente se 𝐹0 e 𝐹1 são transversais em (𝑥, 𝑦). Uma vez
que (Ð+ Ñ)(ÐÑ ⊗ Ò) ̸= 0, o eixo 𝑥 é a única solução de 𝐷(𝑥, 𝑦) = 0 próxima à origem.
Segue que 𝐹0 e 𝐹1 são transversais na região 𝑆 ∪ ̃︀𝑆, uma vez que tal conjunto não possui
nenhum ponto do eixo 𝑥.
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Lema 4.2.4.16 ([7]). Sejam 𝑍 = (𝑋, 𝑌 ) ∈ Ω𝑟(𝑀,Σ) e 𝑝 um ponto de dobra-dobra
invisível-visível em 𝑝 com 𝑆𝑋 ⋔ 𝑆𝑌 . Seja (Ð, Ñ, Ò) os parâmetros normais de 𝑍 em 𝑝.
Se 2Ð(Ð+ Ñ) ⊗ Ò ̸= 0, então 𝐹𝑁𝑍 é transversal a ã𝑋(𝑆𝑌 ) em Σ𝑠.

Demonstração. Nas coordenadas de 4.2.4.1 temos 𝑆𝑌 = ¶(𝑔(𝑦), 𝑦, 0); 𝑦 ∈ (⊗𝜀, 𝜀)♢, para
algum 𝜀 > 0 suĄcientemente pequeno e 𝑔 uma função de ordem 2 em torno de 0.

Então 𝜙𝑋(𝑆𝑌 ) = ¶(𝑔(𝑦) ⊗ 2Ð𝑦 +𝐺1(𝑦),⊗𝑦 +𝐺2(𝑦)); 𝑦 ∈ (⊗𝜀, 𝜀)♢, sendo 𝐺1 e 𝐺2

funções de ordem 2 em 0. Perceba que 𝜙𝑋(𝑆𝑌 ) é tangentes à curva ̃︀Ò(𝑦) = (⊗2Ð𝑦,⊗𝑦)
na origem, logo é suĄciente mostrar que 𝐹𝑁𝑍 é transversal a Ò.

Note que

𝐹𝑁𝑍 ( ̃︂Ò(𝑦)) = (⊗2Ð2𝑦 ⊗ Ò𝑦 + 𝒪(𝑦2),⊗2Ð𝑦 ⊗ Ñ𝑦 + 𝒪(𝑦2), 0)

e
(̃︀Ò′(𝑦))⊥ = (⊗2Ð,⊗1, 0)⊥ = (1,⊗2Ð, 0).

Portanto,

⟨𝐹𝑁𝑍 (̃︀Ò(𝑦)), ̃︂Ò(𝑦)
⊥⟩ = (2Ð(Ð+ Ñ) ⊗ Ò)𝑦 + 𝒪(𝑦2).

Como (2Ð(Ð+ Ñ) ⊗ Ò) ̸= 0 por hipótese, para 𝑦 ̸= 0 suĄcientemente próximo da origem
teremos 𝐹𝑁𝑍 (̃︀Ò(𝑦)) e ̃︀Ò′(𝑦) linearmente independentes para 𝑦 ̸= 0 e 𝑦 próximo a origem, o
que demonstra o resultado.

DeĄnimos agora os conjuntos

• 𝑅1
𝑃 = ¶(Ð, Ñ, Ò) ∈ R2 × R⊗; ÐÑ < Ò e Ñ ⊗ Ð > ⊗2

√⊗Ò♢,

• 𝑅2
𝑃 = ¶(Ð, Ñ, Ò) ∈ R2 × R⊗; ÐÑ < Ò e Ð > 0♢,

• 𝑅3
𝑃 = ¶(Ð, Ñ, Ò) ∈ R2 × R⊗; ÐÑ > Ò, Ñ + Ð > 0 e Ñ ⊗ Ð > ⊗2

√⊗Ò♢,

• 𝑅4
𝑃 = ¶(Ð, Ñ, Ò) ∈ R2 × R⊗; ÐÑ > Ò, Ñ + Ð < 0 e Ñ ⊗ Ð < ⊗2

√⊗Ò♢, mostraremos
o resultado principal dessa seção.

Teorema 4.2.4.13 ([7]). Sejam 𝑍0 = (𝑋0, 𝑌0) ∈ Ω𝑟(𝑀,Σ) e 𝑝 um ponto de dobra-dobra
invisível visível tal que 𝑆𝑋0

⋔ 𝑆𝑌0
em 𝑝. Considere (Ð0, Ñ0, Ò0) os parâmetros normais

de 𝑍0 em 𝑝. Então, 𝑍0 é localmente estruturalmente estável em 𝑝 se, e somente se, as
seguintes condições forem satisfeitos:

• (Ð0, Ñ0, Ò0) ∈ ∪4
𝑖=1𝑅

𝑖
𝑃 ,

• Ð0 ̸= 0,

• 2Ð0(Ð0 + Ñ0) ⊗ Ò0 ̸= 0,

• Ð0 + Ñ0 ̸= 0 se Ð0 > 0.

Demonstração. Faremos a demonstração de forma resumida, uma vez que os passo são
bem parecidos com os casos anteriores, que foram feitos de maneira detalhada. Suponha
que os parâmetros normais (Ð0, Ñ0, Ò0) de 𝑍0 pertençam a 𝑅𝑖𝑃 . Tome uma vizinhança 𝒱
de 𝑍0 de forma que, para todo 𝑍, os parâmetros normais de 𝑍 ∈ 𝒱 pertença a 𝑅𝑖𝑃 e sejam
satisfeitas as condições do teorema, com sgn(Ð) = sgn(Ð0).

Supomos primeiro que não existe conexão entre Σ𝑢 e Σ𝑠 por meio de órbitas de 𝑍0,
isto é, Ð0 < 0. Dessa forma conseguimos realizar a demonstração fazendo os seguintes
passos a seguir,
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1 ) Colocar 𝑍0 = (𝑋0, 𝑌0) e 𝑍 = (𝑋, 𝑌 ) nas coordenadas do Teorema 4.2.4.1. É
suĄciente demonstrar o resultado para os campos 𝑋0, 𝑌0, 𝑋 e 𝑌 nas seguintes
coordenadas:

𝑋0(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

∏︀
̂︁∐︁
Ð0 + 𝒪 (♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣)
1 + 𝒪(♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣)

𝑦

⎞
̂︂̂︀ , 𝑌 (𝑥, 𝑦, 𝑧) =

∏︀
̂︁̂︁∐︁

Ò0 + 𝒪(♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣)
Ñ0 + 𝒪(♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣)
𝑥+ 𝒪

(︁
♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣2

)︁

⎞
̂︂̂︂̂︀ ,

𝑋(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

∏︀
̂︁∐︁
Ð+ 𝒪 (♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣)
1 + 𝒪(♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣)

𝑦

⎞
̂︂̂︀ e 𝑌 (𝑥, 𝑦, 𝑧) =

∏︀
̂︁̂︁∐︁

Ò + 𝒪(♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣)
Ñ + 𝒪(♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣)
𝑥+ 𝒪

(︁
♣(𝑥, 𝑦, 𝑧)♣2

)︁

⎞
̂︂̂︂̂︀ .

Nessas coordenadas, consideramos Σ uma vizinhança aberta de 0 no conjunto R2 ×
¶0♢, como feito durante todas a subseções de 4.2.

2 ) Construímos ℎ : Σ𝑑(𝑍0) ⊃ Σ𝑑(𝑍) que leva órbitas de 𝐹𝑍0
é órbitas de 𝐹𝑍 preser-

vando a orientação e fazendo com que ℎ(𝑆𝑋0
) ⊃ 𝑆𝑋 e ℎ(𝑆𝑌0

) ⊃ 𝑆𝑌 . O procedi-
mento é o mesmo já feito nas subseções anteriores de 4.2. Depois, estendemos ℎ de
qualquer maneira para Σ𝑐,como no Ąnal do lema Lema 4.2.4.11 .

3 ) Estendemos ℎ para os pontos acima de Σ, utilizando as órbitas do campo 𝑋0, como
feito no Teorema 4.2.4.9. Para os pontos abaixo de Σ, estendemos ℎ utilizando as
órbitas de 𝑌0, como feito no Teorema 4.2.4.12. A equivalência desejada é assim
construída.

No caso em que Ð0 > 0 existem conexões entre Σ𝑢 e Σ𝑠. Chame de 𝑆0 o conjunto
dos pontos de Σ𝑢(𝑍0) tais que 𝑥 ∈ 𝑆0 ⇔ ã𝑋0

(𝑥) ∈ Σ𝑠(𝑍0) e de 𝑆 o conjunto dos pontos
𝑥 ∈ Σ𝑢(𝑍) tais que ã𝑋(𝑥) ∈ Σ𝑠(𝑍). Lembre que 0 ̸∈ Σ𝑠,𝑢(𝑍0) ∪ Σ𝑠,𝑢(𝑍0). Pelos Lemas
4.2.4.13, 4.2.4.15 e 4.2.4.16, os campos 𝐹𝑁𝑍0

e 𝜙𝑋0*𝐹
𝑁
𝑍0

são transversais em 𝑆0, assim como
os campos 𝐹𝑁𝑍 e 𝜙𝑋0*𝐹

𝑁
𝑍 são transversais em 𝑆. Usando que 𝐹𝑁𝑍0

e 𝐹𝑁𝑍 são hiperbólicos,
é fácil construir funções 𝑓1

0 , 𝑓
2
0 : 𝑆0 ∖ ¶0♢ ⊃ R de forma que 𝑓1

0 é constante sobre as
órbitas do campo 𝐹𝑁𝑍0

⧹︃⧹︃⧹︃
𝑆0∖¶0♢

, 𝑓2
0 é constante sobre as órbitas do campo ã𝑋0*𝐹

𝑁
𝑍0

⧹︃⧹︃⧹︃
𝑆0∖¶0♢

e d𝑓1
0 (𝑥), d𝑓2

0 (𝑥) ̸= 0 para todo 𝑥 ∈ 𝑆0 ∖ ¶0♢. De forma análoga podemos construir
funções 𝑓1, 𝑓2 : 𝑆 ∖ ¶0♢ ⊃ R que satisfazem as mesmas propriedades das funções 𝑓1

0 e
𝑓2

0 , porém agora considerando o campo 𝑍. Mais ainda, pedimos que 𝑓1 e 𝑓2 satisfaçam
Im(𝑓 𝑖0) = Im(𝑓 𝑖) e que o valor das órbitas nas variedades estáveis e instáveis de 𝑓1 e
𝑓2, caso existam, sejam o mesmo que o das variedades estáveis e instáveis de 𝑓1

0 e 𝑓2
0 ,

respectivamente.
Note que as funções 𝑔0 e 𝑔 deĄnidas por

𝑔0(𝑥, 𝑦) = (𝑓1
0 (𝑥, 𝑦), 𝑓2

0 (𝑥, 𝑦)) e 𝑔(𝑥, 𝑦) = (𝑓1(𝑥, 𝑦), 𝑓2(𝑥, 𝑦)),

são funções contínuas bijetoras com suas respectivas imagens: se 𝑔0(𝑥, 𝑦) = 𝑔0(𝑢, 𝑣), então
(𝑥, 𝑦) e (𝑢, 𝑣) estão na mesma órbita dos campos 𝐹𝑁𝑍0

e (ã𝑋0
)*𝐹

𝑁
𝑍0

, que são transversais,
logo (𝑥, 𝑦) = (𝑢, 𝑣). Para a função 𝑔 a mesma argumentação é válida. Portanto, pelo
teorema da invariância do domínio, 𝑔0 e 𝑔 são homeomorĄsmos com suas respectivas
imagens, sendo assim a função 𝑞0 = 𝑔⊗1

0 leva linhas verticais 𝑥0 × (𝑎, 𝑏) em curvas integrais
de 𝐹𝑁𝑍0

e linhas horizontais (𝑎, 𝑏) × 𝑦0 em curvas integrais de ã𝑋0*𝐹
𝑁
𝑍0

. De modo análogo,
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𝑞 = 𝑔⊗1 leva linhas verticais em curvas integrais de 𝐹𝑁𝑍 e linhas horizontais em cuvas
integrais de ã𝑋0*𝐹

𝑁
𝑍 .

Pelo teorema da invariância do domínio a função, ℎ = 𝑞 ◇ (𝑓1
0 (𝑥, 𝑦), 𝑓2

0 (𝑥, 𝑦)) é um ho-
meomorĄsmo local (relembre que tal homeomorĄsmo só precisa valer em uma vizinhança
induzida da origem). Para os pontos pertencentes a ã𝑋0

(𝑆0) podemos estender ℎ, deĄ-
nindo ℎ(ã𝑋0

(𝑝)) = ã𝑋(ℎ(𝑥)), perceba que, por construção ℎ é uma equivalência de 𝐹𝑍0
e

𝐹𝑍 em ã𝑋0
(𝑆0).

Perceba que podemos estender ℎ para os restantes dos pontos de Σ𝑑 utilizando as
órbitas dos campos de deslize 𝐹𝑍0

e 𝐹𝑍 a Ąm de levar orbitas de 𝐹𝑍0
em órbitas de 𝐹𝑍 ,

respeitando a orientação. Tal extensão é possível uma vez que existe transversalidade
entre 𝐹𝑍0

e ã𝑋0
(𝑆𝑌0

) (resp. 𝐹𝑍 e ã𝑋(𝑆𝑌0
)).

Para os pontos pertencentes a ã𝑋0
(Σ𝑑(𝑍0)), ℎ é estendida de forma que ℎ(ã𝑋0

(𝑝)) =
ã𝑥(ℎ(𝑝)), note que por construção, essa identiĄcação é bem deĄnida.

Seja 𝐻1 a parte abaixo da variedade 𝑆𝑋 . Podemos então, estender ℎ para 𝐻1 de qual-
quer maneira e Ąnalmente estender ℎ para o conjunto ã(𝐻1) por ℎ(ã𝑋0

(𝑝)) = ã𝑥(ℎ(𝑝)).
Novamente, note que, por construção, a função ℎ está bem deĄnida. E é uma equivalência
entre 𝐹𝑍 e 𝐹𝑍0

. Mais ainda é imediato ver que

ℎ ◇ ã𝑋0
= ã𝑋 ◇ ℎ.

Com isso, utilizando as técnicas já desenvolvidas durante esse capítulo, criamos um
homeomorĄsmo ℎ : 𝑈𝑝 ⊆ 𝑀 ⊃ 𝑉𝑝 ⊆ 𝑀 , com ℎ(𝑝) = 𝑞(𝑍), que é uma equivalência
topológica local entre 𝑍0 e 𝑍 em 𝑝 e 𝑞(𝑍), respectivamente.

Por meio dos teoremas descritos durantes toda a seção 4.2, conseguimos caracterizar
a estabilidade estrutural local no conjunto Ξ0.
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Capı́tulo 5
Estabilidade Estrutural Σ-Semilocal em

Ω𝑟(𝑀,Σ)

N
essa seção iremos estudar a estabilidade estrutural Semi-Local de campos suaves por
partes, isto é, estamos interessados em saber a dinâmica próxima da região de des-

continuidade se permanece estável sob pequenas perturbações. Todas as deĄnições e
demonstrações dessa seção estão em conformidade com o artigo [6]. Para o leitor tenha
compreensão dessa seção é necessário que o leitor esteja familiarizado com a teoria clássica
de estabilidade estrutural global em dimensão 2, tal teoria foi muito bem desenvolvida
nos artigos [19]1 e [20].

5.1 Estabilidade Estrutural do Campo Deslizante

Começaremos estudando a estabilidade estrutural do campo de deslize. Para fazer tal
análise, precisaremos de algumas deĄnições.

DeĄnição 5.1.1. Sejam 𝑍0, 𝑍 ∈ Ω𝑟(𝑀,Σ). Dizemos que 𝑍0 tem uma equivalência de
deslize com 𝑍0 se existir um homeomorĄsmo ℎ : Σ ⊃ Σ que leva 𝑆𝑍0

em 𝑆𝑍 , preservando
o tipo das Σ-singularidades, e leva as órbitas do campo de deslize de 𝑍0 em órbitas do
campo de deslize de 𝑍, preservando a orientação. O conceito de estabilidade estrutural de
deslize é derivado de maneira natural dessa deĄnição.

Dado 𝑁 ̸= ∅ um subconjunto compacto de Σ, dizemos que 𝑍0 é semilocalmente equiva-
lente a 𝑍 em 𝑁 se existem uma vizinhança 𝑈 de 𝑁 em 𝑀 e um homomorĄsmo ℎ : 𝑈 ⊃ 𝑈
tais que ℎ(𝑈 ∩ Σ) = 𝑈 ∩ Σ e que leva órbitas de 𝑍0 a órbitas de 𝑍, preservando a orien-
tação.

DeĄnição 5.1.2. Sejam 𝑈 ̸= ∅ um subconjunto de Σ e 𝑍 ∈ Ω𝑟(𝑀,Σ). Dizemos que 𝑈
é um Σ-bloco de 𝑍 se 𝑈 for um conjunto compacto e conexo satisfazendo as seguintes
condições:

1O artigo [19] pode ser encontrado através do sítio virtual http://memoria.bn.br/DocReader/docread
er.aspx?bib=158119&pesq=&fbclid=IwAR1zNGGYUjPk0azC1onkRxK2X5HZQ6RySJjurkZGdNz8qZyz
UVdutEtUD4. O link acima leva a uma página da Biblioteca Nacional Digital (BNDigital), um programa
do governo brasileiro que busca digitalizar livros, artigos e documentos brasileiros. Felizmente, o autores
de tais artigos, Maurício e Marília Peixoto, são brasileiros e tal artigo foi digitalizado. O interessado,
após abrir o link deve clicar em Pastas no canto superior esquerdo, selecionar Ano 1959 e por Ąm Edição

00002. A referência [20] é de fácil acesso.
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i. Û(𝑆𝑍) = 0, sendo Û a medida de Borel associado a variedade Σ (com respeito à
métrica riemanniana deĄnida em Σ);

ii. Int(𝑈) é uma variedade suave 2-dimensional;

iii. Int(𝑈) é 𝑍-invariante; e

iv. Int(𝑈) é maximal, i.e., qualquer vizinhança própria de Int(𝑈) em Σ não é 𝑍𝑑-
invariante.

Caso 𝑈 = Σ seja um Σ-bloco, 𝑈 é chamado de Σ-bloco trivial de 𝑍.

DeĄnição 5.1.3. 𝑍0 ∈ Ω𝑟(𝑀,Σ) é chamado de Σ-bloco estruturalmente estável se for
satisfeito uma das condições

• 𝑍0 não possui Σ-blocos; ou

• 𝑍0 é semilocalmente estruturalmente estável em cada Σ-bloco de 𝑍0.

N.B. 5.1.1. Perceba que se 𝑈 é um Σ-bloco, então a condição ii. da deĄnição 5.1.2 implica
que Int(𝑈) ⊆ Σ𝑑. Além disso, se 𝑍 ∈ Ξ0 e 𝑈 é um Σ-bloco, então 𝑈 é uma componente
conexa de Σ𝑑(𝑍). Por Ąm, se 𝑍 tem um bloco trivial, então 𝑆𝑍 = ∅ e portanto Σ = Σ𝑢

ou Σ = Σ𝑠.

DeĄnição 5.1.4. Sejam 𝑀 uma variedade suave de dimensão dois, 𝑋 ∈ X
𝑟(𝑀) e Ò

uma órbita periódica de 𝑋. Perceba que Ò está contido numa vizinhança coordenada
difeomorfa a um anel em R2 (uma região do tipo 𝐵2(0) ∖𝐵1(0)), tomando coordenadas
(𝑥1, 𝑥2) em torno de Ò, dizemos que a órbita periódica Ò é simples se

exp

(︃∫︁

Ò

𝜕𝑋1

𝜕𝑥1
+
𝜕𝑋2

𝜕𝑥2
d𝑡

)︃
̸= 1,

sendo 𝑋1 e 𝑋2 o campo 𝑋 colocado nas coordenadas (𝑥1, 𝑥2). Essa deĄnição independe
da escolha das coordenadas (𝑥1, 𝑥2).

Agora iremos citar dois resultados conhecidos da teoria clássica.

Teorema 5.1.1 (Teorema de Peixoto para Variedades Compactas). Sejam 𝑀 uma va-
riedade compacta e conexa de dimensão dois sem bordo e 𝑋 ∈ X

𝑟(𝑀). 𝑋 é globalmente
estruturalmente estável em 𝑀 se e somente se forem satisfeitos

B1⊗ todas as singularidades de 𝑋 são hiperbólicas;

B2⊗ os conjuntos Ð e æ-limites são singularidades ou órbitas fechadas;

B3⊗ não existem conexões de selas; e

B4⊗ Existe apenas um número Ąnito de ciclos limites, todos simples.

Mais ainda, o conjunto dos campos globalmente estruturalmente estáveis em 𝑀 é
aberto e denso em X

𝑟(𝑀).

Teorema 5.1.2 (Peixoto para Variedades Compactas com Quinas). Seja 𝑀 uma vari-
edade com quina compacta e conexa, contida em uma variedade compacta e conexa sem
bordo 𝑁 , de forma que dim(𝑀) = dim(𝑁) = 2. Então, um campo 𝑋 ∈ X

𝑟(𝑀) é global-
mente estruturalmente estável se, e somente se, forem satisfeitos:



165

B1⊗ todas as singularidades de 𝑋 são hiperbólicas ;

B2⊗ os conjuntos Ð e æ-limites são singularidades ou órbitas fechadas;

B3⊗ não existem conexões de selas;

B4⊗ existe apenas um número Ąnito de ciclos limites, todos simples;

A1⊗ todas as singularidades de 𝑋 estão contidas no interior de 𝑀 ;

A2⊗ todas as órbitas periódicas estão contidas no interior de 𝑀 ;

A3⊗ todas as trajetórias de 𝑋 têm no máximo um ponto de tangência em 𝜕𝑀 (note que
não faz sentido veriĄcar tal condição em pontos do bordo que não são quinas);

A4⊗ as variedades estáveis e instáveis associadas a cada ponto de sela são transversais
a 𝜕𝑀 ;

A5⊗ se uma trajetória de 𝑋 é tangente ao 𝜕𝑀 , então o contato entre essas duas curvas
é de ordem 2;

A6⊗ existe apenas um número Ąnito de pontos de tangência de 𝜕𝑀 ;

A7⊗ as trajetórias que passam pelas quinas não são tangentes a nenhum ponto do bordo;
e

A8⊗ não existem conexões entre quinas ou conexões entre quinas e selas.

Mais ainda, o conjunto dos campos globalmente estruturalmente estáveis em 𝑀 é aberto
e denso em X

𝑟(𝑀).

N.B. 5.1.2. Para mais informações sobre variedades com quinas, veja a subseção Mani-
folds with Corners que se inicia na página 415 da referência [13].

A demonstração do Teorema 5.1.1 pode ser encontrada em [20]. Por outro lado a
demonstração do teorema Teorema 5.1.2 é direta consequência direta das técnicas descritas
nos artigos [19], [20] e [25].

Podemos agora demonstrar os resultados com respeito à estabilidade estrutural desli-
zante.

Proposição 5.1.1 ([6]). Seja 𝑍0 = (𝑋0, 𝑌0) ∈ Ξ0 de forma que 𝑍0 não possui Σ-blocos,
então 𝑆𝑍0

= ∅, Σ = Σ𝑐 e 𝑍0 é Σ-semilocalmente estruturalmente estável em Ω𝑟(𝑀,Σ).

Demonstração. Perceba que se 𝑆𝑍0
̸= ∅, então Int(Σ𝑠) ̸= ∅ (em decorrência da análise da

caracterização local dos campos em Ξ0 descrita durante toda a seção 4), implicando que
Σ tem um Σ-bloco, consequentemente 𝑆𝑍0

= ∅ e Σ = Σ𝑐.
Considere os mapas contínuos

𝐹∘ : X𝑟
(︁
𝑀∘

)︁
× Σ ⊃ R,

tais que 𝐹∘(𝑋, 𝑝) = 𝑋𝑓(𝑝). Uma vez que Σ é compacto, existem vizinhanças 𝒰 de 𝑋0 e
𝒱 de 𝑌0, de forma que 𝑋ℎ(𝑝)𝑌 ℎ(𝑝) > 0, para todo 𝑋 ∈ 𝒰 e 𝑌 ∈ 𝒱 e 𝑝 ∈ Σ.
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Perceba que Σ𝑐(𝑍) = Σ, e 𝑍0 e 𝑍 são semilocalmente equivalentes em Σ, para 𝑍 =
(𝑋, 𝑌 ) ∈ 𝒰 × 𝒱. De fato, existe 𝜀 > 0 tal que 𝜙𝑍(𝑡, 𝑥) é deĄnida para todo 𝑍 ∈ 𝒰 × 𝒱 e
𝑡 ∈ [⊗𝜀, 𝜀]. Tomemos 𝑍 ∈ 𝒰 × 𝒱. Uma vez que Σ = Σ𝑐(𝑍0) = Σ𝑐(𝑍), os conjuntos

𝑈0 = ¶𝜙𝑍0
(𝑡, 𝑥); 𝑥 ∈ Σ e 𝑡 ∈ (⊗𝜀, 𝜀)♢

e
𝑈 = ¶𝜙𝑍(𝑡, 𝑥); 𝑥 ∈ Σ e 𝑡 ∈ (⊗𝜀, 𝜀)♢

são abertos.
Consideramos então o homeomorĄsmo

ℎ : 𝑈0 ⊃ 𝑈

𝜙𝑍0
(𝑡, 𝑥) ↦⊃ 𝜙𝑍(𝑡, 𝑥),

temos que ℎ é uma conjugação entre os campos 𝑍0♣𝑈0
e 𝑍♣𝑈 , mostrando assim a estabi-

lidade estrutural Σ-semilocal de 𝑍0.

Proposição 5.1.2 ([6]). Seja 𝑍0 ∈ Ξ0. Então, 𝑍0 é Σ-bloco estruturalmente estável se,
e somente se, 𝑍0 é Σ-semilocalmente estruturalmente estável em Σ.

Demonstração. Suponha primeiramente que 𝑍0 é Σ-bloco estruturalmente estável. Se
𝑍0 não possui Σ-blocos, então a Proposição 5.1.1 garante que 𝑍0 é Σ-semilocalmente
estruturalmente estável.

Assuma agora que 𝑈1, 𝑈2, . . . , 𝑈𝑘 são todos os Σ-blocos de 𝑍0. Por hipótese, para
cada 𝑖 ∈ ¶1, . . . , 𝑘♢, existe uma vizinhança 𝒰𝑖 de 𝑍0 em Ω𝑟(𝑀,Σ) tal que 𝑍0 e 𝑍 são
semilocalmente equivalentes em 𝑈𝑖 para cada 𝑍 ∈ 𝒰𝑖.

Tome 𝒰 = 𝒰1 ∩ . . . ∩ 𝒰𝑘 e 𝑍 ∈ 𝒰 . Então existem vizinhanças compactas disjuntas 𝑉𝑖
de 𝑈𝑖 em 𝑀 e homeomorĄsmos ℎ𝑖 : 𝑉𝑖 ⊃ 𝑉𝑖 que levam órbitas de 𝑍0 em órbitas de 𝑍,
preservando a orientação, para cada 𝑖 ∈ ¶1, . . . , 𝑘♢. É claro que 𝑍0 e 𝑍 são transversais a
𝜕𝑉𝑖 ∩ Σ, mais ainda, podemos construir cada ℎ𝑖 de forma que ℎ𝑖♣𝜕𝑉i

= id.
DeĄna então 𝑉 = 𝑉1 ∪ . . .∪ 𝑉𝑘. Como 𝑍0 ∈ Ξ0, temos que Σ ∖ 𝑉 ⊆ Σ𝑐(𝑍0) e Σ ∖ 𝑉 ⊆

Σ𝑐(𝑍). DeĄnindo ℎ♣𝑉 = ℎ𝑖 e ℎ♣Σ∖𝑉 = id. Podemos então construir um homeomorĄsmo
ℎ : 𝑈 ⊃ 𝑈 (como feito diversas vezes na seção 4) que mapeia órbitas de 𝑍0 em órbitas
de 𝑍, sendo 𝑈 uma vizinhança de Σ. Portanto, 𝑍0 é Σ-semilocalmente estruturalmente
estável em Σ.

DeĄniremos agora um conjunto importantíssimo para a análise da estabilidade estru-
tural deslizante.

DeĄnição 5.1.5. O conjunto Ω𝑟
𝑆𝐿𝑅(𝑀,Σ) ⊆ Ξ0 é o conjunto dos campos 𝑍 ∈ Ω𝑟(𝑀,Σ)

tais que 𝑍 satisfaz

𝐺) 𝑍 ∈ Ξ0;

𝐹1) se 𝑝 ∈ Σ é um ponto de dobra-dobra hiperbólico ou elíptico de 𝑍, então 𝑍𝑑𝑁 não
possui variedade central em 𝑉𝑝 ∩ Σ𝑑, sendo 𝑉𝑝 uma vizinhança de 𝑝 em Σ;

𝐹2) se 𝑝 ∈ Σ é um ponto de dobra-dobra parabólico de 𝑍, então 𝐹𝑁𝑍 é transiente em
𝑉𝑝 ∩ Σ𝑑 (isto é, toda órbita começando em 𝑉𝑝 ∩ Σ𝑑 escapa de tal conjunto em tempo
positivo e negativo); ou possui uma singularidade hiperbólica em 𝑝, sendo 𝑉𝑝 uma
vizinhança de 𝑝 em Σ;
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𝐹3) não existem conexões de pontos de dobra-dobra por meio das órbitas de 𝑍𝑑 em Σ𝑑;

𝐹4) não existem conexões entre um ponto de dobra-dobra e um ponto de sela de 𝑍𝑑𝑁 ;

𝐼1) 𝑍𝑑𝑁

⧹︃⧹︃⧹︃
Σd

possui apenas um número Ąnito de pontos de pseudoequilíbrio, estando todos
esses pontos contidos em Int(Σ𝑠) ;

𝐼2) 𝑍𝑑𝑁

⧹︃⧹︃⧹︃
Σd

possui apenas Ąnitas órbitas periódicas, todas elas hiperbólicas, estando tais

órbitas contidas em Int(Σ𝑑);

𝐼3) 𝑍𝑑𝑁 não possui conexão de selas em Σ𝑑;

𝐵1) não existe órbita de 𝑍𝑑𝑁 contida em Σ𝑠 com dois pontos de tangência de 𝑍𝑑𝑁 com
𝜕Σ𝑑 ;

𝐵2) cada separatriz de 𝑍𝑑𝑁 é transversal a 𝜕Σ𝑑 (exceto em pontos de dobra-dobra); e

𝑅) 𝑍𝑑𝑁 não possui órbitas recorrentes.

Demonstraremos agora o teorema principal da seção.

Teorema 5.1.3 ([6]). 𝑋 estruturalmente deslize estável em Ω𝑟(𝑀) se, e somente se,
𝑋 ∈ Ω𝑟

𝑆𝐿𝑅(𝑀,Σ).

Demonstração. Tomemos 𝑍0 = (𝑋0, 𝑌0) ∈ Σ𝑟
𝑆𝐿𝑅(𝑀,Σ). Se Σ = Σ𝑠(𝑍0), então 𝑍𝑑0 está

deĄnido em todo Σ. Uma vez que Σ é compacto, existe uma vizinhança 𝒱 de 𝑍0 em
Ω𝑟(𝑀,Σ) de forma que para todo 𝑍 ∈ 𝒱 , o campo de deslize 𝑍𝑑 está deĄnido para todo
Σ. Portanto, 𝑍0 é deslize estruturalmente estável em decorrência do Teorema 5.1.1.

Assumimos agora que Σ𝑠(𝑍0) ̸= Σ. Sejam 𝑝1(𝑍0), . . . , 𝑝𝑛(𝑍0) os ponto de dobra-dobra
de Σ𝑠(𝑍0). Considere o conjunto Σ𝑠(𝑍0) ∖ ¶𝑝1(𝑍0), . . . , 𝑝𝑛(𝑍0)♢, podemos deĄnir 𝐶𝑖(𝑍0),
𝑖 ∈ ¶1, . . . , 𝑘♢, as componentes conexas de Σ𝑠(𝑍0) ∖ ¶𝑝1(𝑍0), . . . , 𝑝𝑛(𝑍0)♢. Uma vez que
𝑍0 ∈ Ξ0, cada

𝑅𝑖(𝑍0) ..= 𝐶𝑖(𝑍0), 𝑖 ∈ ¶1, . . . , 𝑘♢
é uma 2 variedade compacta e conexa com quinas. Mais ainda, perceba que 𝑍0

𝑑
𝑁 é

transversal a 𝜕𝑅𝑖 (relembre que só faz sentido falar de transversalidade em pontos que não
são quinas). Em decorrência da demonstração do Teorema 3.2 e do Teorema 3.3 podemos
tomar uma vizinhança 𝒱1 suĄcientemente pequena em torno de 𝑍0 em Ω𝑟(𝑀,Σ), tal que
todo 𝑍 ∈ 𝒱1 possui os únicos pontos de dobra como sendo ¶𝑝1(𝑍), . . . , 𝑝𝑛(𝑍)♢ e

‖𝑝𝑖(𝑍0) ⊗ 𝑝𝑖(𝑍)‖< 𝜀, ∀ 𝑖 ∈ ¶1, . . . , 𝑛♢,
onde 𝜀 é um número positivo tão pequeno quanto se queira (relembre que 𝑀 está mer-
gulhada em algum R𝑛 e a norma descrita acima é a norma em tal espaço euclidiano).
Podemos também supor que cada 𝑝𝑖(𝑍) possui o mesmo tipo de visibilidade que 𝑝𝑖(𝑍0).
Mais ainda, conseguimos diminuir 𝒱1 de forma que

dist𝐻(𝑅𝑖(𝑍0), 𝑅𝑖(𝑍)) < 𝜀,

sendo dist𝐻 a distância de Hausdorff, isto é, se 𝑋 e 𝑌 são subconjuntos de 𝑅𝑛,

dist𝐻(𝑋, 𝑌 ) = max

∮︁
sup
𝑥∈𝑋

inf
𝑦∈𝑌

‖𝑥⊗ 𝑦‖, sup
𝑦∈𝑌

inf
𝑥∈𝑋

‖𝑥⊗ 𝑦‖
⨀︀
.

Dessa forma, tomando 𝜀 suĄcientemente pequeno podemos garantir que cada 𝑅𝑖(𝑍0)
é homeomorfo a 𝑅𝑖(𝑍), para todo 𝑍 ∈ 𝒱1.
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AĄrmação 5.1.1. Tomando 𝑍 ∈ 𝒱1, para todo 𝑖 ∈ ¶1, . . . , 𝑘♢, existe um homeomorĄsmo
ℎ𝑖𝑍 : 𝑅𝑖(𝑍0) ⊃ 𝑅𝑖(𝑍) que preserva o tipo de singularidade na fronteira e que carrega
órbitas do campo de deslize de 𝑍𝑑0 em órbitas de deslize de 𝑍𝑑, preservando a orientação.
Mais ainda, ℎ𝑖𝑍(𝑝𝑗(𝑍0)) = 𝑝𝑗(𝑍0), para todo 𝑝𝑗(𝑍0) ∈ 𝑅𝑖(𝑍0).

Demonstração. Por simplicidade, denote 𝑅 ..= 𝑅𝑖(𝑍0) e ̃︀𝑅 ..= 𝑅𝑖(𝑍).
Suponha primeiramente que 𝑅 não possui vértices, o que implica 𝜕𝑅 é suave e portanto

𝑅 é uma variedade suave com bordo. Sendo assim, existe um difeomorĄsmo Ψ : 𝑅 ⊃ ̃︀𝑅
de forma que ̃︀𝑅 = 𝑅𝑖(𝑍). Portanto existe um homeomorĄsmo ̃︀ℎ : 𝑅 ⊃ 𝑅 que é uma
equivalência entre 𝑍0 e Ψ*𝑍, por meio do Teorema 5.1.2 (perceba que toda variedade com
bordo é uma variedade com quinas). Dessa forma, ℎ = Ψ ◇ ̃︀ℎ satisfaz as propriedades
requeridas.

Vimos na Proposição 3.2 que não é possível existir apenas um ponto de dobra-dobra
de 𝑍0. Iremos fazer a demonstração apenas o caso em que existem apenas dois pontos de
dobra-dobra em 𝑍. Ficará claro da demonstração que o mesmo método consegue mostra o
resultado para uma quantidade arbitrária de pontos de dobra-dobra. Sejam 𝑝1 = 𝑝1(𝑍0) e
𝑝2 = 𝑝2(𝑍0) os pontos de dobra-dobra em 𝑅, de maneira análoga , denotamos ̃︀𝑝𝑖 = ̃︀𝑝𝑖(𝑍),
𝑖 ∈ ¶1, 2♢. Podemos decompor 𝜕𝑅 = 𝐴1 ∪𝐴2, sendo cada 𝐴𝑖 uma variedade com bordo
de forma que 𝜕𝐴𝑖 = ¶𝑝1, 𝑝2♢. Relembre que 𝑍0

𝑑
𝑁 é transversal a 𝐴𝑖 (só faz sentido falar

de transversalidade em pontos que não são os extremos de 𝐴𝑖). Segue que 𝑍0
𝑑
𝑁 satisfaz

as condições do Teorema 5.1.2, exceto pelos pontos 𝑝𝑖. Dessa forma, precisamos entender
a dinâmica pontos de 𝑝𝑖. É fácil ver que conseguimos uma vizinhança 𝑉𝑖 de 𝑝𝑖 em Σ,
difeomorfo a um disco, de forma que é satisfeito apenas um dos seguintes casos:

I - (𝑖) 𝑍0𝑁
𝑑 é transversal a 𝜕𝑉𝑖 ∩𝑅; (𝑖𝑖) existe uma única órbita Γ de 𝑍0

𝑑
𝑁 partindo

de 𝑝𝑖 e atingindo 𝜕𝑉𝑖 ∩𝑅; e (𝑖𝑖𝑖) cada órbita passando através de outro ponto de
𝑉𝑖 ∩𝑅 parte de um arco 𝐴𝑖 e atinge 𝜕𝑉𝑖 ∩𝑅 em tempo Ąnito.

II - (𝑖) 𝑍0𝑁
𝑑 é transversal a 𝜕𝑉𝑖 ∩𝑅, sendo que 𝑥0 tem contato quadrático com 𝜕𝑉 ∩𝑅;

(𝑖𝑖) cada órbita passando por um ponto 𝑉 ∩𝑅 parte de 𝜕𝑉 ∩𝑅) ∪ (𝐴1 ∩ 𝑉 ) ∪ (𝐴2 ∪
𝑉 ) e atinge 𝑝𝑖 em tempo inĄnito.

III - (𝑖) 𝑍0𝑁
𝑑 é transversal a 𝜕𝑉𝑖 ∩ 𝑅, exceto em um ponto 𝑥0 ∈ 𝜕𝑉𝑖 ∩ Int(𝑅); e (𝑖𝑖)

Cada órbita de 𝑉𝑖 ∩𝑅 ou parte de 𝐴1 e atinge 𝐴2 ou parte de 𝜕𝑉𝑖 e atinge 𝜕𝑉 .

IV - (𝑖) 𝑍0𝑁
𝑑 é transversal a 𝜕𝑉𝑖 ∩𝑅; (𝑖𝑖) existe uma Σ-separatriz (do tipo nó) Γ0 de

𝑝𝑖 que atinge 𝜕𝑉𝑖 ∩𝑅 em 𝑥0; e (𝑖𝑖𝑖) a órbita passando através de outro ponto de
𝑉𝑖 ∩𝑅 ∖ Γ0 ou parte de 𝐴𝑖1 e atinge 𝜕𝑉𝑖 ou parte 𝑝𝑖 e atinge 𝐴𝑖2𝑐𝑎𝑝𝜕𝑉 , ¶𝑖1, 𝑖2♢ =
¶1, 2♢.

V - (𝑖) 𝑍0𝑁
𝑑 é transversal a 𝜕𝑉𝑖 ∩𝑅, exceto em um ponto 𝑥0 ∈ 𝜕𝑉𝑖 ∩ Int(𝑅), que possui

um contato quadrático com 𝜕𝑉𝑖 ∩ Int(𝑅); (𝑖𝑖) existem duas separatrizes (do tipo
sela) em 𝑝𝑖 que atingem 𝜕𝑉𝑖 em 𝑥1 e 𝑥2, respectivamente, e 𝑥0 está entre 𝑥1 e 𝑥2;
(𝑖𝑖𝑖) cada órbita que passa através de um ponto 𝑉𝑖 ∩𝑅 ou parte de 𝜕𝑉𝑖 e atinge 𝐴𝑖1 ,
ou parte de 𝜕𝑉𝑖 e atinge 𝜕𝑉𝑖, ou parte de 𝐴𝑖2 e atinge 𝜕𝑉𝑖, ¶𝑖1, 𝑖2♢ = ¶1, 2♢.
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Figura 5.1: Representação dos casos (I)-(V), retirada de [6].

Perceba que todas as dinâmicas acima podem ocorrer também em tempo negativo.
É imediato ver que se 𝑍 está suĄcientemente próximo de 𝑍0 em ̃︀𝑝𝑖, existem vizinhanças
̃︀𝑉𝑖 de forma que 𝑍𝑑𝑁 também satisfaz uma das condições de (I-V) em ̃︀𝑉𝑖. Note ainda
que tomando as vizinhanças 𝑉𝑖 e ̃︀𝑉𝑖 suĄcientemente pequenas a variedade com quina
𝐵 ..= 𝑅 ∖ (Int(𝑉1) ∪ Int(𝑉2)) é difeomorfa a ̃︀𝐵 ..= ̃︀𝑉 ∖ (Int( ̃︀𝑉1) ∪ Int( ̃︀𝑉2)). Seja Ψ : 𝐵 ⊃ ̃︀𝐵
tal difeomorĄsmo. Uma vez que 𝑍0

𝑑
𝑁

⧹︃⧹︃⧹︃
𝐵

satisfaz as condições do Teorema 5.1.2, se 𝑍

está suĄcientemente próximo de 𝑍0 existe um homeomorĄsmo ℎ : 𝐵 ⊃ 𝐵 que é uma
equivalência topológica entre 𝑍0

𝑑
𝑁 e Ψ*𝑍

𝑑
𝑁 . Portanto, ̃︀ℎ = Ψ ◇ ℎ é uma equivalência

topológica entre 𝑍𝑁0
⧹︃⧹︃⧹︃
𝐵

e 𝑍𝑁0
⧹︃⧹︃⧹︃ ̃︀𝐵, e é claro que ̃︀ℎ(𝜕𝑉𝑖 ∩ 𝑅) = 𝜕 ̃︀𝑉𝑖 ∩ ̃︀𝑅. Mais ainda, das

técnicas padrões da teoria é claro que existem homeomorĄsmos

𝑓𝑖 : 𝑉𝑖 ∩𝑅 ⊃ ̃︀𝑉𝑖 ∩ ̃︀𝑅,

tais que 𝑓𝑖♣̃︀𝑅 (𝑥) = ̃︀ℎ(𝑥) são equivalências topológicas entre 𝑍0
𝑑
𝑁

⧹︃⧹︃⧹︃
𝑅∩𝑉

e 𝑍𝑑𝑁

⧹︃⧹︃⧹︃ ̃︀𝑅∩̃︀𝑉 . Sendo
assim, deĄnimos

𝜃 : 𝑅 ⊃ ̃︀𝑅

𝑥 ↦⊃
⎧
⨄︁
⎩
̃︀ℎ(𝑥) , se 𝑥 ∈ 𝐵

𝑓𝑖(𝑥) , se 𝑥 ∈ 𝑉𝑖 ∩𝑅.

Em 𝑅, 𝑍𝑑0 e ∘𝑍0
𝑑
𝑁 são topologicamente equivalentes, assim como 𝑍𝑑 e ∘𝑍0

𝑑
𝑁 são equi-

valentes em ̃︀𝑅. O homeomorĄsmo 𝜃 é uma equivalência entre os campos 𝑍𝑑0
⧹︃⧹︃⧹︃
𝑅

e 𝑍𝑑
⧹︃⧹︃⧹︃ ̃︀𝑅.

DeĄnindo ℎ𝑖𝑍
..= 𝜃, a demonstração da aĄrmação é completada.

Usando os homeomorĄsmos ℎ𝑖𝑍 , podemos então o homeomorĄsmo ℎ : Σ𝑑(𝑍0) ⊃ Σ𝑑(𝑍)
por ℎ(𝑥) = ℎ𝑖𝑍(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑅𝑖. Por Ąm, tomando qualquer extensão de ℎ em Σ, mostramos
que 𝑍0 é deslize estruturalmente estável em Ω𝑟(𝑀,Σ).

A recíproca do teorema é óbvia, pois no caso o campo 𝑍 não apresente uma das
condições listadas na deĄnição do conjunto Ω𝑟

𝑆𝐿𝑅, é claro que é possível encontrar um
campo suĄcientemente próximo de 𝑍 com o qual não existe equivalência de deslize.

N.B. 5.1.3. Utilizando os mesmas técnicas de 5.1.1 e 5.1.2, pode-se mostrar que Ω𝑟
𝑆𝐿𝑅(𝑀,Σ)

é aberto e denso em Ω𝑟(𝑀,Σ).
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5.2 Estabilidade Estrutural Σ-Semilocal

O propósito dessa seção é a caracterização da Σ-estabilidade estrutural semilocal no
conjunto Ξ0. Para isso, precisaremos primeiramente de algumas deĄnições.

Considere as seguintes propriedades:

Ξ(𝑃 ) : Se 𝑝 ∈ Σ é um ponto de dobra-dobra invisível-visível de 𝑍 ∈ Ξ0, então o germe de
involução ã𝑋 em 𝑝 associado a 𝑍 (referente ao Lema 4.2.4.6) satisfaz;

1) ã𝑋(𝑆𝑌 ) ⋔ 𝑆𝑌 em 𝑝;

2) 𝐹𝑁𝑍 e 𝜙𝑋*
𝐹𝑁𝑍 são transversais a cada ponto de Σ𝑠 ∩ ã𝑋(Σ𝑢); e

3) ã𝑋(𝑆𝑌 ) ⋔ 𝐹𝑁𝑍 em 𝑝.

Ξ(𝐸) : Se 𝑝 ∈ Σ é um ponto de dobra-dobra elíptico, o mapa de primeiro retorno ã𝑍
associado a 𝑍 possui um ponto Ąxo do tipo sela com ambas as variedades invariantes
𝑊 𝑢,𝑠
𝑙𝑜𝑐 estão contidas em Σ𝑐.

DeĄnição 5.2.1. Consideramos o conjunto Ω𝑟
Σ ⊆ Ξ0 como sendo o conjunto dos campos

𝑍 ∈ Ξ0 tais que

𝑆) 𝑍 ∈ Ω𝑟
𝑆𝐿𝑅;

𝐹 ) Se 𝑝 ∈ Σ é um ponto de dobra-dobra de 𝑍, então Ξ(𝑃 ) ou Ξ(𝐸) são satisfeitos em
𝑃 .

O objetivo dessa seção é a demonstração do seguinte teorema.

Teorema 5.2.1 ([6]). O campo 𝑍 ∈ Ξ0 é Σ-semilocalmente estruturalmente estável se,
e somente se, 𝑍 ∈ Ω𝑟

Σ. Mais ainda Ω𝑟
Σ não é residual em Ξ0 e consequentemente não é

aberto e denso em Ω𝑟(𝑀,Σ).

Antes de seguir com a demonstração de tal teorema iremos fazer algumas observações
pertinentes. Começaremos avaliando a existência de variedades invariantes com respeito
ao conjunto de tangência.

DeĄnição 5.2.2. Seja 𝑁𝑝 o vetor normal a Σ em 𝑝, de modo que 𝑁𝑝 ∈ 𝑇𝑝𝑀 . Dado
Ú ∈ R, o conjunto

ΣÚ = ¶𝑝+ Ú𝑁𝑝; 𝑝 ∈ Σ♢
é chamado de Ú-laminação de Σ.

N.B. 5.2.1. É facil ver que ∪(⊗Ú,Ú)ΣÚ ∩𝑀 é um aberto de 𝑀 .

Iremos estudar propriedades básicas em torno de uma singularidade tangencial gené-
rica, i.e., um ponto ou de dobra-regular, ou de cúspide regular, ou de dobra-dobra. Esse
entendimento em torno desse tipo de singularidade nos possibilitará o entendimento da
estabilidade estrutural Σ-semilocal.

Começaremos considerando um campo 𝑍 = (𝑋, 𝑌 ) ∈ Ω𝑟
Σ. Perceba que para cada

𝑝 ∈ Σ então 𝑝 é ou um ponto regular-regular ou um ponto dobra-regular ou cúspide-
regular ou dobra-dobra, uma vez que 𝑍 ∈ Ξ0.
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Se 𝑝 é um ponto dobra-regular, relembre da demonstração do Teorema 4.2.2.1 que
existe um difeomorĄsmo

Ψ : 𝑉𝑝 ⊃ 𝑅𝑝 := [⊗𝑙(𝑝), 𝑙(𝑝)] × [⊗𝐻(𝑝), 𝐻(𝑝)]2 ⊆ R
3,

de forma que 𝐻(𝑝), 𝑙(𝑝) > 0 e a órbita de 𝑋 que passa por 𝑝 é levada na órbita de
Ψ*𝑋(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (0, 1, Ó𝑦) passando por Ψ(𝑝) = 0, sendo Ó = sgn(𝑋2𝑓(𝑝)). Então 𝜙Ψ*𝑋 de
Ψ*𝑋 é dado por

𝜙Ψ*𝑋(𝑡, (𝑥, 𝑦, 𝑧)) =

(︃
𝑥, 𝑡+ 𝑦, à

(︃
(𝑡+ 𝑦0)2

2
+ 𝑧 ⊗ 𝑦2

2

)︃)︃
.

Perceba ainda que 𝑙(𝑝) é um número real que pode ser tomado pequeno o bastante
para que 𝑋𝑓(𝑞) ̸= 0, qualquer 𝑞 ∈ 𝑉𝑝. No caso Ó > 0, é claro que Ψ*𝑋 é transversal a cada
lado de 𝑅𝑝 ∩𝑀+, com exceção na curva de pontos dobra-regular 𝐿 = ¶(𝑥, 𝑦, 𝑧); ⊗𝑙(𝑝) ⊘
𝑥 ⊘ 𝑙(𝑝), 𝑦 = 𝑧 = 0♢.

Consideramos os pontos 𝑥∘ = (𝑥,∘
√︁

2𝐻(𝑝), 𝐻(𝑝)). Quando 𝑡 = ∘
√︁

2𝐻(𝑝) (respecti-
vamente), temos que 𝜙Ψ*𝑋(𝑡, (𝑥, 0, 0)) = 𝐻(𝑝). Podemos escolher 𝐻(𝑝) suĄcientemente
pequeno de forma que 𝑥∘ ∈ 𝑅𝑝 para todo 𝑥 ∈ 𝐿. O teorema 4.2.2.1 nos garante que as
órbitas de 𝑌 são levadas em órbitas de (0, 0, 1) respeitando a orientação. Consideramos
então a variedade invariante 2-dimensional de 𝑍 com respeito a 𝑝,

𝑊𝑝 = Ψ⊗1(𝑊+
𝑝 ∪𝑊⊗

𝑝 ),

com
𝑊⊗
𝑝 = ¶(𝑥, 0, 𝑡); ♣𝑥♣⊘ 𝑙(𝑝),⊗𝐻(𝑝) ⊘ 𝑥 ⊘ 0♢,

e

𝑊+
𝑝 =

∮︁(︃
𝑥, 𝑡,

𝑡2

2

)︃
; ♣𝑥♣⊘ 𝑙(𝑝), ♣𝑡♣⊘

√︁
2𝐻(𝑝)

⨀︀
.

N.B. 5.2.2. É importante notar que o conjunto 𝑊𝑝 não é uma variedade de fato, porém
𝑊𝑝 ∖𝐿 é composto por 2 variedades suaves disjuntas.

Agora, se Ó < 0, podemos deĄnir os mesmos objetos, considerando os conjuntos

𝑊⊗
𝑝 = ¶(𝑥, 0, 𝑡); ♣𝑥♣⊘ 𝑙(𝑝),⊗𝐻(𝑝) ⊘ 𝑡 ⊘ 0♢

e

𝑊+
𝑝 =

∮︁(︃
𝑥, 𝑡,⊗𝑡2

2
+𝐻(𝑝)

)︃
; ♣𝑥♣⊘ 𝑙(𝑝), ♣𝑡♣⊘ 2

√︁
2𝐻(𝑝)

⨀︀
.

Sendo assim, o conjunto
𝑊𝑝 = Ψ⊗1(𝑊⊗

𝑝 ∪𝑊+
𝑝 )

consiste da união de 2 variedades conexas.
Agora, se 𝑝 é um ponto cúspide-regular, a demonstração do Teorema 4.2.3.1 garante

que existe uma vizinhança 𝑉𝑝 em torno de 𝑝 de forma que é possível a criação de uma
carta

Ψ : 𝑉𝑝 ⊃ 𝑅(𝑝)

que leva cada órbita de 𝑞 ∈ 𝑉𝑝 em uma órbita de Ψ*𝑋(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (1, 0, Ó(𝑥2 ⊗ 𝑦)), passando
por Ψ(𝑞) e preservando a orientação, sendo Ó = sgn

(︁
𝑋3

0𝑓(𝑝)
)︁
.
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Considere Ó = 1 (o caso em que Ó = ⊗1 é análogo). Em tal situação, o Ćuxo 𝜙Ψ*𝑋 de
Ψ*𝑋 é dado por

𝜙Ψ*𝑋(𝑡, (𝑥, 𝑦, 𝑧)) =

(︃
𝑡+ 𝑥, 𝑦,

(𝑡+ 𝑥)3

3
+ 𝑦𝑡+ 𝑧 ⊗ 𝑥3

3

)︃
.

Ψ*𝑋 é transversal a cada lado de 𝑅𝑝 ∩ 𝑀+, exceto na curva 𝐿 = ¶(𝑥, 𝑦, 𝑧); ♣𝑥♣<√︁
𝑙(𝑝), 𝑦 = ⊗𝑥2, 𝑧 = 0♢. Mais ainda,

sgn
(︁
(Ψ*𝑋)2𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)

)︁
= sgn(𝑥),

para cada (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐿. Além disso, (0, 0, 0) é um ponto de cúspide de Ψ*𝑋 tal que
sgn (Ψ*𝑋) (0, 0, 0) = 1.

Consideremos o ponto de dobra regular 𝑝𝑥 = (𝑥,⊗𝑥2, 0) (𝑥 > 0). Segue que a órbita
que passa por 𝑝𝑥 é deĄnida por

Ò𝑥(𝑡) =

(︃
𝑡+ 𝑥,⊗𝑥2,

(𝑡+ 𝑥)3

3
⊗ 𝑥2𝑡⊗ 𝑥3

3

)︃
.

Em particular, se ℎ0 = 3
4𝐻(𝑝) > 0, então Òℎ(𝐻(𝑝)) = (⊗ℎ0,⊗ℎ2

0, 𝐻(𝑝)), sendo tal
ponto um ponto de dobra-regular.

Note aqui que a curva Òℎ0
é tangente aos planos 𝑧 = 0 e 𝑧 = 4

3ℎ
3 =: Óℎ e está contida no

plano 𝑦 = ⊗ℎ2. Mais ainda, Òℎ intercepta 𝑧 = 0 em (ℎ,⊗ℎ2, 0) e em 𝑃ℎ = (⊗2ℎ,⊗ℎ2, 0).
Essa órbita também atinge 𝑧 = Óℎ em 𝑄ℎ = (⊗ℎ,⊗ℎ2, Óℎ) e no ponto (2ℎ,⊗ℎ2, Óℎ). Mais
ainda, se ℎ ⊃ 0, então 𝑃ℎ, 𝑄ℎ ⊃ 0 e Óℎ ⊃ 0. Portanto, podemos considerar o conjunto

𝑊𝑝(0)+ =
{︂
Ò𝑥(𝑡); 0 ⊘ 𝑥 ⊘

√︁
𝑙(𝑝), 𝑡 ∈ 𝐼𝑥 = [𝑇⊗(𝑥), 𝑇+(𝑥)]

}︂
,

onde 𝐼𝑥 é o intervalo maximal tal que Ò𝑥(𝐼𝑥) ⊆ 𝑅𝑝.
Agora, se Ązermos as mesmas contas acima, analisando o plano 𝑧 = 0, analisássemos

o plano 𝑧 = 𝐻(𝑝) ao invés do plano 𝑧 = 0. DeĄnimos de maneira análoga a variedade
invariante 2-dimensional

𝑊+
𝑝 (𝐻(𝑝)) =

{︂
𝜙Ψ*𝑋(𝑡, (𝑥,⊗𝑥2, 𝐻(𝑝)); ⊗

√︁
⊗𝑙(𝑝) ⊘ 𝑥 < 0, 𝑡 ∈ 𝐼𝑥 = [𝑇⊗(𝑥), 𝑇+(𝑥)]

}︂
,

onde 𝐼𝑥 é o intervalo maximal tal que 𝜙Ψ*𝑋(𝐼𝑥, (𝑥,⊗𝑥2, 𝐻(𝑝))) ⊆ 𝑅𝑝.
Perceba então que 𝑊+

𝑝 (0) e 𝑊+
𝑝 (𝐻(𝑝)) se interceptam em Òℎ0

. Seja 𝑊+
𝑝 = 𝑊+

𝑝 ∪
𝑊+
𝑝 (𝐻(𝑝)) e considere 𝑆 = (𝑊𝑝 ∪ 𝑆Ψ*𝑋) ∩ ¶𝑧 = 0♢, deĄnimos

𝑊⊗
𝑝 = ¶(𝑥, 𝑦, 𝑡); ⊗𝐻(𝑝) ⊘ 𝑡 < 0, (𝑥, 𝑦, 0) ∈ 𝑆♢.

E consideramos 𝑊𝑝0
= Ψ⊗1(𝑊+

𝑝 ∪𝑊⊗
𝑝 ).

Finalmente, se 𝑝 é um ponto de dobra-dobra, construímos as variedades invariantes
como no caso de dobra-regular. Perceba que como 𝑍 pertence a Σ𝑟

Σ, o ponto 𝑝 satisfaz
as condições de estabilidade estrutural local em 𝑝. Então, pelos resultados da subseção
4.2.4, existe um homeomorĄsmo ℎ𝑝 : 𝑉𝑝 ⊃ 𝑉𝑝 que carrega órbitas de 𝑍 em órbitas de ̃︀𝑍.

Mais ainda, todas as trajetórias que não pertencem às variedades invariantes inter-
ceptam 𝜕𝑉𝑝 de maneira transversal e, se considerarmos uma vizinhança 𝑉 de Σ em 𝑀
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suĄcientemente pequena, uma órbita contida em 𝑉 pode interceptar Σ mais de uma vez
somente dentro da vizinhança 𝑉𝑝 e em pontos de dobra-dobra elípticos.

Portanto, existem mapas de primeiro retorno apenas localmente em 𝑉 e como ℎ𝑝 é uma
equivalência local entre 𝑍 e ̃︀𝑍 em 𝑝, podemos estender tais mapas em uma equivalência
semlocal entre 𝑍 e ̃︀𝑍 em Σ. Segue então que os primeiros retornos não são uma obstrução
a Σ-estabilidade estrutural semilocal.

Sendo assim, para cada 𝑝 ∈ Σ somos capazes de podemos escolher 𝑉𝑝 de 𝑝 em 𝑀 da
seguinte forma:

1. se 𝑝 é regular regular, então cada 𝑞 ∈ Σ ∩ 𝑉𝑝 é um ponto regular-regular de 𝑍 e
𝑋, 𝑌 são transversais a 𝜕𝑉𝑝; e

2. se 𝑝 é uma singularidade tangencial elementar, consideramos 𝑉𝑝 a vizinhanças cons-
truídas acima.

Por compactidade, existe uma subcobertura Ąnita ¶𝑉𝑝i
♢𝑛𝑖=1 de Σ. Dessa maneira, existe

um atlas Ąnito

¶(𝜙𝑖, 𝑉𝑝i
)♢𝑛𝑖=1, (5.2.1)

de forma que 𝑉𝑝i
satisfaz 1 ou 2.

DeĄnimos

𝑉 =
𝑛⋃︁

𝑖=1

𝑉𝑝i
,

segue que existe 𝑙 > 0 com
Λ :=

⋃︁

Ú∈(⊗𝑙,𝑙)

ΣÚ ⊆ 𝑉.

Perceba, que para cada 𝑝 ∈ 𝑆𝑍 as laminações Σ∘𝑙 ∩ 𝑉𝑝 correspondem a planos 𝑧 = ∘𝑎
na vizinhança de 𝑅, para algum 𝑎 > 0. Perceba também que podemos assumir, sem perda
de generalidade, que 𝐻(𝑝) = 𝑎.

Uma vez que Λ é construída pelas laminações de Σ em direção ao vetor normal de Σ,
segue que o mesmo tipo de tangência de 𝑆𝑍 persiste em 𝜕Λ.

É importante notar que as variedades invariantes de uma singularidade tangencial
elementar 𝑝 só depende do tipo de tangência de Ψ*𝑍 em 𝑧 = 0, 𝑧 = 𝐻(𝑝) e 𝑧 = ⊗𝐻(𝑝).
Portanto, só existe uma dependência intrínseca nos pontos de tangência de 𝑍 com Σ e
com Σ∘.

Sendo assim só existe precisamos apenas provar que todas as variedades invariantes
locais são originárias de uma variedade invariante global de 𝑆𝑍 .

Para clariĄcar ideias, iremos analisar o caso em que as variedades invariantes originais
de uma variedade global no caso em que 𝑆𝑍 = 𝑆𝑋 e 𝑆𝑋 é um conjunto conexo composto
por pontos dobra-regulares e apenas 2 pontos cúspide-regulares.

Sejam 𝑝, 𝑞 os pontos cúspide-regulares de 𝑍. O conjunto 𝑆𝑋 é composto por dois arcos
𝐴1 e 𝐴2 com extremos 𝑝, 𝑞, tais que os pontos dobra-regulares em 𝐴1 ∖ ¶𝑝, 𝑞♢ são visíveis
e os pontos 𝐴2 ∖ ¶𝑝, 𝑞♢ são invisíveis.

Uma vez que 𝐴1 é compacto e 𝐴1 ⊆ Σ, existe ¶𝑉𝑖♢𝑘𝑖=1 ⊆ ¶𝑉𝑝i
♢𝑛𝑖=1 de forma que

𝐴1 ⊆ ∪𝑉𝑖. Podemos assumir que 𝑉𝑖 ∩ 𝑉𝑖+1 ̸= ∅, ∀ 𝑖 ∈ ¶1, . . . , 𝑛⊗ 1♢.
Pelos comentários anteriores, cada 𝑉𝑖 possui uma variedade invariante dada pela ima-

gem de 𝜙𝑋(𝑡; 𝑝), com 𝑇 𝑖⊗(𝑝) ⊘ 𝑡 ⊘ 𝑇 𝑖+(𝑝), sendo 𝑇 𝑖⊗(𝑝) < 0 < 𝑇 𝑖+(𝑝) e 𝑝 ∈ 𝐴1 ∩ 𝑉𝑖. Tome
𝑞 ∈ 𝐴1 ∩ √︃ (𝑉𝑖 ∩ 𝑉𝑗) e restrinja os valores de 𝑡 ao intervalo com extremos

𝑇+(𝑞) = min¶𝑇 𝑖,𝑗+ (𝑞)♢ e 𝑇⊗(𝑞) = min¶𝑇 𝑖,𝑗⊗ (𝑞)♢.
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É suĄciente então, reduzir as alturas das vizinhanças 𝑅𝑖 para concatenar as variedades,
e repetindo o processo, podemos estender a variedade invariante para todo o arco 𝐴1

obtendo 𝑊+
1 .

Note agora que as vizinhanças 𝑉1 e 𝑉𝑛 possuem os pontos de cúspide-regular de 𝑍,
mais ainda, as variedades invariantes de 𝑉1 e 𝑉𝑛 concatenam com a variedade invariante
do conjunto 𝑉2 ∪ . . .∪ 𝑉𝑛⊗1, que possui apenas pontos de dobra-regulares visíveis.

Repetindo a construção, encontramos uma variedade invariante global para o arco 𝐴2,
criando assim 𝑊+

2 . Perceba então, que 𝑊+
1 e 𝑊⊗

2 se concatenam de maneira natural,
uma vez que 𝑉1 e 𝑉𝑛 pertencem à cobertura de ambos os arcos 𝐴1, 𝐴2.

O caso geral se demonstra de maneira análoga ao caso anterior.

Demonstração do Teorema 5.2.1. Sejam 𝑍 = (𝑋, 𝑌 ) ∈ Ω𝑟
Σ e 𝑈0 um Σ-bloco de 𝑍. Mos-

traremos que 𝑍 é Σ-semilocalmente estruturalmente estável. Se 𝑍 não possui Σ-blocos,
então o resultado é consequência imediata do Teorema 5.1.1.

Caso 𝑈0 = Σ, a condição 𝑆 da DeĄnição 5.2.1 implica por meio do Teorema 5.1.3
a existência de uma vizinhança 𝒰 de 𝑍 em Ξ0, tal que para todo campo ̃︀𝑍 ∈ 𝒰 existe
um homeomorĄsmo ℎ𝑠 : Σ ⊃ Σ que leva órbitas de deslize do campo 𝑍 em órbitas de
deslize do campo ̃︀𝑍. Utilizamos a mesma ideia da demonstração do Teorema 5.1.1 para
criar um homeomorĄsmo ℎ : 𝑉 ⊃ 𝑉 , onde 𝑉 é uma vizinhança aberta de Σ, ℎ♣Σ = ℎ𝑠 e
ℎ leva órbitas de 𝑍 em órbitas de ̃︀𝑍, preservando a orientação. Mostrando estabilidade
estrutural Σ-semilocal de 𝑍.

Finalmente, no caso em que ∅ ≠ 𝑈0 $⊆ Σ, o que signiĄca que 𝑆𝑍 ̸= ∅. Portanto, 𝜕𝑈0

é uma união de círculos de 𝑆𝑋 e 𝑆𝑌 que se interseccionam transversalmente nos pontos
de dobra-dobra de 𝑍. Pelos Lemas 3.1, 3.2 e 3.3, existem uma vizinhança 𝒱 de 𝑍 em Ξ0 e
uma vizinhança compacta 𝑉 de 𝑈0 em Σ, tais que 𝜕𝑉 ⊆ Σ𝑐(𝑍) e, para cada ̃︀𝑍 ∈ 𝒱, existe
um único Σ-bloco 𝑈 em 𝑉 com as mesmas características de 𝑈0, isto é, 𝑍 ∈ 𝒱 satisfaz as
seguintes propriedades:

1. 𝑈0 e 𝑈 possuem o mesmo número de pontos cúspide-regulares e dobra-dobras;

2. existe 𝜀 > 0 tal que, se 𝑝 ∈ 𝜕𝑈 é um ponto cúspide-regular ou um ponto de
dobra-dobra, então existe um único ponto 𝑝0 ∈ 𝜕𝑈0 do mesmo tipo que 𝑝, tal que
♣𝑝⊗ 𝑝0♣< 𝜀; e

3. se 𝑝1
0 e 𝑝2

0 são pontos de 𝜕𝑈0 conectados por uma curva Γ0 de pontos visíveis ou
invisíveis dobra-regular contidos em 𝜕𝑈0, então existem pontos 𝑝1 e 𝑝2 de 𝜕𝑈 do
mesmo tipo de 𝑝1

0 e 𝑝2
0 e uma única curva Γ ⊆ 𝜕𝑈 de pontos de dobra-regulares do

mesmo tipo que Γ0 de forma que 𝑑(Γ,Γ0) < 𝜀.

Note que tal análise implica, em particular, que os círculos de 𝑈0 e 𝑈 possuem a mesma
conĄguração para cada ̃︀𝑍 ∈ 𝒱. Considere então ̃︀𝑍 ∈ 𝒱. Construiremos uma equivalência
Σ-semilocal entre 𝑍 e ̃︀𝑍 em 𝑈 .

Primeiramente deĄnimos ℎ : 𝑈0 ⊃ 𝑈 , usando o Teorema 5.1.3. Consideremos a
vizinhança Λ descrita na parte antes do início dessa demonstração. Note que se 𝑝0 ∈ 𝜕𝑈0

é um ponto de dobra-dobra, então podemos estender ℎ para uma vizinhança 𝑊𝑝 = 𝑉𝑝 ∩ Λ,
como feito durante a demonstração dos teoremas da seção 4.2.4.

Uma vez que ℎ leva singularidades tangenciais de 𝑍 em singularidades tangenciais de
̃︀𝑍, é claro que ℎ leva 𝜕𝑈0 em 𝜕𝑈 . Então, podemos usar os Ćuxos de 𝑍 e ̃︀𝑍 para mapear
a única variedade invariante de 𝑍 na única variedade invariante de ̃︀𝑍.
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Relembre que, fora da variedade invariante, os Ćuxos de 𝑍 e ̃︀𝑍 são transversais a 𝜕Λ.
Considere então uma extensão qualquer de ℎ em uma pequena vizinhança compacta 𝑊
de 𝑈0 ∪𝑈 em Σ.

Seja 𝑉 = ¶𝑝+ Ú𝑁𝑝; 𝑝 ∈ 𝑊,Ú ∈ [⊗𝑙, 𝑙]]♢. Podemos facilmente estender ℎ em 𝑉 através
do Ćuxos de 𝑍 e ̃︀𝑍. De fato, o comportamento de ambos os campos suaves por é trivial fora
da variedade invariante global, de forma que podemos usar os Ćuxos de tais campos e o
mesmo procedimento realizado durante os capítulos 3 e 4 para estender o homeomorĄsmo
ℎ para o aberto 𝑉 . Segue da construção que ℎ mapeia órbitas de 𝑍 em órbitas de ̃︀𝑍,
preservando a orientação.

Segue portanto do Teorema 5.1.2 que 𝑍 é Σ-semilocalmente estruturalmente estável.
Tomemos agora um campo 𝑍 ∈ Ξ0 ∖ Ω𝑟

Σ. Então 𝑍 não satisfaz a propriedade 𝑆) ou a
propriedade 𝑃 ) de Ω𝑟

Σ. Caso 𝑆) não seja satisfeita, o Teorema 5.1.3 nos garante que não
existe estabilidade estrutural de deslise e consequentemente não pode existir estabilidade
estrutural Σ-semilocal de tal campo. Por outro lado se 𝑃 ) não é satisfeita então existe um
ponto 𝑝 de dobra-dobra que não satisfaz Ξ(𝑃 ) ou Ξ(𝐸). Em ambos os casos, os resultados
da seção 4.2.4 garantem que não pode existir nem mesmo estabilidade estrutural local em
𝑝, provando assim o resultado.

Por Ąm, vemos que Ω𝑟
Σ não é residual em Ω𝑟(𝑀,Σ) em decorrência do Teorema 4.2.4.7.

Pois Σ𝑟
Σ ⊆ Σ0 e por sua vez Σ0 não é denso em Ω𝑟(𝑀,Σ).

Caracterizamos assim a estabilidade estrutural Σ-semilocal em Ξ0 ⊆ Ω𝑟(𝑀,Σ).
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