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“I've seen things you people wouldn’t believe,

attack ships on fire off the shoulder of Orion,

I watched c-beams glitter in the dark near the Tannhduser Gate,
all those moments will be lost in time, like tears in rain.

Time to die.”

(Roy Batty - Blade Runner)



Resumo

Esta dissertacao é focada no estudo da estabilidade estrutural de campos suaves por
partes definidos em uma variedade compacta M de dimensao trés, tendo como variedade
de deslise do sistema uma 2-variedade orientavel mergulhada em M. Abordaremos por-
tanto, de forma abrangente, condigoes para que um campo de vetores suave por partes
apresente algum tipo de estabilidade estrutural.

O primeiro passo para conseguir tal objetivo serd definir e entender o conceito de
singularidade tangencial e, mais ainda, definir o que se entende por singularidade tan-
gencial genérica. Mostraremos entdo a existéncia de um conjunto, contido no conjunto
dos campos suaves por partes, de forma que cada um de seus elementos possui apenas
singularidades genéricas, mais ainda, serd possivel demonstrar que tal conjunto é residual
no conjunto dos campos suaves por partes.

O segundo passo serd a demonstracao do teorema conhecido como Forma Normal de
Vishik que nos permitira a anélise local de campos possuintes apenas de singularidades
genéricas. Conseguiremos assim, encontrar condigoes necessarias e suficientes para a
existéncia de estabilidade estrutural local.

Por fim, iremos estender o conceito de estabilidade estrutural local para uma vizi-
nhancas da variedade de deslise e entao encontraremos condi¢oes, baseadas nos teoremas
de Peixoto e nos resultados referentes a estabilidade estrutural local, para que haja a
existéncia desse tipo de estabilidades estrutural.

Palavras-chave:
Sistemas de Filippov, Campos Vetoriais Descontinuos, Estabilidade Estrutural



Abstract

This dissertation is focused on the study of the structural stability of piecewise smooth
vector fields on a three dimensional compact manifold M, where the sliding manifold is a
two dimensional oriented manifold embedded in M. Therefore, we will, in a comprehensive
way, look for conditions such that a piecewise smooth vector fields admit some type of
structural stability.

The first step to achieve this goal will be to define and understand the concept of
tangential singularity and define what is understood by a generic tangential singularity.
We will show the existence of a set, contained in the set of piecewise smooth vector fields,
such that each of its elements has only generic singularities, moreover, it will be possible
to prove that such a set is residual in the set of piecewise smooth vector fields.

The second step of the process will be to prove the theorem known as the Vishik Normal
Form, which will allow us to analyze local fields with only generic singularities. We will
be able to find necessary and sufficient conditions for the existence of local structural
stability.

Finally, we will extend the concept of local structural stability to a neighborhood of
the sliding manifold and then we will find conditions, based on Peixoto’s theorems and
the results referring to local structural stability, for the existence of this type of structural
stability.

Key-words:
Filippov Systems, Discontinuous Vector Fields, Structural Stability.
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Introducao

teoria desenvolvida em volta dos sistemas dinamicos suave por partes possui como

objetivo estudar sistemas que admitem uma mudanca abrupta de comportamento em
uma regiao especifica do espaco. Ela possui aplica¢gbes muito conhecidas na engenharia,
sendo utilizada vastamente em teoria de controle.

Sabemos que para aplicagoes provenientes da engenharia, infelizmente, nenhuma me-
dida é absoluta e portanto as condigOes iniciais do sistema a serem consideradas nunca
sdo exatas, elas sdo apenas tao precisas quanto seu aparelho de medi¢do permitir. Além
disso, muitas vezes as equacoes diferenciais que modelam o problema sdo uma simplifica-
¢ao do modelo real. Sendo assim, muitas vezes as equagoes que modelam o sistema, nao
sao exatamente as propostas pela teoria, mas sim modelos suficientemente proximos.

Tendo este problema em mente, surge a motivacao e necessidade da criagao de uma
teoria de estabilidade estrutural para esse tipo de sistema, uma vez que é interessante
saber se, perante pequenas pertubagcoes no sistema, se a dindmica do fenémeno é alterada
ou nao.

A teoria da estabilidade estrutural em campos vetoriais suaves é completa para 2-
variedades, porém h&a poucos resultados relacionados a esse topico para variedades de
dimensao maior ou igual a 3. Em relagdo a teoria dos campos vetoriais suaves por par-
tes, o problema de estabilidade estrutural também tem despertado o interesse de varios
matematicos e esta area tem se mostrado matematicamente muito promissora.

Os objetivos dessa dissertacao de mestrado sao o estudo e a caracterizacao da esta-
bilidade estrutural local e Y-semilocal de campos suaves por partes em variedades de
dimensao trés. Comecaremos estudando as propriedades gerais dos campos suaves por
partes em dimensao trés, e depois da construcao de uma base tedrica consideravel para
nossos estudos partiremos para a caracterizagao das estabilidades estruturais local e -
semilocal.

Estrutura do Texto e Resultados Principais

Essa dissertacao de mestrado é dividida em 5 capitulos.

Capitulo 1

O primeiro capitulo é apenas uma apresentacao de conceitos que moldarao as principais
ferramentas utilizadas nos demais capitulos, tais como a defini¢ao de inclusao diferencial, a
definicao de singularidade tangencial, e o entendimento da topologia que sera considerada
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nos campos suaves por partes. Além disso o capitulo tem como objetivo mostrar ao
leitor quais sao os requisitos necessarios para a leitura e compreensao do texto. Mais
ainda, nesse capitulo demonstraremos resultados preliminares sobre residualidade como
por exemplo, o Teorema 1.3.6.

Capitulo 2

No segundo capitulo ¢é apresentado e demonstrado o resultado que torna toda a teoria
de estabilidade estrutural em dimensao trés possivel, a Forma normal de Vishik, Teorema
2.2.4. Além disso, serao apresentadas outras formas normais que possuem, em alguns
casos, algumas vantagens em relagdo a forma normal de Vishik, teoremas 2.2.5 e 2.2.6.

Capitulo 3

O capitulo de nimero trés é dedicado ao estudo das propriedades topologicas dos
conjuntos X7 (M%) e Zy. Serd mostrado que podemos caracterizar o conjunto das sin-
gularidades tangenciais de campos nesses conjuntos e mais ainda, que X" (M i) e =0 sao
abertos e densos em X"(M¥) e Q"(M,¥), respectivamente.

Capitulo 4

O quarto capitulo é onde os resultados mais importantes da dissertagao sao demons-
trados. Comecamos relembrando os resultados referentes a estabilidade estrutural no caso
de sistemas suaves e provaremos que o conjunto dos campos globalmente localmente es-
truturalmente estéveis é aberto e denso no conjunto dos campos suaves (Teorema 4.1.2.2
e Teorema 4.1.2.3). Depois, nos concentraremos na analise da estabilidade estrutural de
campos suaves por partes e em decorréncia do capitulo 3, veremos que sera necessario
apenas estudar os campos suaves por partes pertencentes ao conjunto =g. Serd mostrado
pelos Teoremas 4.2.2.2 e 4.2.3.2 que os pontos que sao dobra-regular e cuspide-regular
sao localmente estruturalmente estaveis. Partiremos entdo para andlise dos pontos de
dobra-dobra, encontraremos condicoes para que a estabilidade estrutural seja satisfeita
(Teoremas 4.2.4.9, 4.2.4.11, 4.2.4.12) e 4.2.4.13 e encontraremos condigoes para a nao es-
tabilidade estrutural como por exemplo os Teoremas 4.2.4.10 e Corolarios 4.2.2 e 4.2.3),
mais ainda, conseguiremos provar, por meio no Teorema 4.2.4.7, que o conjunto dos cam-
pos suaves por partes globalmente localmente estruturalmente estaveis nao ¢é residual em

O (M,3).

Capitulo 5

O 1ltimo capitulo dessa dissertacao é dedicado a andlise da estabilidade estrutural
Y-semilocal, mostraremos que pelo Teorema 5.1.3 uma caracterizagao dos campos estru-
turalmente deslise estavel em =y e a caracterizacao da estabilidade estrutural ¥-semilocal
em Eo.
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Capitulo

Preliminares

OMECAREMOS apresentando conceitos fundamentais para o entendimento dos resulta-
dos desenvolvidos nessa dissertacao, os resultados citados e desenvolvidos nessa se¢ao
serao utilizados durante todo o texto de maneira exaustiva.

1.1 Sistemas Suaves por partes

Seguindo a referéncia [5] tem-se as seguintes definigdes sobre campos suaves por partes
em um contexto geral:

Considere M C R™ uma variedade n-dimensional suave mergulhada em IR e uma
funcdo suave f : M — R, tal que 0 é valor regular de f, i.e. para todo x € f~1(0) temos
que dfy : T,M — R é uma transformacao linear sobrejetora. E amplamente conhecido
da topologia diferencial que ¥ := f~(0) é uma (n — 1)-subvariedade suave mergulhada
em M. Além disso é importante perceber que nao hé perda de generalidade ao falar que
M é uma variedade mergulhada em R™, uma vez que o teorema do mergulho de Whitney
afirma que toda variedade suave pode ser mergulhada em algum IR™.

Tendo tais notagoes em mente, existem duas subvariedades com bordo mergulhadas
em M naturais a serem consideradas,

M*:={z e M; f(z)>0}

M~ ={x e M; f(z) <0}

E imediato que M = MT UM~ e ¥ = MT N M~. Considere agora dois campos de
vetores suaves de M, X e Y, i.e.,

X,Y: M — R™

fungoes suaves tais que, V z € M tem-se X (z),Y (x) € T, M C R™. O conjunto dos cam-

pos suaves em M sera denotado por X(M). Podemos entao definir a fungao multivalorada
Z: M — R™ (isto é, Z(x) C R™, Vx € M) de forma que

X(x), sex e MT,
Z(x)=1 Y(z), sex e M,
Conv[X (z),Y(x)], se x € &,
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sendo L Lo
Conv|[X (z),Y ()] = {;X(:p) + %Y(m); A€ [—1, 1]}
Notagao 1.1.1. A func¢ao multivalorada Z serd denotada por Z = (X,Y). O conjunto

dos campos Z = (X,Y) com X, Y € X(M) serd denotado por Q(M,3).

Tendo em vista o objetivo de se definir uma equagao diferencial em (X,Y), surge a
necessidade do conceito de inclusao diferencial.

Defini¢ao 1.1.1. Seja Z : M — R™ um campo multivalorado, i.e. ¥V x € M, Z(x) C
T.M. A inclusao diferencial de Z é uma equacao da forma

€ Z(x). (1.1.1)
Uma curva v : (a,b) C R — M é chamada de solugdo de (1.1.1) se forem satisfeitos:

1. v é uma curva absolutamente continua, 7.e. para todo e > 0 existe § > 0, tal que
toda sequéncia de subintervalos disjuntos [z, yr| C (a,b) que satisfaz > |yp — 21| <
o, implica que > [v(yx) — v(zi)[< €.
dy

2. E(t) € Z(~(t)) para quase todo t € (a,b).

No que vem a seguir encontraremos uma condigao relativamente fraca para a existéncia
de solucdo de uma inclusdo diferencial. E importante notar que, em geral, ndo se ter
unicidade das solugoes de inclusoes diferenciais.

Seja F' um campo multivalorado, dado zg € M, o conjunto Sg(zg) é o conjunto de
todas as solugoes ¢(t) de @ € F(z) tais que ¢(0) = xo.

Definicao 1.1.2. Um campo multivalorado F' : M — RR™ é chamado de semicontinuo
superior se, para todo x € M, dada uma vizinhanca B C R" de F(z), existe uma
vizinhanca A C U de z, tal que F'(A) C B.

A condicao descrita na definicdo 1.1.2 da origem aos seguintes teoremas de existéncia
das solucoes das inclusoes diferenciais e seus respectivos comportamentos.

Teorema 1.1.1 (Existéncia de Solugdo de Inclusées Diferenciais, [5]). Sejam M uma
variedade n-dimensional mergulhada em R™ e F' @ M — IR™ um campo multivalorado.
Considere a inclusdo diferencial

i € F(z).

Assuma que:
1. para cada x € M, o conjunto F(x) C R™ é convezo.
2. F é semicontinua superior.

Entao Sp(xo) # 0,V xg € M.

E imediato ver que os campos de Q(M,Y) satisfazem as condigoes do Teorema 1.1.1,
e portanto os campos da forma (X,Y), com X,Y € X(M), possuem solugao.
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Notagao 1.1.2. Sejam X € X(M) e h: M — R uma fungdo suave, entdio
Xh(p) == dhy- X (p).
Mais ainda, denotamos de forma recursiva
X"h(p) = d(X" h),- X(p), paran > 1.

Uma vez que a dindmica nos abertos M e M~ é totalmente descrita de forma local
pela teoria padrao de equacoes diferenciais ordinarias, gera-se apenas o questionamento
sobre ser possivel uma descrigdo local das solugoes da inclusao diferencial © € Z = (X,Y)
com z(0) = p € 3. A fim de tentar resolver essa questao, tem-se a defini¢cao dos seguintes
conjuntos

« X={peX; Xh(p) Yh(p) >0},

« X ={peX; Xh(p) <0,Yh(p)> 0},

« X ={peX; Xh(p)>0,Yh(p) <0},

o« Y={pe; Xh(p)=0ouVYh(p) =0}

Os conjuntos ¢, 3%, 3% e 3! sdo nomeados, respectivamente, como regido de costura,
regido de deslize estavel, regiao de deslize instavel e regiao de tangéncia. Além disso,

utiliza-se a notacdo X% = ¥* U X% para indicar a regido de deslize.
+ + +
. / / / M// / i / /

AR

Figura 1.1: Representacao das variedades ¢, 3% e X“.

(

No que diz respeito as regides ¢ e £¢, é possivel mostrar as seguintes propriedades:

Teorema 1.1.2 ([5]). Sejam Z = (X,Y) € Q(M) ep € X¢, entao Z(p) NT,2 = 0. Além
disso, a solugdo da equacgdo diferencial

Lo

¢ unica e tal solucio € dada pela concatenagdo das solucoes das equacoes diferenciais

{20
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Teorema 1.1.3 ([5]). Sejam Z = (X,Y) € Q(M) ep € %4, entdo Z(p) NT,% consiste
de um dnico vetor de Z(p). Além disso, tal vetor é dado por

Yh(p) - X(p) — Xh(p)-Y(p)
Yh(p) — Xh(p) '

O Teorema 1.1.3, motiva, de maneira natural, a definicio do campo Z% na variedade

¢ por
Y'h(p) - X(p) — Xh(p)-Y(p)

20 = R —Xh)

o campo Z% é usualmente chamado pelo nome de campo deslizante e note Z d(p) C Z(p),
V p € £ Muitas vezes, na literatura, quando o campo de deslize é tomado como acima,
é dito, que o campo de deslize segue a convencao de Filippov.

Teorema 1.1.4 ([5)). Utilizando as notagoes acima, sejam p € X e ¢? : (—7,7) — M
uma solugdo (local) do problema de Cauchy

o

entdo ¢¢ € Sz(p), i.e. ¢¢ € solucio da inclusio diferencial

{ € Z(p)
z(0) = p.

Além disso, as tnicas solucées da inclusdo diferencial acima sdo: ¢ e as respectivas
concatenacoes de ¢* com as solugdes de

Diferentemente dos conjuntos ¢ e ¢ nao existem teoremas gerais que regem o com-
portamento local da dindmica em torno dos ponto de ¥!. Sendo assim, dizemos que os
pontos de 3! sdo degenerados.

E interessante, portanto, descobrir quais as condicoes que devem ser impostas nos
campos de Q(M) para que a dindmica local dos pontos de ! seja entendida. Mais ainda
é necessario saber se tais condigdes sdo consideradas aceitaveis sobre os campos de Q(M).
Em outras palavras é desejado encontrar, em algum sentido, um subconjunto de Q(M)
que possua muitos elementos e que em cada elemento desse subconjunto seja entendido a
dindmica em uma vizinhanga de X.

Para tentar responder tal questionamento, primeiramente é necessario definir uma
topologia para Q(M).
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1.2 Topologia de Q(M, ¥)

Seja M uma variedade suave compacta mergulhada em R", podemos entao escolher
um atlas finito {(¢;, U;)}i, e compactos K; C U;, de forma que U, K; = M.
Defini¢ao 1.2.1. Definimos X" (M) como sendo o espago de Banach (X(M), |-]|,)-

O espago X" (M) possui as propriedades

i. X"(M) é Espaco de Baire.

ii. (X(M),]|]|») é espago métrico completo.
iii. X" (M) é separavel.
Note que X(M) possui estrutura de espago vetorial sobre R, definindo a r-norma
[X|r=max { sup

ie{l,...,n} 1
[ARAS] Cp. K
je{0,.} VISP (K

| <%x>u}

X(M) ganha a estrutura de espago de Banach.

N.B. 1.2.1. E possivel provar que a topologia gerada pela norma |||, ndo depende da
escolha do atlas finito {(vi, Ui)}i_y. A demonstragio de tal fato pode ser encontrado em

/18].

Notagao 1.2.1. Seja (¢, U) uma carta de M e X € X"(M), definimos o pushforward de
X em relagdo a @ por

P X = dp 10 X (9~ (2).

Definicao 1.2.2. Sejam M e N variedades suaves e A C M um subconjunto qualquer.
E considere f : A — N. Dizemos que f é suave, se existir uma funcdo suave e uma
vizinhanca aberta U de A e uma fungao suave F' : U — N, tal que F|, = f. Definimos

entao que dois conjuntos quaisquer A, B C M sao difeomorfos se existem fungoes suaves
fii:A—= Be fo:B— A, taisque fiofo=1Idp e foo fi =1dy

Teorema 1.2.1 ([13]). Sejam M uma variedade suave e S C M uma variedade suave
com bordo mergulhada em M, de forma que dimS = dimM. Entdio dada uma funcao
suave [ : S — N, existe uma fungdo suave F': M — N tal que F|g = f. Mais ainda, se
G : M — N € outra extensao suave, dados p € 95, (¢,U) uma carta de M em torno de
p e (Y, V) uma carta de N em torno de f(p), entao

dz(@b oFo 90_1)g0(p) = dl(@/) o Gogp_l)sa(p).

Além disso, f: S — N ser suave no sentido usual (como func¢io de C*°(S,N)) é andlogo
a ser suave no sentido da defini¢io 1.2.2.

Colocaremos agora uma topologia no conjunto

x(Mﬂ — {X Mt SR VzeMT, X(p) € T,M e X é funcado suave},
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de maneira analoga ao que foi feito com o conjunto X(M), definimos uma norma C" em
X(M™) por meio da norma

e ;Gj{%axﬁ {xesoi_ls(lllgmMﬂ de (%*X)H}

e denotamos X" (M) como sendo o espaco de Banach (X(M*),|-||,). E facil ver que
X" (M) herda as propriedades listadas acima do espago X"(M). Definimos a topologia
em X(M ™) utilizando o mesmo procedimento.
Com tais conceitos em mente, note que dado (X,Y") € Q(M, ), temos que a dindmica
da inclusao diferencial
z2e(X,)Y)

depende apenas dos valores de X em M™ e Y em M. Dessa forma podemos colocar a
seguinte relagao de equivaléncia em Q(M, Y),

ARV _ l — v/
(X, V)~ (X V) & X|ye = XI| e Ve =Y
Colocamos uma topologia C" em (M, Y)/~ por meio da bije¢ao

¢ QM, %)/~ — X (MF) x X" (M™) (1.2.1)
(X, Y] = (me X, m_Y).

onde

Ty XT(M) — XT(MF)

Definindo que ¢ é homeomorfismo (é claro que ¢ é bijetiva, note que ¢ é bijecao pois
todo campo de X(M7*) pode ser estendido para um campo em X(M)).

Definig¢ao 1.2.3. Definimos Q" (M, 33) como sendo o conjunto Q(M, ¥2) /~ com a topologia
C" definida acima.

Notagao 1.2.2. Sejam X € X" (M%) e Y € X" (M%), entio a classe de equivaléncia
(X, Y] :=[X,Y] € QM,%), onde X,Y € X"(M), sendo que X ¢ uma extensio de X e

Y ¢é uma extensdao de 'Y .
De forma andloga e equivalente, Q" (M,¥) = {[X,Y]; X €e X" (M™T) e Y € X"(M™)},
munido da topologia produto X" (M) x X" (M ™).

Note que existe uma aplicacao natural entre X" (M) x X" (M) e Q(M, %) por meio da
funcao projecao

7 XN(M) x X(M) — Q'(M, %)
(X,Y) — [X,Y].

Mostraremos que tal funcao é um mapa quociente. Para isso, é suficiente mostrar que o
mapa

F=gom: X'(M)x X"(M) —» X" (M) x X" (M")
(X,)Y) = (mp: X, 1Y)
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é mapa quociente, o que por sua vez é suficiente mostrar que a funcdo w4+ é continua,
sobrejetiva e aberta. A sobrejetividade é clara, a continuidade vem do fato que dados X
€ X"(M) e o aberto

Bf (n:X,0) = {Y € X" (M*); |reX =Y |,< o} X" (M*)} c 27 (M*)
de 7+ X ,0 aberto
By (X,8) ={Y € X (M); ||X = Y|,<d} C X" (M*)} C X" (M)

de X é tal que
7 (Br (X,0)) C BE (1£X,9).

Mostrar a abertura sera um resultado muito mais complicado, e ird requerer teoremas
fortissimos de anédlise e dedicaremos o resto dessa subsecdo para a demonstracao desse
resultado. A primeira observacao é que, se para todo 0 < &

7t (B.(0,¢)) € X" (MF)

for uma vizinhanca de 0, entdo 7+ ¢é fungdo aberta. De fato, caso tal propriedade ocorra
basta notar que

(X 4+ B,(0,¢)) = m(X) + 7+ (B,(0,¢)),

o que implica o resultado almejado, pois 7+ leva base de vizinhancas em base de vizinhan-
cas. Para mostrar que a propriedade da linha anterior é satisfeita precisaremos também
do seguinte teorema, que é um caso particular do teorema demonstrado no capitulo 4
da referéncia [1]. Este teorema nao sera demonstrado nessa dissertacao uma vez que tal
demonstracao foge escopo proposto.

Teorema 1.2.2 (Teorema da Extensao de Stein). Sejam F C R", uma subvariedade
suave compacta com bordo de R™, de forma que dim F = dimR™ =n, e f : F — R?% uma
funcgdo suave tal que

— max supl/d’ < 0.
T’F je{()?]‘?"'?r} xEIF)‘“ fx”

I/

Entao existe uma funcao f satisfazendo:
i fl,=1
i | f]| g < CrlIflnp-

Mais ainda, a constante Cp depende apenas da subvariedade F, i.e. se g: F — R® é
outra fungdo com as mesmas propriedades de f, a extensdo § de g ird satisfazer ||g|], gn <

Cr - [|glln,7-

Tendo o teorema acima em mente escolhemos um atlas {(y;, U;) }i; satisfazendo as
seguintes propriedades:

1. %(Uz> = ]Rm,

2. Vied{l,...,n} existe um compacto K; C U;, com cada K; difeomorfo a um disco
(i.e. K; = B(0,1)), tal que
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Suponha, sem perda de generalidade, que K1 NY # (). Podemos entdo tomar uma
variedade compacta e conexa L; com bordo, contida em Uj, tal que K1 C Ly, Ly U M*
é uma variedade compacta com bordo e Ly N M¥* é uma variedade suave com bordo.

Definindo M; = L; U M*, e supondo que, sem perda de generalidade, Ko N My # 0,
existe uma variedade suave Lo com bordo, contida em Us, tal que Ko C Lo, Lo U M7 é uma
variedade compacta com bordo e Lo N M é uma variedade suave com bordo. Repetindo
0 processo n vezes, encontramos compactos L1, ..., L, tais que, L; C U;,

n
U Li= M,
=1

cada M; = M*ULy---UL; (sendo que My = Mi) ¢ uma variedade suave com bordo e
L; N M;_1 é suave compacta com bordo. Redefinimos os compactos do atlas {(y;, U; }i;
como sendo K; = L.

Tomamos agora um campo X € X7 (M) de forma que

X [lr=_max sup ||d (g X)| p <. (1.2.2)
it (eeer Gindr®)

Considere o pushforward de X pela carta ¢,
p1:X () s p(U1) = R,

entao por (1.2.2),
||901*X||r,so;1(KmMo)< -

Dessa forma, pelo teorema da extensao de Stein existe uma funcao X, tal que

X gy = P
i, HXlHrlRm <Cr ||901*X||7"7901_1(K10M0)< Ci-e.
Definindo X7 € X"(M7) como
Xl : M1 — R"
-1 ~
X ©; X1 ,sere€ Ky,
X1 , se x € My,

de forma que || X1||,< C1 - | X]|» e repetindo o processo encontramos um campo suave Xs
€ X" (M) que estende X e satisfaz || Xa||< Ca- || X1]|< Ca- Cy - || X]||r. Apds repetir n —1
vezes 0 processo, encontramos um campo X,, € X" (M) que estende X e satisfaz

n
!WM6<HOOWMM§KWWW<K@
=1

mostrando_assim que qualquer elemento X € X"(M¥) tal que [|X||,< e possui uma
extensdao X € X"(M) tal que || X||< K - ¢, sendo que a constante K depende apenas da
variedade M™, tal observacdo mostra que

B (o, ;) C 7B, (0,¢),

implicando pelos nossos comentarios anteriores que 7w+ € aberta e consequentemente que
a funcao 7 é funcao quociente aberta. Ou seja, provamos o seguinte teorema:
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Teorema 1.2.3. A funcao

7 XT(M) x XT(M) — Q(M, %)
(X,Y) = [X,Y]

¢ fungdo quociente aberta.

Temos assim duas caracterizagoes da topologia de Q"(M, X)), a partir desse momento
denotaremos um elemento [X,Y] € Q" (M, ) simplesmente por (X,Y), a fim de facilitar
a notacao.

1.3 Transversalidade

Uma ferramenta muito 1til para entender o comportamento genérico de Q" (M, %) é o
conceito de transversalidade.

Defini¢ao 1.3.1. Sejam M, N variedades, f € C*°(M,N) e S C N uma subvariedade de
N, dizemos que f é transversal a S em p, denotado por f th S em p, se for satisfeito uma
das seguintes condig¢oes abaixo:

i. f(p) &5,
11. dprpN + Tf(p)S = Tf(p)N

Caso exista um conjunto A C M, tal que para todo a € A, f é transversal a S em a,
dizemos que f é transversal a S em A. Em particular, se f for transversal a S em M,
dizemos que f é transversal a S ou, simplesmente f M S.

Duas subvariedades S1,S2 C M sédo ditas transversais (S1 M Sa) se i3 M Sy, ou, de
maneira equivalente, 75 M Sy, sendo i1 : S1 — M e is : Sy — M, sdo os mapas inclusio.

Se M é uma variedade com bordo e f : M — N é uma funcdo suave, o conceito de
transversalidade ainda é o mesmo, porém podemos considerar o mapa

of :0M — N

e, portanto estudar os conceitos de transversalidade em tal mapa.

De maneira mais geral, dadas duas variedades suaves M C R" e N C R", definimos
a topologia C" de Whitney em C*°(M, N) da seguinte maneira, seja (p;, U;)52; um atlas
de M com as propriedades

1. V2 € IN, 4 um conjunto compacto K; C U;, tal que

U K, = M;
1€IN

1. Dado p € M, existe uma vizinhanga V}, C M de p tal que

#{i € N; V,NU; # 0} < oo,
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A topologia C"(M, N) de Whitney é a topologia no espago C>°(M, N) gerada pelas bases
de vizinhancas

Be(fAeid) = Q9 € CTOLN) Vi, max — swp 40 (fouyt) — i (goii )| <
j€{0,...,r} xecpi_l(Ki)
sendo f € C*°(M,N) e {e;} = {&i}ien uma sequéncia de nimeros reais.

Definig¢ao 1.3.2. Definimos os espago W (M, N) como sendo o conjunto C*°(M, N') com
a topologia C" de Whitney.

Note que se S for uma variedade fechada com bordo contida em uma variedade sem
bordo M tal que dimM = dimS, podemos definir W7 (S, N) de maneira aniloga. Fazendo
uso do Teorema 1.2.1, os abertos fundamentais serdao da forma

Br(f{ei) = Qo €CTOMN) Vi, max — swp | (fouit) = (goi )| < ey
j€{0,..,r} xenpi_l(SﬂKi)
Se M é variedade compacta, entao W" (M, N) é espago métrico com a métrica

dy 1 C°(M,N) x C®°(M,N) = R

Citaremos agora alguns teoremas de transversalidade extremamente conhecidos da
teoria geral

(fa g) — ie?f&Xﬂ} { Slllp Hd] (g o (Pz) — d] (Y o 802)
illen) | egri

Teorema 1.3.1 ([4]). Sejam M, N e S variedades suaves (sem bordo) e considere que
fungdo
F:MxS—N

¢ transversal a uma subvariedade Z C N sem bordo. Definindo Fs(-) := F\(-,s) temos que
o conjunto

S'={seS; FsMZ}
é residual em S

Teorema 1.3.2 ([4]). Sejam M uma variedade com bordo, N, S variedades suaves (sem
bordo) e

F:MxS—N

uma funcao tal que F' e OF sdo transversais a uma subvariedade Z C N sem bordo.
Definindo Fs(-) := F(-,s) temos que o conjunto

S'={se€S; FsMZ edF; M Z}
é residual em S.

Teorema 1.3.3 (Teorema de Thom, [4]). Sejam M e N variedades suaves e S C N uma
subvariedade. Entdo, o conjunto

{f e WI(M,N); f i S},
¢ aberto e denso em W (M, N).
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Definicao 1.3.3. Definimos o fibrado tangente de uma variedade M como sendo T'M =
{(z,v); € M eveT, M} CR"™xR™. Existe uma projegao natural de T'M para M,

m:TM — M
(r,v) — .

E amplamente conhecido que TM é uma variedade suave de dimensio igual ao dobro da
dimensao de M. Uma funcao f € C*°(M,TM) tal que mo f = id|,, é chamada de secao.

Note que existe uma identificagdo natural de X"(M) com o espago da se¢des definido
por

X' (M) ={X e€C®M, TM); mroX =1d} C W"(M,TM).
mais ainda, o mapa
¢ X"(M) — X"(M)
X(z) = (z, X(2))

¢ um homeomorfismo. A bijecdo de ¢ é clara. Escolhendo um atlas {(¢;, U;)}iy de M,
podemos induzir o atlas {(v;, 7= H(U;))}, em TM de forma que

Vi s N (U;) = R® x R
(I7U) = (‘Pi(x)vd(gpi)xv)a

seguindo que
vioo(X) o or ! (2) = (2,d(pi) -1 X (97 (2))) = (2, 00 X ().

Como os ; estdo fixos, é claro que tomando uma vizinhanca B, ((z, X (z)),¢) podemos
tomar a bola

Bs(X) = {Y € X,|[X — Y],< 8} € X"(M)

tal que ¢(Bs(X)) C B((x, X (x)),e), mostrando a continuidade de ¢. Por outro lado,
temos que ¢~ é dada por

o X" (M) — X"(M)
(x, X(2)) = X(x).

E obvio que utilizando o mesma técnica anterior mostra-se a continuidade de ¢!,
demonstrando o homeomorfismo entre o espago dos campos e o espago das segoes.
De modo semelhante,

X (M) =y (MY) ={X eC®(M*,TM); mo X =id} C W' (M*,TM)

X(M7) =y (M) ={X €C®(M~,TM); 7o X =id} C W' (M, TM).

N.B. 1.3.1. Seja X(p) € X(M), tal que X(p) = 0. Iremos dar um sentido para dX,

nessa situagao especifica. Dada (p,U) uma carta em torno de p, entdo

0 X (2) = dp 1) X (7 (2))
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¢ um campo de vetores em U; C R™. Mais ainda,

B 1

d (QO*X)w(p) =d (dg%_l Xow )so(p)
= d(dpy-1)g(p) - X (p) +dpp - X, - d('ps;(lp)
= dip-dX, - dip g

e portanto
dX, = (dpy)~"-d (04 X) () <dgp;(lp))_1
a1
= ng(p(p) -d (QO*X)(P(ZJ) . d@p,

logo, podemos dizer que
dX, : T,M — T,M.

Lema 1.3.1. Sejam S C M (resp. M*) uma subvariedade suave sem bordo de M (M¥)
e X(z) € X" (M) (resp. X" (M*)). Entdo (z,X(z)) h S x {0} = {(2,0); x € N} Cc TM
se, e somente se, para todo p € S tal que X (p) =0, a transformagao linear

dX, : T,M — T,M
¢ um isomorfismo.

Demonstragio. Supomos primeiramente que (z, X (z)) h .S x {0}. Note que em p
d(a:, X<x))(p,0) -TpM + T(pm(S X {O}) = T(p,O) (TM) . (1.3.1)

Seja (¢, U) uma carta de M em torno de p, entdo (v, 7~ H(U)) = ((¢(-),dp.), 7= 1(U)) é

uma carta de TM em torno de (p,0). Aplicando d¢, ) em (1.3.1)

Ay 0y - (d(x, X(2))p0) - TpM + T 0) (S X {0})) = dy(,0) (T(p,O) (TM ))
(dep, dppd X)) T, M +R™ x {0} = R™ x R™
R™ x (dppdX,TpyM) +R™ x {0} = R™ x R™,
portanto
de,d X, T,M = R™,
o que implica que dX,, é isomorfismo.
De forma reciproca se dX, ¢ um isomorfismo, entao é claro que

d((z, X (p))TyM = Tip,TM

e consequentemente (z, X (z)) th S x {0}.
[

Antes dos préximos teoremas, relembremos que Y é a variedade de descontinuidade
dos campos em Q"(M,Y) e consideraremos ¥ = h~1(0), sendo que h : M — R é uma
fungao suave e {0} valor regular de h.

Teorema 1.3.4. O conjunto Ay dos campos de X" (M™*) que ndo se anulam em ¥ é
abertos e denso em X" (M¥) .
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Demonstragcio. A abertura é clara, pois se X € Ag, uma vez que ¥ é compacto, existe
0 € R, tal que

§ < min|| X
0 <é <min|X(p),

segue que
35/2<X> C Ao.

Vamos provar a densidade agora, seja p € X e (¢, Up) uma carta de M + em torno de
p, tal que
@ :U; = H™ =R™ ! % [0,00),

temos que {U, N }pex é uma cobertura aberta de ¥ (na topologia induzida de M*), mais
ainda, da compacidade de ¥ existe subcobertura finita {U;}"_;. Definiremos os compactos
K; C U;NY em relacao a ¥, fazendo o seguinte processo. Seja

Fr=%\(Uu---UlU,) CcUNX.

Pela normalidade de X, existe um aberto V; de X, tal que F; C V4 C Vi C U;N'Y, onde
V4 é compacta. Defina K7 == V].
De maneira andloga, defina

FQZZ\(V1UU3---UUn)CU1ﬂZ,

pela normalidade de Y, existe um aberto V5 de ¥, tal que F» C Vo C Vo C U; N'Y, como
V5 é compacto. Defina Ky := V5. Continuando o processo de forma recursiva pode-se
encontrar

FF=X\(Viu---UV,1UUj41---UU,) CU N,

e novamente pela normaligade de ¥ existe um aberto V; de 3, tal que F; C V; C V; C
U; NX, e definimos K; := V;. No fim do processo, conseguimos uma familia de compactos
{K;}?_; talque K; CU; C ¥ e

Considere os conjuntos
Fi={yex (M*); Y(p) £0,Ype K},

iremos mostrar que cada F; é aberto e denso em X"(M¥), a abertura segue do mesmo
argumento feito para mostrar que Ag é aberto, para ver a densidade fixe X € X"(M™) e
g > 0. Definimos entao o mapa

Y : 9(H™) x R™ — R™
(p,v) = (i)« X)(p) + v,

obviamente Y M {0} portanto, pelo teorema (1.3.1), o conjunto
Si ={v e R™Y, Mm{0}}
é residual em R™. Porém, note que se Y, (-) th {0}, e Y, (p) = 0 segue que

d (), Tp(0H™) + Tp{0} = THR™ = 0
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d(Y,), Tp(0H™) = R™,

uma vez que dim0H™ = m — 1, temos que d(Y}), ndo pode ser sobrejetivo, implicando
que Y,(p) #0,V p € dH™.
Seja o uma bump function tal que o(z) = 1,Vo € K;eo(z) =0,Vz € MT\U; e
defina
J— . .71
Zu(p) = X(p) + o(p) - d (i )%(p)v,

com v € S;. Pelas contas anteriores, Z, € F;, V v € S; e como

T

tomando v € S; suficientemente pequeno (tal v existe pois \S; é conjunto residual em R™),
conseguimos garantir que que [|Z — X||,< €.

Utilizando que JF; é aberto e denso, temos que FyN---NJF, é denso em X"(M™) e
como

Fin---NF, C Ay,
conclui-se que Ag é denso em X" (M ™), o que acaba a demonstracao. ]

Lema 1.3.2. Dado X € X"(M) (resp. X" (M%)), temos que (-, X(-)) h TS C TM (resp.
(z, X (x) O TS € TM*), se, e somente se, Xh : M — R (resp. Xh : M* — R) ¢
transversal a {0} em X.

Demonstra¢io. Supomos que (-, X (+)) é transversal a T, tomamos p € ¥ tal que Xh(p) =
0, entao (p, X(p)) € TY e como (-, X(+)) é transversal a X,

d(z, X(z))T,M + T(va(p))(Tz) - T(p,X(p))TM’

uma vez que 0 é valor regular de h. Utilizando a forma local de submersao, existe uma
carta (p,U) de M em torno de p, tal que

hoo Yy, ..., om) =1,
consideramos agora a carta (¢, 7~ 1(U)) = ((¢,dp), 7~ 1(U)), perceba que
o, X()ow(r) = (2,0 X),
e o(UNY) ={0} x R" ! Np(U). Da transversalidade temos
d(id, 9 X) () - R™ + ({0} x R™ 71 x {0}) x ({0} x R™™") = R™ x R™
e projetando na segunda coordenada
d(peX)p(@)R™ + {0} x R™! = R™,
entao
71 0 d(ps X)) R™ = R. (1.3.2)
Por outro lado,
Xh(e™ (@) = Vhor () - X (97 (1))
= Vhy1(y) - dey - dpo1n X (07 (2))

=V(hoy ™o puX(2)
=1 0 X (1), (1.3.3)
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portanto,
dXhy - d%%:l =m0 d(SD*X>g0(x)a

implicando por (1.3.2) que p é valor regular de Xh. A reciproca é imediata uma vez que
todas as operagoes feitas sao do tipo se e somente se.
[

Mostraremos agora o resultado principal dessa subsecao.

Teorema 1.3.5. O conjunto Ay dos campos em X" (M%) tais que (-, X(-)) € transversal
a TY. é aberto e denso em X" (M®).

Demonstracdo. Provaremos primeiro a abertura. Seja X € Aj, note que as fungoes

A —R
p+ Xh(p)
e
p:Y —R"
p = d(Xh)p

sdo continuas, seguindo que U = pu~1(R™\ {0}) é um aberto de X tal que todo ponto p de
U satisfaz que a transformacao linear d(Xh), é uma sobrejecdo. Além disso, como X € A4
o Lema 1.3.2 nos garante que o compacto A~1(0) estd contido em U e da normalidade de
Y. existe um aberto V' de forma que

Ml cveveu

Perceba ainda que Xh é uma submersio para todo p € V.
E claro que a funcao

p:ffr(Mi> x 3% — R"
(X,p) = d(Xh),
é continua. Mais ainda, para todo v € V existe uma vizinhanca U, x U, de (X,v) em

X" (M¥*) x ¥ de forma que
pUy, x Uy) C R"\ {0}.

note que {U,} vcy € uma cobertura aberta de V, logo como V é compacto existe uma
subcobertura {Uy, }7-; C {Uy}, oy finita de V. Tomando o aberto

V=U,N...0U,

temos que se Y € V entdo d(Y'h), ¢ uma submersdo para todo p € V. De forma analoga,
como a funcao

o %(Mi) x Y —R
(X,p) = Xh(p),

é continua e ¥\ V' é compacta, utilizando o mesmo processo descrito anteriormente temos
que existe uma vizinhanca B de X tal que para todo Y € B vale que Yh(X\ V) C R\ {0}.
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Considere a vizinhanca W = BNV de X em X"(M7*). Note que se Y € W, entao
Yh(p) # 0 em B\ V e d(Yh), # 0 em V, implicando que Yh th {0} e consequente-
mente (utilizando o lema anterior) (p, Y (p)) M T, o que infere Y € Ay, logo W C Aq,
demonstrando a abertura de tal conjunto.

Provaremos agora a densidade de Aj. A demonstragao sera essencialmente a mesma
do Teorema (1.3.4), com minimas alteragoes.

Seja p € ¥, entdo pela forma local de submersao existe uma carta (yp, U,) de M + em
torno de p tal que oo gp;l(ajl, .., 2p) = x1. Como {U, N X},ecx é uma cobertura aberta
de X, pela compacticidade existe uma subcobertura {U; N X}, C {U, N E},ex finita de
Y. Da demonstragdo do Teorema 1.3.4, existem compactos Kj, tais que K; C U;NX e

n

U K==

1=1
Considere os conjuntos

Fi={Y e X" (M*); (p,Y(p)) N TY em K;}.

Iremos mostrar que cada J; é aberto e denso em X" (M™*). A abertura segue do mesmo
argumento feito para mostrar que A; é aberto. Para ver a densidade de tal conjunto, fixe
X € X"(M*) e ¢ > 0. Primeiramente definimos o mapa

F:H"xR—-1R
(p,v) = 7m0 ((9i)«X)(p) + (0,0)) = v+m1 0 ((9:): X)(p)).
E claro que F th {0} e portanto, pelo Teorema 1.3.2, o conjunto
Si={veR"™; F, M {0}}
¢ residual em R. Porém, pela equagao (1.3.3),
Xh(p) =m0 (pi)«X((p))-
Da normalidade de H™, existe um aberto V, tal que
KcV,cV,cu,

seja o uma bump function tal que o(z) = 1,V o € Vieo(z) =0,V € M*\ U,
Definindo
Zo(p) = X(p) +a(p)-d(et) o (©.0),

com v € S;, temos pelas contas anteriores Z, € F; para todo v € S;, pois dado ¢ € V; (o
que implica, em particular, que o(q) é igual a 1), vale que

Zyh(q) =m0 (¢i)« X (0(p)) +v, ¢ €V,
uma vez que V; é aberto e v € S;, Z,h M {0} em K;, e portanto Z, € F;. Além disso

12 =Xll-= Ha(p) d (¢;1)wi(p) (v.0) o(p)-d (90;1)%(1)) (1,0)

e entdo tomando v € S; suficientemente pequeno (tal v existe pois S; é conjunto residual
em R™), conseguimos garantir que [|Z — X||,< €.

Utilizando que F; é aberto e denso, temos que F1N---NJF, é denso em %T(Mi) e
como

= [v]
T

r

Fin---NF, C A\

conclui-se que Ay é denso em X"(M jE), o que acaba a demonstracao. O
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Como corolario dos Teoremas 1.3.4 e 1.3.5, encontramos o primeiro conjunto de ele-
mentos genéricos de Q"(M, ).

Teorema 1.3.6. O conjunto A dos campos (X,Y) € Q(M,X), tais que X eY satisfazem
1. X eY nao possuem singularidades em Y e
2. (X(") e (-, Y(:) sdo transversais a TX.

¢ aberto e denso em Q" (M,X).

1.4 Estabilidade estrutural

Durante esse subsecao definiremos os conceito de estabilidade estrutural, que sera o
foco da dissertacao.

O inicio da teoria de estabilidade estrutural comeca no ano de 1937 com os soviéticos
Aleksandr Aleksandrovich Andronov e Lev Semyonovich Pontryagin no artigo Systémes
Grossiers [2]. Motivados por aplicagoes na fisica, Andronov e Pontryagin tinham como
objetivo garantir que as respostas que obtidas para os modelos gerassem informacgoes efe-
tivas sobre o sistema fisico analisado. Dessa forma, a solugao encontrada pelos autores foi
tentar encontrar os sistemas que resistissem a pequenas perturbacgoes, estando essas per-
turbacoes presentes tanto nas condi¢oes iniciais dos sistema quando na prépria defini¢ao
do modelo.

Em [2], Andronov e Pontryagin cunham o termo grossier a fim de resolver esse pro-
blema. A grosso modo, um campo X é grossier em uma vizinhanca V' se uma perturbagao
de X mantém suas trajetérias, a menos de um homeomorfismo. Ainda em [2], os autores
definem o conceito grossiéreté, o qual, hoje em dia é chamado de estabilidade estrutural.
Além disso, eles demostraram que, um campo analitico planar (X : R? — ]RQ), possui
estabilidade estrutural se, e somente se, todas a singularidades e 6rbitas periddicas sao
hiperbéricas, e nao existe conexao de selas.

Esses conceitos chegam aos Estados Unidos por meio do matematico russo, naturali-
zado estadunidense, chamado Solomon Lefschetz. Um de seus alunos, o matematico De
Baggis, retoma alguns aspectos do artigo de Andronov e Pontryagin, conseguindo, em
1952, generalizar os resultados para o caso em que o campo de vetores planar é apenas
de classe C!.

O brasileiro Mauricio Peixoto, também trabalhou com Lefeschestz. Por volta de 1955,
Peixoto foi introduzido aos trabalhos de De Baggis e, consequentemente com o problema
da estabilidade estrutural, o que o motivou para ir estudar em Princeton em 1957.

No ano de 1959, Peixoto publicou o artigo On Structural Stability ([21]). Neste traba-
lho, é apresentada uma definicdo da estabilidade estrutural um pouco distinta da proposta
por Andronov e Pontryagin, uma que pode ser generalizada para sistemas em dimensao
qualquer. Ainda em 1959, Peixoto publica o artigo Structural Stability in the Plane with
Enlarged Boundary Conditions ([19]), no qual é caracterizada a estabilidade estrutural em
uma variedade compacta com bordo mergulhada em R?. Em 1962, o brasileiro publica o
seu artigo mais importante de nome Structural Stability on Two-Dimensional Manifolds
([20]), caracterizando a estabilidade estrutural em 2-variedades compactas sem bordos.

Em 1977 o matematico brasileiro Marco Antonio Teixeira, publica o artigo Generic
Bifurcation in Manifolds with Boundary ([25]) que caracteriza as bifurcagoes genéricas
em 2-variedades compactas com bordo, o que, em particular, caracteriza os campos com
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estabilidade estrutural nesse tipo de variedade. Praticamente esgotando os resultados a
respeito de estabilidade estrutural no Ambito dois dimensional. E importante ser notado
que, até nos dias atuais, nao é sabido muito a respeito da estabilidade estrutural em
dimensao maior que dois.

No ano de 1988, os matematicos Marco Antonio Teixeira e Jorge Sotomayor publicam
o importantissimo artigo Vector Fields near the Boundary of a 3-Manifold ([24]), conse-
guindo entender o comportamento estrutural local na fronteira de uma 3-variedade com
bordo. Tais noc¢oes certamente contribuiram de maneira decisiva para o inicio e progresso
do estudo da estibialidade estrutural local dos campos suaves por partes.

Depois de muitos resultados intermediarios nos anos entre 2017 e 2019, os mateméticos
Otavio Gomide e Marco Antonio Teixeira, conseguiram caracterizar a estabilidade estru-
tural local e semilocal de campos suaves (nos artigos [6] e [7]) por partes em 3-variedades.
Essa dissertacao de mestrado serd, em maior parte, focada em demonstrar os resultados
de tais artigos

Comecaremos falando sobre o conceito de estabilidade estrutural do ponto de vista da
teoria classica, isto é, para campos de vetores suaves.

Definicao 1.4.1. Sejam X e Y pertencentes a X" (M). Os campos suaves X e Y sdo e
equivalentes em p e g, respectivamente, se existir um homeomorfismo h : U, — V, que
mapeia 6rbitas de X em oOrbitas de Y respeitando a orientacao das érbitas, sendo U, e V,
vizinhangas de p e ¢ em M, respectivamente.

Sejam X € X"(M) ep € M. X é localmente estruturalmente estdvel em p se, para
cada vizinhanca U, C M de p, existe uma vizinhanca Ux de X em X" (M) de modo que,
para cada Y € Ux, X ¢é equivalente a Y em p e ¢, respectivamente, para algum g € U).

Caso X seja um campo localmente estruturalmente estavel em todo p, entao X recebe
o nome de globalmente localmente estruturalmente estavel.

Por fim, se existir uma vizinhanca U de X, de forma que para todo Y € U, existe um
homeomorfismo f : M — M que mapeia 6rbitas de X em o6rbitas de Y, respeitando a
orientacao das érbitas, entdo X é recebe o nome de estruturalmente estavel.

Para os campos em Q" (M, ), o conceito se estende de maneira natural, porém levando
em conta o campo de deslize.

Definigao 1.4.2. Sejam M uma variedade e ¥ a variedade de descontinuidade e considere
os campos (X,Y) e (X', Y') pertencentes a Q"(M,X). Dizemos que (X,Y) e (X', Y’) sdo
Y-equivalentes em p e ¢, respectivamente, se existe um homeomorfismo h : U, — V, que
mapeia Orbitas de (X,Y) em Orbitas de (X', Y”) respeitando a orientagao das Orbitas,
sendo U, e V, vizinhancas de p e ¢ em M, respectivamente, e h(UNX) =V NX.

Sejam (X,Y) € Q"(M,%) e p € M. Dizemos que (X,Y) é X-localmente estrutu-
ralmente estdvel em p, se para cada vizinhanca U, C M de p, existe uma vizinhanca
Uixyy C (M, X) de (X,Y) tal que, para cada (X', Y') € Ux, (X,Y) é X-equivalente a
(X",Y’) em p e g, respectivamente, para algum g € U,,.

Caso o campo (X,Y) seja X-localmente estruturalmente estiavel em todo p, entdo
(X,Y) recebe o nome de globalmente ¥-localmente estruturalmente estdvel.

Por fim, caso exista uma vizinhanga U de (X,Y) de forma que para todo (X', Y”)
€ U, exista um homeomorfismo f : Uys — V5, onde Us, e Vs sao vizinhancas de ¥ de
forma que f mapeia drbitas de (X,Y") em érbitas de (X', Y”) preservando a orientagao e
satisfazendo f(3) = X; entao (X,Y’) recebe o nome de X-semilocalmente estruturalmente
estavel.
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E importante dizer que muita vezes, quando o contexto é claro, omitimos o simbolo ¥
dos termos: Y-equivalente, Y-estruturalmente estavel, X-localmente e Y-semilocalmente.

N.B. 1.4.1. Dados (X,Y) e (X', Y") dois campos em Q" (M,3), tais que X € equivalente
a X' eY € equivalente a Y' como campos em X(M) (ou até mesmo como campos em
X(M™T) e X(M™), respectivamente), isto nao implica que (X,Y) é equivalente a (X', Y")
em Q"(M,X), o fato da ezisténcia do campo deslizante que gera tal obstrugao topolégica.

A partir deste momento, M sempre sera uma 3-variedade compacta mergulhada em
IR™ e ¥ uma 2-variedade compacta, conexa e orientavel mergulhada em M. Durante a
dissertacao iremos estudar a possivel existéncia de conjuntos residuais em Q"(M, ¥) que
possuam propriedades com respeito a algum tipo de estabilidade estrutural, em especial,
os resultados serao focados em campos que sao globalmente localmente estruturalmente
estaveis e Y-semilocalmente estruturalmente estaveis.

Proposicao 1.4.1. Seja M wuma 3-variedade compacta e ¥ uma variedade compacta,
coneza e orientdvel de dimensao 2 mergulhada em M, entao M \ ¥ tem no mdzimo duas
componentes conexas.

Demonstragdo. Utilizaremos topologia algébrica para demonstrar nosso resultado. E su-
ficiente mostrar que

Ho(M\ ') = Z ou 0,

onde H;(M) é o i-ésimo grupo de homologia de M. Uma vez que (M, M \ ¥) é um bom
par, temos a sequéncia exata longa do bom par

e HY(M\ D) — Hy (M) — Hy (M, M\ 2)-25% Ho(M \ £)-22 Ho (M) = 0.
Pela dualidade de Alexander-Poincaré-Lefschetz,
Hi(M,M\X)=H*%Y)=2Z
e portanto

o Z S H(M N\ )20,

Uma vez que Ker(dy) = Ho(M \ ¥), pela exatidao temos Im(d1) = Ho(M\ %), o que
implica que dg é sobrejetivo. Como Ho(M \ ) = Z", temos que

Ho(M\ %) =Z ou 0,
o que completa a demonstracgao. O

N.B. 1.4.2. Se M =S' xS? ¢ ¥ = {(1,0)} x 82, entdo M \ ¥ tem apenas uma compo-
nente conexa.

Finalizaremos essa se¢ao com algumas defini¢bes importantes.

Defini¢do 1.4.3. Sejam X € X"(M) e p € ¥ de forma que X(p) # 0. Se o ponto p
satisfizer

Xh(p) #0,

p é chamado de ponto -regular em relacao a X, mais ainda caso

Xh(p) =0,
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p é uma X-singularidade (também chamado tangéncia ou singularidade tangencial) em
relagao a X.

Suponha agora que dado p € 3 tal que X(p) # 0, tal ponto satisfaga
Xh(p) =0e X*h(p) # 0,

entao p é denominado ponto de dobra.
Caso p € ¥ satisfaga X (p) # 0,

Xh(p) =0, X?h(p) =0 e X>h(p) #0,

com {dhp, dXhy,dX 2hp} linearmente independentes entdo o ponto p é chamado de cis-
pzde

E claro que essa definicio se estende para campos em X" (M) e X7(M ™).

Os campos em X" (M) (resp. X"(M*)) que ndo possuem singularidades em ¥ e cujas
singulares tangenciais sdo dobras ou cuspides sao chamados de campos simples. O conjunto
de todos os campos simples é denotado por X% (M) (resp. X%&(M®)).

Definicdo 1.4.4. Se p € X € X"(M*) é um ponto de dobra tal que Xh?(p) > 0, p
é chamado de ponto de dobra wisivel, caso Xh?(p) < 0 tal ponto é chamado de dobra
invisivel.

Por outro lado, se p € X € X7(M~) é um ponto de dobra tal que Xh?(p) < 0, entdo
p é recebe o nome de ponto de dobra visivel, caso X h2(p) > 0 tal ponto é chamado de

Figura 1.2: Representacdo dos pontos de dobra visiveis a) e ¢), e dos pontos de dobra
invisiveis b) e d).

//

‘Q‘D

N

Esses conceitos serao de vital importancia durante o restante da dissertacao.
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Capitulo

Forma Normal de Vishik

ESSE capitulo serd demonstrada a forma normal de Vishik, um resultado importan-

tissimo que facilita o estudo da estabilidade estrutural em Q"(M, X). Esse resultado

foi provado em [26], porém provaremos apenas para dimensao 3, pois é o caso que esta-

mos interessados em estudar. Além disso, é relativamente facil a adaptar a demonstragao

de tal resultado para dimensdes maiores. Comegaremos provando uma versao mais ge-

ral do amplamente conhecido teorema da preparacao de Malgrange, que usaremos para
demonstrar a forma normal de Vishik.

2.1 Teorema da Preparacao de Malgrange Generali-
zado

Iremos primeiramente relembrar o Teorema da Preparacdo de Malgrange que nao
iremos demonstrar por ser amplamente conhecido da teoria geral, a demonstragao pode
ser facilmente encontrada no capitulo 7 da referéncia [11].

Teorema 2.1.1 (Teorema da Preparagao de Malgrange). Sejam
f:RxR" — R
uma fungao C*° tal que

f(O,O):gJ;(O,O):...

B an—lf
- otn—1

N
(070) - Ov %(070) 7é 07

e g(t,z) uma funcio de classe C*° definida numa vizinhanga de (0,0). FEntdo existem
funcoes
¢g:RxR"—sRer;:R" >R, i€{0,...,n—1}

de classe C* tais que
n—1

g(t, (E) - Q(tv :E)f(t,$) + Z thj(:L”),

J=0

numa vizinhanga de (0,0).

As defini¢oes e demonstragao dessa se¢ao estdo em conformidade com o capitulo 3 do
livro [3].
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Definicao 2.1.1. Sejam M uma variedade suave e p € M.

i) Sejam f: U, = Reg:V, = R, tais que Uy e V}, sdo vizinhancas de p em M, dizemos
que f ~, g se existe um vizinhanga W, C V), N U, de p, tal que f|Wp = g|Wp .

ii) Seja f : U — R uma fungao suave onde U é uma vizinhanga de p. Denotamos
[f]p como sendo a classe de equivaléncia de f em correspondéncia a relacao de
equivaléncia ~,, [f], recebe o nome de germe de f em p.

iii) €,°(M) é o conjunto de todos os germes de fungdes suaves em p. €;°(M) tem
estrutura natural de anel herdada de IR,

1o+ [glp = 9+ flp,

1o~ Lglp = g~ fl;

sendo que g+ f e g- f estdo definidos em domf N domg. Além disso o elemento
neutro de tal anel é a funcdo nula [0], (M — R; p — 0), e a unidade é a fungao
que associa todo elemento em M a 1 (M — R;p — 1) denotada por [1],.

Lema 2.1.1 ([3]). O anel 6,;°(M) possui inico ideal mazimal 4, = {[f]p € Cp; f(p) = 0}.

Demonstragio. E claro que ., é ideal: se f,g € M), entio [fl, +[glp = [f +glp e
(f+9)(p) = f(p)+g(p) =0, implicando [f], + [g], € #,. Por outro lado se [h], € #,,
entao [f]p - [hlp = [f - hlp é tal que (f-g)(p) = f(p) - g(p) = 0, inferindo [f], - [h], € #,.

Mostraremos agora a maximalidade .#,, suponha que exista um ideal .#, tal que
lil, € T\ A, entao i(p) # 0, segue que existe uma vizinhanca de p tal que a funcao
1/i(p) estda bem definida. Porém como .# ¢é ideal

1

[y - LL =[]y € 7,

o que é um absurdo, logo se [i], € . entdo i(p) = 0, o que implica que [i], € ., logo
qualquer ideal .# estd contido em .7, demonstrando assim a maximalidade. O

Definicao 2.1.2. Um anel que possui um tnico ideal maximal recebe o nome de anel
local.

Note que a tultima linha da demonstracdo do Lema 2.1.1 implica algo mais forte do
que M,, ser um ideal maximal. Tmplica que todo ideal Z de C;°(M) estd contido em M,
implicado Cp°(M) ser um ideal local.

Lema 2.1.2 ([3]). Seja ¢ : M — N um mapa suave entre as variedades suaves M e N,
entao o mapa

6" 63, (V) = E(X)
[flow) = [fodlp

¢ um homomorfismo de anéis. Caso ¢ for difeomorfismo entdao ¢* € isomorfismo de anéis.
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Demonstracio. E claro que ¢* é bem definido e o homomorfismo vem da equacio

" ([Fo) + o) o)) = 0% ([f + 1 dlor)
=[(f+h-g)odlp
=[foglp+[hodly-[godly
= ¢"([flp) +¢"([n]p) - " ([9]p)-

Pelo mesmo motivo temos que se ¢~ 1" : €0 (X) — ‘ﬁgfp)(Y) existir, entdo ¢~ 1" &
homomorfismo e

¢* 0 ([flp) = 6" ([f o0 o) = [f oo™ 00y = [f]p,

concluindo que ¢* o ¢~ = Id e pelo mesmo motivo ¢~ 1* 0 ¢* = Id, provando o lema.
m

A partir desse momento, por mera comodidade, iremos omitir os colchetes de [f], e de-
notaremos tal germe apenas por f. Sempre que f for um germe, sera citado anteriormente
e nao havera confusao.

Defini¢ao 2.1.3. Seja # um anel (comutativo com identidade) e A um grupo abeliano
(com respeito a operagao denotada por +). Dizemos que A é um Z-mddulo se existir um
mapa de Z no conjunto dos homomorfismos de A e denotamos a acdo r € Z em a € A
por ra € A. As seguintes propriedades sao satisfeitas:

(ri1+mr)a=mra+ra, Vri,rpo€ZeVacA,

(rir2)a = ri(rea), ¥ ri,re € Z eV a € A,

r(a1+a2) =rar+ra, Vri,mo € ZeVacA,
l-a=a,VacA

Um Z-moédulo A é dito finitamente gerado sobre & se existir um numero finito de
elementos ay,...,a, € A, tais que qualquer elemento a € A pode ser escrito na forma

n
a= Zriai, ri € X.
=1

Provaremos agora dois resultados importantes para conseguirmos demonstrar o teo-
rema da preparacao de Malgrage generalizado.

Lema 2.1.3 (Nakayama, [3]). Seja Z um anel local comutativo com identidade e seja M
o ideal mazimal do anel Z. Seja A um Z-modulo e assuma que sejam satisfeitos:

i) A € finitamente gerado,
ZZ) A= HA = {T1G1+...+7“kak; ri € M, a; € A, kEN}.
Entio A = {0} .

Demonstracdo. Considere ey, ..., e, um conjunto de geradores de A. Iremos concluir que
e = 0 para todo k € {1,...,n}. Uma vez que e € # A = A, existem ay,...,as € Ae
mi,...,ms € A, tais que

s
€ = Z mga;.
=1
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Como ey, ..., e, sao gerador de A, cada a; pode ser escrito na forma
n
a; = Z Tij€j.
j=1
Portanto
S
€L = Z mq;a;
i=1
S n
=D mi | 2 Tije
i=1 j=1
n ( S
=1 \g

mﬂ‘ij> ej,
=1

definindo sy; = Zf:1 m;ri; € A temos ey, = Z?:l sje;. Portanto conseguimos equagao

> (Okj —skj)ej =0, V ke {l,....n}, (2.1.1)
j=1

for invertivel, entdo o sistema (2.1.1) possui solucdo unica igual a e; = ... =¢, =0 e
nao a nada a se fazer. Supomos entao que D néo é invertivel. Uma vez que uma matriz
D em um anel comutativo com unidade é invertivel se, e somente se, det(D) é invertivel
no anel, tem entdo que D nao ¢é invertivel. Logo det(d;; — s;;) nao é invertivel em Z.
Perceba que det(d;; — s;;) =1+ s, com s € .

Afirmamos que em um anel local o ideal maximal é exatamente o conjunto dos ele-
mentos nao invertiveis de #Z. De fato, note que se t € .# entao t nao pode ser invertivel,
caso contrario terfamos 1 = tt~! € .#. Reciprocamente, suponha a existéncia de um
elemento t € # nao invertivel e ndo pertencente a .#. Entdao o ideal gerado por t,
Sy = {tr;r € #}, ndo estd contido em #, logo % = %, o que implica 1 € & e
consequentemente ¢ invertivel, gerando um absurdo. Logo t € .Z .

Da observacao acima e do fato de det(d;; — si;) nao ser invertivel, temos det(d;; — s;5) €
A, porém como vimos anteriormente det(d;; — s;;) = 1+ s com s € .#, implicando
1 = det(d;; — s45) — s € M, gerando um absurdo. Logo det(d;; — s;5) € invertivel, o que
implica e; = ... = e, = 0 e o lema estd demonstrado. O

Corolario 2.1.1 ([3]). Seja A um Z-mddulo finitamente gerado. Entao A/ M A é um
espago vetorial de dimensao finita sobre o corpo Z/ M . Mais ainda, seja ¢ - A — AJ M A
a projecdo natural e vy, ..., v, uma base para esse espaco vetorial, escolhendo ey, ..., e, €
A, tais que ¢(e;) = v;. Entao ey,..., e, € um conjunto gerador de A sobre X.

Demonstragdo. Primeiramente perceba que a a¢do de Z em A induz de modo natural
uma agao de Z/.# em A/ A, portanto A/.# A é um mddulo sobre o corpo Z/ .4 , o
que € um espago vetorial. Vejamos agora que dimg/ 4 Al MA < co. Sejam ay, ..., ap
o conjunto de geradores de A sobre o anel Z e v um elemento de A/.#Z A. Como ¢ é
sobrejetora existe a € A, tal que ¢(a) = v. Por outro lado, existem ry,...,r, € Z tais
que

a=ra+...+rpay,
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aplicando ¢ na equacao acima

v=[r]p(ar) + ...+ [ra]o(an),

sendo que [r;] é a classe de equivaléncia de r; em Z /. . Portanto temos ¢(ay), ..., ¢(an)
¢ um conjunto gerador de A/.# A, mostrando assim a finitude da dimensao de tal espago
vetorial.

Para a outra afirmagao do corolario, seja vy, ..., v, uma base de A/ # Aeey,..., e, €
A elementos escolhidos como descrito no enunciado do corolario. Considere B um submé-
dulo de A, gerado por ey, ..., ey, e seja C o quociente A/B. Uma vez que A ¢é finitamente
gerado sobre Z, temos que C' é finitamente gerado sobre %. Mais ainda, perceba que
A= B+ .#A. De fato, se a € A, entao

o(a) = [ri]vr + ...+ [rp]op,

logo a = rie1 + ...+ rpe, + 5, sendo que rie; +...+rpe, € Bes € #A. Segue dessa
observagao que

C=A/B=(B+.#A)/B=.#A)B)=.4C,

portanto, pelo lema de Nakayama concluimos que C' = 0 e consequentemente A = B.
]

Considere A como sendo um %,°(X)-médulo e ¢ : X — Y com ¢ = ¢(p) um mapa

suave. O homeomorfismo ¢* nos permite analisar A como ¢* (‘quo(X ))—médulo.

Teorema 2.1.2 (Teorema Generalizado da Preparacdo de Malgrange, [3]). Sejam X e
Y wariedades suaves e ¢ : X — Y um mapa suave tal que ¢(p) = q. Considere A
como sendo um 6;°(X)-mddulo finitamente gerado. Entdo A € finitamente gerado como
o* (%qoo (Y)) -médulo se, e somente se, AJ¢* (My(Y)) A € finitamente gerado como espago
vetorial sobre R.

Antes de demonstrar esse resultado provaremos dois lemas auxiliares.

Lema 2.1.4 ([3]). Seja m# : X — Y wuma submersio com dimX = n = dimY +1
e q = m(p). Seja A um €;°-mddulo. SeV = A/m* (My)A é um espago vetorial de
dimensdo finita sobre R, entdo A € finitamente gerado como ﬂ*(%qoo)—mo/dulo.

Demonstracio. Uma vez que tal resultado é local, fazendo uma escolha adequada de cartas
locais chegamos a conclusao que é suficiente mostrar para caso em que X = R", Y =
R ! p=¢g=0er:R" = R" ! édada pela projecao (z1,...,z,) + (22,...,7,). Seja
Y A — V a projegao candnica e escolha ey, ..., e, € A de forma que {¢(e1),...,¥(en)}
¢ uma base de V.

Note que ey, ..., e, gera A como 65°(R")-mddulo. Para ver isso primeiramente note
que

* (//0 (]Rn_l)) C Mp(R")

e portanto temos uma sobreje¢ao natural n : A/7* (///0(11(”*1)) A — A/ A (R™)A, im-
plicando que o conjunto {no(ey),...,nor(e,)} é gerador de A/.#(IR™)A. Aplicando o
Corolario 2.1.1 conseguimos que os elementos ey, ..., e, geram A como %5°(IR)"-mddulo.
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Uma vez que {¢(e1),...,¥(en)} é uma base de V', vemos que dado a € A, tal elemento
deve ser da forma

m
a= Zciei—i—é, (2.1.2)
i=1
com € € 7 (Mo(R"1)A. Entao e = > jL1 gjaj, com g; € T (///o(]R”_l)) eaj €A uma
vez que provamos que e, ..., e, geram A como %;°(R")-médulo, temos a; = Y7 hie,
com h; € 65°(R™). Consequentemente, € = > 7" (Z;’:m gihj) e;j. Aplicando em 2.1.2 e
definindo f; = Z;-nzl g;hj, concluimos que todo elemento de a pode ser escrito na forma

a= zn:(ciei + fies), ci €Ree fi € w* (M (R™) G5°(R™)) . (2.1.3)

=1
Pela equagao (2.1.3) existem ¢; e f;; pertencente aos conjuntos apropriados tais que
n
zie; = Y (cij + fij)ej,
J=1
usando o delta de Kronecker conseguimos entao o seguinte sistema linear nas variaveis
€1y, €n
n
> (21035 — cij — fij)e; = 0.
j=1

Defina P(z1,...,2,) como sendo o determinante da matriz (z16;; — ¢;j — fij). Pela
Regra de Cramer percebemos que Pe; = 0, para todo ¢ € {1,2,...,n}. Mais ainda

fij(ml,o, ..,0) =0.

uma vez que fi; € 7 (Mo(R"1))65°(R"), e portanto P(x1,0,...,0) = det(z18;; — cij).

Como det(x10;; — ¢;;) é um polinémio de ordem < n, existe k < n tal que P(z1,0,..,0) =
zhg(x1) e g(0) # 0, usando a equacgao (2.1.3) temos a = X(c;e; + fie;), aplicando o Teo-
rema da Preparacao de Malgrange em f; e P obtemos

k-1

fi=Q;P+ Z Rij(l‘g, . ,xn)le
j=0

Uma vez que Pe; = 0, temos que

=1
fiei =) Rijrie;
=0

e portanto
n k—1 )
a = Z cie; + Z Rijleei .
i=1 j=1
Segue que A é gerado pelos nk elementos e1, . .., en, x1€1, . . ., 25e, como 7 (€F°(R"1))-

moédulo uma vez que cada R;; € 7* (‘5000 (IR”_1>) .
O]
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Lema 2.1.5 ([3]). Sejam ¢ : X — Y uma imersio com q = ¢(p) e A um 6;°(X)-mddulo
finitamente gerado. Entao A é um ¢*(€4(Y))-mddulo finitamente gerado.

Demonstracio. A demonstracao desse lema é bem facil em comparacao com o anterior,
note que o mapa ¢* : 6.°(Y’) — 6,°(X) é sobrejetor. Utilizando a forma local de imersao

e cartas convenientes, é suficiente mostrar para caso onde X = R", Y = R"* p=¢ =0
e

6:R" — R"F = R" x R”
x> (z,0).

Seja f € €§°(R™) e defina g € €5°(R"*) por g(x,y) = f(z), temos entdo

¢*(9)(x) = go¢(x) = g(z,0) = f(x),
mostrando assim a sobrejetividade e demonstrando o Lema. O]

Com esses dois lemas podemos finalmente demonstrar o Teorema da Preparacao de
Malgrange Generalizado.

Demonstragio (Teorema 2.1.2). Defina primeiramente

p: X > XxY
z = (z, ¢(z)),

usando cartas convenientes podemos assumir que X = R" e p = 0. Seja

7 RixY 5> R xY

(I.l?“'?xi?y)'—) (‘/’U27“'7x7:7y>7

segue que localmente ¢ = mo...0m,o0 q; Uma vez que & ¢ uma imersao, o Lema 2.1.5
nos diz que A é um ¢*(%(q,q) (R"! x Y))-médulo finitamente gerado. Agora assuma que
AJo*(Mp)A é um espago vetorial de dimensao finita. Uma vez que

0" (M) C ¢ (MR X Y)),

existe uma sobrejecao natural de A/¢*(4p)A — &* (A 0,9 (R"! x Y)), implicando que
o (A 0,q) (R*! x Y)) é espaco vetorial de dimensao finita. Entdo as condicoes do Lema

2.1.4 sdo satisfeitas para m, e consequentemente A é um 7 ¢* (A 0,9 (R"! x Y))-médulo
finitamente gerado. Com uma indugao simples no indice dos mapas 75 concluimos que A
é um ¢*(€,°(Y))-médulo finitamente gerado, demonstrando assim o teorema. O

Corolario 2.1.2 (Corolario do Teorema da Preparacao de Malgrange Generalizado,[3]).
Seja ¢ : R x R" — R uma fungdo satisfazendo

890 8k_1g0 akgo
0,0) =0, =—(0,0) =0, ——(0,0) =0, —-(0,0) #0
90<?) ’at<?) 7atk71(7) 7atk<?>7é7
entdo existem germes ay, ..., an,b € C€E°(R™ ) tais que

k—1
th 4 > t*a;(o(t, ), ) = b(p(t, ), z), em uma vizinhanga de (0,0).
i=1
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Demonstragdo. Sejam 73 : R x R" — R”, ma(t,x) = x, f = (p,m2) : R" — R e
A = 6§°(R™1!). Primeiramente perceba que .#y(R") = (¢, z1,...,2,)65°(R"1), onde
(f1, .-, fn)E5°(R™1) & denotado como sendo o menor ideal de €5°(R™ ) que contém
fi, -, fn. Para ver isso tome g(t, ) € #H(R"™!). Entdo g(0,0) = 0, implicando

g(t,.’L’) - g(t,l’) 9(070)
L d d
= [ —g(st

(Y. 0g = Jg
—/0 ta(st, Sx)—l—xlizzla—xi(st, sz) ds

B 1 g no (1 g
=t (/O o (st, 3:c)ds> +i§1xl (/0 8xi<5t’ sx)ds) :

o que infere g € (¢, z1,...,2,) 65 (R"1) e portanto
My(R™) C (t, 21, ..., 2,)E° (R™T.

Da maximalidade de My(IR™), temos a igualdade dos conjuntos.

Note que A = E§°(R™ 1) pode ser visto como um %5°(R"*!)-médulo, sendo fini-
tamente gerado pelo elemento 1 € A. Por meio da aplicagao f, A também pode ser
analisado como f*¢§°(R™"!)-médulo. Da igualdade anterior temos

1 (AR = £ (1, ) GER™Y) = (p(t )21, ) GO (R).

Vejamos agora que (¢(t,x),x1,...,2,) 65 (R ) = (tF 21, ..., 2,)EC (R, Re-
lembre que pelo Teorema da Preparacao de Malgrange convencional, em uma vizinhanca
da origem existem germes suaves ¢, ay, ..., a, com a;(0) =0 e ¢(0,0) # 0, tais que

o(t,x) = c(t, x) (tk +ap_y ()t 4 ao(x)).
A equacao acima garante que
Sp(ta IE) < (tk’ L1 - 73:“)%(?0(11{”—'_1) et € (@(ta 33), L1 .- ’xn)CgOOOGRn—H)?

mostrando a igualdade dos ideais.
Por fim,
A B (gooo (]Rn—H) B (gooo (Rn—i—l)
frtloA (ot ), 21, .. 2p)EC (R (#h 2y, .. 2G50 (R TL)

e 0 espaco acima tem dimensao k, pois o conjunto

{o+ /oA, o+ " oA, ... [1F7Y] + [ o A}

é base. Segue do Teorema da Preparacio de Malgrange Generalizado que 65°(IR"™1) é

um f*65°(R"*1)-médulo finito com conjunto gerador {[1]0, [tlo,- -, {tkil}o}, portanto
como t* € A, existem germes ay, ..., an, b € CEO(R™1) tais que
k=1
th+ 3" tailp(t ), 2) = bo(t, 2), 2).
i=1
0

O corolario acima sera fundamental para a demonstracao da Forma Normal de Vishik.
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2.2 Forma Normal de Vishik

Um primeiro passo para entender a dinamica local de um campo suave por partes
(X,Y) € Q"(M,%) é estudar o comportamento local dos campos X € X"(M7*). Dado
um ponto p € M* temos duas possibilidades, p € Int(M*) ou p € OM* = X,

Caso p € Int(M¥) entao a dindmica local é amplamente conhecida da teoria classica.

Resta entao entender o caso em que p € ¥. Concentrar-nos-emos nos campos X €

Definigéo 2.2.1. Sejam X,Y € X(M¥*) e p € ¥. Se existir um homeomorfismo, ¢ : U, —

Vo(p)» sendo que Uy e Vi, vizinhangas de p e ©(p), respectivamente, que mapeia 6rbitas

de X em orbitas de Y, respeitando a orientacao das érbitas e satisfazendo p(U, N X) =
Vo) NY; Entdo X e Y sdo chamados de X-equivalentes em p e o(p).

Proposicao 2.2.1. Sejam X € X"(M), ¢ : M — N um difeomorfismo e h : M — R,
definindo Y = 0, X e f: N = R, satisfazendo f = ho @~}

X"h(z) = Y fY((z)), ¥ n € N.

Demonstracao. Vamos demonstrar tal resultado por inducao em n. Para o caso n = 1,
temos

Y f(p(x)) = V@)Y (p(r))
= Vh, - dcp;(lx) ~dpz X (2)
= Vh, - X(z) = Xh(z).
Supondo vélido para n, i.e. X"h(z) =Y f"(¢(x)), entdo
Y () = V (V") g Y ((2))
=V (X”’fosa D Y (2())
V(X" )y dp sy - dea X (@)
V(X"f), X(z) = Xh"(2),
demonstrando assim a proposicao. O]

Relembre que A : M — R é uma funcao tal que h_l(O) =2, sendo 0 valor regular de
h.

Teorema 2.2.1. Sejam X € X" (M) ep € ¥ tal que Xh(p) # 0. Entdo existe uma carta
(p,U) em torno de p tal que X = (1,0,0) e ¢ = (v1, 92, p3) € escolhido de forma que
p1 =0 € a equagdo da fronteira de X NU.

Demonstragio. Seja (¢, V) uma carta de p em ¥ de forma que Xh(q) # 0,V g € V e
Y (p) = 0, definimos

®:Rxyp(V)— M
(t,2) = o(t, 9~ (2)),
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onde ¢ é o fluxo do campo X. Segue que

od
E(O’ 0) = X(p)
¢ 0P o1

uma vez que X (p) € 1,2 (pois Xh(p) # 0), ® é difeomorfismo local e existe uma vizi-

nhanca U de 0 em R" tal que ® é invertivee. Definindo entao ( = ¢~ , € claro que

1

‘@(U)
(X (q) = (1,0,0) e ¢ = ({1, (2, (3) é tal que ¢; = 0 é a equagao da fronteira, demonstrando
o teorema.

]

Iremos agora demonstrar as Formas Normais de Vishik para o caso tridimensional,
resultado que torna possivel o estudo da teoria de estabilidade estrutural local. As de-
monstragoes dos proximos dois teoremas sdo baseadas nas técnicas do artigo [26].

Teorema 2.2.2 (Forma normal de Vishik para pontos de dobra, adaptado de [26]). Sejam
X € X(M*) e p € ¥ um ponto de dobra, entio existe uma carta (v, U) em torno de p
tal que tal que
)
Q/J*X(I‘7 Y, Z) =11
0

e = (Y1,19,13) € tal que, Y1 =0 € a equagao da fronteira X NU.

Demonstragio. Primeiramente, como X (p) € T,,%, usando o Teorema do Fluxo Tubular
é possivel encontrar coordenadas ¢ = (1, P2, ¢3) de forma que ¢ X (z,y,2) = (1,0,0) e
¢(p) = 0. Portanto

_ 9! 91
_ 1 _
X(0) =d¢, (1,0,0) = e (0) = e (0) € T,
logo definindo f == ho ¢! temos que
of .\ _ dp~'
8—%(0) = Vhy, e (0) = 0.

Como 0 ¢ imagem inversa de valor regular podemos supor, sem perda de generalidade,

que 5
2L 0y #0,

31‘3
e pelo teorema da fungdo implicita existe inica fun¢ao ®(x1, z2) tal que
f(z1, 22, (21, 22)) = 0,
sendo assim, em decorréncia da Proposigao 2.2.1, (x1, 22, 23) € ¢(U NX) se, e somente se,

x3 = ®(z1, 22).

Como o fato de p ser ponto de dobra do campo X nao depende da funcao h escolhida
para parametrizar Y, podemos entao, assumir sem perda de generalidade que

f(x1, 29, 23) = ho ¢ Y1, z9, 23) = 23 — B(21, 22).
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0P
uma vez que X = (1,0,0) é tangente a ¢(U N Y), temos que 8—(0) = 0.
T1
Fazendo a mudanca de variaveis
0P
= — — O
r=1r1, Y =122, 2 9334-(%2( )2,

e definindo 90
oy, 2) =Py, 2) — a—y(o)y,

temos que ,localmente nas novas coordenadas,
f@,y,2) =z —o(x,y),
e portanto a equacao da fronteira é dada por
z=p(r,y).
Percebendo que nessas coordenadas X continua sendo descrito por (1,0,0), temos que

¢

0=Vf(0)-(1,0,0) = <— o (0), —%;(O), 1) -(1,0,0) = —gi(O).

Além disso, usando que 0 é ponto de dobra e repetindo a mesma conta anterior, chegamos
a conclusao que

52
55(0) #0.
Uma vez que ¢ satisfaz
o O O

pelo corolario do teorema da preparacao de Malgrange generalizado existem fungoes sua-
ves, a,b: R? = R, tais que

22+ x-aly, o(x,y)) = by, ¢(z,y)), em uma vizinhanca da origem. (2.2.1)

Observe que

Ib(y, p(,y)) _ob e _
ax (m7y):0 - 82 (07 0) 81‘ (07 0) - 0

por outro lado,

Ny, p(z,y)) _ Oa ¢
o =2z +a(y, o(z,y)) + ay(%y) 5 (& Y)

e, calculando em (z,y) = (0,0), concluimos que a(0,0) = 0. Além disso é claro que

ob(y, z)
dy

=0,
(2,9)=0

entdo, calculando a segunda derivada de b em (0,0), temos que
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_ 9%y, o(z,y))

0% D 2o, 0%
o que implica
ob(y, z) 40,
0z |(ay)=0

Considere a mudanga de variaveis

T=x, 5=y, 2=>0(y,z2).

Por comodidade e para que nao seja necessaria a criagao de novas coordenadas a cada
passo, depois da mudanga de coordenadas (z,y, z) vao se referir as novas coordenadas do
sistema. Ou seja, apds utilizar (Z, 9, 2) para definir as novas coordenadas com base nas
antigas, iremos nos referir a essas mesmas coordenadas simplesmente por (z,y, z).

Nessas coordenadas, X continua na forma (1,0,0). Como F(x,y,z2) = (z,y,b(y,2)) é
difeomorfismo local, sua inversa G tem que ser escrita na forma

G(x,y,2) = (x,y,u(y, 2)),
além disso,
(z,y,2) = GoF(z,y,2) = G(x,y,b(y, 2)) = (z,y,u(y, by, 2)))

=z =u(y, by, 2)).

A nova equagao da fronteira é dada por

u(y, z) = o(z,y).
Note que tal condicao implica

(z,y,uly, 2)) = (2,4, o(, y))-
Aplicando F nos dois lados da equacao acima, temos
(z,y,2) = F(z,y,¢(z,9)) = (z,9,b(z,y, ¢(z,1))),
seguindo que a equacao da fronteira é dada por
2= @(x,y) = bly, o(z,y)).

Pela equagao (2.2.1),

P(x,y) = 2>+ 2 - aly, p(,y))
= 2% +x-aly, u(y, bly, p(x,y)))
= 2%+ z-a(y, u(y, 3(z,)).

Definindo a fungao suave d(z,y) = a(y, u(y, z)), conseguimos

@la,y) = 2* + - d(y, p(z,y)),
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sendo d(0,0) = 0. Além disso, é imediato ver que @,(0,0) =0, $,(0,0) = 0.
Fazemos agora a mudanca de coordenadas

mais uma vez X continua na forma (1,0,0) e a equagao da fronteira é dada por

< d(yz, z) y)

z=plxz— ,
_ d(y,2)\ d(y, 2) _ d(y, 2)
(x 5 )4—x 5 d{y, ¢z 5 Y
2
B d(y, 2) d(y, 2)
—<x 5 ) +<a: 5 d(y,z)
2 2
=22 —d(y,2) =+ d(y;z) +d(y,z) -z — d(y’;)
2
_ IQ . d(ya Z) )
4
Pela mudanca de variaveis
(y,2)?

rT=x,y=y, 2=2+

temos que novamente o campo continua na forma (1,0, 0), porém a equagao da fronteira
se torna

1/, _ _
xzi(x —z),y:x,z:y
Note que
. 2x-x4+Z _
l‘: :l’:
5 Y,
joi=1,
Z=7=0.

~—

Portanto o campo foi colocado na forma (y, 1,0) e a equagdo da fronteira é x = 0. Pro-
vando assim o teorema. O

Teorema 2.2.3 (Forma normal de Vishik para ctspides, [26]). Sejam X € X(M*) ep €
Y um ponto de cispide, entdo existe uma carta (1, U) em torno de p tal que

Yy
VX (z,y,2) = | 2
1

e 1 = (Y1,%92,13) € tal que Y1 = 0 € a equagao da fronteira X NU.
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Demonstragio. Primeiramente, como X (p) € T,,%, usando o Teorema do Fluxo Tubular
podemos encontrar coordenadas ¢ = (¢1, ¢2, ¢3) de forma que ¢ X (z,y,2) = (1,0,0) e
¢(p) = 0. Portanto,

_ 9! Do~
_ 1 _
X(0) =d¢, (1,0,0) = 01 (0) = 01 (0) € TLX.
definindo f == ho¢~!, temos que
of /o _ ot

Como 0 ¢ imagem inversa de valor regular podemos supor, sem perda de generalidade,

que of
~(0) #0,

6:1:3

e entdo pelo teorema da funcao implicita existe tnica funcao ®(x1,x2) tal que
f(z1, 22, P(x1,22)) = 0.
Sendo assim, pela Proposigao 2.2.1, (z1,z2,23) € ¢(U NY) se e somente se
x3 = O(x1, 22).

como o fato de p ser ponto de ctspide do campo X nao depende da funcao h escolhida
para parametrizar Y, podemos entao, assumir sem perda de generalidade que

f(x1, 22, 23) = ho ¢ H(x1, x9, 23) = 23 — B(21, T2),

oD
e uma vez que X = (1,0,0) é tangente a ¢(U NX), temos que 8—(0) =0.
T1

Considere a mudanca de variaveis

0P
T=x1, Yy =2T2, Z=2T3— 8—@(0)@.

Definimos 9%
M%@=¢w@—5ﬁm%

de forma que nas novas coordenadas
f(@,y,2) = 2= ¢(z,y),
e portanto a equacao da fronteira é dada por
z=p(z,y).

Note que nessas novas coordenadas X continua sendo escrito por (1,0,0), resultando

0=Vf£(0)-(1,0,0) = (—gi(O), —?;(O), 1) -(1,0,0) = —gi(O).
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Além disso, usando que 0 é uma cuspide e fazendo a mesma conta anterior chegamos a
conclusao que

0%p 0%p
Recordando o fato de p ser ponto de ciispide, notamos que

{df(0), dX f(0), dX?f(0)}

¢ linearmente independente e portanto a matriz

O D -
(‘)2:70(0) @Qy(o) 1
¢ ¢
2 (0) 6)Zwy(o) 0
0% Op
81‘3( ) 0x20y (0) 0
é invertivel, implicado que
0%
pe 8y(O) #0
Uma vez que ¢ satisfaz
g O P Py

Pelo corolario do teorema da preparagao de Malgrange generalizado, existem fungoes
suaves ag,as,b: R? — R, tais que

2® +a? - az(y, (a,y)) + 2 - a1(y, (z,y)) = by, ¢(z,y)). (2:2.2)

Fazendo as mesmas contas do caso anterior facilmente se, conclui-se que

al (Oa O) = O’
CLQ(O, O) = O’
b
8—y(0, 0) =0,
ob
a(o, 0) #0,
3
) b(y,awgy,w)) —6+£0.
€ (z,y,2)=0

Fazemos agora a mudanca de variaveis

T=xz, 9=y, Z=">by,2).

Novamente, por comodidade e para que nao seja necessaria a criacgao de novas coor-
denadas a cada passo, depois da mudanga de coordenadas, (x,y, z) vao se referir as novas
coordenadas do sistema. Ou seja, apds utilizar (7,7, Z) para definir as novas coordenadas
com base nas antigas, iremos nos referir a essas mesmas coordenadas simplesmente por

(I7 y? Z)
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Nessas coordenadas, X continua na forma (1,0,0). Como F(z,y,z2) = (z,y,b(y, 2)) é
difeomorfismo local, sua inversa G tem que ser escrita na forma G(z,vy, 2) = (z,y, u(y, 2)).
Além disso

(z,y,2) = Go F(z,y,2) = G(x,y,b(y, 2)) = (2, y,u(y, by, 2)))

=z =u(y,b(y, 2)).

A nova equagao da fronteira é dada pela equacao
u(y, z) = o(z,y).
Note que tal condi¢ao implica
(z,y,uly, 2)) = (2,9, ¢(z,y)),
aplicando F' dos dois lados temos
(z,y,2) = Fz,y, 0(z,9) = (z,9,b(z,y, ¢(z,y)))

segue que a equacao da fronteira é dada por

z=@(z,y) = by, e(z,y)).

Note que
9
st ,y>—§y(§b<y,w<x,y>> % ,y>)
2
— o (Gstea)) - G + el 5 2 o),

entao aplicando em (z,y) = (0,0),

0= 2w TE
oyoxr ' 0z dyox

(0) #0
Utilizando a equagao (2.2.2)

Bz, y) = 2° + 2% - as(y, e(z, ) + x - a1 (y, ¢(z, y))
=23 422 az(y, p(x,y)) + - a1y, w(y, by, o(z,y))))
= 2%+ 2% aa(y, uly, @(z,v))) + - aly, u(y, §(z,y)))

e definindo as fungoes suaves d;(x,y) = a;(y, u(y, x)), conseguimos a relagao
@(ZE, y) - 5133 + xQ ’ d2(y7 @(ZL’, y)) +x- dl(ya @('Ta y))7
sendo que d;(0,0) = 0. Um célculo imediato utilizando a equagao acima nos mostra que

O o _ O°¢
oy ~ Oyox

(0) #0

Além disso é imediato ver que @,(0,0) =0, @;(0,0) =0 e $.4(0,0) = 0.
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Fazemos agora a mudanca de coordenadas

do(y,z) -
3

T=x+

e mais uma vez o campo X continua na forma (1,0,0). A equacao da fronteira é dada
por

da(y, 2)? 2dy(y, 2)3
et ) 4 2
Pela mudanca de variaveis
_ _ da(y,2)* _ 2da(y,2)?

3 77 27

Temos que novamente o campo continua na forma (1,0,0), porém a equacao da fronteira
se torna
Z2=Y-T+ 3.

A mudanca final de coordenadas sera

1 x2

F=-(34+y-z— ot Y s
x—6( +y-x z),y—2+3,z—:c.
Note que

L3 ity +ioy—2 22y o

Tr = _7+7:y7
3 2 6

gzx-j:—i—%:xzi,

z=y=1

Portanto o campo fica na forma (y, z,1) e a equagao da fronteira é x = 0, provando assim
0 teorema. OJ

N.B. 2.2.1. Os Teoremas 2.2.2 e 2.2.3 sao vdlidos, utilizando a mesma demonstragdo,
se trocarmos X € X(M¥) por X € X(M) .

Mostramos entao que, se X € X'g(M) e p € 3, entdo existe uma carta (p, U) em torno
de p, tal que ¢, X é colocado em uma das formas

I\ (v (0
Of, 1] ou | 2],

0 0 1
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e de forma que a fronteira seja dada por x = 0.

Para fins do estudo da dindmica, é esperado que U N M™ seja levado via ¢ para um
aberto H3 e U N M~ seja levado via ¢ para um aberto —H?. Para correspondéncia
fazemos a mudanca de varidveis @1 = dp, onde 6 = sgn(X"h(p)), para o menor n > 1 tal
que X™h(p) # 0. Nessa nova coordenada, ¢, X fica na forma

0 oy oy
01,1 1]oul|=]|,
0 0 1

dando origem ao seguinte teorema:
Teorema 2.2.4 (Forma Normal de Vishik). Sejam X € X"(M™*) e p € X, entdo:

1. Se p é um ponto de tangéncia regular, entio existe uma carta (p,U) de M* em
torno de p tal que p(U) = VE, VE C +H3, ¢o(p) =0, (UNX) =V N ({O} X ]RQ)
e

)
SO*X(%%Z): O )
0

sendo § = sgn(Xh(p)).

2. Se p é um ponto de dobra, entdio existe uma carta (¢,U) de M= em torno de p, tal
que p(U) = VE, VEC £H?, o(p) =0, o(UNT) =V N ({0} xR?) e

oy
o X(z,y,2) = 1
0

sendo & = sgn(X2h(p)).

3. Se p € uma cispide, entio existe uma carta (p,U) de MT em torno de p tal que

p(U) =VE VECEH?, p(p) =0, (UNYE) =V ({0} xR?) e

oy
o X(T,y,2)=| 2 |,
1

sendo & = sgn(Xh3(p)).

Consequentemente, conseguimos caracterizar a dindmica local de qualquer campo per-
tencente a X(M*).

Demonstraremos agora outras formas normais para os campos em X"(M i), que é
menos geral que a forma normal de Vishik, porém possui algumas vantagens que serao
exploradas em teoremas futuros.

Teorema 2.2.5. Sejam X € %’"(Mi) ep € X, sendo p um ponto de dobra, entdo existe
uma carta (p,U) em torno de p em M*, tal que ho o~ (z,y,2) =z e

y
0
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Demonstra¢io. Primeiramente, pela forma normal de submersao existe uma carta (¢, V),
em torno de p, tal que my(x,y, 2) = hod~ (x,y,2) = x e ¢(p) = 0. Definindo Y = ¢, X =
(Y1, Y2,Y3), temos pelo fato de p ser ponto de dobra, juntamente com o a Proposigao 2.2.1
que

Y1(0) = Ym(0) = Xh(0) =0.

Como Y (0) # 0, entdo Y2(0) # 0 ou Y3(0) # 0. Podemos supor, sem perda de gene-
ralidade, que Y2(0) # 0. Considere o seguinte mapa 1, definido em uma vizinhanga da
origem por
b(2,y,2) = By, (x,0,2)),
onde @ ¢ o fluxo de Y. E claro que 1 é difeomorfismo local em (0,0,0), com d¢, X (q) =
(0,1,0). Definindo
f(SC, Y Z) = 7T(Q,?))(I)(ya (l’, 0, Z))?

onde 7(3 3) € a projegao nas duas ultimas coordenadas, temos que

0(z,y,2) = (z, f(z,y, 2))
¢ um difeomorfismo local na origem, pois

d90(1, 0, 0) = (1, 0, O),
d@o(Y(O)) = (Y1(0)7 L, 0)7
dfp(0,0,1) = (0,0,1)

Yo 61
0.Y = 1 )
0

Mais ainda, 7 0 0~!(z,y,2) = z é satisfeito. Redefinimos Y como sendo .Y, apenas
para nao carregar a notacao.

Usando mais uma vez o fato de p ser ponto de dobra e a Proposi¢ao 2.2.1, concluimos
que

e é imediato perceber que

VY1(0) - Y(0) = Y7i(0) # 0.
Da equagao acima retiramos

0 GHOVI0) + 5(0) = 5o 0).

0Y;
Assumimos sem perda de generalidade que —1(0) # 0. Definindo o difeomorfismo local

dy
C(Z‘, ya Z) = (ZE, Yl(xa y7 Z)J 2)7 temos
Y] ’ oYy
GY(a) = | 5, (€M @M0) + 5 (¢ a)
0
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e continuamos tendo m o (~!(x,, z) = x. Compondo os difeomorfismos anteriores e
chamando tal composicao de ¢ e a interse¢ao dos abertos de U. Conseguimos que (¢, U)
uma carta tal que

y
X (q) = [ X?hoo q)
0

O

Teorema 2.2.6. Sejam X € %T(Mi) ep € X, sendo p um ponto de cuspide. FEntao,
existe uma carta (o, U) em torno de p em MT, sendo ho o™ (z,y,2) =z e

y
X (2,y,2) = | X?hop H(z,y,2) |, V (z,y,2) € p(U).
1

Demonstracdo. A demonstragao é similar a do teorema anterior, com minimas adaptagoes.
Novamente pela forma local de submersao existe uma carta (¢, V') em torno de p tal que
m(z,y,2) =hoo Y x,y,2) = z e ¢(p) = 0. Definindo Y = ¢, X = (y, Y2, Y3), temos pelo
fato de p ser ponto de cuspide, juntamente com a Proposi¢ao 2.2.1, temos que

Y1(0) = Y (0) = Xh(0) = 0.

Como Y(0) # 0, entdo Y2(0) # 0 ou Y3(0) # 0. Podemos supor sem perda de generalidade,
que Y3(0) # 0. Considere o mapa definido em uma vizinhanga da origem

(z,y,2) = (2, (2,9,0)),
onde @ ¢ o fluxo de Y. E claro que 1 é difeomorfismo local em (0,0,0), com d¢, X (q) =

(0,0,1). Definindo
f(xaya Z) = 7T3q)(y7 (513', 07 Z)),

onde 73 ¢é a projecao na ultima coordenada, temos que

0(z,y,2) = (2,9, f(z,y,2))
¢ um difeomorfismo local na origem pois

d6o(1,0,0) = (1,0,0),
dfo(0,1,0) = (0,1,0),
doo(Y (0)) = (¥1(0), Y2(0), 1)

e é imediato perceber que
Yo 61
0. = | Ya0071 |,
1

redefinimos Y por 6,Y, note que 71 00~ (x,y,2) = z.
Uma vez que 0 é ponto de ctspide de Y entao

(Vr1(0), d¥mg, dY2mg} = {(1,0, 0), (6;;1 (0), ‘?;1 (0), %il (0)> ,dy%ro}



é base de R3. Como Y?7(0) = 0, entdo

0 =Ynri0)
— VY (0)-Y(0)
oM
 Omy
o
 Omy

(0)Y1(0) +

(0)¥2(0) +

(0)

oY1
perceba que se —

Y
= 0, teriamos -t

23

SLO)Y(0) + 5 L O)¥300)
9 3

oY

81:3 (0)’

(0) = 0, gerando um absurdo pois torna o

8:13‘2 8953 5
Y,
vetor VY] linearmente dependente com (1,0,0). Portanto, obrigatoriamente a—l(O) #0
T2
e definindo o difeomorfismo local ((z,vy, z) = (z, Y1(z,y, 2), z) em 0,
)% 8Yy )%
1,,.-1 1,,-1 1/—1
Y(g) = | S Yi(0) + 22 o1
GY(g) = | 5 (¢ (0)1(0) + o (¢ @)+ (¢ (@)
1
Y
= | Y2m1(¢ Hq))
1
e continuamos tendo m o (7'(x,y,2) = 2. Compondo os difeomorfismos anteriores e

chamando tal composicao de ¢ e a intersecao dos abertos de U, conseguimos a carta

(¢, U) tal que

¢*X(Q) =

provando assim o teorema.

y
(X2h0 ¢~ (q)
1

I
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Capitulo 3

Anélise dos Conjuntos X6(M™) e =

DADO X € Xg(M j[), o objetivo desse capitulo é entender as propriedades do conjunto
Sx ={z € X; Xh(p) =0}.

Tal conjunto possuira particularidades interessantissimas e até mesmo surpreendentes e
nos possibilitara provar que Xg(M*) é aberto e denso em X"(M). Os resultados provados
nesse capitulo sdo baseados e estdo em conformidade com os artigos [6] e [7].

Durante este capitulo consideremos M como sendo uma 3-variedade suave compacta
mergulhada em R" e h : M — R uma funcao suave tal que 0 é valor regular de h e
> := h~1(0) é uma 2-variedade orientével mergulhada em M.

Lema 3.0.1 ([6]). O conjunto Sx = {x € ¥; Xh(p) = 0} é uma subvariedade de ¥ de
forma que

k .
Sx = |_| S}(a
i=1

sendo que cada S ¢é difeomorfo a St

Demonstragdo. Seja (¢, U) uma carta em torno de p em %, tal que ¢(p) = 0 e p(U) = R2.
Considere a funcao

f:R*>->R
T Xh(go_l(x)).

Seja p € Sy, entao Xh(p) =0, implicando X (p) € T),%, se p é ponto de dobra temos
que
0 # X?h(p) = d(Xh),X (p).

Como df = d(Xh),dpg !, uma vez que X (p) € T,X e X"*(p) # 0, temos que df, # 0. Por
outro lado, se p é ponto de cispide, entao o conjunto

{dh,, d(Xh),, d(X2h),} é linearmente independente
e portanto deve existir algum vetor v € T),X tal que

d(Xh)pv # 0.
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De fato, caso contrério terfamos d(Xh), linearmente dependente de dh,. Sendo assim,
df = d(Xh)pdey ' # 0.

Segue da observacao anterior que

0
Supondo sem perda de generalidade que —f(O) # 0, entao pelo teorema da funcao impli-

cita existe uma unica funcdo suave 7 : (—6,0) — (—¢,¢) tal que

f(r(y),y) =0, Yy e (=40),

implicando Xho o(7(y),y) =0,V y € (—0,9). Logo,
SO(T(')a ) : (_57 5) — Sx

é uma parametrizacao local de p em Sy, mostrando que Sx é variedade suave unidimen-
sional. Como ¥ ¢ compacto, ¢ claro que existem apenas finitas componentes conexas S%
de Sx, entao
k
S = |_| S,
i=1
Como cada S& é uma l-variedade, S; é homeomorfo a S! ou a R. Uma vez que Sy =
X h_l‘z (0) C ¥ é fechado, Sx é compacto e entdao cada S; é compacto, temos portanto

S; =2 8! demonstrando o resultado. n

O lema acima nos mostra que os pontos de tangéncia de campos X € Xg(M™) sao
extremamente bem comportados.

Perceba que a definicdo do conjunto Xg(M¥) em X(M™*) nos motiva a definir o con-
ceito de campo simples no conjunto Q(M, ¥) da seguinte maneira:

Definic¢ao 3.1. Seja =g C Q" (M, ) o conjunto dos campos (X,Y) € Q" (M, X)), tais que
X e X4(M™), Y € X4(M*) e Sx M Sy. O conjunto Zy é chamado de conjunto dos
campos simples em Q" (M, X).

A necessidade de supormos Sx M Sy na definicao acima serd explorada mais a frente.
Mas, a grosso modo, colocamos tal requisito na definicio para que, sob pequenas C'-
perturbagdes no campo (X,Y) € Zp, o conjunto Sx U Sy ndo mude de maneira abrupta:
a persisténcia topoldgica desse conjunto nos possibilitard a demonstracao de teoremas
relacionados com a estabilidade estrutural em =g (ver capitulo 4).

Mostraremos agora resultados com respeito a persisténcia da variedade Sx.

Lema 3.1 ([6]). Sejam Xo € Xg(M*) e py € ¥ um ponto de dobra de Xo. Entdo existem
uma vizinhanga V de Xo em X"(M7T) e uma vizinhanga V de py em ¥ tais que:

i. Para cada X €V, existe uma unica curva suave de pontos de dobra de X contida
em V' (denotada por vx ), que intersepta OV em apenas dois pontos e de maneira
transversal.

ii. po € vx, € sgn(X2h(p)) = sgn(Xgh(po)), para todop € yx e X € V.
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Demonstragio. Considere a funcao continua

F:X"(M*)xZ =R
(X,p) = Xh(p).

Como F(Xg,pg) # 0, por continuidade, existem vizinhancas Vi de Xg em X" (M) e
Vi de pg em X, tais que

X2%h(p) #0, VX € Vi e p € Vi, e sgn(X2h(p)) = sgn(Xzh(pg)). (3.0.1)

Seja ¢ : (—01,01) X (—d2,02) — V5 uma parametrizacao local suave de X, de forma
que ¢(0) = po e Vo C V. Defina

G X"(M*) x (=61,01) X (—62,89) = R
(X, z1,22) — Xh(p(x1,x2)).

notoriamente, como G(Xp,0,0) =0e
0 £ X2h = d(Xoh)p - Xop),

temos que dG(Xop, ) = d(Xoh)p - dpo, logo podemos assumir sem perda de generalidade
que

oG
—(X .

Usando o teorema da fungao implicita existem ¢ < min{dy, d2}, uma vizinhanga V C V;
de Xo em X"(M7T) e uma funcio

T7:V X (—8, —E) — (—51,51),

tais que G(X,z1,22) = 0 com X € V e x5 € (—¢,¢) se, e somente se, 1 = 7(X, x2).
Note que para cada X € V, a curva cx : (—¢,&) — (—01,01) X (—¢,¢) dada por cx(t) =
(1(X,t),t) é transversal as linhas horizontais z1 = ¢, para todo xg € (—¢,e) C (=41, 01).

Definindo V' = ¢([—¢/2,¢/2] x (—¢,¢)), pelo comentario acima, a curva yx = ¢ ocy
intersepta 0V transversalmente em vx (—¢/2) e em vyx(¢/2), definindoa = —¢/2e b = /2,
demonstramos a parte ¢. do teorema. A equacao 3.0.1 assegura que ii. é satisfeito. O

Proposicao 3.1. Seja X € %g(Mi), entdo Sx possui apenas finitos pontos de cuspide.

Demonstragcao. Suponha por redugao ao absurdo a existéncia de uma sequéncia de pontos
distintos {pn}nen C Sx C X, tal que cada p, é um ponto de ctspide.

Uma vez que Sx é compacto, pois € um conjunto fechado contido no compacto ¥,
existe uma subsequéncia {py, }reN C {Pn}nen convergente. Chame o limite da sequéncia,
Pn, de p, como Sx é fechado, p € Sx. Por continuidade de Xh, temos

Xh(p) = lim Xh(p,,)=0e X?h(p) = lim X*h(p,,) = 0.
k—o00 k—o00
Como p € Sx, p deve ser ponto de ctspide e portanto o conjunto
{dhy, d(Xh)p, A(X?h),}

¢ linearmente independente. Porém, seja ¢ : (—¢,e) — V, C Sx, ¢(0) = p uma para-
metrizacdo local de p, e suponha {t; = ¢ 1(pn, )} ren. Podemos supor sem perda de
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generalidade que {py, }ren C V). Nessas condicoes, temos que ¢, — 0 quando n — oo.
Note que pela defini¢ao de derivada

Xhop(ty) = Xhop(0)+d(Xhop),tn+ O(t,), (3.0.2)
onde O é uma funcao tal que
O(ty) _0
n—00 |tn| )
Entao, dividindo a equagao (3.0.2) por ty,
Xh t Xh t t
O@(n): O¢(0)+d(Xho¢)tn'£+O(n>,
tn tn tn tn

lembrando que 0 = Xh o p(t,) = Xhop(0), Vn € IN e aplicando a regra da cadeia,

O(ty)
tr ’

0= 0+ d(Xh)p,, -, +

Por fim, fazendo k tender ao infinito

d(Xh),-dpg = 0.

Repetindo a mesma conta para X2h, resulta em

d(X?h), - dpg = 0.

Perceba que 0 # dpg € TX e

dhy, - deo = 0,
d(Xh), - dpg = 0,
d(X?h), - dpg = 0.

Como {dhy, d(Xh),, d(X2h)} é base, as equagdes acima nos mostram que

dep
d = — pu—

gerando um absurdo. Logo, ndo podem existir infinitos pontos de cispide distintos em
Sx, demonstrando o resultado. O

Lema 3.2 ([6]). Sejam Xo € Xg(M*) e po € ¥ um ponto de cispide de Xo, entdo
existem uma vizinhanca V de X, numeros reais ag < 0 < by e uma vizinhanca V' de pg
em X, tais que para cada X €V

0.

eziste uma Unica curva injetiva suave yx : [ag, bo] = V, de forma que Im (vx) C Sx
em V intercepta OV transversalmente em apenas dois pontos;

existe uma tnica fun¢io continua T : X"(MT) — R, tal que ag < 7(X) < by e
p(X) = vx(7(X)) € o tinico ponto de ciispide de X em 'V, além disso sgn(X3h(p(X)
= sgn(Xgh(po));

vx (t) é um ponto de dobra de X ,para todo t € [ag,bo] tal que t # 7(X), mais ainda

X2h(yx (1) X?h(vx(s)) <0, Y t € [ag, 7(X)), s € (T(X), ).
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Demonstracao. Uma vez que o conjunto
{dhpg, A(Xoh)py, A(XGR)po }

¢ linearmente independente, é claro que d(Xph),, # 0. Usando os mesmos passos da
demonstracio do Lema 3.0.1, conseguimos encontrar vizinhancas V de Xo em X"(M™*), V
de pp em ¥, nimeros reais ag < 0 < by e uma curva yx : [ag, bo] = V, para todo X € V,
de forma que sejam satisfeitos:

Xh(p)=0, com X € VepeV & p=ryx(t), para algum ¢ € [ag, bo]

sgn (Xg’h(po)> = sgn (X?’h(p)) , paratodo X € V epeV.

Mais ainda, yx intersepta OV de maneira transversal em vx(ag) e vx(bo), € vx(t) €
Int(V') para cada t € (ag, bp), demonstrando assim o item i.
Considere agora a fungao

H:X"(M*)x M* - R3
(X,p) = (h(p), Xh(p), X*h(p)).

Uma vez que pg ¢ ponto de cuspide de X,

dH
H(Xo,po) = (0,0,0) e d—(Xo,po) ¢ invertivel.
p
Usando o teorema da fungao implicita e diminuindo V e V' se necessario, existe uma tnica
fungéo p: V — V, tal que H(X,p(X)) = 0. Considere agora uma carta (¢, U) de pg em
Y, com U C V e suponha, sem perda de generalidade, que p(V) C U (diminuindo V se
necessario). Definimos entao a fungao

G:V—-R
d(ho ™) umx)
X —det [ d(Xho Spfl)so(p(X))
d(X?ho o™ yp(x))

Perceba que G(X,p) = (0,0,0) implica h(p) = 0 e consequentemente p pertence a X.
Uma vez que p(Xg) = pp e G(Xp) # 0, pela continuidade podemos encolher V de forma
que G(X) # 0 para todo X € V. Segue que, para todo X € V, H(X) = 0 e, além disso,
sao satisfeitos:

Uma vez que G(p(X)) # 0, obrigatoriamente
X*h(p(X)) = d(X*h)y(x) - X (p(X)) # 0,

concluindo que p(X) é ponto de cispide de X, do teorema da fun¢ao implicita retiramos
que em V este o unico ponto com tal propriedade. Portanto, definindo 7(X') como o tnico
valor real pertencente a [ag, bp] tal que vx (7(X)) = p(X) e notando que, por construgao,
sen(X3h(p(X))) = sgn(X3h(po)), provamos o item .
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Provaremos agora a condigao #ii. Note que se t # 7(X), entdo dado X € V, H(X,vx(t))
#(0,0,0). Como h(yx(t)) =0 e Xh(yx(t)) =0, entdo X2h(yx(t)) # 0 e portanto vx ()
é¢ um ponto de dobra.

Definimos a funcio real suave h(t) = X2h(vx(t)) note que h(7(X)) =0 e h(t) # 0 se
t # 7(X). Perceba que K (t) = dX 2 f(vx (t))7x (1).

Caso W (7(X)) = 0, entao

dX?h(p(X))x (T(X)) =0
por outro lado Xh(vx(t)) = h(y(t)) = 0, implicando que

dh(p(X))Vx (T(X)) = 0 e dXh(p(X))Vx (7(X)) = 0,

o que contraria o fato de {dhp(X),d(Xh)p(X),dXth(X)} de ser base T, x)M, portanto
obrigatoriamente h/(7(X)) # 0 e h(0) = 0. Dessa forma

h(t)h(s) <0, —e<t<7(X)<s<e,
para algum ¢ > 0, o que demonstra o teorema. O

Lema 3.3 ([6]). Seja Xo € X5(M*) tal que Sx, # 0, e seja Cy uma componente coneza
de Sx, contendo ko pontos de cispide. Entdo existem uma vizinhanga V de Xy e uma
vizinhanga V' de Cy em X tais que, para todo X € V

i. Sx tem uma unica componente conexa contida em V e tal componente possui exa-
tamente ko pontos de ciuspide; e

it. o numero de componentes conexas de Sx e Sx, coincide para todo X € V.

Demonstrag¢io. Dado p € Cp, pelos Lemas 3.1 e 3.2, exitem uma vizinhanca V,, C X de p
e uma vizinhanga V, C X%5(M jE) de Xp, de forma que para todo X € V), existe uma curva
suave vk : [ap, by] — V), satisfazendo as seguintes propriedades:

(a) Y% (7(X)) é um ponto de mesma natureza de p, para alguns a, < 7(X) < by;
(b) 7% (t) é um ponto de X para cada t # 7(X).

Além disso, essa curva contém todos os pontos de tangéncia de X dentro da vizinhanga
V,, e intersepta 9V, transversalmente nos pontos 74 (a,) e 7% (b,). Perceba que ”yg(o é uma
parametrizacao local de Cy em torno de p.

Considere a cobertura {V}},ec, de Co. Uma vez que Cj é compacto, existe subcober-
tura finita {V), }i=; C {Vp}pec, de Co: tomando a vizinhanca V =V, N...NYV,, de Xy,
demonstramos a parte 7. do teorema.

Para a parte 44, sejam CY, ..., C,g as componentes conexas de Sx. Entao pela parte i
existem vizinhancas disjuntas W; de C’ZO e W, de Xy tais que, para cada X € W;, Sx tem
uma unica componente conexa contida em W;.

Seja W =WiU...UWreW =W N...0Wg. Note que Xoh(p) # 0, para cada
p € X\ W. Por continuidade, para cada p € ¥\ W existem uma vizinhanca V), de p em X
e uma vizinhanga V, de Xo em X7(M¥), tais que Xh(q) # 0, para todo g € V, e X € V.
Como ¥\ W é compacto, conseguimos uma vizinhanca ¥V C W de Xy tal que X f(p) # 0
para todo X € Ve p € ¥\ W, implicando Sx C W, para todo X € V, o que demonstra
o item 171. O
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O teorema abaixo mostra a residualidade de X’5(M*) em X"(M™*)
Teorema 3.1. O conjunto X5(M¥) é aberto e denso em X" (M®).

Demonstracio. A abertura é clara da aplicacao conjunta dos Lemas 3.1, 3.2 e 3.3.
Provaremos agora a densidade, o resultado sera demonstrado apenas para campos em
M, sendo a prova para campos em M~ analoga.
Tome Y € X"(M™) e € > 0. Primeiramente, considere a equacio diferencial ordinaria
definida em M™T,
2'(t) = Vh(a(t)),

e seja o o fluxo da equagdo acima, podemos supor sem perda de generalidade que existe
0 > 0, tal que o fluxo

©:[0,0) xS — M*
(t,p) = o(t,p)

estd definido. Uma vez que, dado p € ¥,

de de
dt (07p) h(p) € dp <O7p) dTpE7

segue do teorema da funcao inversa que para todo p € X, existe €, > 0 e uma vizinhanga
Vp de p em ¥ tais que
¥ [07610) X % - 90([07510) X Vp)’

¢ um difeomorfismo. Da compacidade de ¥ é imediato que existem € > 0 e uma vizinhanca
U de ¥ em M7 de forma que
@ :10,e) x X —=>U

é difeomorfismo. Logo, pela equagao acima
U=[0,e) x X
e consequentemente
TU =ZT[0,e) x TX.

Por meio da identificagao

de:T[0,e) xTY —TU C TM*

((t,0). () (wt,p), Vh(g(t, p))v + fi“]f(t,mw) |

podemos escrever o campo Y, em U, na forma

Y(p(t,p)) = Ya(plt,p) - ult, p) + ﬁ(a@m@(u@% pev,

sendo Vh(o(t.p)
P, p
u(t,p) = 7
IVh(e(t, p))I?
Yi(p) : ¥ — R uma funcao suave e Y3 tal que Ya(p(t,p)) € TpX, para todo (t,p) €
[0,€) x 3. Definindo

Y:UxR—=R
(p,e) = Yi(p) +e.
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Pelo Teorema 1.3.2 o conjunto dos valores
S={seR, ¥i=V(,s)h {0} edY(,s){0}}

é residual em IR.
Seja « : [0,¢) — [0, 1] uma bump function suave, tal que «([0,e/4]) = {1} e ¢ ([g/2,¢))
= {0}. Definiremos o seguinte campo Y* € X"(M™),

Y* (ot ) = (Yi(e(t.p) + sa(t)) - ult, p) + fl;‘j(t,pm(so(t,p)), el
Y(p)=Y(p),pe MT\U,

sendo s € S. Note que, pela construgao, para todo t € [0,£/4)

Y*h(g(tp)) = Vh(p(t,p)) - ((Yl(w(t,p)) f)ult.p) + j};@,p);@(@(t,p)))

- Yl((p(up)) + s, v (t7p) S [078/4) X 2.
Como s € S, temos que Yy = Yh : ¥ — R é transversal a {0}, segue que
-1
(Y?hly) (),

¢ uma 1-variedade mergulhada em Y. Como ¥ é compacta,

k

(Yhls)™ (0) = LI S

com cada S; difeomorfo a S, se p € S; e v : (—¢,¢) — S; é uma parametrizacio local de
S; tal que v(0) = p, entdao Xh(v(t)) = 0 e, portanto, derivando em ¢ = 0 conseguimos
dXh(p)y'(0) = 0, logo VY*h(p) € (T,S;)*.

Considere a seguinte EDO em %

o'(t) = V(Y hly)(2(t)).

definindo ¥ como o fluxo da equacao acima e usando a mesma ideia do comego da de-
monstracao, existem €1 > 0 e uma vizinhanca W de | |S; em 3, tais que

k
1/1 : (—61,61) X |_| SZ' — W
=1

(t,p) = 2(t, p)

é um difeomorfismo. Defina os campos de vetores

V(N .
60 = vl i) E

o (VYRR p)) )l
) (nvmmz)w(t,p»nz
de forma que

{v(t,p),w(t,p)} € base de Ty )%
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Segue que, em W, Y* é escrito na forma

YE(p(t,p)) = (Yi(p) + 5)u(0, p) + Ya(o(t, p))v(t, p) + Y3(2o(t, p))w(t, p).

Perceba que

k
(V*)2h(1(0,p)) = Ya((0,p)), p€ | | Si
=1

e defina a funcao

Xﬁﬁ&XR—Nﬁ
=1
() = (V*)*h(p) + & = Ya(p) +c.

¢ importante notar que a funcao acima nao depende de s. Novamente, utilizando o
Teorema 1.3.1, temos que o conjunto

C={ceR;X.= X(-,c) h{0}},

¢ residual em IR.
Seja (3 : (—e1,e1) — [0, 1] uma bump function tal que

B(—e1/4,e1/4) = {1} e B ((—e1,e1) \ [¢/2,¢/2]) = {0}.
Além disso, considere
k
B = {(p(r,w(t,p)); r € [0,e),t € (—e1,e1), pE |_| Si} .
i=1
Definimos agora o campo em X, . € X"(M™) por
Xsclo(r(t,q)) = Yi(e(t,¥(t,q)))) + alr)s) - ulr, o(t, p))+

+ S0P Oaliplrsvlt, ) + SOt )+

" (ffzf(r, ()Y (r, ot p))wlt. p). ¥ o(r,u(t.p)) € B,
Xs,c(p> - Ys(p)7 v pE Mt \ B.

Uma vez que S e C sao residuais em IR, podemos tomar s e ¢ suficientemente pequenos
de forma que
Y — Xscllr<e.

Apenas por comodidade, definimos X := X .. Para terminar a demonstracao precisa-
mos checar que X € X%(M™T). Como vimos anteriormente, os pontos tais que Xh = 0
correspondem a variedade |_|§c:1 Si. Tome p € ¥, tal que

Xh(p) =0e X%h(p) = 0.

uma vez que {0} é valor regular de X 2h}|_|k g Por construgao, segue que

=17

k
dX?h, - T, (|_| Si> =TR.
1=1
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porém, como
k k
dhy - T, (|_| SZ-) =0edXh,- T, <|_| Si) =0,
i=1 i=1
entao necessariamente o conjunto

{dh,, dXhy,, dX?h,}

é linearmente independente o que implica que p é ponto de ctspide. Assim, demonstramos
0 teorema.

]

O Teorema anterior nos garante a residualidade de X% (M) em X"(M™*). A pergunta
natural que surge entao é se Zg é residual em Q"(M, ). Comegaremos agora 0 processo
para demonstrar tal residualidade.

Lema 3.4. Seja (X,Y) € Zg, entao Sx NSy € finito.

Demonstracdo. Suponha por reducao ao absurdo que Sx NSy ¢ infinito, entao existe uma
sequéncia de elementos distintos {py }nen € Sx N Sy. Uma vez que ¥ é compacto, existe
uma subsequéncia convergente {pn, }kew C {Pn}nen para um valor p € X, perceba que
p € Sx NSy, de fato

Xh(p) = X ( Jim pu, ) = Jim Xh(pn,) = Jim 0= 0

k—o0

Vhp) =¥ (Jim pr,) = fin ¥ () = Jim 0=0,

logo p € Sx N Sy.

Seja (¢, U) uma carta local em torno de p em ¥ de forma que ¢(p) = 0. Podemos
supor sem perda de generalidade que {py, }ren C U. Construimos entdo uma sequéncia
{tk = ¢©(pn,) tkeN que converge para 0. Perceba que

t
" esl VnelN.
[[tn]

Como S! é compacto, podemos encontrar uma subsequéncia convergente {tn, }ken C
{tn}nen de forma que

Para nao carregar a notagao iremos supor que a sequéncia {t, } ,eN jd possui a propriedade
de convergéncia descrita acima. Pela definicdo de derivada,

Xhop 1(0) = Xhop Ht,) —d(Xhop Yy tn + O(ty), (3.0.3)

sendo O(t,) uma fungao que satisfaz

Oftn) _,

im =

oo ||
Como Xho e 1(0) = Xhop Y(t,) =0 e dividindo 3.0.3 por ||t,]|, temos
o Oltn)

ST

0= —Jggod(th—l) -
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e, fazendo n — oo, concluimos que

0 =d(Xh), (dg," v),

1L
o que implica V (Xhly) € (dgo;l v) . Como 0 é valor regular de Xh|y e Xh|s' (0) = Sy,
temos que T),Sx = span{dgolj 1 v}. Mutatis mutandis, com as contas concluimos que
TSy = span{dy, 19}, implicando Sx th Sy em p, gerando assim um absurdo. Logo

Sx NSy é um conjunto finito.
O

Teorema 3.2. O conjunto =y € aberto e denso em 2" (M, X).

Demonstra¢io. Vamos mostrar a abertura do conjunto. Tome (X,Y) € Zp, entdo X €
Xe(M*), Y € X4(M™) e Sx M Sy. Uma vez que XG(M™) e X4(M™) sao abertos
em X"(M™) e X"(M™), respectivamente, existe ¢ > 0 tal que B,(X,e) C Xg(M™) e
B.(Y,e) C X4(M™). Pelo lema anterior, Sx NSy = {p1,...,pn}

Considere a aplicagao continua

F:X" (M) xX"(M™)x ¥ — R?
(XY, p) = (X'h(p), Y'h(p)).
Perceba que F(X,Y,p;) = (0,0) e

dF
d—p(X, Y, p) = (dX hy, dYhy).

dF
Como Sy M Sy e p; € Sxy NSy, entao d—(X, Y, p;) é um isomorfismo e portanto pelo
p

teorema da fungdo implicita, existem vizinhangas U; C Xg(M™) de X, V; C X'g(M ™) de
Y e V; C ¥ de p; e uma tnica fungao continua p; : U; x V; — V, tais que

FIX,Y, pi(X,Y)) = (0,0).

Perceba ainda que X\ (V1 U...UV,,) é compacto. Tal fato implica (como feito diversas
vezes nessa tese, e.g. Teorema 1.3.5) a existéncia de vizinhangas U de X C X4(M™) e
YV C X4(M™) de Y, tais que

0,0) ¢ F(U,V, 2\ (V1 U...UW,)). (3.0.4)
Por fim, perceba que a funcao
G: X' (MT)xX"(M")xX =R
(X", Y, p) s det (dX'hp, dY’hp) ,

é continua. Como G(X,Y,p;) # 0, Vi € {1,...,n}, existem vizinhancas abertas U] C
Xg(M*T)de X, VI C X4(M™T) de Y e V/ de p tais que

0 # GULVL V). (3.0.5)

podemos entao, definir as vizinhancas abertaa

U=uUn (ﬁ uz-> N <(:]1u’> CXG(MT) de X

i=1
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17::1%1(51/,-) (6 >C3€’" M7) deY.

=1

Consideramos agora o aberto S = {(X,Y); X e U e X € V}, de (X,Y) em Q" (M, ¥).
E claro, das equacoes 3.0.4 e 3.0.5, que S C Zp, demonstrando assim a abertura.

Iremos agora demonstrar a densidade de Zp. Tome (X,Y) € Q"(M,Y), sendo X €
X"(MT)eY € X"(M™). Pelo Teorema 3.1, dado £ > 0, existem campos X; € X (M™)
e Xo € X5(M™) tais que

£ € £
X = Xillo< 5 e [¥ =Yl 5 = [(X.)~ (X1 h< &
Considere a EDO definida em M™,

2'(t) = Vh(x(t)),

como feito na demonstracao do Teorema 3.1, podemos supor que existe € > 0, tal que o
fluxo da equagao acima,

w:[0,e) x X — MT
(t,p) = o(t.p),

¢ um difeomorfismo com imagem W = ([0, ) x ). Logo, em W, X7 pode ser escrito na
forma

Xi(o(t,p)) = X' (¢, pyult.p) + 2 (1, )Y (1,),

dp

Vh(o(t,p))
IVh(p(t,p)|?

X'":0,e) x> ReY'(t,p) € TX, V (t,p) € [0,¢) x .

sendo

u(t,p) =

De forma analoga podemos definir a EDO em ¥,
2'(t) = VXh(z(t)),
e novamente pela demonstracao do Teorema 3.1, existe €1 > 0 tal que o fluxo
Y (—e1,61) X Sx = X
é difeomorfismo com imagem U = ¢ ((—e1,e1) X Sx). No aberto
V ={o(r,¢(t,p)); r€[0,¢),t € (—e1,e1),p € Sx} C M™,

X1 é dado pela equacgao

Xi(p(r,v(t,p)) = X'(r,o(t, p)ulr, &(t,p)) + i{;(h p(t,p)Y'(r, o(t,p))),
pelo Teorema 1.3.1, o conjunto

S ={s € (—e1,e1); ¥(s,-) M Sy}
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é residual em (—e1,e1). Sejam « : [0,e) — [0,1] e B : (—e1,e1) — [0, 1], bump functions

tais que
(o) =men(f5) - o0
(23] =0res([en-2]o[2e]) -

Defina a funcao X9 de forma que

Xo(th(r, (t,p))) =a(r) (X'(r, (¢ = sB(t), ) — X' (r, (£, p)) ) u(r, (. p)

Xyt p))ulr, () + j“;m ot p)Y'(r, ol ),

se o(r,(t,p)) € Ve
Xg(p) = Xl(p), Vp c ]\4+ \ V.

Tome s € S para o bastante para que Xo € Xg(M™),
€
X1 = Xafl< 5,

Sx, C U e ontmero de componentes conexas de Sx, seja igual ao nimero de componentes
conexas de Sx,, a existéncia de tal s vem do fato do conjunto S ser residual e a aplicacao
conjunta dos Lemas 3.1, 3.2 e 3.3.

Dessa forma, segue que Sx, = ¢(s, Sx,) e, como s € S, temos Sx, M Sy;, implicando
que (X2,Y1) € Q(M, %) e [|(X,Y) — (X2, Y1)||r< €, demonstrando portanto a densidade
do conjunto =Z. O]

Por fim mostraremos dois fatos interessante a respeito dos pontos de dobra-dobra do
conjunto =g. Os pontos de dobra-dobra serao amplamente discutidos durante o capitulo
4.

Definicao 3.2. Sejam (X,Y) € Q"(M,X), h : M — R uma funcdo suave tal que 0 é
valor regular de h e h~1(0) = ¥. Um ponto p € ¥ é chamado de ponto de dobra-dobra se
p for ponto de dobra de X e Y.

Por outro lado chamamos p de ponto de dobra-regular p for ponto de dobra de X e
ponto regular de Y.

Finalmente, p recebe o nome de cuspide-reqular se p for um ponto de dobra de X e
ponto regular de Y.

Perceba que podemos definir os pontos reqular-cispide e regular-dobra de maneira
semelhante a descrita acima.

Proposigao 3.2. Seja Z = (X,Y) € Zy entdo o nimero de pontos de dobra-dobra do
campo Z € diferente de 1.

Demonstragcdo. Suponha por reducao ao absurdo que Z possui um tnico ponto de dobra-
dobra, p € . Considere entdo o conjunto A = ¥\ (Sx USy) e perceba que, como
Z € Zp, os conjuntos

Iy ={Xh(p) >0, Yh(p) > 0;p € £},
( (

I'y = {Xh(p) >0, Yh(p) <0;p € I},
'y = {Xh(p) <0, Yh(p) > 0;p € ¥}
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Iy = {Xh(p) < 0, Yh(p) < 0;p € £},

sao tais que
A - u?:1Fi7

como p ¢ ponto de dobra-dobra, I'; # 0, e I'; é aberto e fechado em A. Portanto A tem
ao menos 4 componentes conexas.
Por fim, podemos fazer a sequéncia exata longa do par (X, %\ (Sx USy)):

.o Hi(Z\ (Sx USy)) = Hi(Z) = Hi (2,2 )\ (Sx USy)) — Ho(Z )\ (Sx USy)) — 0.
Pela dualidade de Alexander-Poincaré-Lefschetz, temos
HI(E, > \ (SX U Sy)) = Hl(SX U Sy) = Z2;

por outro lado, o fato de M \ (Sx U Sy) ter pelo menos quatro componentes conexas
implica -
H()(M\ (SX U Sy)) = ZN>2,

e portanto
P

iy 72 Ny N 2y
uma vez que Ker(ds) = ZV, pela exatiddo temos Im(d1) = ZY, o que implica que &; é
sobrejetiva, mas isso é um absurdo, pois N > 2 e §; é linear em Z. Mostramos assim a
impossibilidade de existir um tnico ponto de dobra-dobra.
O

Proposicao 3.3 ([6]). Se X é simplesmente conexo e Z € Zy entdo o nimero de pontos
de dobra-dobra € par.

Demonstracio. Uma vez que Y é uma variedade compacta, simplesmente conexa e sem
bordo, entdao do teorema de caracterizacao das-2 variedades conexas, compactas e sem
bordo, ¥ ¢ difeomorfo a §2. Tome entdo p € Sx N Sy. Segue que existem Cx C Sy e
Cy C Sy de forma que Cy = Cy = S! e p € Cx NCy. Perceba que, como ¥ = 82 ¢
simplesmente conexo, pelo teorema da curva de Jordan, ¥\ Cx tem duas componentes
conexas. Denote tais componente por >4 e ¥_. Uma vez que Cy é orientavel e divide X
em duas componentes conexas, existe uma fungao

f:8* >R
de forma que f~1(0) = C'x e 0 é valor regular de f. Considere o difeomorfismo
v:8! — Cy.

Perceba que for: S! — R é uma funcao tal que f M {0}. Isso implica que se e’ € !
é um ponto com f(e?) = 0, existe § > 0 tal que para todo

1,62 € (0,8), f (ei("*ﬂ)) f (ei<9+€2>) <0. (3.0.6)

Note entao que a funcgao ‘
g = foyoez(w") 'R = R,
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¢ uma funcao continua 2m-periédica e g(0) = 0. Seja

{0=po,p1,-- - Pn, Pnt1 = 27}

o conjuntos dos pontos pertencentes a [0, 27] tais que f(p;) = 0. Note que tal conjunto é
finito, pois existem apenas finitos pontos de dobra-dobra, perceba que

sgn { f((pi,pi1))} = (1)" sgu {f((po,p1))}-

Porém, por 3.0.6 temos que

Sgn{f((pnapn+1))} = —Sgn{f((pg,pl))},

implicando que n é impar. Entao 6; = ei(0+pi) ,1€40,...,n}, sdo os tnicos pontos de sl
que sao raizes de f o+, implicando que C'x N Cy tem uma quantidade par de intersegoes.
Como C'x e Cy foram tomados de maneira genérica no conjunto das componentes conexas
de Sx e Sy, respectivamente, a quantidade de pontos de dobra-dobra de Z deve ser par.

O
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Capitulo

Estabilidade Estrutural Local em Q"(M, )

ESTE é capitulo é um dos mais importantes de toda tese. E nele que os resultados dos
capitulos anteriores irdo se conectar para o entendimento da estabilidade estrutural
em 2"(M,%). Iremos mostrar que o conjunto ¥y dos campos globalmente localmente
estruturalmente estéveis em 2" (M, ) nao é residual 2" (M, X)) e iremos encontrar condi-
¢oOes sobre o conjunto =y para que exista Y-estabilidade estrutural local. Os resultados e
definigoes estao em conformidade com [7]. Comegaremos o capitulo falando sobre a Teoria
Classica e depois veremos para o caso suave por partes.

O fato de Xy ndao ser residual em Q"(M,X) é contra-intuitivo, uma vez que esse re-
sultado ocorre perante a teoria classica, isto é, o conjunto dos campos globalmente lo-
calmente estruturalmente estaveis é aberto e denso em X" (M), se M seja uma variedade
n-dimensional compacta. Isso mostra que as topologias C" em Q"(M, X)), nao sao finas
o bastante para garantir a globalidade da estabilidade estrutural. Veremos mais a frente
que os responsaveis para que a teoria nao funcione tao bem quanto o esperado sao os
pontos de dobra-dobra.

4.1 Teoria Classica

Mostraremos aqui, os resultados classicos a respeito de campos localmente globalmente
estruturalmente estaveis em X" (M). Os resultados e definigdes seguem tais como feitos
na referéncia [18].

4.1.1 Estabilidade Estrutural de Campos Lineares em R"

Definicao 4.1.1.1. Um campo de vetores F': R" — R" é chamado de campo de vetores
linear se F' é da forma F(r) = Ax, sendo A uma matriz n x n. Mais ainda, F' é chamado
de campo hiperbdlico se nenhum dos autovalores de A pertence ao eixo imaginario.

Denotamos o conjunto dos campos de vetores lineares em R™ por L(IR™) e denotaremos
F(x) = Az, apenas por A. O fluxo de A € L(IR") serd escrito como A¢(p), isto é Ag(p) =0
e Ai(p) = A- Ai(p). Note que £(IR") munido da norma | L|= sup{|Lv|; |[v|= 1} é um
espago vetorial normado completo, 7.e. um espaco de Banach.

Além disso, denotamos .Z(IR™) o conjunto das transformagoes lineares de R™ para R™.
Um elemento L € Z(R") é chamado de isomorfismo hiperbolico se L for um isomorfismo
de espacos vetoriais e todos os autovalores de L possuirem norma diferente de um.
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E imediato ver que L;(p) = etLp, sendo

a expressao acima é convergente, uma vez que

Ll — Ool.Li <OO l.[}'
-5 ] <5)

< i 1, IL||* = ell2l
[— i' - .
=0 "

N.B. 4.1.1. E interessante notar que L € Z(R™) é um isomorfismo hiperbdlico se, e
somente se, e € L(R™) for um campo linear hiperbdlico. Isso decorre de: se A € C ser
autovalor de L entdo e € C ¢ autovalor de e”.

Proposigao 4.1.1.1 ([18]). Seja L € L(IR™) um campo hiperbélico. Entdo existe uma de-
composicio R" = E° @ E" tal que E%" sdo invariantes pelo fluro de L (isto é, Li(E*") C
E%%) e os autovalores de L|ps e L|gu possuem partes reais negativa e positiva, respecti-
vamente. Mais ainda

e £ ={xeR", Lix — 0, quando t — +o0}, recebendo o nome de espago estavel;
e ¥ ={zxeR" Lix — 0, quando t — —o0}, recebendo o nome de espago instdvel;
e sex € E entao || Ly(x)||— oo, quando t — —oo; €

e sex € E" entdo | Li(x)||— oo, quando t — cc.

Demonstragao. Primeiramente colocamos a matriz L em sua forma de Jordan real. Por-

tanto, existe uma base {ey,...,e,} de R™, na qual L é escrito na forma:
C AL -
Ay
By
BS//
L= o
Cur
D,
L Du// 1
sendo
Ao 1
A = A Lcom N\ <0, V1<i<s,
i
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M; 1
Bj = 7
M; 1
M;
onde
;b 1
M; = 40 comaj <0, el = 0  V1<k<s,
—bj Qj 0 1
DY
C, = Ccom A\, <0, V1<k<d,
A 1
Ak
M; 1
Dl - R . )
M 1
M;
sendo que
al bl ]_ 0 /i
= ; = <[ <
M, [_bl al]comaj>0,ef [O 1],V1_l_u,

os demais termos das matrizes acima sao todos zeros.

Definimos E° como o espago vetorial gerado pelos vetores e, es, ..., es, correspon-
dendo ao espaco invariante associado a Ay, ..., Ay, By, ..., By e E* como o espaco gerado
pelos vetores e541,...,e,. E claro que L é invariante por E%",

C A -
Ay
s . _ _ s
L® = L|E5 - Bl
L Bs// i
e - -
Ch
C,
LY = Llgu = Llp: = ’ Dy ’
L Du/l i

demonstrando a primeira parte da proposicao.

Faremos o restante da demonstragao apenas para o espago E*®, para o caso E" a
demonstracao é analoga com minimas adaptacoes.

Mostraremos agora que E* = {z € R"; Lyxz = e* — oo,quando ¢t — +oo}. Tome
r € E® entdo x = (x1,0) € R" = E@ E“, utilizando a base da demonstragao da
primeira parte da proposi¢ao. Sejam P , ..., Py, Pyyq, ..., Pyyg projecoes de R"

Lt
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de forma que P; projeta R™ no autoespaco generalizado de A;, 1 < i < s’ e Py +j 1O
auto-espago generalizado de Bj, 1 < j < s”. Segue que

/ "
s +s

el = el > P
i=1
1"

8/ S
=) eNilpi(t) Py + > e%'g;(cos(b;t), sin(bjt), t) Py ja,
i=1 j=1

sendo p;(t) : R — R um polindmio e gj(t) : R® — R um polinémio em 3 variaveis.
Definindo ¢ = min{ |\, ..., |[Ag|,|a1l,. .., |asr|}/2, temos que

U

S/ S
eHly = > eQimete)ty (t) P + > e(aj_EJra)tgj(cos(bjt), sin(bjt),t) Py
i=1 j=1

= 30 e (o (1)) + 3 el (e g cos(byt), sin(bt), ).
i=1 j=1

Uma vez que max; j{\; +¢,a; + e} < 0, temos e+l (46t 5 0 quando t — oo.
Além disso, notando que e~'p;(t) , e='g;(cos(bjt), sin(b;t),t) — 0 quando t — oo, segue
que ez — 0 quando t — oo, mostrando assim a continéncia E* C {z € R"; Lz —
0, quando t — +o0}.

E claro que {r € R"; Lix — 0, quando t — +oo} é espaco vetorial. Suponha que
existe x € {x € R™; Lyz — 0 quando t — 400} de forma que z # L°. Entao x = x1 + w2,
com x1 € E® e 9 € E*. Como {x € R"; Lix — 0, quando t — +oo} é espago vetorial e

E* Cc {x € R"; Lixz — 0, quando t — +o0o}, temos

x9 € E*N{x € R"; Lyx — 0 quando t — 400},

repetindo as mesmas contas anteriores, é possivel concluir que e**zy — 0 quando t —

—o0. Logo, eltzy — 0 quando t — +oo, implicando que z3 = 0 e consequentemente
{r e R"; Liz — 0, quando t — 00} = E*.

Por fim, tome x € E*| e considere novamente € = min{|\1|, ..., [Ag|,|a1],...,|ags|}/2,
segue que

!/ "

S S
Z e()‘i_5+g)tpi(t)13ix + Z e(“j_5+€)tgj (cos(bjt),sin(bjt), t) Py

i=1 j=1

< Z et (e pie)) |- 1P|
=1

=] =

S//
+ 37 et e g (cos(bst), sin(bst), 1) - || Pesjl.
j=1

como cada termo da somatéria vai para infinito quando t — —o0, temos que ‘ mH — 00

‘ Lt
e
quando t — 0o, completando a demonstragao. O

Definic¢ao 4.1.1.2. Seja L € L(IR™). Chamamos de indice de L a quantidade de autova-
lores (contando a multiplicidade) com parte real negativa.
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Demonstraremos agora uma série de lemas que nos possibilitardo demonstrar a esta-
bilidade estrutural em L£(IR").

Lema 4.1.1.1 ([18]). Seja L € L(R™). Dado € > 0, eziste uma base {e1,..., ey} tal que

Aq
A
L:= ‘L|ES = " Bl )
L Bs |
sendo
Ai
A; = Ai , V1i<i<r
€
Ai
e
Mj ]5
B = ML |
j €
M;
com

o 7] bj o e 0 .
M]_[_bj aj‘|6]8_[0 6]aV1§J§87

Demonstragao. Primeiramente colocamos L em sua forma de Jordan, isto é, existe uma
base

{617"'ae’n17"-76n7»_1+17"'76nr7f17--'7fm17--'afms_1+17"'7fms}a
de forma que em tal base

A
L= L|E5 = AT El )
i B,
sendo
Ai
A; = Ai , V1<i<n,
1
Ai
e
M; I
Bi= o1 |
J
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com
| oa; by 110 < i<
M]—[_bj )y ]elg—[o ) , V1< g <s,
0s espacos F; = span{en,_,11,...,en;} € Fj =span{fn,_41,..., fn;} sdo tais que

Repare que para todo 1 < ¢ < r existe um isomorfismo P; : E; — FE;, de forma que
PZ'-AZ'-PZ'_I :/L:Aizpi_l-z‘lypi.

De forma andloga, para todo 1 < j < s, existe um isomorfismo S; : E; — Ej, de
forma que

Sj-Bj-Sj_lZéjjéj:S;l-Bj-Sj,
por fim, perceba que definindo

Py

temos que

o que completa a demonstracgao.
m

Lema 4.1.1.2 ([18]). Seja L € L(IR™) um campo de indice n, entio existe uma norma

‘|1, proveniente ae um proauto imierno em , Lab que ) e transversat a Tt =4v E
‘ente d duto int R™. tal L(z) ét laqGn1
R”; ||z][1= 1}.

Demonstra¢io. Dado € > 0, pelo Lema 4.1.1.1 existe Se € GL(n,R), tal que

Al(g) 1

. . 7]‘ ot
S.-L-S; By(e) ,




sendo
Ai
Ai(e) = Ai L V1<i<r,
€
Ai
e
M] _[5
Bj(e) = v |
j €
M;
com
. aj bj . e 0 < <
MJ—[_bj a; ]elg—[o 5],V1 J <s,
Defina

Bs(0) |
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sejam (-, -) um produto interno qualquer em R™. Considere $"~1 = {x € R"; (z,x) = 1}.

Definindo h(x) = (x, z) —
mostrar que Vh(z) -

h(z +v) = h(z) + Vh(x) + o(||v])
uma vez que

(x4+v,x+v)—1=(z,2) — 14+ 2(z,v) + (v, v),

temos

h(z 4+ v) = h(z) 4+ 2(x,v) + (v, v),

logo
Vh(z)v = 2(z,v).

Perceba que, dado x € R™ \ {0}, = = Y, ¢je; e portanto
.1‘ LQZ‘ <Z CL€f, Lo (Z ckek) >
= Z ci(ei, Nieg) + Z

:Z/\ici €, € —|—Zajcj ej,ej) <0,
i J

6]) ajej

1, temos que 0 é valor regular de h e S~ 1 = b~
L(z) # 0, Vo € S 1. Perceba que, por definicdo,

1(0). Queremos

implicando que Vh(x) - Loz # 0, ou seja, Lo é transversal a §*~!. Além disso,

L.=Lo+eN,
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onde

Segue que
(x, Lex) = (x, Lox) + e(x, Nx).

Uma vez que $"~1 é compacto, existe € > 0 tal que

(x, Lex) < 0, Ve € [0,¢e0].

Considere agora o produto interno

<x7y>€ = <Ss$7 SsZU)‘
Teremos

(x,Lx). = (S:x, S Lx)
= (Scx, L:S:x).

Por fim, note que (z,z). = 1 < (Sz2, Scx) = 1, implicando que (x, Lx). < 0 e, conse-
quentemente, que L é transversal & esfera §”~! na norma induzida pelo produto interno
<'7 '>6' O
Proposigao 4.1.1.2 ([18]). Se L, T € L(R"™) possuem mesmo indice, igual a n ou 0,
entdo existe um homeomorfismo em RR™ tal que ho Ly =Tyoh, YVt € R.

Demonstragdo. Iremos provar apenas para o caso em que os indices de T" e L sao iguais
a n, a demonstracao do outro caso é andloga. Sejam ||-||1 e ||-||2 normas cuja existéncia é
dada pelo Lema 4.1.1.2, para os campos L e T respectivamente. Segue que L é transversal
a8l ={z e R ||z||;=1} e T é transversal a S3 ! = {z € R™; ||z|]2= 1}.

Afirmacao 4.1.1. Seja x € R™\ {0}, entdo
# {t eR; Li(x) € S?_l} =# {t eR; Ty(x) € 53‘1} = 1.

Provaremos apenas que o conjunto #{t € R; L;(x) € S’f*l} = 1, pois para o outro
conjunto a demonstra¢io é a mesma. Observe que a fungio h: R™ — R, h(z) = (x,x); —
1, € tal que h~1(0) = ST~ e Vh(z) - Lz = 2(x, Lz); < 0. Mais ainda, da Proposicio
4.1.1, para todo v € R™\ {0},

| Ltx||— 0 quando t — oo

|| Lix||— oo quando t — 0,

logo, necessariamente existe t,, tal que | Ly, |[1= 1, o que implica que Ly, € S?_l. Perceba
que se t € tal que h(Li(x)) =0, entdo
d

ThIe@)| = Vh(Li(@)) - L(Li(2)) <0,
t=0

e portanto as orbitas cortam S?il do exterior para o interior da variedade, mostrando
assim que t; € unico, e consequentemente demonstrando a afirmacio. W
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Seja b : 871 — 8271 yum homeomorfismo qualquer entre as esferas S~ e S371,
Iremos estender o homeomorfismo h para todo IR™. Defina a func¢ao

h:R" - R"

de forma que h(0) = 0 e para todo = # 0, h(z) = Ty, o h(L_¢,(x)), sendo que t, é o tnico

valor real tal que L_q, (x) € 7L Observe que B’S"_l = h.
1
Perceba também que

R(Ltl’) = Ttl @) h(L_tlLt(ZE))
=T oholLiy x,

sendo t1 o tnico ntimero real tal que L_y, (L;x) € ST~ entdo L; 4o € SP~1, implicando
to=t —te

Tyoh(x) =Ty 0 Ty, © h(L—y,)
=Tirt,0ho Ly o
=Ty oholiyx
= ho Li(x).

Iremos agora verificar que h é fungdo continua. Seja, zg € R*\ {0} e g: R x R® — R
definida por g(t,z) = (L_¢,, L—¢,)1 — 1. E claro que

g<t$07 l'()) = 0

dg
g (tr0:70) = 2 (Leg w0, L(Lt,10)) 7 0.

Pelo teorema da fungao inversa, existem abertos Uy, e Iy, e uma Unica fungao suave
70 Uy = iy, tal que 7(20) =ty e g(7(x),2) = 0. Isso implica L_ )z € St~1 para
todo x € Ug,. Como numa vizinhanga de xg h(x) = Ty, 0 ho L_;(x), temos que h &
diferenciavel em x.

Mostraremos agora a continuidade de A em 0. Como Sg_l é compacto, h é continua
em todo R™ \ {0} e para todo y € S5~ temos que ||Ty||— 0 quando t — 400, segue
que dado € > 0, existe t. > 0, tal que ||[Tyy||< € para todo t > t. ey € Sg_l. Por outro
lado, ||L¢x||— 0 quando t — 400, logo existe 6 > 0 tal que se ||z||< 0 e t; € R garante
Ly, € S"! entdo t, > t.. Portanto, dado € > 0, existe § > 0 tal que ||z||< ¢ implica
t, > t- e consequentemente

[(@)||= 1Tk (ho Ly, x)]|< ¢,

pois ho L_ x € Si~1.

Portanto, h é funcdo continua. Para ver que h é homeomorfismo, basta notar que
= Ly, oh Y (T_y, (x)) é a inversa de h, que é continua pelo mesmo motivo de h
demonstrando assim a Proposic¢ao. O

Demonstraremos agora um teorema de espacial importancia, pois caracteriza a equi-
valéncia em campos lineares hiperbdlicos.
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Teorema 4.1.1.1 ([18]). Sejam L,T € L(R™) campos hiperbolicos. Se L e T possuem o
mesmo indice, entdo L e T sdo conjugados. Além disso, se L e T sdo equivalentes, entdo
T e L possuem mesmo indice.

Demonstragio. Sejam L e T campos hiperbélicos em L£(IR™) de mesmo indice. Entao
dim(E3) = dim(E7%), sendo

R" = FE} ® E} = E} & EY,

da Proposigao 4.1.1.2 existe hg,, : Ez’u — E{;“ de forma que hgy, © Lf’u = Tts’u o hg.u,
sendo L% := L|Ez,u e T = T\E%u E imediato ver que a funcdo

h:E®EY - BN @ EY
Ts+ Ty = hs(xs) + hy(zy),

¢ homeomorfismo que conjuga L e T
Supomos agora que L e T sdo equivalentes, sendo h a equivaléncia. Mostraremos que
h(E{) C Ef. Tome x € Ef entao Lyx — 0, quando ¢ — co. Uma vez que a equivaléncia
preserva os conjuntos w-limites temos que h(E{) C Ef. Analogamente podemos provar
que B3 C h7Y(E3). Portanto h|gs é homeomorfismo entre E§ e Ej, pelo teorema da
L

invariancia do dominio. Mostramos assim que dim E7 = dim E} e portanto 1" e L possuem
mesmo indice.

]

Agora, nos concentraremos em analisar como os autovalores de um autovalor variam
em funcdo do operador. Tal andlise serd vital para demonstrar os resultados principais
dessa secao.

Notacao 4.1.1. Seja L € L(R"), denotamos Esp(L) como sendo o conjunto de todos os
autovalores de L. Tal conjunto recebe o nome de espectro do operador L.

Lema 4.1.1.3 ([18]). Seja L € L(R™). Entao, dado ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que se
T € LIR™) e ||T — L||< 0 entdo para cada p € Esp(T) existe X € Esp(L) com | — u|< e.

Demonstragio. Primeiramente note que podemos mergulhar £(IR™) em £(C") por meio
do mapa

t: L(R™) — L(C")
Lw— L,

sendo z(v +iu) = Lv 4 iLu, para quaisquer u,v € R™. E imediato que ¢ é uma transfor-
macao linear satisfazendo ||¢(L)||= ||L||. Uma vez que

IL]= [[e(L)[|= sup{[|Lo]}; |lv]|=1e v e C"},

segue que se A € Esp(L), entao |[A|< ||L|| e portanto, dado T" € L(IR™) tal que || T"— L||< 1.
Conseguimos a seguinte relagao, dado p € Esp(T),

<N TN= T = L+ LI< T = LI+[| Ll< T+ L]

portanto Esp(T) C D = {x € C; ||z||< 1+ || L]|}.
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Dado € > 0, seja
Vo= U {yed ly-A<eh
A€Esp(L)
Tomando £ € D\ V, segue que det(L —&1) # 0. Uma vez que f(A,z) = det(A—x1) é
fun¢do continua, existem uma vizinhanga Ug de & em C e 0¢ > 0 tais que se ||T'— L|[< ¢
efe Ug entao, det(T — 5]) £ 0. Implicando que € ¢ Esp(T'). Tome a cobertura aberta
{Uu}puep\v. do conjunto D\ V. Pela compacticidade de D \ V;, existe subcobertura finita
{U;}iey de D\ Vz. Tomando § = min{é,,,...,d,,}, temos que se || T"— L||< 0, entao
dado € D\ V;, det(T — pul) # 0. Por fim, como Esp(T") C D, conseguimos Esp(T") C V.,
concluindo a demonstracao. O

Lema 4.1.1.4 ([18]). Se A é um autovalor de L € L(R"), de multiplicidade m, entdo
existeme > 0 e 0 > 0 tais que se |T — L||< 0, a soma das multiplicidades dos autovalores
de T contidos na bola de raio € > 0 e centro \ é no mazimo igual a m.

Demonstracdo. Supomos por reducao ao absurdo que para todoe > 0e d > 0 exista T €
L(R™) com ||T"— L||< ¢ tal que o nimero de autovalores de 7', contando as multiplicidades,
contidos na bola de raio € em torno de A é maior que m.
Logo, existem m’ > m e uma sequéncia de operadores {L;tren — L(IR™), tais que
Ly C L e, além disso, os autovalores Ag,, ..., Ag , de Ly convergem para A.
Defina
B, = Ker ((Lk — N D) (L — /\km,l))

e suponha, sem perda de generalidade, que dim £}, = m’. Para cada k € IN, podemos

definir uma base ortonormal {ef,...,e*,} de E;. Perceba que ||e§||: 1 para todo k € N
eje{l,...,m'}. Uma vez que a esfera unitdria em C™ é compacta, podemos assumir
(tomando uma subsequéncia convergente, se necessario) que e? — ¢;. Pela continuidade

da norma e do produto interno, eg,...... ,€m S0 ortonormais e portanto geram um
espaco F de dimensao m’. Uma vez que

(L= ML) oo (L= N I) = (L= AD)™
quando k — oo, segue que £ C Ker(L — )\I)m/, o que é um absurdo pois dim Ker(L — )\I)m/
= dimKer(L — AI)™ =m < m/. O

Teorema 4.1.1.2 (Teorema da Dependéncia Continua dos Autovalores, [18]). Os auto-
valores de um operador L € L(R™) sao continuos com respeito a L.

De maneira equivalente, sejam A1, Ao, ..., \p € C os autovalores de L com multi-
plicidades ny,na,...,ng. FEntdo, dado ¢ > 0, existe § > 0, tal que, se T € L(R™) e
|T — L||< 9, entao os autovalores de T estao contidos em U§:1 B:()\j). Mais ainda, para
cada j = {1,...,k} a soma das multiplicidades dos autovalores de T contidos na bola
B:(X\) € igual a n;.

Demonstragio. Pelo Lema 4.1.1.3, dado € > 0, existe § > 0 tal que se ||T"— L||< d, entao
todos os autovalores de 1" estao contidos em bolas de raio € e centro A;. Resta mostrar
que a soma das multiplicidades dos autovalores de T' contidos na bola de centro A; ¢
exatamente n;. Note que, pelo Lema 4.1.1.4, essa soma ¢ menor ou igual a n;. Se para
algum j esta soma for estritamente menor que n;, entdao a soma das multiplicidades de
todos os autovalores de T' é estritamente menor que Z;?:l n;j = n, o que é um absurdo. [
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Demonstraremos agora o resultado principal sobre a estabilidade estrutural de campos
lineares

Teorema 4.1.1.3 ([18]). Um campo L € L(R™) é globalmente estruturalmente estdvel
em L(R™) se, e somente se, L € hiperbilico.

Demonstragiao. Supomos primeiramente, por reducao ao absurdo, que L é globalmente
estruturalmente estéavel e L nao é hiperbdlico. Isso significa que existe um aberto U de
L em L(R™) tal que para todo T' € U, T e L sdo equivalentes. Mas perceba que, como
L nao é hiperbdlico, existe um autovalor A =i de L, com A sendo um imaginario puro,
além disso, note que se p é autovalor de L, entao p+ ¢ é autovalor de L 4 ¢1.

Seja § = min{|Re(z)|; = € Esp(L) e Re(z) # 0}, e tome 0 < € < ¢ suficientemente
pequeno de forma que L +¢el € L(IR") pertencam a U. Uma vez que ambos os campos
pertencem a U, por transitividade da equivaléncia de campos, L + ¢l é equivalente a
L — eI, mas perceba que L+l e L — eI possuem indices diferentes, o que ¢ um absurdo
pelo Teorema 4.1.1.1. Logo, se L é globalmente estruturalmente estédvel em £(IR™), entao
L é hiperbdlico.

Reciprocamente, supomos L € L£(IR™) hiperbdlico. Seja

d = min{|Re(z)|; = € Esp(L)}.

Dado 0 < € < 0, segue, da continuidade dos autovalores de um operador linear, que
existe d; > 0 tal que se T' € Bs, (L) C L(R™), entao os autovalores de T" estao contidos em
Uneksp(r) Be(A), implicando que T" e L possuem o mesmo indice e, portanto, novamente
pelo Teorema 4.1.1.1, T" e L sdo equivalentes. Entao L é estruturalmente estavel. O]

Por fim, mostraremos um teorema de residualidade dos campos hiperbdlicos

Teorema 4.1.1.4 ([18]). O conjunto dos campos lineares hiperbdlicos é aberto e denso
em L(R™).

Demonstracao. Uma vez que mostramos no Teorema 4.1.1.3 que L é hiperbdlico se, e
somente se, L é estruturalmente estavel em L£(IR™) a abertura é clara
Para ver a densidade, dado L € L(IR") tome

0 = min{|Re(x)|; « € Esp(L) e Re(z) # 0},

e perceba que L. = L+ ¢l é hiperbdlico para todo € € (0,0), mostrando a densidade de
tal conjunto. O]

4.1.2 Estabilidade Estrutural Local de Campos de Vetores Su-
aves

Durante essa secao apenas M sera considerado como uma variedade compacta de
dimensao n.

Definicao 4.1.2.1. Sejam F' € X"(M) e p € M uma singularidade. Caso dF), : T,M —
TpM (no sentido da N.B. 1.3.1) seja um isomorfismo, p é chamado de singularidade
simples. Por outro lado, se e*? é um isomorfismo hiperbélico, entdo p é chamado de
singularidade hiperbdlica.

Um ponto fixo p € M de um difeomorfismo f : M — M (f(p) = p) é chamado de
hiperbdlico se df, € £ (T, M) for um isomorfismo hiperbdlico.
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Denotamos o conjunto dos campos F € X"(M) tais que todas as singularidades de F
s@o simples por Go C X" (M).

De forma andloga, o conjunto G; C X"(M) é definido como sendo o conjunto dos
campos tais que todas as singularidades sao hiperbolicas.

Proposicao 4.1.2.1 ([18]). Sejam F € X" (M) e p € M uma singularidade simples.
Entao existem vizinhangas Up de F em X" (M) e U, dep em M e uma fungdo p : Up — U,
tais que associa cada G € Up a uma Unica singularidade simples de G em Uy,.

Demonstragio. Seja (U, p) uma carta local de M em torno de p, tal que ¢(p) = 0, e defina
V = ¢(U). Sendo assim @, F é campo vetorial em V. Definindo a fungao continua
F:VxX'(M)—R"
(p, X) = (2« X)(p),

das hipéteses da proposigao é imediato que F(0, F') = (¢« F)(0) = dppF(p) =0 e

O (0. F) = d(o. F)o

Ox

= d(dp,1Fop )

= dyp - dFy - d(SO_l)O + d(d@wl)OF(p)

= dyp - dF, - d(¢™ )0,
¢ um isomorfismo. Segue do teorema da fungao implicita que existem vizinhancas Up
de FFem X" (M), Uy de 0 em V e uma unica fun¢ao continua, R : Ur — Uy, tais que
F(q,G) =0, com ¢ € Uy se e somente se ¢ = R(G). Repare que a funcao

F1:Up — L(R")
X = d(p«X)Rr(x)

¢ uma fungao continua tal que Fi(F) € GL(n,R) uma vez que GL(n,IR) é aberto em

L(IR™), podemos diminuir o aberto Ur de forma que R(X) seja uma singularidade simples
de ¢, X, para todo X € Up. Por fim, definindo

p:Ur = Up:= ¢ ' (Uo)
X = ¢ Y (R(X)),

concluimos a demonstragao da proposicao.

A demonstragao da tltima proposicao nos garante o seguinte corolario.

Corolario 4.1.1. Sejam N uma variedade com bordo compacta, F' € X" (N) e p € Int(N)
uma singularidade simples. Entdo, existem vizinhangas Up de F' em X" (M) e U, de p
em M e uma fungio p : Up — Uy, que associa cada G € Up a uma inica singularidade
hiperbélica de G em Up.

Proposicao 4.1.2.2 ([18]). Seja F € X" (M) e p € M uma singularidade hiperbélica,
entdo ezistem vizinhangas Up de F em X" (M) e Uy, dep em M e uma fungao p : Up — Uy,
tal que cada G' € Up associa a uma unica singularidade hiperbolica em U,,.
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Demonstragcio. A demonstracao é semelhante a Proposicao 4.1.2.1, porém diminuimos
Ur de forma que o conjunto F;(Up) esteja contido no conjunto das transformagoes li-
neares hiperbdlicas, isso é possivel uma vez que o conjunto das transformacoes lineares
hiperbdlicas é aberto no conjunto das transformacoes lineares. O]

Novamente, conseguimos um corolario.

Corolario 4.1.2 ([18]). Sejam N uma variedade com bordo compacta, F' € X"(N) e
p € Int(N) uma singularidade hiperbdlica, entdo existem vizinhancas Up de F' em X" (M)
eUp dep em M e uma funcao p : Up — Uy que associa cada G € Ur a tinica singularidade
hiperbélica de G em Up.

Iremos agora, provar a residualidade do conjunto Gy.
Teorema 4.1.2.1 ([18]). O conjunto Gy € aberto e denso em X" (M).

Demonstrag¢io. Considere o conjunto Gy = {(z, F(x)); F € Go} C X" (M). Como vimos
na se¢ao 1.3 é suficiente mostrar que Gg, é um conjunto aberto e denso em X" (M). Pelo
Lema 1.3.1, (z, F'(z)) é transversal a My = {(p,0); p € M} C T'M se, e somente se, todas
as singularidades de F' sao simples. Segue que

Go = {(x, F(x)) € X" (M); (x, F(x)) h Mo}.

Mostraremos agora a abertura de Gy. Tome F € Gy. Como M é compacto, se F' € Gy
entdao F' possui apenas finitos pontos singulares, caso contrario é facil ver que dFj, nao
seria isomorfismo. Considere a fun¢ao continua

F:X"(M)x M — R"
(X,p) = X(p),

relembrando que X (p) € T,M C R" para todo p € M. Sejam py, ..., pj os finitos pontos
singulares de F. Pela Proposicio 4.1.2.1, existem vizinhangas abertas U% de F em X" (M)
e Up, de p; em M de forma que, se G € Z/{%, entao GG possui uma unica singularidade simples
em Up,. Perceba que

k
v =M\ U,
i=1
¢ compacto e § = min{||F(F,v)|, v € V} > 0, logo existe uma vizinhanga Vp de F' em
X"(M), tal que F(G,q) # 0, para todo G € Vg e ¢ € V. Segue portanto que

k
FeVven (mujl-?) C Go,
=1

demonstrando assim a abertura.
Mostraremos agora a densidade. Tome F' € X" (M) e considere (z, F'(z)) € X"(M). E
facil ver que (z, F'(z)) € C>°(M,TM). Do teorema de Thom, sabemos que o conjunto

S ={g€C®(M,TM); gth My}

¢ aberto e denso em C*°(M,TM), logo existe g € S suficientemente préximo de (x, F'(x)).
Perceba que g(p) = (h(p), H(p)), de forma que H(p) € Ty M. Como g estd proximo
de (z, F(x)), temos que h(z) esta suficientemente préximo da fungao identidade. Como
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M ¢é compacto, o conjunto dos difeomorfismos é aberto em C*°(M, M). Logo, podemos
escolher ¢ suficientemente préximo de (z, F'(z)) de para que h seja um difeomorfismo. Por
fim, tome

f(p) = g(h™(p)) = (p, Hoh™(p)) € C°(M,TM),

como f € C*®(M,TM) entdo Hoh~'(p) € X"(M). Por fim, é facil ver que f € Gy. O que
implica H o h~'(p) € Gy. E entdo, percebendo que H o h~! estd suficientemente préximo
de F', o teorema ¢é demonstrado.

m

Corolario 4.1.3 ([18]). Sejam N uma variedade com bordo e Gy C X"(N) o conjunto dos
campos que nao se anulam em ON e cujas singularidades sao simples, entdo Gy € aberto
e denso em X"(N).

Demonstragao. Partindo da mesma demonstracao do Teorema 1.3.4,e com minimas adap-
tagOes, vemos que o conjunto dos campos que nao se anulam em JN é aberto e denso
em X"(N). Além disso, utilizando a mesma demonstragdo acima, vemos que o conjunto
dos campos que possuem apenas singularidades simples em Int(N) também é aberto e
denso em X7(N). Como Gy é a intersecio dos dois conjuntos descritos anteriormente, o
resultado segue. O]

Teorema 4.1.2.2 ([18]). O conjunto Gy € aberto e denso em X" (M).

Demonstragdo. A abertura é demonstrada de maneira analoga ao Teorema 4.1.2.1usando
a Proposicao 4.1.2.2 invés da Proposicao 4.1.2.1.

Mostraremos que Gy é denso em X"(M). Tome F € X"(M), entdo, pelo Teorema
4.1.2.1, existe uma funcao G € Gy suficientemente proxima de F'. Sejam pi,...,pg as
finitas singularidades de G. Sejam (g;, V;) cartas de M em torno de p; tal que p;(p;) =
0 (de forma que V;NV; = 0 se i # j), para todo i € {1,...,k}. Como vimos na
demonstracao do Teorema 4.1.1.4, existe \; suficientemente préximo da origem, para que

A(.G) i) + M

seja um isomorfismo hiperbélico. Dessa forma, podemos considerar H € X" (M), definido
por

H(x )+ Z fi(z) A d(pZ )api(x),

sendo fi(x) bump functions tais que f;(M \U;) = {0} e f; (W) = {1}; onde V; sao abertos
de M, centrados em p;, tais que
ViV C U

Perceba que

H(pj) = G(pj) + > Nifilpj)dei, i 0i(pj) = 0,
i=1

pois fi(pj) = 0sei# je pj(p;) =0. Além disso,

(p«H)(0) = dp G+ N1

é um isomorfismo hiperbdlico. Por fim, como os A;’s podem ser tomados tao pequenos
quanto se queira, temos pela Proposicao 4.1.2.1 que py, . .., pi sdo as Unicas singularidades
de H, todas hiperbodlicas. Como G pode ser tomado tao préximo de F' quanto se queira
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e H tao préximo de G quanto se queira, entao H estd préximo de F', mostrando assim a
densidade de G;.
]

Corolario 4.1.4. Sejam N uma variedade com bordo e G C X"(N) o conjunto dos
campos que nao se anulam em ON cujas singularidades sdo hiperbolicas, entdo Gy € aberto
e denso em X"(N).

Demonstracao. Utilizando a demonstracao do Teorema 1.3.4, com minimas adaptagoes,
vemos que o conjunto dos campos que nao se anulam em 9N é aberto e denso em X" (N).
Além disso, utilizando a demonstracao do tultimo teorema, vemos que o conjunto dos
campos que possuem apenas singularidades hiperbdlicas em Int(/N) também é aberto e
denso em X"(N). Como G, é a intersecao dos dois conjuntos descritos anteriormente, o
resultado segue. [

Agora demonstraremos o resultado principal da secdo, que mostra que os campos
globalmente localmente estruturalmente estaveis sao abertos e densos em X"(M).

Teorema 4.1.2.3 ([18]). Seja F' € Gy, entao F ¢é globalmente localmente estruturalmente
estdvel em X"(M).

Demonstracio. Tome F' € Gy e seja p € M um ponto regular de F'. Uma vez que a funcao

F X (M) x M — R
(F,p) = F(p)

é continua, existe uma vizinhanga aberta de Up C Gy de F' em X"(M) tal que G(p) # 0,
para todo G € Up. Pelo teorema do fluxo tubular existem ,vizinhancas U, e VpG de p
em M, de forma que F|Up e G|VpG sdo equivalentes ao campo X, : B1(0) € R" — R",
X¢(x) = (1,0,...,0), para todo x € B1(0). Uma vez que equivaléncia topoldgica é relagao
de equivaléncia, por transitividade F| U, © G |VpG sao equivalentes, para todo G € Up.

Supomos agora que p é uma singularidade hiperboélica de F'. Dada U uma vizinhanga
qualquer de p, tome U, C U uma vizinhanca de p suficientemente pequena para que
Ur = p~1(U,) esteja bem definida e para que, qualquer G € Up, p(G) possua o mesmo
indice no campo G que o ponto p possui no campo F', sendo p a funcao da proposi¢ao
4.1.2.2. Do teorema de Hartman-Grobman, F' é localmente equivalente a dFj,, € L(R")
em p e 0, respectivamente. De forma andloga, G € localmente equivalente a dG ) em
p(G) e 0, respectivamente. Uma vez que dF, e dG ) possuem mesmo ndice, esses dois
campos lineares sao equivalentes. Por transitividade, F' e G sdo equivalentes em p e p(G),
respectivamente.

Mostramos assim que todo elemento de G; é globalmente localmente estruturalmente
estavel. O]

Perceba que a demonstracao do Teorema 4.1.2.3 nos garante o seguinte corolario.

Corolario 4.1.5. Sejam N uma variedade compacta com bordo, p € Int(N) e X € X"(N).
Caso p seja um ponto reqular de X ou uma singularidade hiperbolica de N, entdo X €
localmente estruturalmente estdavel em p no conjunto X" (N).
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4.2 Estabilidade Estrutural Local em Campos Suaves
por Partes

Neste momento, voltamos a assumir que M é uma 3-variedade compacta sem bordo
e a variedade de descontinuidade > é uma 2-variedade compacta e orientavel mergulhada
em M.

Nosso objetivo agora sera estender a estabilidade estrutural local para campos em
Q" (M,¥). Note que se p € M\ X, o Corolario 4.1.5 nos fornece uma condigao suficiente
para estabilidade estrutural local, pois se (XT,X7) € Q"(M,%) e p € MT\ X, entdo
existe uma vizinhanca aberta UT de p inteiramente contida em M*. Entdo, analisar a
estabilidade estrutural local de (X*, X ™) em Q" (M, ) é equivalente a analisar a estabi-
lidade estrutural local em p do campo X+ em X"(M jE). Mais ainda, uma vez que pelo
Corolario 4.1.4 o conjunto dos campos (X,Y), tais que X e Y ndo se anulam em ¥ e as
singularidades de X e Y sdo todas hiperbdlicas é aberto e denso em 2" (M, ), nos resta
apenas entender como funciona a estabilidade estrutural na variedade de descontinuidade
3.

Para isso, precisamos entender a dinamica no conjunto que segue.

Definicao 4.2.1. O conjunto 3¢ C Q" (M, %) é o conjunto dos campos (X,Y) € Q"(M)
tais que (X,Y) € globalmente localmente estruturalmente estdvel em Q" (M).

Uma vez que pelo Teorema 3.2 o conjunto =g é aberto e denso em Q" (M, X2), é suficiente
estudar a estabilidade estrutural local em Zj. Sendo assim, precisamos apenas entender
a estabilidade estrutural local nos pontos p € ¥ com p satisfazendo uma das seguintes
condigoes:

i) regular-regular;
ii) dobra-regular;
iii) cuspide-regular;
iv) dobra-dobra.

Durante toda essa subsecao consideraremos a funcao f : M — IR, como uma func¢ao
suave, tendo 0 como valor regular e satisfazendo f~1(0) = X.

4.2.1 Caso Regular-Regular

Definigdo 4.2.1.1. Dado um campo Z = (X,Y) € Q"(M,X), o campo Z% € X"(%),
Z%(p) = Xf(p)Y(p) — Y f(p)X(p), é chamado de campo deslizante normalizado de Z.
Perceba que, Z% € X"(X), pois para todo p € ¥, Vf(p) - Z%(p) = 0, o que implica
Z% € T,

Um ponto p € X tal que Zf{,(p) = 0 é chamado de ponto de pseudoequilibrio do ponto
deslizante Z%. Caso Zj‘(, # 0, o ponto p recebe o nome de ponto de deslize regular.

Lema 4.2.1.1. Sejam X € X"(M®*) e p € ¥ um ponto tal que Vf(p)- X(p) # 0, entio
existem uma vizinhanga U, de p em M% e uma funcdo suave T Uy, = (—¢,¢) tais que

h(px(t,z)) =0, comt e (—¢c,e) ex € Up <= t=r1(z).
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Demonstragdo. Uma vez que X é um campo suave em X' (M +), podemos estender o
campo X para um campo X € X"(V), sendo que V é uma vizinhanga de M *em M. E
amplamente sabido da teoria de equagdes diferenciais ordinaria, que existe uma vizinhanca
Vp de p em V e um ntimero real § > 0 tais que p (¢, x) estd definido para todo t € (46, d)
e x € V). Considere a funcao continua

F:V,x(~8,8) = R
(ZL’,t) — f(gpf((twr))

e perceba que
dF ~
3P0 =Vip) - Xp)=Vip) Xp) #0.
pelo teorema da funcao implicita, existem vizinhancas abertas W), de pem V, e > 0 e
uma fungao suave o : W), = (—¢, ) tais que

h(psz(t,x)) =0comt € (—¢c,6) ex € W) < t=o0(x),

tomando U, = W, N M* e T = ‘7|Up7 concluimos a demonstracao do teorema.
O

Teorema 4.2.1.1 ([7]). Sejam Z = (X
entdo Z € Y-equivalente ao campo Z = (
tivamente.

YY) € Q'(M,X) e p € ¥ um ponto de costura,
(1,0,0),(1,0,0)) € Q"(R3,R?) em p e 0, respec-

Demonstragio. Considere 7x : U, — (—€1,€1) e 7y : V = (—¢1,¢€1) as fungoes dadas
pelo Lema 4.2.1.1. Perceba que existe uma vizinhanga aberta W de p em X tal que existe
um homeomorfismo h : W — {0} x (—1,1)%, sendo que W C U, UV},. Considere agora o
conjunto

W={qgeM;q=¢x(t,z) ouq=px(tz), para algum (t,z) € (—e1,e1) X W} C Up,UV,.
Por fim, considere a seguinte fungao
h:W —h (W) C R3
©(1,00)(—Tx (), hopx(tx(2),z)) ,sex € MT\X
= { h(z) ,8e T € X

?(1,00) (=7 (x), hopy (1y(2), 7)), sex e M™\X,

uma vez que h é claramente suave e injetiva, o teorema da invaridncia do dominio nos
garante que h é homeomorfismo. Por fim, note que
howx(t,x) = 00 (—Tx(px(t,2), hopx(tx(px(t,2)), px(t,2)))
= 0(1,00)(—Tx (px(t,z), hoox(t + 7x(px(t, 7)), 7)),
entdo px(t + 7x(px(t,z)),z) pertence a ¥ e, por unicidade, 7(x) = t + 7x(px (¢, x)).
Consequentemente,
howx(t,z) = ¢u00)t—7(2),hopx(r(z),))
= ©(1,0,0)(t, h(x))

de maneira andloga mostra-se que ho @y (t, ) = (1 0,0)(t, h(x)). Juntando tais resultado

com o Teorema 1.1.2, temos que h é uma Y-equivaléncia entre Z e (1,0,0) em p e 0.
O
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Antes de prosseguir com os demais resultados, provaremos o seguinte lema

Lema 4.2.1.2. Sejam N uma n-variedade compacta, s : N — R wma fungao estritamente
positiva e X € X"(N), entao os campos X e sX sdo equivalentes.

Demonstracao. Seja ¢x o fluxo do campo X. Definimos a EDO definida em IR com
pertubacao em N

ii(t,x) = s(px(y(t,z), x)),
y(ov ZE) = 0’

seja 7(t,x) a solugao da EDO acima, perceba que a curva
ﬁ(ta l’) = @X(T(ta IL'), .’L')
é tal que 5(0,z) =z e

dg dr dyx

o) = be)-4

(T(t’ x)» ZE) = 8(5“7 x))X(5<t7 33)),

portanto, (¢, x) é o fluxo do campo sX. Segue dessa observagao que a prépria identidade
é equivaléncia topologica entre X e sX.
O

Teorema 4.2.1.2 (Adaptado de [8]). Sejam Z = (X,Y) € Q"(M,X) ep € X (resp.
%) um ponto de deslize regular, entio (X,Y) é X-equivalente ao campo constante Z =
((=1,1,0),(1,1,0)) € Q"(R3,R?) (resp. Z = ((1,1,0),(—=1,1,0))) em p e 0, respectiva-
mente.

Demonstragdo. Provaremos apenas para o caso p € ¥°, pois a demonstragao para p € X
¢é analoga.

Sejam 7y : U, — (—¢€1,¢€1) e Ty : V) = (—¢1,¢€1) as funcgoes dadas pelo Lema 4.2.1.1.
Perceba que existe uma vizinhanca aberta W de p em X contida em U, UV,. Como
peXi, 7x <0ery >0.

Primeiramente, é consequéncia imediata do Lema 4.2.1.2 que os campos Z% e Zﬁf sao
localmente topologicamente equivalentes em p. Além disso, como p é ponto regular de
Zj‘(,, o teorema do fluxo tubular nos diz que existe uma equivaléncia topoldgica

h:W,CZNW — {0} x (—1,1)* C {0} x R?

entre Z¢ (que é equivalente ao campo Z%) e o campo (0, 1,0) € X7({0} x R?). Definindo
o conjunto contido em U, UV,

W = {q € M;q=ypx(t,z) ouq=py(t,z), para algum (t,z) € (—e1,£1) x W}

e a fungao
heW — B(W)
©(—11,0)(=7x (), hopx(Tx(2),2)) ,sex € MT\X
= 4 h(x) ,sex €%
01,0 (—7v(x),hopy(ry(z),x)) ,sexe M \X,
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como h é continua e injetiva, segue do teorema da invariancia do dominio que h é um
homeomorfismo.

Fazendo o mesmo procedimento do Teorema 4.2.1.1 e utilizando a construcao de h
temos

howx(t,x) = ¢11,0)(t h(x)),
ho @Y(t l’) = ¥(1,1,0) (ta }_Z(ZE)), €
howga(t,z) = @010t k()

mostrando que h é equivaléncia topoldgica entre (X,Y) e ((—1,1,0),(1,1,0)) em p e 0,
respectivamente. O

Teorema 4.2.1.3 (Adaptado de [8]). Sejam Z = (X,Y) € Q"(M,X) e p € ¥° (resp.
X)) um pseudoequilibrio hiperbdlico e A = d (g0|E*Zd)O . Entao (X,Y) € ¥-conjugado a
(b, A(y, 2)), (—=b,0,0)) € Q"(R3,R?) em p e 0, respectivamente, sendo b = sgn(X f(p)) .

Demonstra¢io. Sejam 1x : U, — (—¢e1,€1) e 7y : V, = (—¢1,¢€1) as funcoes dadas pelo
Lema 4.2.1.1. Perceba que existe uma vizinhanca W de p em ¥ tal que w C U, UV}, e
comopeX’ b-tx >0eb- -1y <0.

Defina F(x,y,2) = (b, A(y,2)) € X"(R3) e G(x,y,2) = (=b,0,0) e denote o campo
deslizante de (F,G) € Q"(R3,{0} x R?) por H?. Um célculo imediato nos mostra que
HY0,y,2) = (0, A(y, 2)). Pelo teorema de Hartman-Grobman, existe uma equivaléncia
local h : W, C WNY — Vy C {0} x R?, entre os campos Z% e (0, A(y,z)) em p e 0
respectivamente. Definindo o conjunto contido em U, UV,

W ={qe M;q=px(t,z) ou ¢ = ¢y(t,x), para algum (¢, z) € (—e1,1) X Wy}

e considerando a funcao

h:W — h(W)cR?
or(—7x(z),hopx(tx(x),x)) ,sexe M*\Z
x> < h(x) ,ser €Y

oa(—1y(x),hopy(ry(z),x)) ,sexe M~ \X,

como h ¢é continua e injetiva, segue do teorema da invariancia do dominio que h é um
homeomorfismo.
Considerando o Teorema 4.2.1.1 e utilizando construcao de h temos

hoopx(t,x) = or(t,h(z)),
hoy(t,z) = eq(t, h(z)),
ho 0 a(t,x) = ©(0,4) (t, h(x)),

mostrando que h ¢ equivaléncia topoldgica entre (X,Y) e ((b, A(y, 2)), (—b,0,0)) em p e
0, respectivamente.

O

Agora iremos nos concentrar em provar propriedades a respeito da estabilidade estru-
tural local em um ponto regular-regular.
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Lema 4.2.1.3. Sejam Z = (X,Y) € Q"(M,X) e p € ¥ ponto de pseudo equilibrio
hiperbolico, entdo existem uma vizinhanga aberta Uy de Z em Q1" (M, %), U, de p em X e
uma fungdao continua p : Uy — U, tal que

We(q) =0, W €Uy eqe U, q=p(W),
sendo que p(W) € um ponto de pseudoequilibrio hiperbdlico de W, para todo W € Uy.

Demonstragio. Seja (p,U,) uma carta em torno de p em ¥ tal que ¢(p) = 0. Considere
a fungao continua

F:Q"(M,%) x p(U,) — R?
(X,z) — ((p*Xd) (x).

Note que F(Z,p) =0e
OF

5o (2.p) = dlp.2)o

¢ um isomorfismo hiperbdlico. Segue do teorema da fungao implicita que existem abertos
Uy em Q"(M,Y), Vo de 0 em R? e uma funcio continua R : Uy — Vp tais que

F(G,q) =0, WelyeqelUy< q= R(G).

Uma vez que o conjunto das matrizes hiperbdlicas é aberto, fato demonstrado no Te-

orema 4.1.1.4, o conjunto Uy pode ser diminuido de forma que cada d(go*Wd)R(W) é

um isomorfismo hiperbdlico, para todo W € Up. A demonstracao se finaliza definindo
-1

p=¢ oR. [l

Teorema 4.2.1.4. Sejam Z = (X,Y) € Q"(M,X) e p € X ponto regular-reqular tal que
p € um ponto de deslize reqular ou € um ponto de pseudoequilibrio hiperbolico, entdo Z é
Y -estruturalmente estavel em p.

Demonstragcao. Supomos primeiramente que p ¢ um ponto de deslize regular. Considere
(¢, Up) uma carta em torno de p em ¥ tal que ¢(p) = 0 e a funcao continua

F Q" (M, %) x p(U,) — R
(X,2) = (p.X7) (2),

como F(Z,0) # 0, existe uma vizinhanga Uy de Z em Q(M,X) tal que F(W,0) # 0
para todo W € Uy. Tal fato implica que, se p € X%" para o campo Z, entdao p € X%
para o campo W, VW € Uy. Segue portanto dos Teoremas 4.2.1.1 e 4.2.1.2 que todos
os elementos do aberto Uy sao localmente equivalentes entre si no ponto p, mostrando a
estabilidade estrutural local em p.

Supomos agora que p ¢ um ponto de pseudoequilibrio hiperbdlico de Z e considere
(¢, Up) uma carta adaptada em torno de p em M com relacdo a ¥ (com ¢(p) = 0). Seja U
uma vizinhanga qualquer de p em M. Tome U, C U uma vizinhanca de p suficientemente
pequena, de forma que Uy = p~1(U,) esteja bem definida e para todo W € Up, p(W)
possua o0 mesmo indice no campo W9 que o ponto p no campo Z¢, sendo que p é a funcéo
do Lema 4.2.1.3.

Do Teorema 4.2.1.3, o campo

Z é localmente equivalente a ((b, d (¢|Z*Zd)0 (y, z)) , (=b,0, 0)) em pe 0,
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e, de forma analoga,
. . d
W é localmente equivalente a <<—b, d (4,0|E*W )(p(p(G)) (y, z)) , (=0,0, O)) em p(G) e 0.

Uma vez que

(1 (2l 2% (5:2))  (0.0,0)) e (=0 (el V) (0:2)) 1 (-5,0,0))

sao equivalentes, pois os isomorfismos hiperbdlicos dy|y, *Zg e dols; *Wg( (w)) Possuem

p
mesmo indice (Teorema 4.1.1.3), os dois campos lineares acima sao equivalentes. Logo,
por transitividade, Z e W ¥-sdo equivalentes em p e p(G), respectivamente, demonstrando

o teorema. O
Mostraremos agora a residualidade dos campos descritos no Teorema 4.2.1.4

Teorema 4.2.1.5. O conjunto dos campos Z = (X,Y) € Q"(M,X) tais que todos os
pontos reqular-reqular de Zj‘{f € X"(X) sdo pontos de deslize reqular ou de pseudoequilibrio
hiperbolico é aberto de denso em Q" (M).

Demonstra¢io. Chame de V C 2" (M, ) o conjunto do enunciado. A abertura de V segue
da aplicacao conjunta do Lema 4.2.1.3 e do Teorema 4.2.1.4.

Mostraremos agora a densidade. Primeiramente, considere a equacgao diferencial ordi-
naria definida em M,

a'(t) = Vf(x(t)).
Seja ¢ o fluxo da equacao acima. Podemos supor sem perda de generalidade que existe
0 > 0 tal que o fluxo

p:(=0,0)xX—> M
(t,p) = o(t,p)

¢ um difeomorfismo sobre sua imagem e, portanto, em U = ¢((—9,9) x 3). Logo, em U,
existem fungoes
X1,Yi:(=6,0)x 2 » R

e Xo,Y5 tais que Xo(t,p), Ya(t,p) € T2, de forma que

de

X(p(t,p) = X1(t,p)u(t,p) + d*p(t,p)Xz(t,p),
e do
Y (p(t,p)) = Yi(t, p)u(t,p) + d*p(t,p)Yz(t,p),
sendo
Vet p))

D) = G et )

Portanto, dado p € X,
Xf(p) = X f(e(0,p)) = X1(0, p)

Yf(p) = Yf((0,p)) = Y1(0,p).
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Sendo assim, para todo p € X

Yﬂ@X@—Xﬂmwm—j§QMOHQM&mmwammmnmm»

Seja {(yi,U;)}7_; uma cobertura finita de ¥ por cartas tais que p(U;) = Bs(0) e os

conjuntos K; = ¢~ 1(B1(0)) satisfazem que a unido de seus interiores resulta em todo o
Y. Considere os conjuntos

U =17 =(xX.v) Todas as singulz.iridades. em pontos regular—regular /d'e Z4 &
estao contidas no interior de K; e sao hiperbdlicas

vamos mostrar que cada U; é aberto e denso em Q" (M, X)), a abertura segue pelo mesmo
motivo da abertura de V.

Note que como Zg é aberto e denso em 2" (M, X)), é suficiente mostrar que cada U; é
denso em =y. Tome Z = (X,Y) € Zy. Pela equacao (4.2.1), temos

i 2% = Y1(p) Xa(p) — X1(p)Ya(p),
sendo N ~
X1(p) = X1(0,071(p)). Yi(p) = Y1(0,07 ()
Xo = i, X2(0,-), Y2 = ¢;,Y2(0,-).
considere agora a funcao
G KixRxR?>xRxR?>— TK;
(p, o1, v1, 2, v2) — (p, (571(29) + Oél)(yz(p) +v1) — (351(2?) + O¢2)(372(p) +v2)).

E claro que G; h K; x {0} C TK;, logo, pelo Teorema 1.3.2, o conjunto
Si = {(Oél,’l)l,OdQ,’UQ); Gi(',Oél,’Ul,OéQ,'UQ) rh {O} € aGZ(7S) rh {0}}

é residual em RY. Note que podemos supor sem perda de generalidade que G;(-,s) €
X"(K;) (vide Lema 1.3.1). Se s € S e existe p € Kj, tal que G;(p, s) = 0, entdo

dG;
dp

(p,s) : TpX — T,%,

é um isomorfismo. Como K; é compacto a quantidade de pontos singulares de G; em K;
é finita. Além disso, note que Gj;(-, s) ndo possui pontos singulares no bordo de Kj, pois
uma vez que 9G;(+, s) h K; x {0} e OK; é uma 1-variedade,

doG;
dp

(p,s) : TH(OK;) = T,X,

nao pode ser sobrejetivo.
Tome (aq,v1,az,v2) € S; e denote

G (p) = Gip, 1,0, 2) = V()X () = X{2(0)Y3* ().
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Sejam p1,...,p, as Unicas singularidades que sao pontos regular-regular de G1-V1,42,v2

e Vi,...,V, vizinhangas abertas de p;, tais que V; NV, = 0, se i # j. Sejam f; bump

functwns em K; que sao 0 no complementar de V; e iguais a 1 numa vizinhanca de p;.
Denotando

Hi] N 1(p) (X5t (p) + M £ ()0 — py)) = X72(p) (Y52 () + Mo fi (0) (0 — py))

. j ,
e derivando H A\, € pj temos

d (Hi] AJ) = d(GUrrea2) 4 (MY (p) = X2 (py)) Td.

Uma vez que Yf‘ *(pj) e }71o‘1(pj) sao diferentes de 0, pois o ponto p; é regular-regular,

segue que o conjunto dos (A , \}) que tornam d (H J hiperbélico é aberto e denso

J\J
M/ g,

em R%2. Chame tal conjuntos de L‘Z
Escolha uma fung¢ao suave

6 : (_5? 5) — [O’ 1]7

tal que B([—0/4,6/4]) = {1} e B((—4,6/2]U[6/2,9)) = {0} e uma bump function g; tal
que gi(K;) =1e gi(X\ U;) = {0}. Considerando

Xa(t,p) = Xa(t,p) + gi(p)e; ', (6 Jva + (1) (i&f] (p— pj))),e
7=1

n
Ya(t,p) = Ya(t,p) + gi(p); ', (5 v1 + B(t) (Z Mo fi(p)(p — pj))) :
segue que o campo (X', Y”), onde

{X’(w(t,p)) = (X31(t,p) + a2B(t)u(t,p) + (6, p)X(t,p) . (t,p) € (=0,0) x I
X'(p) = X(p)  Vpe M\U

{Y’(w(t,p))Z(Xl(t,p)JrozzB( Du(t,p) + L, p)X(t,p) . (t.p) € (=0,0) x 3,
Y'(p) =Y (p)  Vpe M\U

pertence a U;, para todo (ai,v1,az,v2) € S; e (A{, )\]2) S Lf Como S; e os conjuntos Lg
sdo residuais, (X', Y”) pode ser tomado tao préximo quanto se queira de (X, Y"), mostrando
que cada U; é aberto e denso. Uma vez que

n
ﬂ Uu; C V,
i=1
temos a densidade do conjunto V e consequentemente o resultado desejado. [

Mostraremos agora um resultado interessante, embora pouco relacionado ao contetido
dessa secao, que pode ser intuido ao se analisar a demonstragao acima.
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Teorema 4.2.1.6. Seja F' € X" (X), entdo existem X,Y € X"(M) tais que o campo de
deslize de Z = (X,Y) € Q"(M,%) € igual a F.

Demonstragcio. Comecemos considerando a EDO definida em M,

2'(t) = Vf(x(t)),
e ¢ seu fluxo. Tome 0 > 0 tal que
p:(=0,0)xX—> M
(t,p) = o(t,p)

seja um difeomorfismo sobre sua imagem, U = ¢((—0,0) x X). Defina a : (—0,d) — [0, 1]
como sendo uma funcao suave tal que a(—9/4,9/4) = {1} e a((—0, —6/2]U[6/2,9)) = {0}.
Considere os campos X,Y € X"(M) definidos da seguinte forma

Vi(p(t,p)) dy

{XWQmD&@)Vﬂ¢mm>2+&®d%th@),V@pﬂﬂdﬁxz
X(p) =0 ,Vpe M\U
o et o de .

{Yw@m» 5 o+ E(EDFD) . ¥(tp) € (-0.8) x 3
Y(p)=0 , Vpe M\ U,

é claro que Vp € X, Xf(p) =1 e Yf(p) = —1, portanto a regiao de deslize é todo o
conjunto X. Por fim, definindo Z = (X,Y) € Q"(M, X)), temos que

d o 1 _
2'0) = 57 T DX ) = XY ()
Vi) Vilp)
MioE " P Tt [wrwE P
2
=20 gy,

2

4.2.2 Caso Dobra-Regular

Provaremos alguns lemas antes de comecarmos a analise de tal caso.

Lema 4.2.2.1. Sejam X € X"(M), f: M — R, uma funcao tal que {0} € valor reqular
de f e f710)=%; ep: M — N um difeomorfismo. Definindo h = f oo™, tem-se que
Xfopt=(p.X)h.
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Demonstragcio. A demonstracao segue imediatamente da computacao:

(@« X)h(p) = Vh(p) - (¢:+X)(p)
=V (7' () dgy ' - g1y X (#7(0))
=Vl )X )
= X[ '(p)
O

Lema 4.2.2.2. Sejam Z = (X,Y) € Q"(M,%) e p : M — N um difeomorfismo suave,
de forma que o(X) =T. Entio (X,Y) é X-conjugado a o7 = (0« X, psY) € Q"(N,T)
e a Y-conjugacao € dada pela propria funcao ¢.

Demonstragio. Denotaremos W = ¢, (Z) = (X', Y'). E suficiente mostrar que ¢, con-
juga:

1. ¢x com pxr,

2. @y com @y, e

3. Pgza com Pyd.

Para ver 1, considere a curva a(t) = ¢(px(t,p)) e note que a(0) = ¢(p) e
da
E(t) = dgogox(t,p)X(SOX(tap))

= dpy-toamX (¢~ 0a(t))
= pX(a(t) = X'(a(t)).

Segue do teorema de unicidade de solucao de equagoes diferenciais que

popx(t,p) = px/(t, o)),

provando assim 1.

O item 2 é demonstrado da mesma forma que o item 1.

Para ver 3, note que se f : M — R é uma fungao tal que {0} é valor regular e
f7Y0) = %, entdo h = foyp™' : N = R é uma funcao tal que {0} é valor regular e
h=1(0) = po f~H0} = ¢(¥) = T. Mais ainda, usando o Lema 4.2.2.1,

go*zd(p):%( f(P)X(p) - Xf(p)Y <p>>

Yf(p)—Xf(p)
_Yf(e™ ( ) s X (p) — Xf( '(p)e:Y (p)
Y (et (p) — Xfle~tp))
_ (@ Y)h(p)eX (p) — (0xX)h(p)e+Y (p)
(@ Y)h(p) — (9« X)h(p)

= W(p).

Da equagao acima e utilizando o mesmo processo da demonstragao do caso 1, conseguimos
que ¢ conjuga Z% ¢ W, demostrando assim o teorema.
m
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Teorema 4.2.2.1 (Adaptado de [5]). Sejam (X,Y) € Q"(M,%) e p um ponto dobra-
reqular, entio (X,Y) é L-equivalente ao campo ((5y,1,0), (,0,0)) € Q"(R3,R?) em p e
0, respectivamente, sendo § = sgn(X2f(p)) e e = sgn(Y f(p)).

Demonstracao. Provaremos apenas para o caso € = 1, pois para ¢ = —1 a demonstracao
¢é analoga.
Temos que considerar dois casos:

1. 6 =1, dobra visivel;
2. 6 = —1, dobra invisivel.

Para o caso 1, utilizando a Forma Local de Vishik (Teorema 2.2.4), existe uma carta
(¢,U) em torno de p em M tal que o(U) = Vo, ¢(p) =0, p(UNZ) =V N{0} x R? e

)
o X(z,y,2) = [ 1
0

Defina Y/ = ¢,Y = (Y{,Y3,Yy). Considerando h = fo ! e usando o Lema 4.2.2.2,
temos que (X,Y) é localmente equivalente a ((y,1,0),Y”’) € Q"(M,X) em p e 0, respec-
tivamente. Mais ainda, pelo Lema 4.2.2.1, sgn(Y’h(0)) = . Logo ¢é suficiente mostrar a
equivaléncia local de A := ((y,1,0),Y’) e B:=((y,1,0),(1,0,0)) em O.

Defina ST = {(0,7,2) € VN{0} xR? y>0}e S~ ={(0,y,2) e VN{0} xR? y <
0}. Perceba que todo ponto p € ST é um ponto de deslize e todo ponto p € S~ é um
ponto de costura.

Mais ainda, temos que (0,0,0) é um ponto regular de Aﬁl\, e existe 0 > 0 tal que
{0}2 x I5, é transversal ao campo A% sendo Is, = (=61,61). Isto é o mesmo que dizer
que para todo p € {0}2 x I5,,

T, ({0} x I, ) @ span(A () = T, ({0} x R?),
consideramos Ad, como sendo o fluxo de A?\, e definimos

Y : {0} xR x I, — x R?
(tap) = @A?V(ta (0707p>)

Uma vez que

dy _ad dy

Da transversalidade entre A% e {0}? x Is, temos que dy Ad, ¢ um isomorfismo local na

(0,0) = (0, 1,0).

origem. Utilizando o teorema da funcao inversa, existem g9 > 0 e o9 > 0 tais que
restrito a {0} x (—do, dp) X (—¢0,€0) é um difeomorfismo sobre sua imagem. Mostraremos
agora que ¢ conjuga os campos (0,1,0) e A%:
77Z)((:0(O71,0) (ta (Ou 1, 1’2))) = 1/}<07 x1 +1, 1’2)
=Pt (x14+1,(0,0,22))
= SOA?V (ta ()OA% (:)31, (07 0, xQ)))
= SDA% (tﬂ w(oa xy, .TQ))
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Uma vez que a identidade é um equivaléncia topolégica entre Bj‘([ e (0,1,0). Temos que 9 é
uma equivaléncia topologica entre BdN e Aﬁlv. Pelo mesmo motivo que antes (e diminuindo
g0 € dp se necessario), temos que ¢ é uma equivaléncia topoldgica entre B e A%, Tremos
estender o homeomorfismo ) para uma vizinhanca de 0 em RR3.

Para fazer isso, primeiramente note que

(0 ({0}2 X (—50»50)) = {0}* x (=60, 00) € Ylroy2n(—so.d0) = L1012 (—50.60) -

perceba entao que

Py,1,0) (s (21,72, 73)) = (22 + xot + 21,29 + 1, x3> )
Considere agora os conjuntos
Ur = {0t (0,21,22)); t € (—00,0], (21, 22) € (~5,0) X (20, 20) }),
Ut = { o0/t (0,21,22)); £ € [0,00), (¢1,22) € (0,6) x (—e0,20) },
Uy =U uUy.

E imediato que U; é um conjunto aberto na topologia induzida de [0, 00) X R?. Além

disso, se (z1,x2,x3) € U, entdo
ta; = \/{[2—21’ — X9
2 1 T

Py.1.0)(tz;0) € {0} x R?,

com ¢y 1.0)([tz, 0]) C [0,00) x (=do,d0) X (—€0,€0). De maneira andloga, se z € Ut

é o unico valor que satisfaz

Sy = —T9 — a:% — 21
é o unico valor que satisfaz
2
P(y,1,0)(tz, 0) € {0} x R7,

co Sp(y,l,())([ov Siv]) C [07 OO) ( 50’50) ( 50750)'
Defina a variedade R = {p(y,1,0)(t,(0,0,7));t € R e x € (—ep,€0)} e considere o
conjunto

Uy = {(x1,x2,23) € R3: (x2,23) € (—d0,00) X (—€0,€0) € = estd acima da variedade R}.

é facil ver que V = U; U RU U é uma vizinhanga aberta de 0 em [0, 00) x IR?. Estende-
remos agora 1) para :

0V —>R?
¥(x) ,se ¢ € {0} x (=d,dp) X (—&,€0)
Qo(y7170)(_tx71/} © Qp(y,l,O)(tﬂfax)) ,8€ X € U1+

90(%170)(_3337 @/’ © P (y,1,0) (Sl" :L‘)) ;8 T € Ul_
x ,se x € RUUs.

T —r
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A continuidade de segue do Lema de Colagem, mais ainda, pelo Teorema da Invariancia
do Dominio ¢ ¢ um homeomorfismo com sua imagem, e a construcio de 1) garante que
as Orbitas de (y,1,0) sdo levadas em érbitas de (y, 1,0), respeitando a orientagao.

Para finalizar a demonstracao do caso 1. Seja 7y+ a funcao do Lema 4.2.1.1. Podemos
supor, sem perda de generalidade que, {0} x (6o, do) X (€0,£0) C Dom(7,/). O conjunto

Vi = (—00,0] x (—dp, o) X (—e0,€0)

é aberto na topologia induzida de (—00,0] x R?2 ¢ 0 € V4 e note que V3 UV é uma
vizinhanca 0 em R3. Logo, definindo

Y: ViUV -5 R?

T — &(95) ,sex eV
ey (T3(), Yo p00)(—m3(x), 2)) ,sex €V,

temos que QZ ¢ um homeomorfismo com sua imagem, pelo Teorema da Invariancia do
Dominio. Segue da construgao que ¢ é uma X-equivaléncia em 0 dos campos ((y, 1,0),Y”)
e ((y,1,0),(1,0,0)), o que implica por transitividade que (X,Y") é ¥-equivalente ao campo
((y,1,0),(1,0,0)) em p e 0, respectivamente.

Demonstraremos agora o Caso 2. Isto é quando § = —1. Novamente, utilizando a
forma Local de Vishik (Teorema 2.2.4), existe uma carta (¢, U) em torno de p em M tal
que p(U) = Vo, p(p) =0, p(UNYE) =V N{0} x R* e

-y
X (z,y,2) =] 1
0

Defina Y/ = ¢,Y = (Y{,Y3,Yy). Considerando h = fo ! e usando o Lema 4.2.2.2,
temos que (X,Y) é localmente equivalente a ((y,1,0),Y”) € Q"(M,X) em p e 0, respec-
tivamente. Mais ainda, do Lema 4.2.2.1, sgn(Y’h(0)) = . Logo, é suficiente mostrar a
equivaléncia local de A = ((—y,1,0),Y’) e B = ((—y,1,0),(1,0,0)) em 0.

Defina ST = {(0,7,2) € VN{0} xR? y>0}e S~ ={(0,y,2) e VN{0} xR? y <
0}. Perceba que todo ponto p € S~ é um ponto de deslize e todo p € ST é um ponto de
costura. Note que A% € X7(S7), entdo conseguimos um homeomorfismo

&o {O} X (—52,0] X (—82,82) cS —-UcCsS,
com

60‘{0}2X(f€2,52) = id’{O}QX(fEQ,EQ) )

que é uma equivaléncia topoldgica local em 0 entre os campos B? € X"(S7) e Al ¢
X"(S7), (relembre que todos os pontos de ST sdo de costura). Podemos estender & =
(0,&4(x), €3(x)) pelo seguinte homeomorfismo

§ : Q52,82 — W

(O T1.0 ) s 50(0,%1,1‘2) , T € {O} X (—52,0] X (—527€2>
(0,660, ~ ], 22), (0, ] 22)) @ € {0} x [0,83) X (—e2,55)
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onde
W = {(0,21,22) € {0} xR?; (0,21, 22) € U ou (0, —x1,x2) € U}

Q55,00 = {0} X (=02,02) X (—€2,€2).

Perceba que € continua sendo um homeomorfismo e é uma equivaléncia local de B¢ com
A% em 0 (uma vez que em ST A% ¢ BY ndo estio definidos).
Note também que

/2
P(—y1,0)(t; (71, 72,73)) = <—2 — Tt + 23, 72 + 1, 963) :

seguindo que para qualquer ponto = (21,2, 23) € [0,00) x R? a curva

—T9 — \/xQ + 221, —x2 + \/xQ + 211

— [0,00) x R?

y
t— o(t,x)

corresponde ao arco que corta {0} x R? em 2 pontos e passa pelo ponto z. Mantendo o,

em mente, definimos o valores
r(z) = 2¢/x3 + 2271 e

) Ty + /73 + 221
x - Y
2/23 + 211

com [(z) = 0 se ocorrer uma divisao por 0. A fungdo r(z) corresponde ao comprimento do
intervalo do dominio de a,., enquanto [ define a porcentagem do intervalo que corresponde
ao dominio de o, que tem que “andar” para termos «(t) = = e por fim

Qg (—332 — \/3:% +2x1) = (O, —\/33% +2x1,x3> .

Considere
E = {(,D(t, (Oa 6278); te [_25%0]7 RS (_52752)}

e o conjunto, na topologia induzida de [0, 00) x IR?,
= {p €[0,00) x R?; p esta abaixo de F e acima de Q5965 }-
Estenderemos & para o conjunto Vo por meio da fungao
£: Vo — [0,00) x R?

T = (71, T2,73) = P(y1,0) (l(x)r (0, —\/ 73 +2x1,x3) ¥ (0, —\/23 +2x1,x3>) ,

é claro que

o, =6
e que 5 é continua e injetiva. Portanto zi ¢ homeomorfismo com sua imagem (Teorema da
Invaridncia do Dominio), além de ser uma equivaléncia do campo ©(y,1,0) com ele mesmo,
pois leva oérbitas de ¢, 1) em Orbitas de ¢(_, 1), respeitando a orientagao.
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Para finalizar, seja novamente 7y a funcao do Lema 4.2.1.1, podemos supor, sem
perda de generalidade, que {0} x (—do,do) X (€0, £0) C Dom(7,/). Também ¢ verdade que
o conjunto

Uy = (—00,0] X (—0dg,d0) X (—¢0,€0)

é aberto na topologia induzida de (—o0,0] x R? e que 0 € Us. Como Us UV é uma
vizinhanca 0 em R?, definindo

ViUV 5 R3
N £(z) ,sex €V
oy (m3(), % 0 01 0,0)(—73(7), 7)) ,sex €V

temos que E ¢ um homeomorfismo com sua imagem, pelo Teorema da Invariancia do
Dominio, além de seguir da construcao que E ¢ uma X-equivaléncia em 0 dos campos
((—=y,1,0),Y") e ((—y,1,0),(1,0,0)). Logo, por transitividade, (X,Y") ¢ X- equivalente a
((—=y,1,0),(1,0,0)) em p e 0, respectivamente. E demonstra-se o teorema.

O

Agora mostraremos a estabilidade estrutural local de pontos de dobra.

Teorema 4.2.2.2. Sejam (X,Y) € Q" (M,X) e p um ponto dobra-regqular, entio (X,Y)
¢ localmente estruturalmente estdavel em p.

Demonstragdo. Seja U uma vizinhanga qualquer do ponto de dobra-regular p. Pelo Lema
4.2.2, existem uma vizinhanga ¥V de X em X"(M™) e uma vizinhanga V, C U de p em %
tais que

i. para cada X’ € V, existe uma tnica curva suave de pontos de dobra de X', contida
em V', que intersepta 0V em apenas dois pontos e de maneira transversal;

ii. p eyxe Sgn(X’2f(p')) = sgn(X?f(p)) para todo p € yx e X € V, sendo yx uma
curva de pontos de dobra do campo X.

Diminuindo V}, se necessario, conseguimos uma vizinhanca U de Y em X"(M ™) tal que
Y'f(p') #0,VY €U eyp € U, Tome a vizinhanca W = ¢~ 1(V xU) de (X,Y) em
Q"(M,Y), sendo ¢ a fungao definida na Equagao 1.2.1.

Para todo (X', Y’) € W, existe p’ € U, um ponto dobra-regular satisfazendo

6 =sgn(X2f(p)) = Sgn(Xﬂf(p/))

e =sgn(X f(p)) = sgn (X)) -

Pelo Teorema 4.2.2.1, temos que

(X,Y) é localmente Y-equivalente a ((dy, 1,0),(£,0,0)) em p e 0, respectivamente

(X", Y") é localmente Y-equivalente a ((dy, 1,0), (¢,0,0)) em p’ e 0, respectivamente.

Por transitividade, (X,Y) e (X', Y’) sdo Y-equivalentes em p e p/, respectivamente, mos-
trando assim a estabilidade estrutural local de um ponto dobra-regular.
O
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4.2.3 Caso Cuspide-Regular

Seguiremos agora para analise do caso ctspide-regular.
Perceba que o campo (dy, z, 1), quando colocado nas coordenadas

zZ =2z, §:z2—2y, T =z,
fica na forma F(z,y, z) == (1,0,5(z% — 1)).

Notagdo 4.2.1. Definimos I. = (—¢,&) x (—e2/4,e2/4,) x [0,€), com V C R3 e V& =
V' N1, sendo que a topologia de VE serd sempre considerada com a topologia induzida.

Note que o fluxo de tal sistema é dado por

t3
o(t, (r,y,2)) = (:co + ¢, 90, 20 + Yot — xdt — xot® — §> .

Perceba que os tinicos pontos nos quais F' é tangente ao plano z = 0 sao pertencentes
ao conjunto
K1 = {(z,y,0); v —z =0}
Denotaremos Ki* = {(x,22,0); > 0} e K{ = {(z,2%,0); = < 0}. Motivados pela
definicao de K consideramos os conjuntos

S1 = {(z,9,0); y* —z > 0}

Sz = {(z,9,0); y* —x < 0}.
Considere agora os fluxos passando por K7 .
QO(t, <—ZU,.'L'2, 0)) = (t - Z, IQJ _(t3/3) +t2.17), z>0

Fazendo uma simples conta temos (3x, —z, 2?) = (2x,22,0). Definindo Ko = { (x,y,0),
x>0,y = 2?/4 }, conseguimos um mapa de retorno de K7 para Kj tal que (—z,22,0) —
(22,22,0), z > 0. Este mapa nos permite definir a variedade com bordo

M = {gp(t, —z, 220z >0et € [0,33:]} ,

que divide R? x [0,00) em 2 componentes conexas. A Figura [4.1] mostra uma represen-
tacao de tal variedade.

Figura 4.1: Representacao da variedade M em azul
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Seja p = (x,y,0) € S1, uma vez que m3X(0) > 0, temos que para pontos proximos o
suficiente de 0, 73 0 (¢, p) > 0. Como existe unicidade de solucao na regiao R? x (0, c0),
a solucdo ¢(t, p) é limitada pela variedade M e portanto, deve retornar ao plano R? x {0}.
Escrevendo ¢(t, p) explicitamente temos que

3
(P(t, ('Tay70)) = <t+$7y7 _g —t2$—t$2+ty> g

implicando que o ponto de retorno ocorre em

t= ; (\/5\/4y—x2—3x).

Portanto, podemos definir o mapa de retorno em S; por

o: ST — R?*x {0}
(x,y,0) — (; <\/§\/4y—x2—x> ,y,O).

Lema 4.2.3.1. Dado p € R? x [0,00), defina o conjunto I(p) como sendo a componente
conexa do conjunto o(IR,p) NIR? x [0, 00) que possui p. Entdo, definindo

Jt, € R, tal que p(ty,p) € (—&,¢) x (—e2/4,€2/4) x {0} }

— 2
A= {p € R x [0, 00) e ¢ ([0,ty],p) NIR? x [0, 00) € conezo.

temos que A- é aberto em R? x [0, 00).

Demonstrag¢io. Primeiro mostraremos que A; é uma vizinhanga de 0 em R x [0, 00). Note
que ¢(t,0) é uma trajetéria que atravessa o plano z = 0, utilizando o teorema do fluxo
tubular longo conseguimos encontrar uma V' vizinhanca de 0 tal que para todo ponto
p € V, ¢(t,p) atravessa o plano {z = 0}. Diminuindo V' se necessario e utilizando
o teorema da dependéncia continua, podemos supor que todo elemento de V corta o
plano {z = 0}°. Entdo, a componente conexa que possui o elemento 0 do conjunto
VN (1R2 x [0, oo)) é uma vizinhanca de 0 em R? x [0, 00).

Sep € K;", em decorréncia do mapa de retorno ¢, todos os pontos abaixo da variedade

com bordo
M, = {gp(t, —z,22,0);2 > [0,e) et € [O,Bx]}

estdo em A.. Segue que esses pontos estao no interior de A..

Seja p € A. tal que p(t,,p) € K| . Perceba que podemos supor que tal contato é
transversal ao plano {z = 0}¢: de fato, se ¢(p,t,) = (—z,2?%) for uma tangéncia, o mapa
de retorno o, nos mostra que ¢(t,p) volta a tocar {z = 0}, no ponto (2x,z?), porém
dessa vez transversalmente. Construiremos uma vizinhanga de p em A. Seja

G:RxR?>—= R

<t7p) = T3 0 @(tvp)'

Como 4
— (t ) 07
o teorema da funcao implicita nos garante a existéncia de uma vizinhanga V) tal que
G(7(q),q) = 0, utilizando o teorema da dependéncia continua de diminuindo V), se neces-
sario, temos que V), C A, o que demonstra o lema.
m
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Seja Z = (X,Y) um campo suave por partes tal que no ponto p temos um comporta-
mento cuspide-regular. A forma normal de Vishik nos garante que existe uma mudanca
de variaveis ¢ : U, — Vp, de forma que ¢, (X,Y) é descrito por

[ (1,0,y —2?), se 2 >0
Z(x,y,2) = { oY (2,9, 2), s 2 > 0, (4.2.2)
ou por
[ (1,0,2%2 —y), se 2 >0
Z(x,9,2) = { oY (z,y,2), se 2> 0. (4.2.3)

Como nosso foco é o estudo local, podemos redefinir (X,Y") por (4.2.2) ou (4.2.3).
Consideremos o caso (4.2.2), supondo de m30Y (0) > 0. Dessa forma o campo desli-
zante Z% em uma vizinhanca da origem, ¢ definido por

d - Yg(l‘, Y, 0) + (y - x2>Yl (y - IZ)Y2
g (x’y) a ( }/3<‘T7y70) o (y - x2) ’ Y3($7y70) o (y —.TQ))

e é imediato que
ZYK) = (1,0).

sobre K», é valida a relagao

Z% 2z, 2%) = Y3(2x,2°,0) — 32%Y1(22,2%,0)  3z?-Ys(2x,27,0)
’ Y3(2$»y70)_3$2 ’ Yr?)(2$717270) _3ZE2
= (1+0(z),0(z?)).

Uma vez que o vetor tangente da curva Ky é dado por (1,2z), temos que para r > 0
suficientemente pequeno, o campo Z% é transversal a

2
Ky, = {(m,4> ;x € (0,7")},.

Lema 4.2.3.2. Eriste v > 0 tal que a érbita ¢%(t, (v, 2?)) atinge Ko, .

Demonstracio. Estendemos Z¢ para um campo suave qualquer Z definido em uma vizi-
nhanca da origem em R? x {0}. Supomos por redugio ao absurdo que para todo z > 0 a
orbita % (t, (z,2?)) ndo atinge Ko .

Utilizando o teorema do fluxo tubular, existe uma conjugacao de classe C*,

h:By CR? = (=6,0) x (4,6),

que conjuga Z com (1,0) e h(0,y) = (0,y). Note que Z% é tangente a Ko, ¢ K em 0.
Considere agora o campo Z = Z‘BO’ uma vez que Z é transversal a Ko\ {0} e Ki, 0

fluxo ¢ s6 pode cortar tais conjuntos uma vez. Como estamos supondo 0% (t, (z,2?))
nunca atinge Ko, temos que (¢, (z,2?)) nunca atinge Ky ,. Considere a familia de
curvas

ap(t) = pz(—t,p), com p € Ko, N By.
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Uma vez que By é uma vizinhanca tubular e o, (t) nunca retorna a Ks, e nem toca
Ki", a tinica possibilidade é que existe ¢, > 0 tal que a,(t,) = (0,0). Mas isso é um
absurdo, pois as curvas oy, possuem imagens disjuntas em decorréncia do teorema de
existéncia e unicidade de equagoes diferenciais ordinérias.

Segue portanto que deve existir (z,2?) € Kj tal que a érbita ¢%(t, (z,22)) atinge
Ko . O

Seja # € R, um valor tal que ¢,a(t, (zg,23)) atinge Ka,, como descrito no Lema
4.2.3.2, e suponha que ¢(t, (zg,23)) atinge Ka, no ponto ¢4 (to, (mo, x%)) = (23/, yz).
Escolha 0 < § < z¢ tal que sejam satisfeitos

e V2el0,8), pz(t, (2z,2%)) estd definido em [0, 25 — 27);
o Yz €[0,6), pz(t, (—x,1?)) esta definido em (—26 + 2z, 0);
e Vae (=02%0], ozt (0,7)) estd definido em (-2, 25);

« Existe uma extensao Z de Z transversal a {(—xz,22);2 € (0,20)}, {(2z,22), = €
(Oa(S)} € {0} X (_52762)'

Seja 0 < z < 4. E claro que, para toda érbita comecando em (2z, 3:2), existe um tnico
tempo negativo 7(x) de forma que ¢z(7(z), (2z,2?)) € K. E facil ver que 7: [0,6) — R
¢ a0 menos continua.

Lema 4.2.3.3. O conjunto
p=(z,2%), 2 €10,9), t € (=25 + 24,0
Vs =L oplt,p) € RZ| oup=(2x,2%), x€[0,0), t € (r(x),20 —2x] } ¢ aberto na
oup=(0,2), x € {0,52) , t € (—26,290).

topologia induzida do dominio de Z.
Demonstracdo. A abertura é clara e segue do teorema do fluxo tubular longo. m

Como 0 < § < xq existe 7(6) negativo tal que oz (7(8), (29,02)) = (y,y?). Considere
0s conjuntos

Ly {(:c,a:2> NS [O,y)},
Lo = {(2x,m2) ;T E [0,5)} e
Ly = {pza(t, (26,6°)); t € [7(y). 0]},

e seja S o interior da regiao delimitada por Li, Lo e Ls. Toda Orbita comecando
em (x,2%/4) € Lo atinge (em tempo negativo) Lo, ou seja, existe 7(z) de forma que
07 (1(x),22,2%) € L.
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Figura 4.2: Representacao de Ly, Lo, Lz e S.

Seja
= {(=2,2%); 2 € [0,6)} U{(22,2%); z € [0,0)} U ({0} x (—62,0))
Construiremos uma equivaléncia
b Vs = By = (=26,28) x (=6%,6°) \ {(z,9); © >0 ey >a?},
dos campos Z e (1,0) definindo:
« U(p)=p,sepel;
e seqeVs\ S, qg=¢(t,p) com p € [, definimos

Y(q) =p+(t,0);

e seq€ S, q=(t (2r,2%)) com (2x,2?%) € I, definimos
R N (L
o) = o)+ (0]

E imediato ver que 1 é uma equivaléncia Z com (1,0), defina agora
Us =VsUo 1(S).

Lema 4.2.3.4. Seja

B; = {p € R? x [0, 00)

dt, € R, tal que p(ty,p) € Us,
e v ([0,tp],p) NR? x [0,00) € conezo. |-

Entio Bs ¢ aberto em IR? x [0, 00).
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Demonstrag¢do. Primeiro mostraremos que By é uma vizinhanga de 0. Note que ¢(t,0) é
trajetéria que atravessa o plano {z = 0}. Utilizando o teorema do fluxo tubular longo,
conseguimos encontrar uma vizinhanga V' de 0 tal que para todo ponto p € V', (¢, p)
atravessa o plano {z = 0}. Diminuindo V' se necessario e utilizando o teorema da de-
pendéncia continua, podemos supor que o fluxo de todo elemento de V' corta o aberto do
plano Us. Entdo a componente conexa que possui de 0 no conjunto V NIR? x [0,00) é
uma vizinhanca de 0.

Se p € Lo, em decorréncia do mapa de retorno o, a componente conexa do conjunto
(R, p~1(S)U Ly US) que possui Lo como subconjunto é uma vizinhanca para qualquer
ponto de La. Sejam p € Bs e t, tal que ¢(tp,p) € Li. Perceba que podemos supor que
o contato ¢ transversal com plano Vg, de fato, se p(tp, p) = (—z,2?%) é uma tangéncia, o
mapa de retorno ¢, nos mostra que tal caminho volta a tocar {z = 0} no ponto (2z, z?),
porém dessa vez com um contato transversal. Construiremos uma vizinhanca de p em By.
Seja

G:RxR?*— TR

<t7p) = T3 0 Sp(tvp)'

Como 4
g(tpa p) # 07

o teorema da funcao implicita nos garante a existéncia de uma vizinhanga V), de p em
R? x [0,00) tal que G(7(q),q) = 0. Utilizando o teorema da dependéncia continua de
diminuindo V), se necessario, temos que V,, C Bs. O que demonstra o Lema. O

Iremos agora estender o mapa ¢ : V5 — Ej para uma func¢ao da forma U : Bs — As.
Considere os conjuntos

p=(—z,2%),r €[0,0), t € (—o0, 3],

eoup=(x,y)€S, te {%<_\/§\/m—3$),0} }CU(ge

A="Us\ B,

notoriamente Us = AU B e B é fechado, o que implica A aberto, além disso todo elemento
de A intersepta Us transversalmente e em apenas um ponto. Segue que a funcao

Bs = {s@(t,p)

7: A= R

que associa cada p € A ao tnico valor 7(p) tal que, ¢(7(p), p) € Us é continua. Definimos

Y em A da seguinte maneira: para p = ¢(7(q),q) com q € Us, ¥(p) = ¢(7(q), % (q))-
Agora, estenderemos ¢ em B. Para a regiao

{e(t.p); p=(~2,2%),x €[0,4), t € (~o0,3a]},

a funcao zE pode ser estendida pela funcao identidade, zz(:c) =x.
Nos pontos

H={ett.0); p=r) 5, te |5 (VB —3) 0]},
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Dado p € H, ¢(t,q) com ¢ € S, e definindo
I[:S =R

(x,y) — ; (—\/5\/4y — 2 — 3x> :

Fay) = ¢ (Z(t)z (b(x.9) ,w<x,y>) |

E claro da construcao que v é continua e é um homeomorfismo entre Us para As.

Relembramos agora que (X,Y) esta definido apenas em uma vizinhanga U da origem,

entao, redefinimos or ‘
¥ por ¢ UnB;

Terminaremos de mostrar a equivaléncia entre (X,Y) e ((1,0,y — 22),(0,0,1)). Note
que podemos supor que 730 Y (p) # 0, Vp € Us. Usando o teorema da func¢ao implicita
conseguimos uma vizinhanga aberta Wy de Us tal que a fungao

7:Ws >R
é a fungao que associa p € Wy, ao unico tempo tal que oy (7(p),p) € Us. Definimos

¢ W5 — ¢(Wy)
=20 (=7(), ey (T(p),p)))

em uma vizinhanca de 0. Por fim, a funcao
6 : Dom (1)) U Dom(¢) — Im(¢)) U Im(¢)

. (z) , se x € Dom(v))
-~ { o(x) , se x € Dom(¢),

é uma Y-equivaléncia de (X,Y) com ((1,0,y — 22),(0,0,1)) em p e 0, respectivamente.
Para os demais casos podemos construir a equivaléncia com com minimas adaptacgoes
da mesma técnica, sendo assim provamos o resultad que segue.

Teorema 4.2.3.1 (Adaptado de [5]). Sejam (X,Y) € Q"(M,X) e p um ponto cispide-
reqular, entio (X,Y) é L-equivalente ao campo ((8y,z,1),(£,0,0)) € Q"(R3,R?) em p e
0 respectivamente, sendo § = sgn(X>f(p)) e e = sgn(Y f(p)).

Mostraremos agora o resultado que mostra a estabilidade estrutural local do ponto
cuspide regular.

Teorema 4.2.3.2. Sejam (X,Y) € Q"(M,X) e p um ponto cispide-regular, entio (X,Y)
¢ localmente estruturalmente estavel em p.

Demonstragio. Seja U uma vizinhanga qualquer do ponto cuspide-regular p. Pelo Lema
4.2.2, existem uma vizinhanga ¥V de X em X" (M™), ntimeros reais ap < 0 < by e uma
vizinhanca U, C U de p em ¥ tais que para cada X' € V:

i. existe unica curva suave yx : [ag, bp] — V pertencentes a Sxs em V' que interceptam
0V transversalmente em apenas dois pontos;

ii. existe uma fungdo continua tal que ag < 7(X) < by e p(X') := yx:(7(X")) é o tinico
ponto de ctispide de X’ em V; mais ainda, sgn(X"*h(p(X")) = sgn(X3h(p));
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ili. vx/(t) é um ponto de dobra de X’ para todo t € [ag, by, tal que ¢t # 7(X'). Mais
ainda,

X B (8) X h(x0(s)) < 0, Y t € [ag, 7(X")), s € (r(X"), bo,

Diminuindo U, se necessario, conseguimos uma vizinhanca ¢ de Y em X"(M ™) tal que
Y'f(p') £0,VY' €U eyp €U, Tome agora a vizinhanca W = ¢~ (¥ x U) de (X,Y)
em Q"(M, ), sendo ¢ é a func¢ao definida na Equagao (1.2.1).

Note entao que, para todo (X', Y”) € W), existe um ponto p(X’) € U, que é um ponto
cuspide-regular, satisfazendo

5 = sgn(X3f(p)) = sen(XF(p))

e = sgn(X f(p)) = sgn(X'f(p)).
Pelo Teorema 4.2.3.1 que

(X,Y) é localmente Y- equivalente a ((dy, z,1), (¢,0,0)) em p e 0, respectivamente
e
(X", Y") é localmente Y-equivalente a ((dy, z, 1), (¢,0,0)) em p(X') e 0, respectivamente

por transitividade, (X,Y) e (X', Y’) sdo X-equivalentes em p e p(X'), respectivamente,
mostrando assim a estabilidade estrutural local de um ponto ciispide-regular. O

4.2.4 Caso Dobra-Dobra

Neste ponto, ja entendemos o comportamento estrutural local de praticamente todos
os pontos de M em campos de =, restando apenas os pontos de dobra-dobra. A primeira
vista, o comportamento de tais pontos parece precisar de apenas de uma adaptacao do
caso dobra-regular, porém tal afirmacdo se mostra muito precipitada e desconectada da
complexidade de tal questao.

O tratamento que daremos para esse caso é completamente diferente dos casos an-
teriores. Mais ainda, veremos que sob certas condi¢des os pontos dobra-dobra nao sao
estruturalmente estéveis e tal fato implicard que o conjunto Xy ndo é residual em Q" (M, X2),
contrariando as expectativas uma vez que pois no caso classico, foi provado que o conjunto
G1 C X"(M), contido no conjunto dos campos globalmente estruturalmente estaveis, era
conjunto aberto e denso em X" (M).

Comecaremos separando os pontos dobra-dobra em quatro tipos por meio da definicao
que segue.

Definigao 4.2.4.1. Utilizando os conceitos de dobra visivel e invisivel da Definigao 1.4.4,
sejam Z = (X,Y) € Q"(M,¥X) e p € M um ponto de dobra-dobra de Z. Entéo, sdo dadas
as seguintes denominagbes para o ponto p:

a) dobra-dobra visivel, se X?f(p) > 0e Y2f(p) <O0;
b) dobra-dobra invisivel-visivel se X2 f(p) <0 e Y2f(p) < 0;

¢) dobra-dobra visivel-invisivel se X2f(p) > 0e Y2f(p) > 0; e
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d) dobra-dobra invisivel se X2f(p) < 0 e Y2f(p) > 0, neste caso esse ponto também
recebe o nome de singularidade de Teireira ou, simplesmente, T'-singularidade.

Comumente um ponto no caso a) recebe o nome de ponto de dobra-dobra hiperbélicos, b) e
¢) sdo denominados dobra-dobra parabdlicos e, finalmente, pontos do tipo d) sao batizados
pelo nome de dobra-dobra elipticos.

Dados Z = (X,Y) € Zp e p € ¥ um ponto de dobra-dobra, comegaremos provando
resultados a respeito de uma forma normal para o ponto p.

Teorema 4.2.4.1 (Adaptado de [7]). Sejam Z = (X,Y) € Q"(M,X) e p € ¥ um ponto
de dobra-dobra, satisfazendo Sx t Sy. Entao, existe uma carta (p,U) em torno de p em

M, tal que p(p) = 0, p(UNY) C {0} xR?, fop~!(z,y,2) = |X2f(p)| - 2

a+0 (|(x,y,2)|) 7+ 0(|(z,y,2)|)
s X (x,y,2) = (1 +O((I,y,z))) e Y (z,y,2)= | B+0O((z,y,2)])
5y z+0 (|(z,9,2)P)

Y

sendo, 6 = sgn (X2f(p)) , sgn(y) = sgn(Y2f(p)) e @, 8,7 € R.

Demonstragao. Utilizando a forma normal do Teorema 2.2.5, existe uma carta (¢, U) em
torno de p de modo que ¥ (p) =0, Y(UNYE) C R? x {0}, f(¢~ ' (z,y,2)) =z e

0
VX (w,y,2) = | X2f (v (@9, 2))
Yy

Uma vez que p é ponto de dobra do campo X,

K = X?f(p) #0.

Considere a transformacao linear

A:R? =5 R?

Yy z
(JZ,y,Z) = <l’, K, |K|> .

Entdo, V=AY : U — ]133 é uma carta em torno de R? satisfazendo f o (z,y, 2) = | K|z,
Y(UNE) =R x {0}, ¥(p) =0e

0
b X (2,y,2) = (1 + O (I(z,y, 2))) ,
oy

denote o o
Y =0,V = (¥1,Y2,Y3).

Uma vez que p é ponto de dobra-dobra, segue que

{Vfp), VX [f(p), VY f(p)}
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¢ um conjunto linearmente independente em T, M. Uma vez que J ¢ um difeomorfismo,
utilizando o Lema 4.2.2.1, segue que

{(07 07 ‘KD7 (07 |K|7 0)7 ’KIVY/?)((L 07 O)}
¢ um conjunto linearmente independente, implicando que
‘Xf2<p)‘ : ?3(33',3/, Z) = V<Yf) © 1;71<l',y, Z) = o1T + agy + a3z + O(’(LE, Y, Z)‘Z)a

sendo a3 # 0. Definindo
v =sgn (Y2f(p)) /|K|

e fazendo a mudanca de variaveis
C(z,y,2) = (1z + agy + a32,9, 2),
temos que ¢ é um difeomorfismo de R3 com R3. Definindo
p="Co 1; U — R3,
é claro que ¢ é difeomorfismo com sua imagem satisfazendo

P(UNT) = (HUNT)) € ¢ (R?x {0}) c R? x {0},

a2 + O(|([L’,y,2’)|)
e X (z,y,2) = 14+ O(z,y, 2)
oy

a1¥1(0) + agY2(0) + a3Y3(0) + O(|(z, y, 2)|)
P (1,y,2) = Y2(0) + O([(2,y, 2)1)
2+ O(|(z,y,2))

Uma vez que

a1V (0) + Vs (0) +asffz<0>> _ 0 v i)

sgn(y) = sgn ( K ~X21(p)|

definimos a = ay e 3 = Y»(0), e entdo

a+0 (|(z,y,2)]) 7+ O(|(z,y,2)])
@*X(x,y,z) = (1 +O(|(I7y7 Z))) € QO*Y(I',y, Z) = 6+O(|($,y72)|) ;
oy x+(9(|(:c,y,z)]2>

o que demonstra o teorema. O
O teorema acima nos motiva a dar a defini¢do a seguir.

Defini¢ao 4.2.4.2. Sejam Z = (X,Y) € Q"(M,X) e p um ponto de dobra-dobra tal
que Sx M Sy. Um sistema de coordenadas que coloca Z na forma do Teorema 4.2.4.1 é
chamada de carta normal de Z em p. Z serd denotado por Z(«, 3,7), sendo «, B e v as
constantes dadas pelo teorema, que recebem o nome de parametros normais de Z.
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N.B. 4.2.1. A demonstracio do Teorema 4.2.4.1 nos da uma expressoes para o, 3 e y:

V(Yo o o Y2
= By (0), B=ma(psY) ey = X2f(p)|’

porém € interessante notar que « e 3 dependem da escolha das cartas ¢ e . Apesar
dessa escolha nao ser canonica, a mera existéncia da carta normal ird implicar resultados
impressionantes.

Além dissom do Teorema 4.2.4.1 consegue-se o seguinte corolario.

Corolario 4.2.1 ([7]). Sejam Z = (X,Y) € Q"(M,X) e p € ¥ um ponto de dobra-dobra
de Z, com Sx M Sy. Entdo na carta (¢,U) do Teorema 4.2.4.1 temos

i. o (SxNU)={(2,0,0); = € (—¢,¢)}, para algum £ > 0;

ii. (SynU)={(9(y),y,0); y € (—&,2)}, além disso g(y) = O(y*).

Demonstragdo. Seja (o, U) a carta do Teorema 4.2.4.1, entdo fop !z, y, 2) = | X2f(p)| 2,

denotando X por ¢, X, Y por oY e f por fop™ !,

X f(x,y,0) = | X*f(p)| - 6y.

Entao

Sx ={(z,9,0) € p(U);y = 0}

Y f(2.y,0) = X2 f(p)|-(x + O(| (2, 9)*))-

Uma vez que
oY f

5= (0.0,0) = [X2(p)] #0.

pelo teorema da fungao implicita existem €, > 0 e tnica fungdo suave g : (—¢,¢) —
(=6,6), tais que

Yf(x,y,()) =0e (xvy) € (_575) X (_57 5) T = g(y)
Segue que, diminuindo U,

Sy ={(9(),4,0); y € (—¢,¢)}.

Por fim, como
Yf(g(y)7y’ O) =0,

derivando em y = 0,

oY f , ovf
e como ov'J =0e o'/ # 0, entao
dy ox

g'(0)=0= g(y) = Ox?).
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Defina F; como sendo o campo de vetores Z% colocado nas coordenadas do Teorema
4.2.4.1, de modo analogo definimos FY como sendo o campo Z]Cf] colocado em tais coor-
denadas. Outra aplicacao do Teorema 4.2.4.1 é o seguinte resultado.

Teorema 4.2.4.2. Seja 7 = (X,Y) € Q" (M,X) nas condigoes do Teorema 4.2.4.1.
Entdo FY € X7 (]R2 X {O}), é dada por

=[xl (7 20 (1) -0 @),

Mais ainda, tal campo é equivalente a

=N _[(a =0\ [z 2
=5 75)(5)olwn?).
Uma vez que dp,(T,X) = {0} x R?, na notagdo acima estamos omitindo a primeira

coordenada.

Demonstrag¢io. Pelo Teorema 4.2.4.1, existe uma carta (p,U) tal que ¢(p) = 0, fo
9071(1‘7?/7 Z) = |X2f(p)|2’,

a+ 0 (|(x,y,2)]) 7+ O(|(z,y,2)|)
puX(2,y,2) = | 1+0(|(z,9,2)]) | e oY (2,y,2) = | B+O((z,y,2)])
5y 2+ 0 (|(z,y,2)])

Denote X por ¢, X, Y por ¢,Y e f por fo et obtendo

a+ 0 (|(z,y)]) v+ O(|(z,y)])
FY (z,y) =Y f(z,y,2) | 1+ O((,9)) | = Xf(0,9,2) | B+OU@9)]) |, (4.2.4)
5y 2+ 0 (|(z,)])
X f(x,9,0) = |X*f(p)| oy

Y f(2,5,0) = | X2 f(p)] (z + O( (2, 9)%)) -

Substituindo estes valores em 4.2.4, temos
N |y g2 a —ov\ (= 2
e =xrol(T Z0)(3) o (wn).

Fazendo a mudanca temporal 7 = ¢/| X2 f(p)|, é claro que o campo acima é equivalente a

FY(y,z) = (Cf :gg) : @ +0 (I y)P).
]

Agora iremos nos concentrar em estudar o espaco dos germes de involucoes. Apesar de
parecer pouco relacionado com o assunto abordado até agora esse conceito é fundamental
para o entendimento da estabilidade estrutural local em pontos de dobra-dobra, como
sera mostrado em secoes futuras.
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4.2.4.1 Espago dos Germes de Involugoes

Essa secao tem como objetivo construir ferramentas que nos permitem estudar a es-
tabilidade estrutural dos pontos de dobra-dobra elipticos.
Estenderemos o conceito de germe, apresentado na secao 2.

Definicao 4.2.4.3. Sejam M e N variedades suaves. Considere o conjunto
Cy°(M,N) :={f:Up = N; Up é uma vizinhanca de p, f ¢ de classe C*}.
Definimos o espago dos germes de M para N em p,
€, (M, N) = C;°(M,N)/~p,
sendo ~,, a relacao de equivaléncia dada por f ~, g se
L f(p) = 9(p);
ii. existe vizinhanga W), C U, NV}, tal que f(q) = g(g), para todo g € W,

A analise do caso dobra-dobra estara intimamente ligada ao espago das involugoes. Os
resultados referentes a essa parte da dissertagao sao extraidos de [16]

Notagao 4.2.2. Sejam X e Y espacos topologicos, A C X e B CY. Denotamos
h:(X,A) = (Y,B)
se a fungao h: X —'Y € tal que h(A) C B.

Definicao 4.2.4.4. Um germe de uma involugao em 0 é um germe pertencente a 6;° (]Rz)
tal que um de seus representantes é um difeomorfismo ¢ : R? — R? com ¢(0) = 0,

©*(x,y) = (z,y) e det (dgg) = —1.

Definigio 4.2.4.5. Um germe f € %§°(R?) tal que f(0) = 0 é chamado de dobra se
existem germes de difeomorfismos h, k : (R?,0) — (IR?,0) tais que f = ko fyoh~!, sendo

fo(x,y) = (m7y2)'

O espago #" sera o conjunto dos germes de involucao em 0, munido da topologia C",
isto é, a topologia gerada pela base de vizinhancas

H'(p,€) = {¢ S

3 uma vizinhanca Ugj C R? de 0 tal que
sup{’digp(x)—diw(x) czeUl e Sigr} <e |’

com ¢ € " e e > 0. E interessante notar que essa topologia nao ¢ Hausdorff, pois
se tomarmos duas involucdes ¢, 1) € &7, tais que d'gg = dbg e 0 < i < r implica
WV € B (p,e) para todo € > 0.

Além disso, definimos #" = 4" x 4" com a topologia produto.

Iremos agora apresentar um conceito de equivaléncia topoldgica para elementos de
/a0

Defini¢ao 4.2.4.6. Sejam ¢ = (@o, 1) € ¥ = (o,¥1) € #7 pares de involugdes em
0. Entao ¢ e @ sao topologicamente equivalentes em 0 se existe um homeomorfismo
h: (R2,0) — (R?,0) que satisfaz ho g = 9o h e ho gy = 1)1 o h, simultaneamente.
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Lema 4.2.4.1 ([16]). Assuma que ¢ = (o, 5) € " satisfaca
i. B(x,0)=0;
it. yB(x,y) <0, sey <O0.
Entdo, existe f € €§°(R?), tal que f(0) =0, f é uma dobra e fop = f.

Demonstracao. Perceba que

Oa (oo Oa Oa
e g Pl Tl 0 Lo
ox "’ oy’ oy
e por i¢. temos
op
aiy(xa O) < Oa
pois
08 10y = tim 2@Y) oy, ¥8@Y)
8y y—0— Y y—0— y2

e By(x,0) # 0, implicando 3y (x,0) < 0. Usando que det(dy(g ) = —1, necessariamente
ap oo

—(0,0) < 0e =—(0,0) > 0.
5, (0.0 <0 52(0.0)
Uma vez que
iy o) = 1d,

derivando em (0,0) consegue-se

@5(0,002 - (3‘;‘(0, o>>2 —1= g§<o,o> ~1e 200 =1

Além disso, como ¢(p(z,0)) = (z,0), entdo a(a(x,0),0) = 0. Defina a(z) = a(z,0).
Temos entdo que a satisfaz

1. a(a(z)) =z,
2. d(0)=1,¢e
3. a(0) = 0.

Vamos mostrar que a(z) = x. Uma vez que a é difeomorfismo com sua imagem, a’(z) # 0
para todo z. Por continuidade, temos que a’(x) > 0 para todo z pois a/(0) = 1, implicando
que a é fungao crescente. Suponha que exista = tal que a(z) # z. Se a(x) < z, a(a(z)) =
xr < a(r) pois a fungdo a é crescente, gerando assim uma contradi¢ao. Por outro lado,
se x < a(x), entdo, como a é fungao crescente, a(z) < a(a(x)) = x, gerando assim outro
absurdo, logo, concluimos que a(z) = x.

Segue que ¢(z,0) = (z,0) e portanto

Id = d(¢ 0 ¢)(z0)
= dy(z,00d¥(2,0)
= d(¢,0)d¥(2,0)
= d@%x,o)-
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Utilizando a equacao acima, temos que

2
(gg(x,O)) =1, Vux,.

Como fy(z,0) é continua,

op B

Definimos
f(z,y) = (z+ alz,y), va(z,y) + yB(z, y)).
Note que

flo(x,y)) = (a(z,y) + alp(z,y)), alz, y)a(e(z,y) + B(x, y) B(e(r,y)))
= (a(z,y) + z,a(z,y)x + B(z,y)y)

Perceba também que

df = I+ oy Qy
S \atzog+ybs BHyby+aay)’

com
2 d
e sendo p
o
d= a—y((), 0).
Definindo

A = det(df) = B+ Baw — yBray + youfy + xay, — aoy +ypby,

é facil ver que

0A 0A

92(0,0)=0e 22(0,0) < 0.

5 0.0 =0e 50,0
Do teorema da fungao implicita, existe tinica fungdo suave 7 : (—e,e) — (—4,0) tal que
A(z,7(x)) =0 e 7(0) = 0, sendo assim

_dA(T()) o OA OA oA

0 = 50,0+ G0.0/7(0) = G20.0/7(0),

0 - Oz oy

o que implica que (1,0) € T(OmA_l(O). Por fim, isto nos mostra que o conjunto

K= Ker(df((),())) = {(SL’,y), (276) ’ (fl?,y) = 0}

¢ transversal ao conjunto

em 0. Vamos mostrar que essa propriedade implica que f é dobra. Precisamos para tanto
encontrar germes de difeomorfismos

b, : (R?,0) = (R%,0)
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tais que 1o f o = (z,?).
Podemos assumir sem perda de generalidade que f(z,vy) = (fi(x,y), fa(x,y)) satisfaz

1 0
dfo0) = (0 0> ,

em decorréncia da Equacao 4.2.5. Pela forma de Jordan, existe Matriz P tal que

4 (20

Segue que Pf (P‘l(x, y)) é tal que

A (3Pr (P ) - (é 8) ,

mostrando que podemos assumir

10
df0.0) = (0 0) :
9f1

Consideramos agora a funcao F(x,y) = (fi(z,y),y). Uma vez que a—(0,0) = 1,
x

temos que F é difeomorfismo local. Defina ¢ como sendo um germe de F~!. Note que

¢($7y) = (¢1($ay)>y) €

= (@, f2(or(z,),9)).

Defina f(x,y) == fa(é1(x,y),y). Sendo assim, fo ¢ = (z, f(z,y)) e portanto

3 (0.9) = det ((F 0 6) = det dfy - det(do) = A o () 2 (0.),

implicando f(0,0) = 0. Mais ainda,

ﬂ( O) _ 8(A © ¢) ) 0p1 . (92g251
oyt Oy o Oxdy

_ (aA(o,O), aA(o,@) . ((%1(0,0), 1) 990 0y +0

(0,0) + A(0,0)

(0,0)

ox oy dy ox
_0A 01

pois A(0,0) = 0. Portanto, -
fla,y) = ay® + O(3),
onde a # 0 e O(3) sao termos de ordem maior ou igual a 3. A equagdo acima nos mostra
que a fungao g(z,y) = f(x, sgn(y) |y|> é suave, com
dg

@(O, 0) = a.
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Por fim, note que G(z,y) = (x,g(z,y)) é um difeomorfismo local. Definindo v igual ao
germe do difeomorfismo G~!, temos

wofo¢:w(x,f<x ))

Demostramos assim o resultado.

]

Proposigao 4.2.4.1 ([16]). Sob a hipdtese do Lema 4.2.4.1, existe um germe de difeo-
morfismo h : (R%,0) — (R?,0) tal que poh = @goh, sendo po(z,y) = (x, —y).

Demonstragao. Seja f a dobra proveniente do Lema 4.2.4.1. Uma vez que f é uma dobra,
exitem difeomorfismos h, k : (IR?,0) — (R?,0) tais que

kof=fooh,
sendo fo(z,y) = (x,y?). Perceba que

foohop=Fko fo
=kof
:f00h7

entdo fo(hopoh™) = fy. Segue que 1) = hopoh™! é um elemento de .#" tal que
fO % ’l/} = fO- Temos assim que Qﬁ(x’y) = <¢1<x7y)7 ¢2($a y)) satisfaz

z = folz,y) = fov(z,y) = (z,y)

y2 = f()(l’,y) = Jo O¢<$’y) = ¢2($,y)2,

entdo |[o(x,y)|= |y|. Como ¢ é funcao suave, Yo(z,y) = —y ou Yo(z,y) = y. Como
det(diyg) = —1, segue que ¥a(x,y) = —y e portanto

po(r,y) = (r,—y) =¥ =hopoh
o que demonstra a proposicao. 0

A proposigao anterior nos mostra que, dado ¢ = (¢o,p1) € #7, podemos escolher
uma mudanga de varidveis numa vizinhanca de 0 de forma que ¢(x,y) = (z, —y) e

a0 = (4 ")

para a, b, ¢ € R, satisfazendo a® + bc = 1 (pois dp?(0) = Id).

Proposicao 4.2.4.2 ([16]). O vetor 0 é um ponto fixo hiperbélico do difeomorfismo & =
©o 0 @1 se, e somente se, a®> > 1. Além disso, os autovalores de d®q sdo iguais a a +
Va2 —1.
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Demonstracao. Basta ver que
d®g = dig(0) - de1(0)
_ (1 0 fa b
~\0 -1 c —a
~f(a D
\—c a)’
um calculo imediato nos mostra que os autovalores sao iguais a

a+vV—-bc=a++\/a?—1.

Portanto, ||a & va? — 1H =1 se, e somente se, a® > 1. O

Iremos agora estudar as Involugoes Lineares. Considere po(x,y) = (x, —y) e p1(z,y) =
(az + by, cx — ay), com a® + bc = 1.

Defina _# como sendo o conjunto dos homeomorfismos h : (R? 0) — (IR?,0) tais que
heo = poh.

Proposicio 4.2.4.3 ([16]). Seja h : (R%,0) — (R?,0) um difeomorfismo. Entdo h €
7 se, e somente se, evistem fungoes ho,h1 @ (R%,0) — (R,0) tais que h(x,y) =
(h0($792)7yh1($73/2))-

Demonstracao. Suponha primeiramente que

h(xv y) = (ho(xv y2)7 yhl(ﬂﬁ, y2))

Entao,
h(po(x,9)) = (ho (=, (=9)*) , =yl (2, (=9)*))
=0 (ho (2.9%) ,yhn (2.97))
= wo(h(z,y)).
Reciprocamente, se h = (go(x,y), g2(x,y)) conjuga g, entdo go(z,y) = go(z,—y) e
g1(z,y) = —g1(z, —y). Logo, go é funcao par em y e g; é fungao impar em y, o que implica

a existéncia de fungoes hy e hg tais que

90(z,y) = ho(z,y?)

g1(z,y) = yhi(z,9%).
]

Suponha agora que 0 é um ponto fixo hiperbdlico de & = ¢go 1. Vimos que se 0 é
hiperbélico, entao be < 0.

B
Dado hg € _# definido por ho(z,y) = (:c, by), sendo B = +/—bc, podemos mudar as

coordenadas do nosso sistema fazendo com que
Phi(z,y) = (axz + By, Bz + ay), com a®> — B> = 1. De fato, hy ' o ® o hg = (az + By, Bx +
ay). Definindo
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1. \=a+ B;

2. r(r,y) = (x+y,z—y)e
3. f(z,y) = Az, A7 y),

um célculo imediato nos mostra que ¢ = r~lof or.
Considere ¢1(z,y) = (azx + by, ¢x — ay), com b¢ < 0, outro elemento de .#". Conse-
guimos, definir os mesmos objetos que antes para o par (¢, 1). Sendo assim,

®(x,y) = (az + By, Bx + ay).
Seja p : (Ry,0) — (R,0) definido por p(z) = 2¥, sendo

g 082
log A

Podemos estender p para a fungao continua P : (R,0) — (R,0) por P(0) =0, P(z) =«
sex>0e P(x)=—p(—z) se x <0.
Considere a funcao K : (R?,0) — (R2%,0), K(z,y) = (P(x), P(y)). Uma vez que

K(f(x,9)) = K (e, A"'y)
= (P (%) P(37))
= (AP(2), A" P(y))
= [(K(z,y)),
temos que K conjuga f com f. Tais observag¢oes nos levam ao seguinte resultado.

Proposicdo 4.2.4.4 ([16]). Utilizando as notagées acima, seja h : (R?,0) — (IR?,0),
h=r"YoKor. Entdo sio satisfeitos:

1. helJ;
ii. ho® =ho®:; ¢
11i. hopy = @i0oh.
Demonstragao. Comegaremos provando i. Como vimos antes podemos assumir que ¢ =
r~lofore®=r"lofor portanto

hoq):r_loKoror_lofor
—rlofoKor
—doh.

Para ver que h € J, basta calcula ho g e ¢go h e comparar os resultados provando 1.
Por fim, é claro que 7. mais 7¢. implica 7i7. , demonstrando assim a proprosicao. O

Utilizando a mesma técnica, conseguimos mostrar que se 0 nao ¢ ponto fixo hiperboélico
de . entdo nao temos estabilidade estrutural.
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Teorema 4.2.4.3 ([16]). Se 0 ndo € ponto fizo hiperbolico de ® = g o @1, entdo (o, 1)
nao é estruturalmente estdvel.

Demonstragdo. Utilizando o mesmo processo utilizado acima da Proposigdo 4.2.4.4, &

B
b) € fZ,sendo B = \/b_c, a haloq)oho(x,y) = (ax +

By, —Bx + ay), com a? + B? = 1. Portanto, a = cos(a) e B = sin(a) para algum o € R.
E claro que se

é equivalente via hy = (x,

a—a#0 (mod 27),
entdo ® nio é equivalente a ® = (dx + Bx, —Bx 4+ ay), com d = cos (&) e B = sin (a). O
Iremos agora, provar dois lemas técnicos para o resultado principal da fungao.

Lema 4.2.4.2 (Teorema da Perturbagdo do Isomorfismo, [16]). Sejam L : R™ — R"™ um
isomorfismo e a : R™ — R" tal que

la(z) — a(y)[[< Alz —yl],
com \- HT‘1H < 1. Entao f(z) = L+ a é um homeomorfismo.

Demonstragio. Sendo L+« = L(I + L™ a), é suficiente mostrar que f(z) == I 4+ 3 é um
homeomorfismo, com 3 = L~ a. Perceba que, das hipéteses,

I8(x) — B(y)||< v||z—yl, comrv < 1.

Iremos mostrar a injetividade de f:

1 () = FWl = llz+ B6(x) —y = Byl
= [l = yll=l5(z) = Bl
= (1 =v)llz =ylI> 0.

Provamos entdo que f é uma bijecdo entre R" e f(R™). Perceba que f~!: f(R") — R”
é Lipschitz com constante igual a 1/(1 — v), garantindo a continuidade de f~!. Vamos
provar que f(IR™) é aberto.

Tome y € f(R") e z € R™ tais que

y=z+pB(x)

e escolha 7 > 0. Iremos mostrar que B_,).(y) C f(R"). Tome z € B_,),(y) e
considere o mapa

& Br(x) > R"
r— z— [(x).

Perceba que se o mapa acima possuir um ponto fixo b, entao &,(b) = b, implicando que
f(b) = b+ 3(b) = z. Portanto, é suficiente mostrar a existéncia de tal ponto fixo.
Primeiramente veja que

1€2(2) — || < [z = Bz) —z[< Iz —yll< (L= w)r.
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Tome agora a € By(x):

1€2(a) — z|| < [[€2(a) — &.(x) + & (x) — ]
< |1&2(a) = & (@) [+ (x) — «|]
<vr+({1—-v)r=r,

implicando &, (Br(x)) C (Br(ac)> Como &, é v-Lipschitz, temos do Teorema do ponto
fixo de Banach que existe b € B,(x) tal que &,(b) = b e, consequentemente, f(b) = z.
Como z é qualquer elemento de B(l,,,)r(y), mostramos que

B(l—y)r(y) - f(an)a

implicando, em particular que o mapa f é aberto. Para terminar, precisamos ver que
f(R™) = R™. Isso é garantida pela equacao

= U Bu_wi(f(x)) C f(R™),

keN
demonstrando assim o resultado. O

Lema 4.2.4.3 ([16]). Dados ¢ € #" e e > 0, existem uma vizinhanga U de 0 e uma
extensio 0 : R?> — R? de ¢|;, da forma ¢'(0) +a, com o € CY(R?) (espago das aplicagoes
continuas limitadas) uma funcio Lipschitz e limitada por €. Mais ainda, 6% = 1d.

Demonstragdo. Seja V uma vizinhanca da origem tal que a funcao
h=1Id+k

é uma carta, sendo
1
k=5 (dpop —1d).

Note que dkg =0 e
¢ =h"todpgoh.

Dado ¢ > 0, podemos encontrar U C V tal que k; é limitada por € e é £/2-Lipschitz.
Considere agora B,.(0) C U. Definimos a funcao K : R? — IR? por

k(x) , se [lzf<r,

K —
(z) k ’r— , se ||lz||>r,

é imediato que K é uma extensao C° de k limitada por € e e-Lipschitz. Tomando € < 1,
pelo teorema de perturbagao do isomorfismo, H = Id + K ¢ homeomorfismo de R? e sua
inversa é H~! = Id+ K, onde K=—-KoH. Portanto, K e CO e a constante de Lipschitz

de K éigual a e/(1 —¢).
Definindo 0 = H; o dpg o H;, temos claramente que

0 =dpo+«
¢ uma extensao de ¢|;;, sendo

Oé:ngOK—FR/OdQO()OH,
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assim, « é limitada por 2¢, pois
la@)[|< [[dpo K () |+ K o dpg o H (x)|| < sup|| K ||+ sup]| K| < 2e.
Também « é (2¢ + £2)-Lipschitz:

la(z) = a(y)|l = |dpo(K () — K (y)) + K (dpoH(2)) = K(dpoH (y))|

£
=ellz —yl+y—llz —y + K(z) - K(y)|
e(1+¢)
=ellz —yl+——_"llz —

= (2e+&%) lz -yl

Como ¢ pode ser tomado tao pequeno quanto se queira e 6 satisfaz 6 o # = Id, demons-

trando o resultado.
O

Teorema 4.2.4.4 ([16]). Seja (po, 1) € #7, se 0 é ponto fixo hiperbdlico de ® = pgo 1,
entdo (o, p1) € equivalente a (Ao, A1), onde A; = d (p;),.

Demonstragao. Definimos W?* e W* as variedades estavel e instavel associadas ao isomor-
fismo d®g € Z(IR?). Como ¢ = ¢? = Id, é claro que

(poo 1) = p1 00

e, consequentemente, )
p1owo = oo (poop1)  owy’
—1 —1
p1opo=p10(poow1) 0w .

Uma vez que g e @1 conjugam os difeomorfismos ® e ®~1, temos
i(W") = W? e gi(W?®) = WH,

para i € {0,1}.

Sejam 6y, 61 as extensoes de g, @1, respectivamente, dadas pelo Lema 4.2.4.3. Entao
© = fyo6; é C' em uma vizinhanca de 0 e L = ddy = d(fpobr), = ApA; é um
isomorfismo hiperbolico. Usando as técnicas da demonstragao da Proposicao 4.1.1,, exitem
sub-espacos vetoriais E%, E* C R? tais que E"* sdo invariantes por L e L, = L | pu € UmMa
expansdo, enquanto Lg = L | s é uma contracdo; isto é, | L, t[|< 1 e ||Ls||< 1. Definimos
elementos

a = max{||L; ||, | L[|} < 1
Cpu(R?) = {¢ : R? = R?; ¢ é uniformemente continua e limitada em todo R?},
L,(L)={A =L+ X; X € Cpy(R?) é p-Lipschitz, limitada por pz } e
H={h=1d+g; g € Cpu(R*)},

onde 1 € Ry e Id é a aplicacio identidade de R? para IR?. Munindo C pu(R™) da norma
do supremo,

[¢ll= sup{[|o(x); x € R"},
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este espago se torna um espaco de Banach, o que faz £, (L) e H se tornarem espagcos
métricos completos.
Sera mostrado que existe um tnico h € H tal que ho © = Lh. A fim de nao deixar a
notagao carregada, a composicao de fungoes serd denotada pelo produto, isto é, g(f) = gf.
Da defini¢ao de O,

© =0yob
= (d(%0)g + o) (d(#1)g + 1)
= L—I—Ozo (Al —|-041) +A0a1.

definindo o = g (A1 + 1) + Aga e percebendo que Aj e Ag sdo isometrias ( pois {—1,1}
sdo os autovalores de A;), temos a € Cpy, que a é (p = 2¢ + £2)-Lipschitz e também que
a ¢ limitada por p. Assim, © € £, e como o € escolhido é qualquer, podemos supor, sem
perda de generalidade que p < a/2. Assim, pelo teorema da perturbagao do isomorfismo,
O é invertivel.

Note que a equacao h© = Lh, para h € H, é

(I +9)(L+a)= LI +g),
sendo g € Cpy(IR™). Pode-se ainda reescrever a equagao acima como
g0 — Lg = —a. (4.2.6)

Ou seja, a equacio 4.2.6 é equivalente a ¢ = Lg — a©~ 1. Como L é uma isometria
hiperbélica, pode-se decompor R? = E* @ E* = E* x E*. Compondo a funcio ¢ com as
projecoes T, : R? = E% e mg : R? — E*, conseguimos:

Gu = [Lugu - au]@_l e (427)

gs = [Lsgs - 053]671- (4.2.8)

Da mesma forma, a equacao (4.2.6) também é equivalente a g = L_l[g@ + al, que
também pode ser compostas com as projecoes, garantindo:

Gu = Lal[gu@ + au] € (429)

9s = L3 '[9:60 + ). (4.2.10)

Observe que as equacdes (4.2.7) e (4.2.9) possuem os termos Lg e L, !, que definem
uma contragao. Sendo assim, podemos construir o operador K = Kg r.:

K : Cpy(R"™) — Cpy(R™)

g = (guags) = (szl[gu@ + au]a [Lsgs - as]@_l) .
Verificaremos que o operador K estd bem definido, ou seja, que K(Cpy(R")) C
Cpu(R™).
De fato, dada f € Cpy(R™), K(f) é uniformemente continua, pois suas entradas
sao escritas como composicao de fungdes uniformemente continuas. Sendo assim, basta
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verificar se K (f). E limitada, para isso, analisaremos as projecoes de K(f) em E* ¢ E*
separadamente.

K(f) = (qul[fu@ + au]a [Lsfs - 055]671)‘
Para a projecao de K(f) em E“ temos que:

1K (@) = || L [0 + au] ()]
< LU0 @)+l au(@)])
< sup [|f(x)[|+ sup [a()].
zeR™ z€R?

Como f, © e «a sao fungdes limitadas, existe cota superior para K (f),(z), implicando
que tal funcao é limitada em E*. Por outro lado, em E*

I ()s(@)]| = I[Lsfs — asAs]O~ (@)
< ||Lsfs (O(2)) [+ as (0~ (2))]
< sup || f(2)[|+ sup [la(z)]]
zeR™ zeR?

Utilizando o mesmo argumento, conclui-se que K(f)s é fun¢ao limitada. Portanto
K(f) ¢ limitada. Logo, K(f) € Cpy(IR?). Sera mostrado agora que a funcdo K é uma
contragao. Tome ¢, € Cpy(R™). Note que

HK(¢)u - K(TMuH = HL’L_Ll[(ﬁu@ + Oéu] - Lgl[wu@ + au] H
< |22t (6u —vu)e|
<al¢ -l

K (0)s — K ()]l = [[Lsds — 0‘5]@_1 — [Lsths — QS]@_IH
< |ILs(y = o)(ATH]|
<all¢ -]

Dessa forma, a aplicacao Kg j, ¢ uma contracao e, aplicando o Teorema do ponto fixo
de Banach, possui um tnico ponto fixo g = gg 1. Sendo assim,

g=K(g)e
(Gu, 9s) = (szl[gu@ + aul, [Lsgs — as}@il)-

Como 4.2.6 é equivalente a ocorréncia simultanea de 4.2.8 e 4.2.7, obtém-se

go—Lg = —«
=T +g)(L+a)=L(I+g)
= +9¢)0 =L(I+g).
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Tomando h = hg = I + ge,1,, consegue-se que h é uma fungao continua que satisfaz
h© = Lh. Mostremos agora que a inversa de hg 1 é hr e (funcdo encontrada com a
mesmo processo, porém trocando © e L nas equagoes). Basta notar que

he.rhrel = he 1©hre = Lhe rhr o,

sendo assim hg rhr e conjuga L com a propria L. Mas note que a funcao identidade
também faz essa conjugacao e entao, repetindo o mesmo processo, temos que hy, 1, sera
tnico. Entao pela unicidade tem-se que hg hr e = I, e repetindo o argumento para o
lado oposto da equacao concluimos que hy ghe,, = 1.

Voltamos agora para a demonstracao do teorema. Seja h = hg j, definida como acima.
Relembrando que L = AgA; e © = 0yf, temos que

h9091h4 = ApA;.

Mas
A (h@g@lh_l) Aal = A1A
e
ArAg = Ao(h)(0160) (05 h ") Ag,
entao

ArAg = (Aohflo) (0100) (05" h ™" A )
e Aphby é uma conjugacao entre

(9091)_1 =010p e (A0A1)_1 = A1 Ao,

sendo tal conjugacao dada por um mapa da forma [ + ¢ , com g uma funcao limitada.
Além disso, note que h conjuga os mesmos isomorfismos, pois

(heoglh_l)_l = (AoAl)_l e

h(@lgo)h_l = A1 Ap.

Como vimos anteriormente que existe apenas um elemento de H que conjuga 616y com
A1 Ap, segue que
h = Agheo (S th = he().

Similarmente, Ajh = hf;, demonstrando assim o teorema. n

Lema 4.2.4.4 ([16]). Seja Z(R™) um isomorfismo hiperbolico, entio existe 6 > 0 tal que
para todo B € Z(R™) com ||B — Al|< 0, existe um homeomorfismo h : R™ — R" tal que
A(h(z)) = h(B(x)) para qualquer x € Uy, sendo Uy uma vizinhanga da origem em R™.

Demonstracio. Considere uma funcao o : R — IR de classe C*° tal que
1. a(t) =1, se |t|< 1;
2. a(t) =0, se [t|>2;e

3. a(R) C [0, 1].
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Uma vez que B = A+ (B — A), considere a fungao

¢(x) = a(||z[))(B = A)(z).

E claro que Ol ) = (B=A)lp,0) € ¢(x) = 0se x ¢ B(0). Mais ainda, [[De.||<
K| B — A||+||B — AJ|, sendo

K—sup{jij%s)

;tE]R}>1.

Dado ¢ > 0, tome ¢ < £/2K. Sendo assim, ||B — Al|< ¢ implica que ¢ tem constante
de Lipschitz menor que . Uma vez que Az + ¢(x) é uma extensao de BlBl(O)v ¢ suficiente
mostrar que existe h : R" — IR" tal que

hoA=(A+¢)oh.

Seguindo os mesmos passos da construgdo do homeomorfismo que conjuga os difeomorfis-
mos © e L no Teorema 4.2.4.4, conseguimos encontrar um homeomorfismo que conjuga
A com A+ ¢, implicando a existéncia de uma conjugacao local entre A e qualquer

Be{CeZR"); |C—-A|<d},

demonstrando assim o lema.

]

Provaremos agora o teorema principal a respeito da estabilidade estrutural de pares
de involucoes.

Teorema 4.2.4.5 ([16]). Um par (p,v) € #" € estruturalmente estdvel em #'" se, e
somente se, possui 0 como ponto fixo hiperbolico.

Demonstrag¢io. Considere (@, 1) de forma que L = dpq - diyg seja um isomorfismo hiper-
bélico. Pelo Lema 4.2.4.4, existe 6 > 0 tal que para todo T € Z(R?) com ||T — L||< 6,
existe um homeomorfismo local h : R — R?, tal que ho L =T o h.

Considere a func¢ao continua

F:#"— 2 (R%)
(()07 ¢) = dQOO : d¢0
Da continuidade de F, existe uma vizinhanga de % de (p,v) em #" tal que
IF(3,9) — L||< 6, ¥ (3,9) € %.

Podemos supor, do Teorema da Dependéncia continua dos Autovalores, que cada F(g, 15)
¢ um isomorfismo hiperboélico. Temos entao que existem um homeomorfismo A : R? — R?
tal que ho F(@,v) = Lh e homomorfismos hy, he : R? — IR? (provenientes da Proposicio
4.2.4.4 ), tais que

h1 oY = ng()hl (§ h1 OLD = d@/)ohl

ho o & = dgohi e hi o = dighs.
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E suficiente mostrar que
hodpo = dgoh ¢ ho dig = dioh,
pois o resultado pode ser inferido por transitividade. Para isso

hodpg - dipg o h™1 = d@y - iy,

mas
d@o (hodeg - digoh™") odgy! = diy - dgy,
e
dily - d@o = d@o o (hodgg) o (ddbg - digo) o (depg ' o ™) dg
entao

dghy - dgo = (d 0 h o dpo) o (dpo - i) (digg 'h1dgy ),
e dpg o hodpy é uma conjugagao entre
-1 ~ N1 _ ~
(depo - dyio) ™! = durodgpo e (ddp-do) = dgo - iy,

além disso, como h também é uma conjugacao desses dois isomorfismos, por unicidade
segue que

h = dpg o hodpg, e portanto dpgo h = dgg o h.
Repetindo o mesmo processo para 1) temos que

dip o h = di)g o h.

Logo, por transitividade, (¢, 1) e (@, QZ) sao equivalentes, demonstrando assim a estabili-
dade estrutural.
A reciproca ¢é imediata do Teorema 4.2.4.3. O

4.2.4.2 Dobra-dobra Eliptico.

Comecaremos agora a andlise da estabilidade estrutural local de T-singularidades.

Proposicio 4.2.4.5 ([7]). Sejam X € X"(M*) e p € X um ponto de dobra invisivel.
Entdao existem um aberto U, de p e uma fungdo

¢X : Up — Up,
tais que ¢px € uma involugio, ¢x(p) = p,
Fix(¢x) == {zx € Up; px(x) =z} C Sx

e ox preserva as orbitas de X, isto é, p e ¢px(p) pertencem a mesma orbita do campo X.
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Demonstracio. Iremos provar o resultado apenas para M ™, pois para M~ a demonstracao
é a mesma.
Pela forma normal de Vishik, existe uma carta (¢, U) em torno de p, tal que o(U) =V,

VCHS, g(p) =0, W=p(UnY) =V ({0} xR?) e

Y
SO*X(:anVZ) = 1
0

A solucao desse campo é dada por

t2
(P(t, (l’,y,Z)) = (_2 _yt+x7t+ya Z) :

Para (0,y,2) € {0} x R?, temos

t2
so(ta (07 Y, Z)) - <_2 - yt) l+ Y, Z) 9

entao segue que (0,y,z) e (0, —y, z) estdo na mesma 6rbita do campo ¢, X.
Definimos

¢: W — {0} x R?
(07 Y Z) = (07 Y, Z)‘

¢ é difeomorfismo com sua imagem, logo podemos escolher vizinhancas W1, C W e Wy C
Im(¢). Tome W3 = Wi NWs e defina

W = Ws N ¢(Ws).
Temos que ¢ = gb]ﬁ; satisfaz
i. &E é involucao;
i. Fix(¢) C Sp.x;
iii. ¢(0) =0; e
iv. (5 preserva as Orbitas de ¢, X.
Portanto,
¢x 0 (W) C T = (W) CX
g ¢ ogop(q)

é uma funcao que, pela construcao de gz~5, faz com que ¢ x satisfaca as condig¢oes requeridas.

]

Definigao 4.2.4.7. Sejam Z = (X,Y) € Q" (M) e p uma T-singularidade, com Sx M S,,.
Considere ¢ x, gy € 6,°(%, X)) os germes em relagdo as fungoes provenientes da Proposicao
4.2.4.5. O germe

Py =¢gxogy € €,°(%,X)

é chamado de involugdo de retorno da T-singularidade p e além disso ®z(p) = p.



128

Vamos provar algumas propriedades do mapa P .
Lema 4.2.4.5 ([7]). Seja ¢ = p o1, sendo ¢ e involugies de R?. Entdo

$ op=pod " eod’=¢ "oy, VneZ

Demonstragao. Perceba que, como ¢ e 1 sao involugoes,

ol =(poy) t=ylopl=1op.

Segue da equacao acima que

¢" o o)o...o(porh)o

( ) (wow)
(

Por outro lado,

Yo" =1o(po)o...o(por)
( ) o (¢ 090) o(poyp)or

]

Proposicao 4.2.4.6 ([7]). Seja ¢ = o1, sendo p,v € €;°(X,X) germes de involugoes.
Entao as variedades invariantes instavel e estdvel, W e W?*, respectivamente, de ¢ em
p satisfazem

(W C WY e (W) C W?.

Demonstracido. Sendo ¥ localmente difeomorfo a IR?, as relactes referentes ao Lema
4.2.4.5 sao validas para o contexto dessa proposi¢do. Tome z € ¥(W™). Entao z = ¥(y),
com y € W?#. Portanto,

lim ¢~"(x) = lim 6" o u(y)

n—oo n—oo

= lim ¢ 0¢"(y)
= (lim "))

n—oo
= ¥(p)
= p.
Logo, p € W*. De forma andloga, se z € p(W"), entdo x = ¢(y) € W" e
Jim ¢"(x) = lim ¢" o p(y)
= lim po¢™"(y)

TL—>OO

=0 (Jim o7w))

= ¢(p)
= p.

Demonstramos assim a proprosicao. ]



129

Usando a mudanca de coordenadas 4.2.4.1, um calculo imediato nos a leva seguinte
conclusao:

Lema 4.2.4.6 (Adaptado de [7]). Sejam Z = (X,Y) € Q"(M, %) e p uma T-singularidade,
com Sx M Sy em p. Entdo nas coordenadas (p,U) em torno de p dadas pelo Teorema
4.2.4.1, as involugoes ¢px e ¢y sao dadas por

ox(2,y) = (x = 2ay, —y) + O(|(z,y, 2)[*)

oy (2 y) = (—as, —2fx+y> + Oy, 2)),

sendo «, 3,7 as coordenadas normais de Z em p. Mais ainda,

14+ — -2«

P(z,y) = dx o gy (z,y) = 28 " : @ + O(|(x,y, 2)|?).

—1
g

Demonstragcao. Em razao da mudanga de coordenadas dada na proposi¢ao 4.2.4.1, pode-
mos considerar

OZ+F1(IL',y, Z) ’y—i_Gl(x?va)
X(z,y,2) = | 14+ Fa(z,y,2) | eY(x,y,2) = | B+ Ga(z,y,2) |,
-y Qf—l—Gg(.T,y,Z)
sendo I, Fy, G1,Go = O(|(z,9, 2)|) e Gs(x,y,2) = O(|(x,y, 2)|?). A regido de desconti-

nuidade pode ser entendida como o plano {(z,y,2) € R3; z =0}. Seja ¢x o fluxo de X.
Como SDX(Ov (37, Y, 0)) = ('Ia Y, 0)7 temos que

z + c1(x, y)t + O(t?)
ex(t, (z,y,0)) = (y + co(@, y)t + O(tz))
cs(x, y)t + O(t?)

sendo c1, ¢2,c3 1 Vo € R? — R funcoes suave e 1 uma vizinhanca aberta de 0. Entéo

ci(x,y) 4+ O(t)
%X(t, (x,y,0)) = (CQ(ZE, y) + O(t)) : (4.2.11)
03('1'7 y) + O(t>
Por outro lado,
dex

7@7 (a:,y,())) =X (@X(t))

dt
x+ c1(x,y)t + O(t?)
X (y + co(z, )t + O(t?)
c3(x,y)t +O(t

?)
(Oé + FI(SOX(ta (xaya O) )
0)

)
1+F2(S0X(t7 (.T},y, ))
—y — ca(z,y)t — O(t?)
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Novamente, como Fl((pX@v (iL‘, Y, O))) = Fl(x> Y, O) € FQ(@X(Ov (x7 Y, 0))) - F<:U7 Y, 0)7
existem funcoes suaves
ai,as : Vi C R? — R,

como V7 uma vizinhanga de zero, tais que

Filex(t, (z,y,0))) = Fi(x,y,0) + a1 (z,y)t + O(t2) e
Fa(ex(t, (z,y,0))) = Fa(x,y,0) + az(z,y)t + O(tz).

Dessa forma,

dpy a+ Fi(z,y,0)+ O(t)
T(t’ (2,4,0)) = | 1+ Fa(z,y,0)+ O(t (4.2.12)
—y — co(x, y)t — O(1?)

e, comparando as equagoes 4.2.11 e 4.2.13, temos
c1(z,y) = a+ Fi(z,y,0) e
CQ(.T, y) =1+ FQ(.CE, Y, 0)
Portanto,

r+ (a+ Fy(x,y,0)t + O(t?)
ox(t (,y,0) = | v+ I+ Felry.0) > o) | (4.2.13)

—yt = (14 By(2,5,0)) 5 — O(F)

Perceba que ¢x(t, (z,y,0)) € ¥ se e somente se

t2

0 que por sua vez ocorre, se e somente se
t=0ou2y+ (1+ Faz,y))t+O(t?).
Considere a funcao continua
H:RxVinV, =R
(t, (,y)) = 2y + (1 + Fa(z, )t + O(?).
Uma vez que H(0,(0,0)) =0¢e

o0H
E(Ov (an)) =1 +F2(070) = 17

segue do teorema da funcao implicita que existe uma funcao
7x : Uy C]RQ—) (—8,6) CR

tal que F(rx(z,y),(x,y)) = 0 para todo (z,y) € Uy, além disso, 7x é funcao suave e
7(0,0) = 0. Ainda utilizando o teorema da fungao implicita, temos
(97‘)(

Ty(0,0) =-2e€

O7x

5 (0.0)=0,
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implicando por Taylor que

mx(z,y) = =2y + O(|(z,y)|?).

E interessante notar que 0 e 7(z,%) sdo as duas tnicas solugoes de 73 0 px (¢, (z,7)) = 0
em (z,y) € W, para t proximo de 0.
Por fim, veja que

)
ox(tx(z,y), (z,9,0)) = y+ (14 F(x,y,0)mx(z,y) + O (TX(aj,y)2>
—yT(x,y) - (1 + FQ(Iv Y, 0))M -0 (T(SL’,y)3)

x—2ay+ O (|(93,y)|2)

| wro(lwwp) |
0

implicando
ox(2,y) = (x =20y, —y) + O (|(z,y,2)*) .

Para o campo Y o processo é o mesmo e lembrando que v # 0, conseguimos

oy (z,y) = (—x, —2593 +y> +0 (\(:v,y, z)|2> .

De posse das equagoes de ¢x e ¢y, compor as fungoes nos da

O(z,y) = dx o Py (z,y) = (é 3?) oy (@,9) + O (ley (z,9))

(02 (22 ) (3) vo ) <0 ()

]

Podemos agora demonstrar o teorema que relaciona estabilidade estrutural de um
campo suave por partes (X,Y) € Q7"(M,3) com estabilidade estrutural de um par de

involugoes (¢x, dy).

Teorema 4.2.4.6 ([7]). Sejam Zy = (X0, Yo) € Q" (M, %) e p uma T-singularidade de Zy.
Se Zy € localmente estruturalmente estdvel em p, entdo o par de involugoes (¢ x,, Py,) as-
sociado a Zy € estruturalmente estavel em #" em 0, quando consideradas as coordenadas
do Lema 4.2.4.6.

Demonstragio. Seja (¢, V) a carta em torno de p € M dada pelo Lema 4.2.4.6. Como
vimos na demonstracdo do Teorema 3.2, existem vizinhangas V de Zp em Q" (M, %) e V
de p em M tais que cada V' € V tem uma tnica T-singularidade ¢(Z) € VN X.
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Considere o mapa continuo
F:v—wr
Z=(XY)~ (T—SD((I(Z)) opopxop o To(g(z)), T-pp) 0P 0 Py © plo Tso(Q(Z))) ;

sendo ¢x e ¢y os germes de involugoes dados pela Proposigao 4.2.4.5 e Ty(z) =z +v a
translacao. Uma vez que ¢ e a funcao

(X,t,p) € X'(M) x R x M — ¢x(t,p) € M,

sao continuas, entao F' ¢é fungdo continua, pois ¢x ¢ construido a partir do fluxo px.

Mais ainda, podemos escolher uma vizinhanga % de (¢x,, ¢y,) em #" de forma que
para todo (p,1) € % exista um campo de vetores Z = (X,Y) € V tal que ¢ = ¢x e
Y = ¢y. A construgao de tal campo é feita localmente e depois estendido para toda a
variedade, como feito na demonstracao do Teorema 1.2.3.

Dessa forma, F' : V — %/ é um mapa sobrejetor e continuo.

Como estamos supondo Zj localmente estruturalmente estavel, podemos assumir que
todo elemento de Z é topologicamente equivalente a Zy em p.

Portanto, tomando Z € V, existem uma T-singularidade ¢(Z) € ¥ de Z e uma
equivaléncia topoldgica h : (Vi,p) — (Va,q(Z)) entre Zy e Z, sendo Vi uma vizinhanga
de p e V5 uma vizinhanga de ¢(Z). Portanto, podemos restringir A a ¥, induzindo o
homomorfismo h : X NV; — £ N Vs, de forma que h(p) = q(Z).

Dado ¢ € ¥x, (suficientemente préximo de p), segue da construcao de ¢x, na Propo-
sigdo 4.2.4.5 que q e dx,(¢q) pertencem a uma mesma 6rbita v9 de Xo passando por M.
Pelo mesmo motivo, h(q) e vx(h(q)) sdo conectados por uma 6rbita v de X contida em
M.

Como h é uma equivaléncia topologica, h(vp) = 7, implicando que

Wox,(9)) = ¢x (h(q)).

Se q € Sx,, arelacdo acima também ocorre, uma vez que h(Sx,) = Sx. Logo, h é uma
equivaléncia entre ¢x, e ¢x. Fazendo as mesmas contas, h também ¢ uma equivaléncia
entre ¢y, e ¢y, implicando que h é uma equivaléncia entre (¢x, ¢y) e (dx,, Pv;)-

Note que isso implica que o germe de homomorfismo

h=T_ypopohop™

satisfaz h(0) = 0 e

1 1

ﬁo(gpo¢XOogp71> :T_tp(p)ogoohogp* ocpopx,0p
=T_ypopohogx, 00
=T ,popodxohop™
=T ppoyodxop 0Ty ol ypopohop
(T_(p(p) opogx o gp_l o Tgo(p)) o h.

pela mesmo mesmo motivo h é uma equivaléncia entre ¢ o ¢y, o !

P~ o Tyy).
Como Z é arbitrario em V e F' é sobrejetora, segue que cada par de involugao perten-
cente a % ¢é topologicamente equivalente a (¢ o ¢y, o o lpopyop ) em #7". [l

e T pp)p o Py, ©
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A contra-positiva do ultimo resultado implica no seguinte corolario.

Corolario 4.2.2 ([7]). Seja Z = (X,Y) € Q"(M,X). Se o ponto firo 0 do mapa ¢ =
Ox © ¢y, nas coordenadas dadas pelo Lema 4.2.4.6, nao for hiperbélico, entao Z ndo €
localmente estruturalmente estavel.

[remos agora estudar a hiperbolicidade de 0 no mapa ® = ¢x o ¢y

Lema 4.2.4.7 ([7]). Sejam Z = (X,Y) € Q" (M, %) e p € ¥ uma T-singularidade de Z,
tal que Sx N Sy. Considere (o, 3,7) como sendo os parametros normais de Z no ponto
p. Entao, sdo satisfeitos

i. se afB(af —v) <0, entao 0 ndo é um ponto fixzo hiperbdlico de ® = ¢x o ¢y quando
colocado nas coordenadas do Lema 4.2.4.6 . Mais ainda, se aff(aff — ) > 0, entdo
® tem apenas autovalores complexos; e

it. se af(af —v) > 0, entao 0 é um ponto de sela de ® (nas coordenadas do Lema
4.2.4.6). Mais ainda, se 6, u sdo autovalores de ® tais que |pu|< 1 < |A|, e vy e v,
sao os autovetores correspondentes, entao
a) sea>0 e[ >0, entio v,,vy € .
b) sea>0 e <0, entdo v, € X° wuy € 24
c) sea<0ef>0, entdovueZd W) € X6 e
d) Sea<0ef <0, entdo v,,vy € X

Demonstracao. Um calculo imediato mostra que o polindmico caracteristico de d®q é
dado por

po(t) =t + <2+43ﬁ> +1,

portanto seus autovalores sao

= i <2aﬁ —7—=2y/af(aB — 'y))
<2aﬁ -7+ 2%} :

1
A= —
fy
com o0s respectivos autovetores

_( af —Jap(aB —7) 1)
vy = | — 3 ,

B

Tendo essas informacoes em maos, a verificagao de i. e ii. é imediata. n

o (_aﬁ+ JaBaB ) 1) |

Corolario 4.2.3 ([7]). Sejam Z = (Xo, Yo) € Q" (M, %), p uma T-singularidade e o, 3, 7y
0s parametros normais de Zy. Se aff(af —y) <0, entao Zy € localmente estruturalmente
instavel em p.
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Demonstragdo. Se Zy fosse localmente estruturalmente estével, entao pelo Teorema 4.2.4.6
0 seria ponto fixo hiperbdlico de ® = ¢x o ¢y, 0 que é um absurdo, pois aff(af —7v) <
0. O

Lema 4.2.4.8 ([7]). Sejam Z = (X,Y) € Q"(M,X) e p um ponto de dobra-dobra invisivel
tal que p € ¥ e Sx M Sy. Considere p como o fizo do germe do mapa de retorno

¢ = (bX O(bX : (va) - (va>

Se os autovalores de d®), : T, — T3 forem complexos conjugados, entdo Z é localmente
estruturalmente instdvel em p.

Demonstragio. Seja (@,U) uma carta normal de Z em p. Note que podemos ajustar U,
de forma que

(90 = 95|20U , 20 U)

seja uma carta em torno de p em Y. Dessa forma, sejam «, § e v os pardmetros normais de
Z com respeito a ¢ e coloquemos o mapa de retorno ® nas coordenadas ¢, i.e., definimos
o germe em 0 € R? por

UV=podo (pfl,

perceba que 0 é ponto fixo de U e

d¥o = dgp - APy - dip (.

Sejam vy, v, € T M os autovetores de d® associados aos autovalores A e . Como

dgy! - dep = dgg) - dipy = d(p " 0 ) = ldge,

segue que

d¥y (dSOpU/\) = d‘de(I)p(UA) = A (dSppU/\)

) (dSOPUu) = dSDpdq)p(Uu) =Hu (dSpp”u) .

Entao, d¥g possui os mesmos autovalores de d®,, e utilizando as hipéteses do teorema,
temos que A = 1. Porém, uma vez que det d¥y = 1, implica que

1= det(d\lf())
= )\ . /’L
=X\
= [IAll;
pelo mesmo motivo, ||u]|= 1, e portanto 0 ndo um ponto fixo hiperbédlico de ¥. Logo,

pelo Corolario 4.2.2, o campo suave por partes Z nao pode ser estruturalmente estavel, o
que demonstra o lema.

]

Provaremos agora um importantissimo teorema a respeito do conjunto ¥y (referente
a Definigao 4.2.1).

Teorema 4.2.4.7 ([7]). 3o nao ¢ residual em Q" (M,X).
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Demonstrag¢io. Escolha um campo Zy = (Xo, Yo) € Q"(M,X) de forma que exista um
ponto p € ¥ de dobra-dobra tal que Sx, M Sy, em p e seus pardmetros normais (via
(¢, V)) satisfacam af(aff — ) < 0.
Utilizando a demonstracao do Teorema 3.2, existem vizinhancas U de Zy, U C V de
p em Y e uma fungdo q : U — U que associa o campo Z € U a sua unica singularidade
q(Z) € U, sendo ¢(Z) um ponto de dobra-dobra tal que Sx M Sy em ¢(Z).
Consideremos a func¢ao continua

F: V-
Z=(XY) (T—so(q(Z)) opogxop o Totqz)), T-ppy 0o by © pto Tcp(q(Z))> .

como feito na demonstragdo do Lema 4.2.4.6, temos que Im(F') é uma vizinhanca de
(podx, 00 oy, 0p~t) em #7. Como aB(aB —7) < 0, o Lema 4.2.4.7 nos garante
que os autovalores de d(¢ o ¢y o ¢y 0 1) sdo niimeros complexos nio reais conjugados.
Consideremos agora a fungao continua

G W — 7"
<¢7 w) = d(¢0¢)0,

G o I’ é funcao continua, entdo utilizando a dependéncia continua dos autovalores em
relagdo ao operador linear (Teorema 4.1.1.2), existe uma vizinhanga aberta ¥ C Im(F)

de (podx, o el po dy, © 0~ 1) tal que
d¥z =d (T*@(Q(Z)) opodxopyop o Tso(q(Z))>0

possui autovalores conjugados distintos, para todo Z = (X,Y) € F~ (7). Isso im-
plica que d®,z) = d(¢x o ¢Y)q(Z) possui autovalores conjugados distintos para todo
(X,Y) € F71(7), implicando por sua vez, pelo Lema 4.2.4.8, que (X,Y) ndo é global-
mente localmente estruturalmente estavel para todo (X,Y) € F~1(#). Assim ¥y nao é
denso em Q"(M,Y) e, portanto, nao é residual em Q" (M,Y), uma vez que Q" (M,3) é
espaco de Baire. O]

Adicionaremos agora um teorema extremamente conhecido, demonstrado por Phillip
Hartman em [9].

Teorema 4.2.4.8 (Teorema da Linearizagao ). Seja X : U C R™ — R™ um campo de
vetores de classe C* tal que X(p) =0 e dX,, com autovalores A1, ..., A, satisfazendo

Re(A1), ..., Re(A\n) > 0 ou Re(A1),..., Re(\,) < 0.

Entao, existe um difeomorfismo h : U, — h(Up) tal que h(p) =0 e h(z) = x + ¢(z), com
d¢, = 0. Mais ainda, h é uma difeomorfismo de classe Cl que conjuga X e dX, emp e
0 respectivamente.

FEste resultado também é vdlido para sistemas dinamicos discretos: Sejam U um aberto
de R e f : U — R" um difeomorfismo de classe C* tal que p € U é um ponto fixo
hiperbdlico de f. Entdao existem V), vizinhanga de p em U, Vy vizinhanga de 0 em R? e
um difeomorfismo h : 'V, — Vy de classe C! que conjuga os difeomorfismos f e dfpx em p
e 0 respectivamente, sendo h(x) = x + ¢(x) com dpg = 0.

No caso n = 2, o resultado valem supondo apenas que os autovalores de d X, e df,
sao hiperbolicos.
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Mostraremos um corolario do resultado acima que serda muito importante para a cons-
trucao de um homeomorfismo entre campos suaves por partes.

Corolério 4.2.4. Seja X : U € R? — R? um campo de vetores de classe C* tal que
dX, possui dois autovalores, \1 < Ao < 0, associados aos respectivos autovetores vy e va.
Entao ewiste uma vizinhanga V), de p tal que

i. sepx(t,p) € o fluro de X, entdo para todo x € V), px(t,x) = p quando t — oo;

" (t
7. existem apenas duas orbitas tais que M — v ou — o quando
' (t
. Ik (&, )l [[oa] [[oa]
00; €
N . (PIX(twr) V2 U2
iti. todas as demais orbitas satisfazem —— — ou ——— | quando t —
- 1’ (¢, )] [0z [0z

Caso 0 < Ay < A1, as mesmas propriedades listadas acima sao satisfeitas quando
t — —o0.

Demonstragcao. Provaremos primeiramente o resultado para campos lineares. Considere
X € C(]R2) com autovalores A\ < A9 < 0 e respectivos autovetores vy e va. Seja ¢y o

fluxo da EDO
= X(x)
z(0) = x.
Note que as solu¢oes da EDO acima sao dadas por

ot z) = X

Uma vez que {v1,v2} é base de R2 podemos escrever x = x1v1 + T2v2 € portanto

A A

ox(t,z) = x1e™Mvy + z9e™vy.

Como A, A2 < 0, segue que ¢(t,z) — 0 quando t — oco. Portanto, se z3 # 0 segue que

P(t,r)  MareMtor + domeet?tuy
¢ (t2) | [[Mzrettor + Aawaer2ton|
B Az1eMtoy + Aozaet2tuy erzt
N eAit | A1z1erMtor + Aomger2tos||
(A1—A2)t 1

= \Mzie V1 + A2xov9

H)\lxle()‘l_)‘?)tm + )\QxQUQH '
fazendo t — oo,

= sgn()\ggng)v—2

lim O'x(t,x)  Aoxaus _
[[va|

=0 || (t,z)||  Aawovz

Por outro lado, se x = zjv1, entao

ox(t,z) = xlet/\lvl
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e é claro que

! t, T /\1:E11)2 U1
lim Px () :sgn(Alxl)m,

= ||y (t,x)| Mzl

demonstrando assim o corolario para quando X é um campo linear.
Considere agora X um campo suave, pelo Teorema 4.2.4.8 existe um difeomorfismo
de classe C', h : Up — W, que conjuga X com dX, em p e 0 respectivamente isto é

hopx = ¢xoh,

sendo h(z) = z + ¢(x) com d¢, = 0, o que implica em particular dh, = Idg2 e b1 =
x+6(x), com df, = 0.
Segue portanto que para todo x € U,

vx(t,x) — 0 quando t — oo,

SO/X (t, x) — lim dhl;ocpx (t,x) thDX (t,x) QDiX (t’ x)
foe ”SOiX (t’ iL’) H t%oo Hdhhogox (t,x) dh(PX (t,z) SOiX (ta l’) H
_ !
= lim dhhw(t p) (howx) (ta
oo dhf:ocpx(t x) (hogpx)/ (t,l‘)
1 !
— lim dhhoapX(t x) (h‘ © (PX) (tv l‘)
fmee dhi:ocpx(t x) (hO¢X)/ (t,l’)
— (tdge +dby, om0
= lim
=0 |[(Idge + by (1(2))
L Sax () |, (& h) |
t— /
o QOpr(t h(ZL’))H ’ ! p(t,h(l‘)) +d9gp’pr(t,h(

P, (1. 1))

Yax, (t () + 0y, (th(@)ely, (1))

‘de h(z) H

||‘Ppr ()]

+ lim dé .,

00 SOdX (t,h(z))

Como df h(z)) — dfp = 0 quando ¢ — oo, o limite

Paxp,(t,

pode ser calculado usando o caso linear feito anteriormente:

|, (& h(@)|
lim dé .

de (z) H
Jim dfgr (1))

— 1, quando t — oo

SOZiXp(th(x))"‘dgnpéXp(uh( ||¢pr @)

QOZiXp (t> h(l’))
ax, (6 1(@) + 01 @)y (1h()

:07




138

o resultado do corolario segue de maneira imediata.

Para o caso em que o campo de vetores X é tal que os autovalores de dX sao 0 < Ao <
A1, note que o campo de vetores —X ¢ tal que seus autovetores sao —A; < —Ag < 0 e o caso
anterior se aplica para o campo —X. Por fim, usando a igualdade px (¢, z) = v_x(—t, x),
o corolario se torna demonstrado. O

Agora, estudaremos o caso em que os pardmetros normais de um campo suave por
partes Z = (X,Y) € Q"(M, %) satisfazem aff > v e «, 5 < 0 para uma 7T-singularidade
com Sx M Sy. Relembre que, pelo Teorema 4.2.4.1, existe uma carta (p,V’) tal que
localmente os campos X e Y podem ser considerados

a+ 0 ([(z,y,2)]) v+ O(|(z,y,2)])
X(z,y,2) = 1+ 0(|(z,y,2)]) | eY(z,y,2) = B+0((x,y,2)]) |,
-y :E+(’)(|(:c,y,z)|2)

sendo § = sgn (XQf(p)) ,sgn(vy) = lea, B,7 € R. Emrazao do Teorema 4.2.4.2, 0 campo
deslizante normalizado pode ser considerado para a analise da estabilidade estrutural, sem

perda de generalidade, igual a

e =5 3) () +o ),

estando definido em uma vizinhanca U = (V) NR? x {0} € R? de 0 (a rigor, U C
R? x {0}, mas podemos identificar IR? x {0} com R? via projecao). Por fim, relembre
do Corolario 4.2.1 que Sx = {(2,0), z € (—¢,¢)} ¢ Sy = {(9(y),y), z € (—¢,¢)} (com
gly) =0 (yz)) dividem U em duas componentes conexas. Uma vez que

FY(2,0) = (aa: + O(2?), vz + O(w2)>

F2 (9(y),9) = (v + O, By + O(%)

diminuindo U se necessario, podemos supor sem perda de generalidade que o campo F é\f

é transversal a Sx e Sy.
Além disso, perceba que a matriz

() 0= (1)

possui autovalores iguais a

A= <a+ﬁ \/ozz 2aﬁ+52+47)

<a+6 \/ﬁ)

(a+8—]a—B|) = minfa, B} < 0

w\»—tw\»—tw‘,_.

(a ﬁ—i-\/aQ 2045—1—52—1—47)
(a+6+ 6))

(a+pB+]a—p|) = max{a, B} <O0.

A
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Mais ainda, seus autovetores associados sao

v = (; <oz—ﬂ—\/0z2—20z5+52+47>,1>
e
vy = (; (a—5+\/a2—2a6+52+47),1).
Note que
;<04—6—\/a2—2aﬁ+52+4’y> <;<04—6—\/a2—2aﬁ+ﬁ2>
= S(a—f—la—p) <0
e
;<a—5+¢a2—2@5+52+4y) >;<a—6+\/a2—2aﬁ+ﬁ2>
= (a—B+la—p]) 20,

dessa forma vy € X¢e vy € 2. Temos portanto uma variedade estavel do campo de deslize
em Y. Diminuindo U mais ainda, a fim de F¢ seja conjugado com diag(A1, \2) € £(IR?)
em U. Entao como, \; < Ay < 0, segue que todas as érbitas de F é\f , com exce¢ao da
variedade invariante associada ao autovalor Ao, tendem para o ponto 0, sendo tangentes a
vo. Como Sx e Sy sado transversais a F' ]‘\i, e todas as orbitas comegando nesses conjuntos
tendem para 0 e sdo tangentes a vy (Coroldrio 4.2.4), os conjuntos L% C %% sio FX-
invariantes.

Uma vez que em U os campos F é\f sao conjugados, existe uma variedade C' C U tal
que C é difeomorfa a S' e C' é transversal ao campo Fév Sejam x1, T2, y1,y2 > 0 tais que

(1‘1,0), (_x270> € SX NnCe (g(yl)uyl)v (g(_y2)7 _y2) € SY nc.

Podemos definir as curvas
Ly ={(z,0), = € [—x9,0]},

Lo ={(9(y),v), y € [=y2,0]},
C1 = cnxu

I = {(z,0), z € [0,21]},
Iy ={(9(y),y), y € [0, 1]},
Cy=CNXs.
Considere S1 = L1 U Ly UCy e Sy = I1 Ul UCy e as regioes U, = Int(S1) e Us = Int(.52).
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SY

(a(y).y)

I

* (9(-%),-v,)

Figura 4.3: Representacao dos conjuntos definidos acima.

O campo de deslize de Z em ©¢, denotado por Fy, é definido por

1

— N
=y —xiw

em Uy, Us. Perceba que Fyz|y;, ¢ equivalente a — F. é\] ‘ e F Z|U é equivalente a FY Z |y,

Como ja vimos diversas vezes, como por exemplo na demonstracao do Teorema 3.2,
existem um aberto V de Z e uma funcao continua

q:V—=U

que associa cada Z = (5(/ , )7) € V a tnica X-singularidade ¢ (Z) pertencente a U, sendo
q (Z ) uma T-singularidade tal que S5 0 Sy Utilizando a carta

(v = ¢lyas,VNE)

em torno de p em 3, podemos definir a fungdo continua
F:V — L(R?)

7— (X7 Hd(zb*Fg) .

(x.7) )

Pela continuidade dos autovalores e da funcao F', conseguimos uma vizinhanca & C V' de

sao distintos e negativos.

forma que os autovalores de d (Fg)
a(%)
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Tomemos agora 7 = (3? , ff) € V, seguindo a mesma construcao, nas coordenadas
normais (@, U) de Z em ¢ (‘7) Entao

FY(a,y) = (? g) - (y) +0 (| y)P).

com &B > 7. Podemos definir 51 e Sy para o campo Z , da mesma maneira que 51 e Sy
foram definidos para o campo Z, e considerar U, = Int(S1) e Us = Int(.S3).
Vamos construir um homeomorfismo

hs:ﬁs%i

que leva orbitas de F é\f , em Orbitas F g preservando a orientacao. Primeiramente escolha
um homeomorfismo
o:Sy — Sy

tal que o(I1) = I1, o(Iy) = I e 0(Co) = Cy. Em particular, temos que ¢(0) = 0.
Definimos hy da seguinte forma: hy(z) = o(z) se x € Ug = Sy. Além disso perceba que
a funcao

7:Us = R,

que associa x ao unico valor tal que gojg (1(z),z) € Sy é continua, sendo assim, definimos
ho(@) = ey (~(@)o (w0 (7)) )
Z

para z € Us. E claro que hy é homomorfismo e equivaléncia entre os campos Fév ‘7
S

e F Z‘ﬁs' Fazendo exatamente o mesmo procedimento, conseguimos uma equivaléncia

hy : Uy — U, entre os campos — FY

e FZ‘IZ Utilizando os fatos de Fyz|y; ser

equivalente a — F% ‘U , Fzly, ser equivalente a FY ‘U e Fy| 7, ser equivalente a — Y 5
u : s u

T
u

Fyz|. ser equivalente a Fév‘ﬁ e hy(0) = hs(0) = 0, temos que
h:U, 0T, — U, UT,

hy(z), sex € U,
X = _
hs(x), sex € Us,

é uma equivaléncia entre F év e F g . Perceba que todas essas contas foram feitas em torno

de uma carta de IR?, portanto provamos o lema que segue.

Lema 4.2.4.9. Utilizando as notagoes acima, sejam Z = (X,Y) € Q"(M,%) e p uma
T-singularidade com Sx t Sy, tais que Z = Z(a, 8,7), com aff >~ e o, 3 < 0 em torno
de p. Entao eziste uma vizinhanga U de Z em Q" (M, Y), tal que para todo Z €U, existe
um germe de homomorfismo h : (Ed(Z),p) — (Zd (Z) . q (Z)) que leva rbitas de Z9,

o campo deslizante associado a Z, em drbitas de Z%, o campo deslizante associado a Z,
preservando a orientacdo de tais orbitas.

Lema 4.2.4.10 ([7]). Sejam Z = (X,Y) € Q"(M,X) e p uma T-singularidade com
Sx M Sy em p. Além disso, suponha («, 3,7) como sendo os parametros normais de Z
em p, satisfazendo v < af e a, < 0. Entdo ndo existe conexao entre X% e ¥° através
do mapa de retorno ® = px o py.
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Demonstragio. Consideremos que X, Y, ¢x e ¢y estdao nas coordenadas (¢, U), prove-
niente do Lema 4.2.4.6. Além disso nessas coordenadas, p = 0, perceba que pelo Lema
4.2.4.7, o mapa de retorno associado a Z em p possui ambos os autovetores pertencentes
a X° Mais ainda, os autovalores A, u de d®g satisfazem A < 1 < p.

Portanto a variedade invariante Wy do difeomorfismo ® é tangente a v) e a variedade
invariante Wy, do difeomorfismo ® ¢ tangente a vj,.

As variedade W?% e W sao transversais a Sy e Sy e sao tais que W* th W* em
p, uma vez que p é ponto fixo hiperbdlico de . Note que podemos supor sem perda de
generalidade que ® é definido em um aberto V C IR?, de forma que Sy e Sy dividem todo
R? em 2 componentes conexas. Usando Sx = Fix(¢x) e Sy = Fix(¢y), pela Proposicao
4.2.4.6, px(W?*) C W* e portanto (x,y) é um ponto acima de Sx. Entao, ¢ x(z,y) é um
ponto abaixo de Sx e portanto o ramo de W pertencente ao segundo quadrante é levado
para o ramo de W? no quarto quadrante.

Usando agora que ¢y (W#) C W, segue que se (x,y) é um ponto a esquerda de Sy,
entdo ¢y (z,y) é levado para um ponto a direita de Sy, logo o ramo de W# no quarto
quadrante é levado para o ramo de W* no segundo quadrante.

Essas conexoes produzem um cone nao suave invariante por Z em U, com vértice no
ponto de dobra-dobra p, de forma que 3" esté contido em seu interior. De forma anéloga,
podemos provar que existe um cone nao suave, invariante sob o campo suave por partes
Z, com vértice no ponto de dobra-dobra p que contém X* em seu interior.

A colagem desses 2 cones nao suaves impede a conexao de ¥° com Y.

]

N.B. 4.2.2. O conjunto formado pelos dois cones nao suaves e invariantes por Z, recebe
o nome de diabolé nao suave na literatura.

Lema 4.2.4.11 ([7]). Sejam Zy € Q"(M,Y), p uma T-singularidade com Sx mh Sy,
U uma vizinhanga de Zy, 7 € U e h = (54 Zo),p) — (2U2), q¢(Z2)) um germe de
homomorfismo referentes ao Lema 4.2.4.9, entdo h se estende continuamente para um
germe de homomorfismo h : (X,p) — (£,q9(Z)) e, além disso, ®oh = ho ®qy, sendo

Dy = dx, 00y, e D= ¢dxody.

Demonstracio. A demonstracao sera feita em trés passos.
Seja h: (X%(Zp),p) = (2%(Z),q(Z)) o germe de homomorfismo proveniente do Lema
4.2.4.9, como expressado no enunciado tal homomorfismo pode ser estendido para h :

Passo 1. Definicao de um dominio fundamental para os mapas ® e .

A construgao sera feita apenas para ®q, para ® a criacdo de tal dominio é analoga.

Pelo teorema de linearizacio de campos em R? (Teorema 4.2.4.8), podemos assumir,
sem perda de generalidade, que ®g ¢ linear. Mais ainda, existe um sistema de coordenadas
(x,y) de ¥ em torno de p, tal que

Do(z,y) = (Mo, poy),

sendo A, p1p os autovalores de @, tais que |pug|< 1 < |Ag|, pela a andlise das variedade
invariantes em ® do Lema 4.2.4.10 sao satisfeitos as seguintes propriedades:

i. Sx, ¢ uma curva passando em 0 com um ramo no primeiro quadrante e o outro
ramo no terceiro quadrante;
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1. Sy, ¢ uma curva passando em 0 com um ramo no primeiro quadrante e o outro ramo
no terceiro quadrante;

iti. Sx, ¢ tangente a reta y = kox;
iv. Sy, ¢ tangente a reta y = Kox; e
v. 0 < ky < K.

Podemos assumir Sx, = {y = koz}, Sy, = {y = Koz} e que essas curvas sao pontos fixos
de ¢x, e ¢y, respectivamente. Tal hipétese nao ocasiona perda de generalidade como
vai se tornar claro durante a demonstragao. Tal suposicao é feita apenas para tornar
a demonstracdo menos trabalhosa, porém pode ser feita sem maiores problemas com os
conjuntos originais.

Perceba que, em decorréncia do Lema 4.2.4.10, &y 1(5 X,) € uma reta passando no
mesmo quadrante de Sx,. Mais ainda, ¢ imediato ver que sua inclinacao é maior que Kj.

Definimos portanto

wo = {(x,y,); kox <y < Kox} e @y = ¢y(wo).

Note que Ry = wp Uwp ¢ a regiao delimitada pelas retas Sx, e @ 1(5 Xo)- E imediato
que ®f(Sx,) — W" quando n — oo e ®"(Sx,) — W?* quando n — oo. Portanto,
o primeiro e terceiro quadrantes sdo particionados por ®f(Rp), Vn € Z. Em outras
palavras, definindo @ = {(z,y), zy > 0}, entao

Q= | 24 (Ro).

nezZ

Dizemos que Ry é o dominio fundamental de ®y. De maneira anédloga, existem coor-
denadas (z,y) de ¥ em p de forma que

®(z,y) = (Az, py),

sendo A, p os autovalores de d®g, com |u|< 1 < |A|. Portanto, tome R = w U@, sendo w
a regido delimitada por Sx e Sy e & = ¢y (w).

Considere Q = U ®"(R), sendo R = wU®. E interessante notar que ®q (assim como
nez
®) passa uma Unica vez em cada setor da particao de Q.

Passo 2. Extensdo de h para h : QQ — Q.

Note que h : wy — w j& esta definida em h : 3(Zy) — X(2).
Seja ¢ € Wy entdo ¢ = ¢y, (q), para algum ¢ € wp. Definimos portanto

h(q) = ¢y (h(q)).

Claramente, a formula acima nos da uma extensao continua de h em Ry. Portanto,
definimos h : Ry — R.

Agora, h se estende para () de forma natural, pois dado ¢ € @, existe tinico ¢ de forma
que ¢ = ®{(q). Definimos portanto

h(q) = @"(h(q))-

E imediato ver, por construcdo de h, que h(®o(q)) = ®(h(q)).
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Passo 3. Extensao de h para W* e W?* de maneira continua.

Como estamos em um dominio fundamental, podemos facilmente estender A para uma
de suas variedades invariantes de maneira continua. Sendo assim, escolha uma extensao
arbitraria de h para W?¥. Iremos ver que sera possivel estender h para W*. Como
L= Aopo = Ap,

_ log(A) _ log(Xo)
log(p)  log(p)

E suficiente mostrar a extensio para o primeiro quadrante, para o terceiro quadrante
o resultado segue analogamente.

Tome w = (d,0) € W*. Entéo, existe uma sequéncia w; = @évi (y;) tal que N; — oo
quando i — 00, y;, uma sequéncia contida em Sx, N {(z,y);y > 0}, com y; — 0 quando
y — 00 e que satisfaz

-1

. Nigoy
Jim 25" (0) = v

Perceba que o homomorfismo h ja estd definido para os termos da sequéncia w;. Como
queremos continuidade, precisamos mostrar que

h(w) = lim b (85" (y)) = lim &V (h(yy)).

Caso tal limite exista, h serd estendida para W repetindo esse processo em cada ¢q €
[w, ®o(w)] , usando as imagens sucessivas para todo o dominio fundamental por @ .
Perceba que h(Sx,) = Sx e ®"(Sx) = W" quando n — oo. Segue que

Jim 2 (9™h(u) =0

Uma vez que ma(h(w)) = 0, precisamos apenas nos preocupar em calcular o limite na
primeira coordenada. Considere entao

1. w=(d,0);

2. y; — 0, y; € Sx,, para todo ¢;

3. N; — oo tal que q)évi(yi) =w; = w; e

4. t; — 00, x; — x € W¥ tais que y; = @f)i(xi).

Denotamos §; = h(yi), i = h(x:), Wi = DNi(i), di = w1 (wy), di = w1 (@), a; = ma(w;)
e a; = mo(h(z;)). E suficiente mostrar que d; converge.

Uma vez que h foi continuamente estendida para W* e a sequéncia x; converge para
x € W9, segue que a sequéncia a; é sequéncia convergente. Denotemos a = lim a;.

di = m (M (h(y))) = AV (7).
Enquanto
Ji = h(yi) = h (CI%Z'(%)) = @' (T) = (Nimi (Z), phima (),
uma vez que y; € Sy =y = kx, temos que

~ 1 _ 1 .. _
(i) = %7?2(%) = Eutlﬂz(%’)
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e consequentemente d; = %)\Ni plime(Z;) = %)\Ni pbia;, o que implica
log(d;k) = Nilog()) + tilog(u) + log(@).
Repetindo o processo, conseguimos
log(diko) = Nilog(Xo) + tilog(uo) + log(as).

Uma vez que log(d;ko) e log(a;) convergem, temos que N; log(Ag) +t; log(po) converge.
Como log(A\g) = —log(uog), temos também a convergéncia de N; —t;. Por fim, como

log(A) = —log (1),
Nilog(A) +t;log(u) = log(A)(N; — t;),

também é convergente e usando que a; — a, conseguimos que d; é convergente.
A demonstragao se completa escolhendo uma extensao qualquer para os segundo e
quarto quadrantes, por exemplo

h($a y) = (’ﬂ—l (h(ﬂf, O))v 7T2<h<0a y))>

para (x,y) pertencente ao segundo ou quarto quadrantes. Uma vez que todos os pontos
pertencentes a esses quadrantes sao pontos de costura e o mapa de retorno ® mapeia
pontos de costura em pontos de costura, em decorréncia da demonstracao do Lema 4.2.4.9,
a demonstracao esta terminada. O

O 1ltimo lema leva ao teorema a seguir.

Teorema 4.2.4.9 ([7]). Sejam Zy = (Xo,Yp) € Q"(M, %) e p uma T-singularidade com
Sx M Sy em p. Suponha (o, B,7) serem os parametros normais de Z em p, satisfazendo
vy<af ea, <0. Entao Zy € localmente estruturalmente estdvel em p.

Demonstragao. Seja U uma vizinhanca de Z dada pelo Lema 4.2.4.9. Tomemos Z € U,
pelo Lema 4.2.4.11, existe um homomorfismo h : Uy — U, de forma que h(p) = ¢(Z), tal
que ho®y = ®oh, sendo & = ¢px oy e Pg = ¢x, o ¢y, (note que podemos escolher
um representante do germe h e uma vizinhanca U de p onde as propriedade do lema sao
preservadas). Como p é um ponto de dobra-dobra e ¢x e ¢y sdo involugdoes podemos
diminuir Uy de forma que ¢x (Up) = Up e ¢y (Up) = Up. Perceba que os conjuntos

U(;r ={zr e M+; dxg € Uyet e R tais que SOXo(t,iUO) =20}

Uy ={zreM™; 3zgeclUet el tais que py,(t, z0) = 20}

sao tais que Vp = Uar U U, ¢ aberto em M e p € V. Consideremos a aplicacao
h: Vo — h(Vp).
Para cada p € U, a drbita px,(t,z) em MT ¢é da forma

oxo ()  [1x, (2), 7%, ()] — M
t = ox,(t, ).

Perceba que a forma normal de Vishik para dobras nos garante que a fungao 7';(0 é conti-
nua, entao, definimos, para z € Uy N Sk,
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’7'2 i
ZXO(-T): 2 ((1;)X0( )1 <$>7

TXO - TXO

e l(Sx,) = {0}.
De forma andloga, para cada ¢ € Uy, a drbita oy, (t,2) em M é da forma
oo () = [T, (@), 7%, ()] = M
t = oy, (t, ).

Novamente, a forma normal de Vishik para dobras nos garante que a fungao 7'%) é continua,
entao, definimos, para x € Up \ Sx,,

()
(o) = I
se € Sy,). Repetimos o processo para os campos X e Y.
Definindo
- {77 000 (0 ). o )20
oy (lyo(a:)ﬁl/ (h <g0y0 <7')2/0 (x), ZB))) Jh (gpyo (732/0 (x), x))) , x e Uy,

é imediato que h’v = h e h é continua e injetiva, implicando pelo Teorema da invariancia

do dominio que é homeomorfismo com sua imagem. Além disso h é uma equivaléncia
topolodgica entre os campos deslizantes Zﬁl e Z% sendo ho ®y = ® o h. Mais ainda, h leva
orbitas de Zp em 6rbitas de Z, respeitando a orientacao. Uma vez que Z é um elemento
qualquer de U, provamos a estabilidade estrutural. O

O tltimo caso a ser analisado é o de um campo suave por partes, Z € Q"(M, X)), que
possui uma 7T-singularidade tal que seus parametros normais satisfazem a8 > v, a, 5 > 0
ou aff < 0. Nao iremos explorar esse caso nessa dissertacao, pois a analise de tal caso
utiliza, de maneira fundamental, conceitos como web theory e teoria de foliagoes. Sendo
assim, uma a analise de tal caso demandaria uma grande quantidade paginas e o resultado
seria pouco expressivo, pois o resultado mais importante relacionado a T-singularidades
ja foi demonstrado nessa segao (Coroléario 4.2.3) implicando o fato de ¥y nao ser residual
em 2"(M,X).

Para aqueles interessados em uma nesse caso, é recomendada a leitura da referéncia
[7]. Iremos, apenas citar o resultado.

Teorema 4.2.4.10 ([7]). Sejam Z = (X,Y) € Q"(M,X) e p € ¥ uma T-singularidade
de Z tal que («, B,7) as coordenadas normais de Z em p satisfazem aff <~y ea, >0 e
af <0, entao Z € localmente estruturalmente instdavel em p.

Sendo assim, temos uma caracterizagao da estabilidade estrutural local para as singu-
laridades de Teixeira.

Teorema 4.2.4.11 ([7]). Sejam Z = (X,Y) € Q"(M,X) e p € ¥ uma T-singularidade
de Z tal que Sx M Sy em p. Considere («, 3,7) como sendo as coordenadas normais de

Z em p. Entao Z € localmente estruturalmente estdvel em p se e somente se aff > v e
a, 3 <0.

Demonstracio. O resultado é imediato unindo o Corolario 4.2.3 aos Teoremas 4.2.4.9 e
4.2.4.10. O]
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4.2.4.3 Dobra-dobra Hiperbdlico

Como este caso nao possui mapas de retorno, a abordagem serd bem mais facil que a do
caso anterior. A estabilidade estrutural é determinada apenas pela estabilidade estrutural
do campo deslizante.

Temos do Teorema 4.2.4.1 se que p é um ponto de dobra-dobra visivel-visivel de um
campo suave por partes Z = (X,Y) € Z, existe uma carta (¢,U) em torno de p em M
que coloca X e Y na forma

a+ 0 (|(x,y,2)]) 7+ O0(|(z,y,2)|)
X(x,y,2) = [ 1+ 0((z,9,2)]) | eY(z,y,2)= | B+0((z.y.2)])
z+0(|(x,y,2)P),

sendo sgn(y) = —1, a, 8,7 € R. Seu campo deslizante normalizado, pode ser considerado

FY (z,y) = (Cf :g) - (y) +0(I(z.9)),

em decorréncia do Teorema 4.2.4.2.
Considere os conjuntos

R}E:{(a,[)’,’y)E]R2><IR_; aﬁ<”ye04<0},
R%Z{W%%wER?XR7a5>Vea#0}
R?’E:{(a,ﬁ,v)G]RQXIR_; a6<7ea>0}.

Fazendo um célculo simples, os autovalores de d (F é\[ )0 sao dados por

M= (=82 205+ 52 - 1) (4.2.14)
e
1
A2 =g (a—ﬂ+\/a2+2a@+52—47> (4.2.15)
com os respectivos autovetores
1
o= (5 (~Vo? 205+ 2 1 +at ) 1) (4.2.16)
e
1

Perceba ainda que

;(a+ﬁ—\/a2+2aﬁ+52—47> < 1(04—1—6—\/(04—#5)2)

(a+B—la+pl) <0

<

N = N

(a+ 8+ /la+5P)

(a+B+|a+p]) >0,

(a+5—\/a2+2aﬁ+52—47> >

N | —

>

N — DN =

portanto ¢ claro do teorema 4.2.1 que v; € % e vy € XC.
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Proposicao 4.2.4.7. Sejam A1 e Ay definidos pelas equades (4.2.14) e (4.2.15), entao
i. se (a,B3,7) € Ry, entdo \; < \a < 0;
i. se (o, B,7) € R%;, entdo \1 < 0 < o;

iii. se (a, B,7) € Ry, entdo 0 < A\ < Aa.

Demonstragio. Perceba primeiramente que A\; < Ao, uma vez que

>\1+\/a2+2a6+62—4’y:)\2,
para o caso i. note que como a < 0,

0z5<7<:>5>l,
(6%

implicando 8 > 0 e portanto —f < 0,

)\gzé(a—ﬁ+\/a2+2aﬁ+52—4v>

<;(a—6—l— (a+5))

1
:§(a—5+|a+ﬂ|)
= max{«a, —f} <0,
e)\1<)\2<0.

Por outro lado, para #ii. perceba que como o > 0, entdo § < v/a < 0, e portanto
—fB > 0. Note entdo que

)\1:;<a—5—\/a2+2aﬁ+52—47)
>;<a—6—\/(a+5)2)
= S(a—B—la+)
= min{o, =8} > 0,

segue que 0 < A\; < Ag.
Finalmente, para o caso iz. note que, como aff > v,
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e
1
)\2:2<a B+/a? + 208+ 5% — 47)
1
>2<a B+\/042—2045+52>
1
:2<a B4/ (o — ﬂ))
1
2504 B+ o —pl)
> 0,
mostrando que A\; < 0 < Ag. O

Proposicao 4.2.4.8. Sejam vy e vy definidos pela equagoes 4.2.16 e 4.2.17, seque que no
sistema de coordenadas definido pelo Teorema 4.2.4.1, com (o, B,7) € R}{ U qu U R?jq,
entdo v1 € 2% e vg € €.

Demonstragao. Uma vez que

v = (; (—\/a2+2a6+52—47+a+6),1),

entao

<\/a2+2a5+52 47—1—04—1—6)
<— (a—l—ﬁ)z—lky—l—a—l—ﬁ)
(@+f—]a+p]) <0

m1(v2) =

[\D\»—[\DM—I\D\

pois —4~ > 0. Por outro lado,

vy = (; <\/042+2a5+52—47+04+ﬁ>,1>,

entao

m1(vy) =

( Va2 +208+ 2 — 47—!—04—1—5)
( (04—1—5)2—47—1—04—1—5)

(@+pB+la+pl) =

M\H[\D\H[\D\H

o que ocorre por que —4v > 0.

Segue que vy pertence ao segundo quadrante e vy ao primeiro, que corresponde as
regioes de deslize e de costura, respectivamente, uma vez que o ponto de dobra-dobra é
hiperbélico.

O
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Para o restantante dessa segao considere Zy = (Xp, Yp) um campo suave por partes
e p um ponto de dobra-dobra visivel-visivel de forma que os parametros normais de Zj,
(a0, Bo,Y0), pertencem ao conjunto R} U R%, U RY,.

Como feito durante o desenvolver do caso onde p era um ponto de dobra-dobra eliptico,
temos que, pela demonstracao do Teorema 3.2, existem vizinhangas U de Zy, U de p
em X e uma fungdo ¢ : U — U que associa o campo Z € U a seu Unico ponto de
dobra-dobra em ¢(Z) € U. Portanto ¢(Z) € (Sx h Sy)NU. Pela aplicacido conjunta,
da Proposicao 4.2.4.7, da continuidade do mapa Z € Q" (M,3) — Zj‘f[ € X"(¥), da
continuidade dos autovalores (Teorema 4.1.1.2), da Proposi¢ao 4.1.1.2 e pelo teorema do
Hartman-Grobman, segue que podemos diminuir o conjunto U, se necessario, de forma
que o campo Zoﬁlv seja localmente equivalente ao campo Zj'(, em p e q(Z) respectivamente,
para todo Z € U.

Lema 4.2.4.12. Utilizando as notagoes acima, existe uma vizinhanga V C U de forma
que para todo Z = (X,Y) € V existe um germe de homomorfismo h : (X4 Zp),p) —
(2N Z),q(2)) que é uma equivaléncia topoldgica entre os campos deslizantes Z§ e Z¢,
em p e q(Z), respectivamente. Mais ainda, h pode ser estendido para um germe de
homomorfismo h : (2, p) —= (2,q¢(2)).

Demonstra¢io. Tome Z = (X,Y) € U e consideremos Zy e Z nas coordenadas (¢o, Up)
em torno de p e (¢,U) em torno de ¢(Z), respectivamente, provenientes do Teorema,
4.2.4.1, escrevendo Xy, Yy, X e Y em coordenadas locais temos

a0+ O (|(z,y,2)]) 7+ O(|(x,y,2)|)
(p0)sXo(z,y,2) = | 1+0((z,y.2)]) | e (vo)Yo(w,y,2) = | Fo+ Oz y,2)]) |,
Yy :L‘—I—O(|(:C,y, z)|2)
a+0(|(z,y,2)]) 7+ 0((z,y,2)])
0 X (1,y,2) = | 1+ O0(|(2,5,2)]) | e puY(x,y,2) = | B+O0(x,9.2)]) |,
Yy x+(9<|(x,y,z)|2>

supomos ((0)«X, (£0)«Y) e (¢«Xo, p«Yp) definidos no aberto V = (—¢,¢)3.

Por simplicidade, denotaremos (¢0)+«X, (©0)«Y, p+«X € .Y simplesmente por Xy, Yp,
X e Y, respectivamente. Da observagao antes do enunciado do Lema 4.2.4.12, existe um
homeomorfismo s : Uy C (—¢,¢)? x {0} — Vo C (—¢,¢)? x {0} que é uma equivaléncia
topologica local entre os campos F é\é e F év , tal que s(0) = 0. Utilizando o Teorema
4.2.4.2, para efeitos do estudo da estabilidade estrutural podemos considerar

Py - (O;O :gg) - (Z) +0 Iz 9)P)

FY = ((f :}) - @ +0(|(z.y)P).

de forma que s se torna uma equivaléncia topologica entre esses dois campos.
Observe que denotando Fz, por

1
Y () - X[(p)

Fzy(p) FY (p),
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U0 = Uy N S%(3g) e UY = Uy N X%(Xp). Temos que

Fyzlyo € equivalente a — Fg’UQ e Fzl|yo € equivalente a Y o (4.2.18)

S

Dividiremos a demonstracao em trés casos:
L. (ao, Bo,70) € Ry,
2. (a0, Bo,70) € Ry,

3. (ao, Bo,Y0) € Ry

Relembre que (g, B9, 70) € Ry, entdo (o, 3,7) € RY;.
Para o caso 1, temos das Proposicoes 4.2.4.7 e 4.2.4.8 que Fé\é é tal que

d (FZg)V)O = (Oio :gg)

e a matriz possui autovalores Ay < Ay < 0 com respectivos autovetores v; € DI Vg € »d,
Entao 0 é um no estével do campo Fé\g e, como 0 < [Aa]< |\1] segue que todas as orbitas

o(t, ) de Fé\é satisfazem

¢'(t, )
[’ (t, 2)]]

sendo Wy a variedade estdvel associado ao autovalor A\; (Coroldrio 4.2.4). Relembre do
Corolario 4.2.1 que

o Sx,NUy=A{(2,0); v € (—e1,e2)};

« Sy, NUo={(9(y),y); v € (—e3,24)}, sendo g(y) = O(y?).

Uma vez que

— vg quando t — oo,V x € U\ Wy, (4.2.19)

mF(t,0) 1 aot +O(t?) 1
det (ﬂ;F(t,O) o) - det( -+ O) o)

= —t+0O(t?)
=t(—1+0(1))

mF(g(t),t) ¢'(t)) _ . (aog(t) =0t +O%) d'(1)
det = det 5
t g(t) — Pot + O(t%) 1

= —ot + O(t?)
=t(—y+O(1)),
como v # 0, existe 0 > 0 suficientemente pequeno tal que as duas equagoes acima sao
diferentes de 0, para todo t € (—6,0) \ {0}. Podemos entdao diminuir Uy de forma que Fé\g
seja transversal a (Sx, NUp) \ {0} e a (Sx, NUp) \ {0}.

Tomemos agora pg € Wy, N UY. Seja og : (—60,60) — UY uma secdo transversal do
campo Fé\g no ponto py, i.e., og € funcao suave tal que

00(0) = po e span {06(75), Fé\g(a(t))} = R?,
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para todo t € (—dp, do)-

Denote ¢z, como sendo o fluxo de F é\g . Da continuidade das solugdoes em relacao
as condicoes iniciais e da Equagao 4.2.19, existe 79 > 0 tal que a érbita ¢z, (t, oo(—70))
cruza Sx, N Uy e pz,(t,00(70)) cruza Sy, N Up. Denote esses tnicos valores de interse¢ao
respectivamente por 7x, e Ty, por fim, defina (x9,0) = ¢z,(7x,,00(—70)) € (9(¥0), Y0) =

¥Zo (TYO ,00(70))-
COnSidere asS curvas:

o LY ={oo(t); t € [~70,70]};

o Ly ={pz(t,00(=70)); t €[0,7x,]};
« Ly ={pz(t o0(m)); t €[0,7v]}

. LO:{( 0); t € [z0,0]} C Sxy;

o LY={(g(t),t); t € [0,y0]} C Syy;

e defina o aberto Sy como sendo o interior da curva fechada LU LYU L§uU LY U LY.
Considere as seguintes sequéncias de pontos no plano

1 & 0 1 IR 0
{(—,0)} CL5CSXOQU06{<Q<),)} CL4CSYOHU0,
n n=ni n n n=ni

sendo n; um valor natural suficientemente grande para que as continéncias acima sejam
satisfeitas, e defina as curvas

1 1
Segue portanto 7, (t) = ( +g ( ) ; ), vt € [0, 1].
n
Perceba que,

n n n



sendo F) e F, fungoes de ordem dois. Mais ainda,

W20Fg)(7n<t)) n
1
N
_ l-det m OFZO(rn(t)) 14+ ng (n)
n ) OF%(rn(t)) 1
1
N
B ! OFZO(rn(t)) 14 ng (n)
" w2 0 F) (rn(t)) 1
t t 1 1
1 _ ﬂ—PyLthozog )+F1((t+tg
=odet | T T T e e 1
: RO Y
n n n n n
1 tg(2)+t—1
nQ(l—ao—l—t(ag—i-ﬁ()—l—’yo)-i-n(Fl( (n)n

onde

Gn(t) =ng (i) <1 +t(awp+Po—2)—n (tg <711> + F (:;))) :

mo () ++9(3)
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Uma vez que t € [0, 1] e as fungoes g, F} e F» possuem ordem 2, dado & > 0 existe ng > 0

tal que para todo n > nao,

1
| Dn ()] > ) 1—ap+t(wo+Bo—r—1)—

1

n2

E.

Também, como s(t) := 1 — g+ t(ag + o — 0 — 1) é tal que s(0) =1 —ap > 0, s(1) =
Bo — 0 > 0 e s é funcao continua, temos

6= inf s(t) > 0.
te[0,1]

Tomando 0 < € < 3/2, temos que para todo n > ng a reta

NO =

{Tn—i-nQ (t); te [Ov 1]}

é transversal a Fé\g. Aumentando no se necessario, podemos supor que N? C Sy. Consi-

deramos entao as curvas

. BV = {(t,O); te

[ 1
7’L2+1’

1
e
n + ng

1

1 1
v [t ) © B
n+mng ng+1

n+mny’

1
e}
n+no+1

2y = {lot
. O) = {tO te[
7= (Lot

1 1
te i) < 18
no+n+1 no+n




154

e definimos os conjuntos R% como sendo o fecho do interior da regido delimitada pela
curva NY U EQU D% U N,,; e T? como sendo a regido delimitada pelo fecho do interior da
curva fechada NJUCYUN?, ;U BY.

Figura 4.4: Representacao das curvas definidas acima.

Perceba que RY,; = RY UTY! e defina

P = (U R%)U{O}CSO

nelN

Considere agora o seguinte conjunto Q% = CY U BY U N?_ ;. E claro da construcio
que dado x € T?, existem tinicos tempos b9 () < 0 e € (z) > 0 tais que

vz (1, 05(2)) € Ny e 9z, (2, en()) € Q0

mais ainda as fungoes

eV T 5 R,
sao continuas, uma vez que C’g, Bg, Ng 1€ Ng sao transversais a F' 7z (segue imediata-
mente do teorema da fungao implicita junto ao lema de colagem).

Podemos definir analogamente para o campo Z, todos os elementos descritos. Utili-
zaremos entao a mesma notagdo, agora sem a presenca do indice 0.

Construiremos agora um homeomorfismo h,, : PY — P, que leva érbitas de F é\g em
orbitas de F}, respeitando a orientacao e satisfazendo h(0) = 0. A definigao sera feita de
forma recursiva.

Comecaremos definindo h; : R(l) — Rj.

+ Seja ¢° o tinico ponto de N?, tal que @, (t, qo) nao escapa de P, para todo t > 0.



155

o Considere a?l como sendo o tinico ponto de NV para o qual existe t,, € R que satisfaz

@Zo(tma%) = (—1/(722 +n>70);

« Defina b)) como o tinico ponto de N tal que existe s,, € R satisfazendo ¢z, (s, b)) =
(9(1/(n2 +n)),1/(n2 +n)).

De maneira analoga,
« Seja ¢ o tnico ponto de Nj tal que ¢z(t, q) ndo escapa de P para todo ¢ > 0.

o Considere a,, como sendo o tnico ponto de Ny para o qual existe t,, € R que satisfaz
90Z<tn> an) = (_1/(n2 + TL), 0)7

 Defina b, como o tinico ponto de N; tal que existe s, € R satisfazendo ¢z (sp, by) =
(9(1/(n2 +n)),1/(n2 +n)).

E claro que as sequéncias {a2 }nen, {02} neNs {@ntnen € {bn}nen S80 mondtonas em
N{) ou em Ni. Além disso, o teorema da dependéncia continua das condigoes iniciais de
equagoes diferenciais ordindria garante que essas sequéncias para ¢g ou para ¢q. Podemos
entao construir um homeomorfismo iy : Nf) — N7 satisfazendo

e 11(q) = ¢,

* :ul(a%) = Qn,

o p1(by) = bn.
Dado = € R definimos

0 T
(o) = oz (€10 (0za(o (o)) o S (o))

No caso €{(z) = b2(z), consideramos a fracio b9(z)/(e)(x) — bY(z)) igual a 0, tornando
facil ver que hy é bijecdo continua. Como R e R; sdo compactos, b1 é homeomorfismo.
Estenderemos hq, para o conjunto RY, considere a funcao

hy : RY — Ry,

definida de forma que ha(z) == hi(x), V x € R;. Além disso, seja po : NY — Ny,
p2(x) = hy(z). E claro da construgao de hy que pg é homeomorfismo.
Dado = € TV, definimos

05 ()
ho(x) := e x,bo(x)))  +—— x,bo(x .
o0) = o2 (ea ona@)- gr E s (o)

No caso €3(x) = b3(z), consideramos a fracio b3(x)/(e3(x) — b3(z)) igual a 0 e é claro que
ho € bijecao continua. Como Rg e Rs sao compactos, h2|T{) 2T 10 — 11 é um homeomor-
fismo. O lema de colagem garante que hs serd homeomorfismo entre R e Ry, mais ainda,
sua construcao nos garante que sera uma equivaléncia topoldgica entre os campos Fé\g e
Y.

Utilizando a mesma técnica; podemos estender hy para um homeomorfismo hg : R —
Ry de forma que tal funcao serd uma equivaléncia topolédgica entre os campos F' é\g e F é\f .
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Por indugdo, é possivel construir um homeomorfismo h; : RY — R; que leva érbitas de
F é\(]) em F év preservando a orientacao.
Por fim, definimos

hy : PP cU’— P, cU,

, sex =0,

T —
{hz(m) , ser € RY.

Pela construcao anterior é claro que h,, esta bem definido e é uma equivaléncia topologica
entre Fé\(]) e Fz,. A Equagao (4.2.18) nos garante também que hu|Int(P3) ¢ uma equi-

valéncia topoldgica entre Fiz e Fz,. Realizando os mesmos passos e utilizando notagoes
andlogas podemos construir um homeomorfismo hy : Pf cU ,9 — P; C Uy de forma que
sl (pp) € uma equivaléncia entre Fiy e Fy,.

Finalmente, podemos definir
h:PUP? — P,U P,

hu(z), sex € Py,
T =
hs(x), sex € Ps.

Agora resta estender h para um vizinhanga de 0. Como tal regido possui apenas pontos
de costura, a extensao pode ser tomada de qualquer forma. Uma maneira de fazer tal
extensao ¢ a seguinte. Note que existe € > 0 tal que

{(,0); v € (=e,9)} € P/NSx, e{(9(y).y): y € (—,9)} € P)N Sy,
Mais ainda, podemos supor sem perda de generalidade que
g:(—¢,¢)? = R?
(z,y) = (x+9(y),y),

¢ um difeomorfismo com sua imagem.
Definimos entao a func¢ao

h:(—ee)? = R?

h(z) , se T € (Pg U Pg) N (—¢,¢)?
T
g "o (m(g(z,0)),m(9(0,y))) , caso contrario

dessa forma, temos que h é a funcio desejada no caso 1.

O caso 2 pode ser feito de maneira analoga a demonstragao do Lema 4.2.4.9, apenas
adicionando o passo de estender para uma vizinhanca da 0, que é feito de mesmo modo
ao paragrafo anterior.

Por fim, o caso 3 é demonstrado de maneira analoga ao caso 1, com minimas adapta-
coes. O

Podemos agora demonstrar o teorema principal de estabilidade estrutural de pontos
dobra-dobra hiperbélicos.

Teorema 4.2.4.12 (Adaptado de [7]). Sejam Zy = (Xo,Yp) € Q"(M,X) e p um ponto
de dobra-dobra hiperbdlico tal que Sx, h Sy, em p. Sejam (ao, Bo,v0) 0s pard@metros
normais de Zy em p. Entao Zy € localmente estruturalmente estdvel em p se e somente
se (ao, 5o, 70) € Rllg U R%{ @) R%.
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Demonstragio. Tome Zy = (Xp,Yp) como no enunciado, pelo Lema 4.2.4.12. Existe
uma vizinhanga V de Zj forma que para todo Z = (X,Y) € V, existe um germe de
homomorfismo A : (X4(Zy),p) — (4(Z),¢(Z)) que é uma equivaléncia topolégica de Z§
com Z% em p e q(Z), respectivamente. Mais ainda h pode ser estendido para um germe
de homomorfismo & : (X,p) —= (£, ¢(Z)). Pelo Teorema 4.2.4.1, existem cartas (g, Up) e
(p,U) tais que

ao + O (|(z,y,2)|) 0+ O(|(z,y,2)|)
(00)«Xo(z,y, 2) = 1+0(I(x,y,z>|) , (o) Yo(z,y,2) = | Bo+O((x,y,2)]) |,
x+(’)(|(az,y,z)|2)
a+0(|(z,y,2)]) 7+ O(|(z, 9, 2)])
e X(z,y,2) = | 1+0((x,1,2)]) | e puY(2,y,2)=| B+O((z,y,2)])
Yy x+(9(|(:c,y,z)]2>

Perceba que é suficiente mostrar que existe uma equivaléncia entre os campos (¢g)«Zo
e @« Zx. Por simplicidade, denotaremos (¢o)«Xo, (o)« YO, v« X e p,Y simplesmente por
Xo, Yy, X e Y respectivamente. Definindo s := poho goo , temos que s ¢ uma equivaléncia
topolégica entre os campos de deslize Fiz, e Fiz, mais ainda é imediato ver que s(Sx,) =
Sx e s(Sy,) = Sy. Construiremos um homomorfismo hy : Wy" — W™ que leva érbitas
de Xp em orbitas de X, preservando a orientacao, sendo Wy e W vizinhancas de 0 em
R? x [0, 00), com hy(z ) = s(z) para todo x € W NR? x {0}. Primeiramente, tome
extensao a Xg de Xp, definida em uma vizinhanca Uy, de ¢o(Up) NIR? x [0, 00) e X uma
extensdo de X definido em uma vizinhanga Ux de p(U) NIR? x [0,00). Tomemos £ > 0
de forma que

(—2¢,2¢) x {0} x (—2¢,2¢) é transversal ao campo Xg

(—2e,2¢) x {0} x (—2¢,2¢) é transversal ao campo X. (4.2.20)
Dessa forma existe, 7 > 0 satisfazendo

go)?o(t,x) € Ux,, Vte[-1,Tlex €] x {0} X [e,¢]

pzt,z) €Ux, Vte[-T,7] ex € [g,e] x {0} x [g,¢],

Escolha 0 < ¢p < ¢ de forma que s ((—8(),6()) X {0}2) C (—¢,¢) x {0}2, tal fato é decor-
rente de s(Sx, = Sx. Da continuidade de s, temos que existe 0 < e1 < ¢ tal que

s ((—0,20) x {0}) = (—1,e1) x {0}*.
E imediato, do teorema do fluxo tubular longo e de 4.2.20 que o conjunto
Wo = {5 (t:2); t € (—7,7) e z € (—c0,20) x {0} x (—¢,2) }

é aberto em R?. Definimos entdo Wy~ = Wy NR? x [0,00), S = W N R? x {0} e um
homeomorfismo

o (—ep,e0) X {0} x (g,&) = (—¢e1,e1) x {0} X (g,¢)
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que satisfaca o(x) = s(z) para todo x € (—e1,e1) x {0}2. Agora construiremos o homo-
morfismo

Rt Wit = Wt =h(W).
Tome z € WT. Temos entdo 2 casos,
1. 3ty € (—7,7) tal que px,(tz,x) € S; e
2. 3ty € (—7,7) tal que px,(tz,x) € (e,¢) x {0} x (g,¢).

Se x satisfaz o caso 1, definimos h'(z) = ox(—tz, s (px,(tz,2))). Para o caso 2,
definimos h* (z) = ¢x(—tsz, 0 (px,(tz, x))), perceba que pela defini¢ao de o e pela escolha
de 7, h* estd bem definido. Mais ainda, da construcdo, h™ leva érbitas Xy em 6rbitas de
X, preservando a orientacdo de tais érbitas. Por fim, ¢ facil ver que h™ ¢ homeomorfismo.

Utilizando a mesma demonstracdo, conseguimos construir um homeomorfismo h~ :
Voo — Vi que leva drbitas de Y em oOrbitas de Y preservando a orientacao, sendo V|~ e
V= vizinhancas de 0 em R? x (—o0,0]. Por fim, observe que existe 7 > 0 tal que

B (0) c W, UV,
e portanto

h: B.(0) = h(W5 UVy)
ht +
h=(z) , xe€Vy NB.(0),

estd bem definida. E claro da construcio que h é uma Y-equivaléncia entre (Xo,Yy) e
(X,Y), com h(0) = 0, mostrando assim a estabilidade estrutural local de Zy em p.

A reciproca segue imediatamente do fato de que, se os pardmetros se normais («, 3, 7)
de Zy = (Xo, Yp) ndo pertencessem a R}, U R% U R3;, entdo 0 ndo é uma singularidade
hiperbdlica de Fév

]

4.2.4.4 Dobra-dobra Parabdlico

Primeiramente note que é suficiente demostrar os resultados para o caso em que p é um
ponto de dobra-dobra invisivel-visivel, pois para o caso em que o ponto de dobra-dobra é
visivel-invisivel as demonstragoes sao as mesmas. Portanto, s6 consideraremos pontos de
dobra-dobra invisiveis-visiveis nessa secao.

Nesse caso, por conta da dobra invisivel, podemos voltar a ter conexoes entre as regioes
de deslize, primeiramente iremos estudar quando tais conexoes podem ocorrer.

Relembre que no Lema 4.2.4.6 conseguimos uma involugao ¢x associada a dobra in-
visivel do campo X, dada por

ox(2,y) = (v — 209, —y) + O (|(z.9) ).
em coordenadas normais.

Lema 4.2.4.13 ([7]). Sejam Z = (X,Y) € Q" (M,X) e p um ponto de dobra-dobra
invisivel-visivel tal que Sx M Sy em p. Sejam («, 3,7) o0s parametros normais de Z em
p. Entio ¢x h Sy se, e somente se, a # 0.



159

Demonstragio. Pelo Corolario 4.2.1, temos que em coordenadas normais

Sy ={(9(y),9,0); y € (—¢,¢)},

para algum € > 0, sendo g(y) = O(y?). Segue que T(0,0,0)Sy = span(1,0,0), enquanto

¢x(Sy) = {(=2a(y) + G1(y), —y + G2(y),0); y € (=&,)},

sendo G, Go fungoes de ordem 2 em 0. Entao

Ti0,0,0)¢x (Sy) = span(—2a, —1,0)
e o resultado segue de maneira imediata. u

Lema 4.2.4.14 ([7]). Sejam Z = (X,Y) € Q" (M,X) e p um ponto de dobra-dobra
invisivel-visivel de forma que Sx M Sy em p. Considere (o, 3,7) o0s pardmetros normais
de Z em p. Entio ¢x(X")NX° =0 se, e somente se, « > 0. Em outras palavras, existe
conexdo entre as regioes de deslize de $¢ se e somente se o > 0.

Demonstracao. Relembre que em coordenadas normais

Sy ={(9(y),4,0); y € (—¢,8)} e px(Sy) = {20y +G1(y), —y +G2(y),0); y € (—¢,¢)},

sendo g, G1 e Go fungoes de ordem 2 em 0. Portanto, Ty x (Sy) = span{(—2«, —1,0)}.
A regiao de deslize »e ¢ delimitada pelas curvas Sx e Sy. Uma vez que TpSy =
span{(0,1,0)} e TpSx = span{(1,0,0)} , segue que ¢x(Sy) C %? se, e somente se,
a > 0.

Por fim, observe que se ¢x(Sy) C X¢ entdo ¢(X)(X%) C ¢ e se ¢x(Sy) C %4,
entdo a regiao delimitada por Sy e ¢x(Sy) em X" é mapeada na regiao delimitada por
Sy e ¢x(Sy) em X% o que completa a demonstragao. O

Lema 4.2.4.15 ([7]). Sejam Z = (X,Y) € Q" (M,X) e p um ponto de dobra-dobra
invisivel-visivel com Sx h Sy em p. Considere («, [3,7) como sendo parametros normais
de Z em p.

Assuma a ezisténcia de uma regiGgo S C XU tal que S = ox(S) C Y4 e suponha que
S é mazimal com respeito a esta propriedade. Se 2(a+ B)(af —y) # 0, entdao os campos
FY e (¢x)«F} sio campos de vetores transversais em S.

Demonstragio. Considere os Fy = FY e Fy = (¢x)«F% . Definimos

e o + 7y + O (@) ) 2+ By +O(|(z,))
—20(z — 2ay — By) + a(z — 2ay) — vy + O(|(z,y)|*) —z+ 20y + By + O(|(x, y)|?)

= =2y (a+B)(aB —7) +O(|(z,y)*)

=y* (—2(a+B)(aB—7) +O0(|(z,9)])) -

E claro que D(z,y) # 0 se e somente se Fy e F; sdo transversais em (z,y). Uma vez
que (a+ f)(af —v) # 0, o eixo x é a tnica solu¢do de D(z,y) = 0 préxima & origem.
Segue que Fj e F sao transversais na regiao S'U S , uma vez que tal conjunto nao possui
nenhum ponto do eixo =x. O
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Lema 4.2.4.16 ([7]). Sejam Z = (X,Y) € Q" (M,X) e p um ponto de dobra-dobra
invisivel-visivel em p com Sx M Sy . Seja (o, B,7) o0s parametros normais de Z em p.
Se 2a(a+ B) —v #0, entdo FY ¢é transversal a ¢x(Sy) em °.

Demonstragio. Nas coordenadas de 4.2.4.1 temos Sy = {(g9(y),y,0); y € (—¢,¢)}, para
algum ¢ > 0 suficientemente pequeno e g uma funcao de ordem 2 em torno de 0.

Entdao ox(Sy) = {(9(y) — 2ay + G1(y), —y + G2(y)); y € (—¢,€)}, sendo G e G2
fungoes de ordem 2 em 0. Perceba que ¢x(Sy) é tangentes a curva Y(y) = (—2ay, —y)
na origem, logo é suficiente mostrar que F é\] é transversal a ~.

Note que

FY (1(y)) = (—202y — vy + O(y%), —2ay — By + O(3),0)

F ()" = (—20,-1,0)" = (1, -20,0).
Portanto,
(FY (), 7(0) ) = (ala+8) = 1)y + 0.
Como (2a(a+ B) — ) # 0 por hipétese, para y # 0 suficientemente préximo da origem

teremos F2 (3(y)) e 7'(y) linearmente independentes para y # 0 e y préximo a origem, o
que demonstra o resultado. O

Definimos agora os conjuntos
(,8,7) ER*xR™; af <yef—a>-2y=7}
e RL={(a,,7) ER*xR™; af <vea>0}
e RL={(a,8,7) €EREZxR7; af >, B+a>0efB—a>-2/—7},

e RE={(a,3,7) ER?xR7; af >, B+a<0ef—a< —2,/—7}, mostraremos
o resultado principal dessa secao.

° R}D:{O@ )

Teorema 4.2.4.13 ([7]). Sejam Zy = (Xo,Yo) € " (M, %) e p um ponto de dobra-dobra
invistvel visivel tal que Sx, M Sy, em p. Considere (ap, o, V0) 0s pardmetros normais
de Zy em p. Entdo, Zy € localmente estruturalmente estdvel em p se, e somente se, as
sequintes condicoes forem satisfeitos:

e (a0, Bo,70) € Ul R,
e g #0,

e 2ag(ag + fo) =70 # 0,
e ag+ o #0 seag>0.

Demonstracio. Faremos a demonstracao de forma resumida, uma vez que os passo sao
bem parecidos com os casos anteriores, que foram feitos de maneira detalhada. Suponha
que os pardmetros normais (g, B9, v0) de Zy pertencam a R%. Tome uma vizinhanga V
de Zy de forma que, para todo Z, os pardmetros normais de Z € V pertenca a R e sejam
satisfeitas as condigbes do teorema, com sgn(a) = sgn(ayg).

Supomos primeiro que nao existe conexao entre X% e ¥° por meio de orbitas de Z,
isto é, ag < 0. Dessa forma conseguimos realizar a demonstracao fazendo os seguintes
passos a seguir,
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1) Colocar Zy = (Xo,Yp) e Z = (X,Y) nas coordenadas do Teorema 4.2.4.1. B
suficiente demonstrar o resultado para os campos Xy, Yy, X e Y nas seguintes

coordenadas:
ap+ O (|(x,y,2)]) Y0+ O(|(z,y, 2)|)
Xo(z,y,2) = | 14+0((z,9,2)]) |, Y(z,y,2) = | Bo+O((z,y,2)]) |,
y 2+0 (|(2,,2)7)
a+ 0 ([(x,y,2)]) 7+ O0(|(z,y,2)])

X(,y,2) = | 1+ 0((x,p.2)]) | e Y(z,y.2) = | 8+0((,y,2)))
r+0(|(x,y,2)P)

Nessas coordenadas, consideramos ¥ uma vizinhanca aberta de 0 no conjunto R? x
{0}, como feito durante todas a subsecoes de 4.2.

2 ) Construimos h : X4(Zy) — X4(Z) que leva érbitas de Fy, é érbitas de Fi preser-
vando a orientagao e fazendo com que h(Sx,) — Sx e h(Sy,) — Sy. O procedi-
mento é o mesmo ja feito nas subsecoes anteriores de 4.2. Depois, estendemos h de
qualquer maneira para >¢,como no final do lema Lema 4.2.4.11 .

3 ) Estendemos h para os pontos acima de X, utilizando as érbitas do campo Xg, como
feito no Teorema 4.2.4.9. Para os pontos abaixo de ¥, estendemos h utilizando as
6rbitas de Yp, como feito no Teorema 4.2.4.12. A equivaléncia desejada ¢ assim
construida.

No caso em que g > 0 existem conexoes entre X% e »°. Chame de Sy o conjunto
dos pontos de X%(Zp) tais que x € Sp & ¢x,(v) € £%(Zp) e de S o conjunto dos pontos
x € X"(Z) tais que ¢x(x) € X¥(Z). Lembre que 0 € ¥%%(Zp) U X5"(Zy). Pelos Lemas
4.2.4.13,4.2.4.15 € 4.2.4.16, os campos ng e @XO*F% sao transversais em Sy, assim como
os campos F é\f e ox,, I é\] sao transversais em S. Usando que F' é\g e F é\f sao hiperbdlicos,
é facil construir funcoes f3, f3 : Sp\ {0} — R de forma que f} é constante sobre as

orbitas do campo F%‘%\{0}7 fg é ConsEnte sobre as 6rbitas do campo ¢X0*Fg)‘?o\{0}
e df&(x),dfg(x) # 0 para todo x € Sy \ {0}. De forma anédloga podemos construir

fungdes f1, f2 : S\ {0} — R que satisfazem as mesmas propriedades das fungoes f} e
f¢, porém agora considerando o campo Z. Mais ainda, pedimos que f! e f? satisfacam
Im(f§) = Im(f?) e que o valor das érbitas nas variedades estaveis e instéveis de f! e
f?, caso existam, sejam o mesmo que o das variedades estaveis e instaveis de foe fg ,
respectivamente.

Note que as fungoes gg e g definidas por

g()(CC,y) = (f(}(.r,y),fg(x,y)) S g(I,y) = (fl({L’,y),f2<CL’,y)),

sdo fungoes continuas bijetoras com suas respectivas imagens: se go(z,y) = go(u,v), entdo
(x,y) e (u,v) estdo na mesma orbita dos campos Fé\g e (qbXO)*Fé\g, que s@o transversais,
logo (z,y) = (u,v). Para a fun¢do g a mesma argumentacao é valida. Portanto, pelo
teorema da invaridancia do dominio, gy e g sao homeomorfismos com suas respectivas
imagens, sendo assim a funcao qo = gg Ueva linhas verticais zg x (a,b) em curvas integrais
de Fé\g e linhas horizontais (a,b) X yo em curvas integrais de ¢ XO*F% . De modo anélogo,
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g = ¢! leva linhas verticais em curvas integrais de F év e linhas horizontais em cuvas
integrais de ¢x,, I év .

Pelo teorema da invariancia do dominio a funcio, h = qo (f}(x,y), f2(x,y)) é um ho-
meomorfismo local (relembre que tal homeomorfismo sé precisa valer em uma vizinhanga
induzida da origem). Para os pontos pertencentes a ¢x,(Sg) podemos estender h, defi-
nindo h(¢x,(p)) = ¢x(h(x)), perceba que, por construcdo h é uma equivaléncia de Fyz, e
FZ em ¢X0(SO)- o

Perceba que podemos estender h para os restantes dos pontos de 3¢ utilizando as
érbitas dos campos de deslize Fz, e Fz a fim de levar orbitas de Fz, em o6rbitas de Fz,
respeitando a orientagao. Tal extensao é possivel uma vez que existe transversalidade
entre Fz, e ¢x,(Sy;) (resp. Fz e ¢x(Sy;)).

Para os pontos pertencentes a ¢x,(X%(Zp)), h é estendida de forma que h(¢x,(p)) =
¢x(h(p)), note que por construgao, essa identificagdo é bem definida.

Seja Hi a parte abaixo da variedade Sx. Podemos entao, estender h para H; de qual-
quer maneira e finalmente estender h para o conjunto ¢(Hi) por h(¢x,(p)) = ¢z(h(p)).
Novamente, note que, por construcao, a funcao h estda bem definida. E é uma equivaléncia
entre 'y e Fz,. Mais ainda ¢ imediato ver que

hO¢X0:¢X0h.

Com isso, utilizando as técnicas ja desenvolvidas durante esse capitulo, criamos um
homeomorfismo h : Uy C M — V, C M, com h(p) = ¢(Z), que é uma equivaléncia
topolégica local entre Zy e Z em p e q(Z), respectivamente.

m

Por meio dos teoremas descritos durantes toda a secao 4.2, conseguimos caracterizar
a estabilidade estrutural local no conjunto =y.
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Capitulo

Estabilidade Estrutural >.-Semilocal em

Q" (M, Y)

N Essa secao iremos estudar a estabilidade estrutural Semi-Local de campos suaves por
partes, isto é, estamos interessados em saber a dindmica préxima da regiao de des-
continuidade se permanece estavel sob pequenas perturbacoes. Todas as defini¢oes e
demonstragoes dessa segao estdo em conformidade com o artigo [6]. Para o leitor tenha
compreensao dessa se¢ao é necessario que o leitor esteja familiarizado com a teoria classica
de estabilidade estrutural global em dimensao 2, tal teoria foi muito bem desenvolvida
nos artigos [19]! e [20].

5.1 Estabilidade Estrutural do Campo Deslizante

Comecaremos estudando a estabilidade estrutural do campo de deslize. Para fazer tal
andlise, precisaremos de algumas definigoes.

Defini¢ao 5.1.1. Sejam Zy, Z € Q" (M,¥). Dizemos que Zp tem uma equivaléncia de
deslize com Zj se existir um homeomorfismo h : ¥ — X que leva Sz, em Sz, preservando
o tipo das Y-singularidades, e leva as érbitas do campo de deslize de Zy em 6rbitas do
campo de deslize de Z, preservando a orientacao. O conceito de estabilidade estrutural de
deslize é derivado de maneira natural dessa definicao.

Dado N # () um subconjunto compacto de 3, dizemos que Zy é semilocalmente equiva-
lente a Z em N se existem uma vizinhanca U de N em M e um homomorfismo h : U — U
tais que h(UNY) = UNX e que leva 6rbitas de Zy a érbitas de Z, preservando a orien-
tacao.

Definigao 5.1.2. Sejam U # () um subconjunto de ¥ e Z € Q" (M, X). Dizemos que U
é um X-bloco de Z se U for um conjunto compacto e conexo satisfazendo as seguintes
condicoes:

1O artigo [19] pode ser encontrado através do sitio virtual http://memoria.bn.br/DocReader/docread
er.aspx?bib=158119&pesq=&fbclid=IwAR1zNGGY UjPk0azClonkRxK2X5HZQ6RySJjurkZGdNz8qZyz
UVdAutEtUD4. O link acima leva a uma pagina da Biblioteca Nacional Digital (BNDigital), um programa
do governo brasileiro que busca digitalizar livros, artigos e documentos brasileiros. Felizmente, o autores
de tais artigos, Mauricio e Marilia Peixoto, sdo brasileiros e tal artigo foi digitalizado. O interessado,
ap6s abrir o link deve clicar em Pastas no canto superior esquerdo, selecionar Ano 1959 e por fim Edi¢io
00002. A referéncia [20] é de facil acesso.
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i. u(Sz) = 0, sendo p a medida de Borel associado a variedade ¥ (com respeito a
métrica riemanniana definida em X);
ii. Int(U) é uma variedade suave 2-dimensional;
iii. Int(U) é Z-invariante; e

iv. Int(U) é maximal, i.e., qualquer vizinhanca prépria de Int(U) em ¥ ndo é Z9-
invariante.

Caso U = ¥ seja um Y-bloco, U é chamado de Y-bloco trivial de Z.

Defini¢ao 5.1.3. 7y € Q"(M,X) é chamado de X-bloco estruturalmente estdvel se for
satisfeito uma das condigoes

e Zy nao possui >-blocos; ou
e 7y é semilocalmente estruturalmente estavel em cada >-bloco de Zj.

N.B. 5.1.1. Perceba que se U é um ¥-bloco, entao a condigdo ii. da definicdo 5.1.2 implica
que Int(U) C X4, Além disso, se Z € Zg e U é um X-bloco, entdo U é uma componente

conezxa de X4(Z). Por fim, se Z tem um bloco trivial, entdo Sz = ) e portanto 3 = X*
ou X = X7,

Defini¢ao 5.1.4. Sejam M uma variedade suave de dimensdo dois, X € X"(M) e v
uma orbita periddica de X. Perceba que v estd contido numa vizinhanca coordenada
difeomorfa a um anel em R? (uma regido do tipo B2(0)\ B1(0)), tomando coordenadas
(z1,x2) em torno de v, dizemos que a drbita periddica y € simples se

sendo X1 e X3 o campo X colocado nas coordenadas (x1,z2). Essa defini¢do independe
da escolha das coordenadas (x1, z2).

Agora iremos citar dois resultados conhecidos da teoria classica.

Teorema 5.1.1 (Teorema de Peixoto para Variedades Compactas). Sejam M uma va-
riedade compacta e conexa de dimensdo dois sem bordo e X € X"(M). X ¢é globalmente
estruturalmente estavel em M se e somente se forem satisfeitos

B1— todas as singularidades de X sdo hiperbolicas;

B2— o0s conjuntos a e w-limites sdo singularidades ou orbitas fechadas;
B3— nao existem conexoes de selas; e

B4— FExzxiste apenas um niumero finito de ciclos limites, todos simples.

Mais ainda, o conjunto dos campos globalmente estruturalmente estaveis em M é
aberto e denso em X" (M).

Teorema 5.1.2 (Peixoto para Variedades Compactas com Quinas). Seja M uma vari-
edade com quina compacta e conexa, contida em uma variedade compacta e conexra sem
bordo N, de forma que dim(M) = dim(N) = 2. Entdo, um campo X € X"(M) € global-
mente estruturalmente estavel se, e somente se, forem satisfeitos:
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B1— todas as singularidades de X sao hiperbolicas ;

B2— o0s conjuntos o e w-limites sao singularidades ou orbitas fechadas;
B3— nao existem conexoes de selas;

B4— existe apenas um niumero finito de ciclos limites, todos simples;
Al1— todas as singularidades de X estao contidas no interior de M,
A2— todas as orbitas periodicas estdo contidas no interior de M ;

A3— todas as trajetorias de X tém no mdximo um ponto de tangéncia em OM (note que
ndo faz sentido verificar tal condi¢do em pontos do bordo que ndo sio quinas);

A4— as variedades estdveis e instdaveis associadas a cada ponto de sela sdo transversais
a OM;

A5— se uma trajetoria de X € tangente ao OM, entdo o contato entre essas duas curvas
¢ de ordem 2;

A6— existe apenas um niumero finito de pontos de tangéncia de OM ;

AT— as trajetorias que passam pelas quinas nao sao tangentes a nenhum ponto do bordo;
e

A8— ndo existem conexoes entre quinas ou conexdes entre quinas e selas.

Mais ainda, o conjunto dos campos globalmente estruturalmente estdveis em M ¢é aberto
e denso em X"(M).

N.B. 5.1.2. Para mais informagoes sobre variedades com quinas, veja a subsecao Mani-
folds with Corners que se inicia na pdgina 415 da referéncia [13].

A demonstragdo do Teorema 5.1.1 pode ser encontrada em [20]. Por outro lado a
demonstracao do teorema Teorema 5.1.2 é direta consequéncia direta das técnicas descritas
nos artigos [19], [20] e [25].

Podemos agora demonstrar os resultados com respeito a estabilidade estrutural desli-
zante.

Proposicao 5.1.1 ([6]). Seja Zy = (X0, Yo) € ¢ de forma que Zy ndo possui ¥-blocos,
entao Sz, =0, ¥ =3¢ e Zy é X-semilocalmente estruturalmente estdvel em Q" (M, X).

Demonstragio. Perceba que se Sz, # (), entdo Int(3°) # () (em decorréncia da andlise da
caracterizagao local dos campos em =g descrita durante toda a se¢ao 4), implicando que
¥ tem um X-bloco, consequentemente Sz, =0 e ¥ = X°.

Considere os mapas continuos

F* %7 (M*) xS 5 R,

tais que F*(X,p) = X f(p). Uma vez que ¥ é compacto, existem vizinhancas U de Xy e
V de Yy, de forma que Xh(p)Yh(p) >0, paratodo X el eY € VepeX.
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Perceba que X¢(Z) = X, e Zy e Z sao semilocalmente equivalentes em %, para Z =
(X,Y) eU x V. De fato, existe £ > 0 tal que pz(t,z) é definida para todo Z e U x V e
t € [—¢,¢]. Tomemos Z € U x V. Uma vez que X = X¢(Zy) = X%(Z), os conjuntos

Up ={pz(t,x); reXete(—ce)}

U={pz(t,x); reXete(—¢e)}

sao abertos.
Consideramos entao o homeomorfismo

h:Uyg—U
SOZO(tw/L') = (pz(t,l‘),

temos que h é uma conjugagao entre os campos Zg| v, € 2 |7, mostrando assim a estabi-
lidade estrutural »-semilocal de Zj. O

Proposigao 5.1.2 ([6]). Seja Zy € Zy. Entdo, Zy é X-bloco estruturalmente estdvel se,
e somente se, Zy € X-semilocalmente estruturalmente estdvel em .

Demonstragcio. Suponha primeiramente que Zy é X-bloco estruturalmente estavel. Se
Zy nao possui Y-blocos, entdo a Proposicao 5.1.1 garante que Zy é Y-semilocalmente
estruturalmente estavel.

Assuma agora que Uy, Us, ..., U, sdao todos os YX-blocos de Zy. Por hipdtese, para
cada i € {1,...,k}, existe uma vizinhanga U; de Zy em Q" (M,3) tal que Zy e Z sdo
semilocalmente equivalentes em U; para cada Z € U;.

Tome U =U1N...NUL e Z € U. Entao existem vizinhancas compactas disjuntas V;
de U; em M e homeomorfismos h; : V; — V; que levam érbitas de Zy em 6rbitas de Z,
preservando a orientagao, para cada i € {1,...,k}. E claro que Zy e Z sdo transversais a
0V; N Y, mais ainda, podemos construir cada h; de forma que h;| oV, = id.

Defina entdo V =13 U...UV}. Como Zj € Zp, temos que X\ V C X(Zy) e 2\ V C
3¢(Z). Definindo hly, = hi e h|y,y = id. Podemos entéo construir um homeomorfismo
h : U — U (como feito diversas vezes na se¢ao 4) que mapeia orbitas de Zy em Orbitas
de Z, sendo U uma vizinhanca de . Portanto, Zy ¢ Y-semilocalmente estruturalmente
estavel em . O]

Definiremos agora um conjunto importantissimo para a anélise da estabilidade estru-
tural deslizante.

Definicao 5.1.5. O conjunto Q; p(M, %) C Zg é o conjunto dos campos Z € Q" (M, ¥)
tais que Z satisfaz

G) Z € =o;

F1) se p € ¥ é um ponto de dobra-dobra hiperbdlico ou eliptico de Z, entao Zj‘{, nao
possui variedade central em V), N X%, sendo V), uma vizinhanga de p em %;

F5) se p € ¥ é um ponto de dobra-dobra parabdlico de Z, entao F év é transiente em
V, N34 (isto é, toda 6rbita comegando em V, N X4 escapa de tal conjunto em tempo
positivo e negativo); ou possui uma singularidade hiperbélica em p, sendo V},, uma
vizinhanca de p em ¥;
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F3) nao existem conexoes de pontos de dobra-dobra por meio das érbitas de Z d em 2

F)) néo existem conexoes entre um ponto de dobra-dobra e um ponto de sela de Zj‘{,;

L) Z]‘{,‘g possui apenas um numero finito de pontos de pseudoequilibrio, estando todos
esses pontos contidos em Int(X?) ;

L) Zj‘(,‘g possui apenas finitas orbitas periddicas, todas elas hiperbélicas, estando tais

orbitas contidas em Int(X4);
I3) Zf{, nao possui conexao de selas em ﬂ;

Bj) néo existe 6rbita de Z¢ contida em %* com dois pontos de tangéncia de Z% com

oxd
By) cada separatriz de Z% é transversal a 9%X? (exceto em pontos de dobra-dobra); e
R) Z¢% ndo possui 6rbitas recorrentes.

Demonstraremos agora o teorema principal da secao.

Teorema 5.1.3 ([6]). X estruturalmente deslize estavel em Q" (M) se, e somente se,
X €O, p(M,S).

Demonstragdo. Tomemos Zy = (Xo,Yp) € Y5, p(M,%). Se ¥ = X%(Z), entdo Z§ estd
definido em todo . Uma vez que X é compacto, existe uma vizinhanga V de Zy em
Q"(M,¥) de forma que para todo Z € V, o campo de deslize Z? esté definido para todo
>.. Portanto, Zj é deslize estruturalmente estavel em decorréncia do Teorema 5.1.1.

Assumimos agora que X°(Zy) # X. Sejam p1(Zy), ..., pn(Zo) os ponto de dobra-dobra
de ¥*(Zy). Considere o conjunto X%(Zp) \ {p1(Zp), - .., pn(Z0)}, podemos definir C;(Zp),
i € {1,...,k}, as componentes conexas de ¥5(Zp) \ {p1(Z0),...,pn(Zo)}. Uma vez que
Zy € =p, cada

Ri(Zo) = Ci(Zo), 1€ {1, ce k}
¢ uma 2 variedade compacta e conexa com quinas. Mais ainda, perceba que Zo‘]i\; é
transversal a OR; (relembre que s6 faz sentido falar de transversalidade em pontos que nao
sdo quinas). Em decorréncia da demonstragao do Teorema 3.2 e do Teorema 3.3 podemos
tomar uma vizinhanga V) suficientemente pequena em torno de Zy em Q"(M, X)), tal que
todo Z € V; possui os unicos pontos de dobra como sendo {p1(Z),...,pn(Z)} e

Ipi(Zo) — pi(Z)||< e, Yie{l,... ,n},

onde £ é um ntmero positivo tdo pequeno quanto se queira (relembre que M estd mer-
gulhada em algum R"™ e a norma descrita acima é a norma em tal espago euclidiano).
Podemos também supor que cada p;(Z) possui o mesmo tipo de visibilidade que p;(Zp).
Mais ainda, conseguimos diminuir V; de forma que

diStH<RZ'(Z0), RZ<Z)) <eg,
sendo disty a distancia de Hausdorff, isto é, se X e Y sdo subconjuntos de R",
distg(X,Y) = max < sup inf ||z — y||, sup inf ||z — .
(X, ) = { sup if ol sup inf o~ |

Dessa forma, tomando ¢ suficientemente pequeno podemos garantir que cada R;(Zp)
¢ homeomorfo a R;(Z), para todo Z € V.
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Aﬁrmagéo 5.1.1. Tomando Z € V1, para todo i € {1,...,k}, existe um homeomorfismo
h'y : Ri(Zo) — Ri(Z) que preserva o tipo de singularidade na fronteira e que carrega
drbitas do campo de deslize de Z(‘)l em orbitas de deslize de Z%, preservando a orientagio.
Mais ainda, hy(p;j(Zo)) = pj(Zo), para todo pj(Zy) € Ri(Zp).

Demonstragio. Por simplicidade, denote R := R;(Zy) e R == R;(Z).

Suponha primeiramente que R nao possui vértices, o que implica OR é suave e portanto
R é uma variedade suave com bordo. Sendo assim, existe um difeomorfismo ¥ : R — R
de forma que R = R;(Z). Portanto existe um homeomorfismo h: R — R que é uma
equivaléncia entre Zy e .7, por meio do Teorema 5.1.2 (perceba que toda variedade com
bordo é uma variedade com quinas). Dessa forma, h = U o h satisfaz as propriedades
requeridas.

Vimos na Proposicao 3.2 que nao é possivel existir apenas um ponto de dobra-dobra
de Zy. Iremos fazer a demonstragao apenas o caso em que existem apenas dois pontos de
dobra-dobra em Z. Ficara claro da demonstragao que o mesmo método consegue mostra o
resultado para uma quantidade arbitraria de pontos de dobra-dobra. Sejam p; = p1(Zy) e
p2 = p2(Zy) os pontos de dobra~-dobra em R, de maneira analoga , denotamos p; = p;(%4),
i € {1,2}. Podemos decompor OR = Aj U Ay, sendo cada A; uma variedade com bordo
de forma que JA; = {p1,p2}. Relembre que Zoﬁl\f é transversal a A; (s6 faz sentido falar
de transversalidade em pontos que nao sdo os extremos de A;). Segue que Zoﬁlv satisfaz
as condigoes do Teorema 5.1.2, exceto pelos pontos p;. Dessa forma, precisamos entender
a dindmica pontos de p;. E fdcil ver que conseguimos uma vizinhanca V; de p; em X,
difeomorfo a um disco, de forma que é satisfeito apenas um dos seguintes casos:

I- (i) ZoN? é transversal a OV; N R; (ii) existe uma tnica 6érbita I' de Zy% partindo
de p; e atingindo dV; N R; e (iii) cada orbita passando através de outro ponto de
Vi N R parte de um arco A; e atinge dV; N R em tempo finito.

IT- (i) ZoN 4 & transversal a OV; N R, sendo que g tem contato quadratico com OV N R;
(7i) cada érbita passando por um ponto V N R parte de OV N R)U (A1 NV)U (AU
V') e atinge p; em tempo infinito.

II1- (i) ZoN? é transversal a dV; N R, exceto em um ponto zg € AV; NInt(R); e (ii)
Cada orbita de V; N R ou parte de A; e atinge Ay ou parte de 9V e atinge 0V'.

IV - (i) ZogN? é transversal a 9V; N R; (ii) existe uma Y-separatriz (do tipo né) T de
p;i que atinge 0V; N R em zg; e (i7i) a orbita passando através de outro ponto de
Vin R\ Iy ou parte de A;, e atinge dV; ou parte p; e atinge A;,capdV, {i1,i2} =

{1,2}.

V - (i) ZgN® é transversal a OV; N R, exceto em um ponto z¢ € OV; NInt(R), que possui
um contato quadratico com 0V; N Int(R); (i7) existem duas separatrizes (do tipo
sela) em p; que atingem OV; em ] e x9, respectivamente, e x estd entre x e x9;
(i7i) cada drbita que passa através de um ponto V; N R ou parte de 0V; e atinge 4;,,
ou parte de JV; e atinge 0V;, ou parte de A;, e atinge 0V;, {i1,i2} = {1,2}.
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Figura 5.1: Representagao dos casos (I)-(V), retirada de [6].

Perceba que todas as dinamicas acima podem ocorrer também em tempo negativo.
E imediato ver que se Z estd suficientemente préximo de Zy em p;, existem vizinhancas
Vi de forma que Z% também satisfaz uma das condi¢des de (I-V) em V;. Note ainda
que tomando as vizinhancas V; e V; suficientemente pequenas a variedade com quina
B = R\ (Int(V1) UInt(V3)) é difeomorfa a B :== V' \ (Int(V}) UInt(V3)). Seja ¥ : B — B
tal difeomorfismo. Uma vez que ZO?ZV‘B satisfaz as condigoes do Teorema 5.1.2, se Z
estd suficientemente proximo de Zj existe um homeomorfismo h : B — B que é uma
equivaléncia topologica entre Zo‘]iv e \II*ZJG{,. Portanto, h = Woh é uma equivaléncia
5 é claro que h(AV; N R) = dV; N R. Mais ainda, das
técnicas padroes da teoria é claro que existem homeomorfismos

fi :VinR = ViNR,

topolégica entre ZéV‘B e Zév‘

tais que fi[ 5 (7) = E(x) sao equivaléncias topoldgicas entre ZO?V‘RI’TV e Z%’Emf/‘ Sendo
assim, definimos

0:R— R

h(z) ,sexeB
X —
filx) |, sexeV;NR.

Em R, Z{)l e iZO?V sdo topologicamente equivalentes, assim como Z¢ e iZoﬁlV sao equi-
valentes em R. O homeomorfismo # é uma equivaléncia entre os campos Zg‘R e Zd‘é.

Definindo hiZ := 6, a demonstracao da afirmacgao é completada. n

Usando os homeomorfismos h%,, podemos entdo o homeomorfismo h : X4(Zy) — L4(Z)
por h(z) = hiy(z), = € R;. Por fim, tomando qualquer extensio de h em ¥, mostramos
que Zp ¢ deslize estruturalmente estavel em Q" (M, X).

A reciproca do teorema é 6bvia, pois no caso o campo Z nao apresente uma das
condicoes listadas na definicdo do conjunto g p, € claro que é possivel encontrar um
campo suficientemente proximo de Z com o qual nao existe equivaléncia de deslize.

[]

N.B. 5.1.3. Utilizando os mesmas técnicas de 5.1.1 e 5.1.2, pode-se mostrar que Qg p(M, %)
¢ aberto e denso em Q" (M, Y).
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5.2 Estabilidade Estrutural >-Semilocal

O proposito dessa secdo ¢é a caracterizacao da X-estabilidade estrutural semilocal no
conjunto =y. Para isso, precisaremos primeiramente de algumas defini¢oes.
Considere as seguintes propriedades:

E(P): Se p € ¥ é um ponto de dobra-dobra invisivel-visivel de Z € =y, entao o germe de
involugdo ¢x em p associado a Z (referente ao Lema 4.2.4.6) satisfaz;

1) ¢x(Sy) M Sy em p;
2) FY e px, FY sio transversais a cada ponto de X% N ¢x (X%); e

3) ¢x(Sy)mM Fév em p.

(1]

(E): Se p € ¥ é um ponto de dobra-dobra eliptico, o0 mapa de primeiro retorno ¢z
associado a Z possui um ponto fixo do tipo sela com ambas as variedades invariantes
W;;’CS estao contidas em X°.

Defini¢ao 5.2.1. Consideramos o conjunto €25, C Zp como sendo o conjunto dos campos
Z € =y tais que

S) Z € Ui ps

F) Se p € ¥ é um ponto de dobra-dobra de Z, entao =(P) ou Z(FE) sao satisfeitos em
P.

O objetivo dessa secao é a demonstracao do seguinte teorema.

Teorema 5.2.1 ([6]). O campo Z € Zg é X-semilocalmente estruturalmente estdvel se,
e somente se, Z € §05,. Mais ainda 25, ndo € residual em = e consequentemente nao é
aberto e denso em Q2" (M, Y).

Antes de seguir com a demonstracao de tal teorema iremos fazer algumas observagoes
pertinentes. Comecaremos avaliando a existéncia de variedades invariantes com respeito
ao conjunto de tangéncia.

Defini¢ao 5.2.2. Seja N, o vetor normal a ¥ em p, de modo que N, € T,M. Dado
A € R, o conjunto

E)\:{p-i-)\Np; pE E}

é chamado de \-laminacao de .
N.B. 5.2.1. E facil ver que Uan2a N M € um aberto de M.

Iremos estudar propriedades basicas em torno de uma singularidade tangencial gené-
rica, 7.e., um ponto ou de dobra-regular, ou de ctspide regular, ou de dobra-dobra. Esse
entendimento em torno desse tipo de singularidade nos possibilitard o entendimento da
estabilidade estrutural Y-semilocal.

Comegaremos considerando um campo Z = (X,Y) € Qf. Perceba que para cada
p € ¥ entdo p é ou um ponto regular-regular ou um ponto dobra-regular ou cuspide-
regular ou dobra-dobra, uma vez que Z € Z.
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Se p é um ponto dobra-regular, relembre da demonstracao do Teorema 4.2.2.1 que
existe um difeomorfismo

UV, Ry = [<U(p), 1p)] x [~H(p), Hp)]® C R,

(p) > 0 e a érbita de X que passa por p é levada na érbita de

de forma que H(p),!
1, 8y) passando por ¥(p) = 0, sendo § = sgn(X2f(p)). Entdo ¢y, x de

U, X(x,y,2) = (0,
v, X é dado por

pu.x(t (z,y,2) = (CE,Hy,U <(t+2y0)2+z— y;)) .

Perceba ainda que [(p) é um ntmero real que pode ser tomado pequeno o bastante
para que X f(q) # 0, qualquer ¢ € V},. No caso d > 0, é claro que ¥, X ¢ transversal a cada
lado de R, N M™, com excegdo na curva de pontos dobra-regular L = {(z,y,2); —I(p) <
z<lIl(p),y=2z=0}.

Consideramos os pontos =& = (x,4/2H (p), H(p)). Quando t = +./2H(p) (respecti-
vamente), temos que ¢y, x (¢, (x,0,0)) = H(p). Podemos escolher H(p) suficientemente
pequeno de forma que z+ € R, para todo z € L. O teorema 4.2.2.1 nos garante que as
érbitas de Y sao levadas em orbitas de (0,0, 1) respeitando a orienta¢ao. Consideramos
entao a variedade invariante 2-dimensional de Z com respeito a p,

W, =01 (W, uw,)),

com

W, ={(z,0,t); |z|< l(p), —H(p)

IA

z <0},

2

wg:{G¢g>mﬂgmmmg¢w@ﬁ.

N.B. 5.2.2. E importante notar que o conjunto Wy nao € uma variedade de fato, porém
Wy \ L é composto por 2 variedades suaves disjuntas.

Agora, se § < 0, podemos definir os mesmos objetos, considerando os conjuntos

Wp_ = {(2,0,0); |z[<(p),—H(p) <t <0}

5 = { (=5 + HO) ) < lel< 1), 1< 22000

Sendo assim, o conjunto
A R U T
Wy =9 (W, UW,")
consiste da uniao de 2 variedades conexas.
Agora, se p é um ponto cuspide-regular, a demonstracao do Teorema 4.2.3.1 garante
que existe uma vizinhanca V), em torno de p de forma que ¢ possivel a criagao de uma

carta
U:V, = R(p)

que leva cada 6rbita de ¢ € V,, em uma 6rbita de W, X (z,y, 2) = (1,0,5(x? —y)), passando
por ¥(q) e preservando a orientacao, sendo 6 = sgn (XS’ f (p))
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Considere 6 = 1 (o0 caso em que § = —1 é andlogo). Em tal situagao, o fluxo ¢y, x de
v, X é dado por

t+12)3 3
w*x(t,(%y,Z))=<t+x,y,< 3) —i—yt—l—z—3>.

U, X é transversal a cada lado de R, N M, exceto na curva L = {(z,y,2); |z|<

I(p), y = —2% 2 =0}. Mais ainda,

sgn ((0.X)*f(x,y,2)) = sgn(@),

para cada (z,y,z) € L. Além disso, (0,0,0) é um ponto de cuspide de ¥, X tal que
sgn (,.X) (0,0,0) = 1.

Consideremos o ponto de dobra regular p, = (z, —22,0) (z > 0). Segue que a érbita
que passa por p, € definida por

t 3 3
Yz (t) = <t+x,—x2, ( —l—?)x) e 9;) :

Em particular, se hg = 3H(p) > 0, entdao v,(H(p)) = (—ho, —h3, H(p)), sendo tal
ponto um ponto de dobra-regular.

Note aqui que a curva vy, ¢ tangente aos planos z = 0 e z = %h?’ =: 0y, e esta contida no
plano y = —h?. Mais ainda, ~;, intercepta z = 0 em (h, —h?,0) e em Py, = (—2h, —h?,0).
Essa 6rbita também atinge z = §; em Qj, = (—h, —h?,8}) e no ponto (2h, —h?, 63,). Mais
ainda, se h — 0, entao Py, @y, — 0 e d;, — 0. Portanto, podemos considerar o conjunto

Wol0)* = {3 0:0 < o < i), t € L, = [T (), T2 ()]}

onde I, ¢é o intervalo maximal tal que v, (I;) C R,.

Agora, se fizermos as mesmas contas acima, analisando o plano z = 0, analisassemos
o plano z = H(p) ao invés do plano z = 0. Definimos de maneira andloga a variedade
invariante 2-dimensional

W () = {pwx(t (0. ~a% Hp) —/~Up) < 0 < 0, t€ I, = [T-(2), To (o)}

onde I, é o intervalo maximal tal que ¢y, x (I, (v, =22, H(p))) C R,.
Perceba entao que W, (0) e W,f(H(p)) se interceptam em ~p,. Seja W\ = WU
W, (H(p)) e considere S = (W, U Sy, x) N{z = 0}, definimos

W, ={(z,y,t); —H(p) <t <0, (z,9,0) € S}.

E consideramos Wy, = V"YW, UW, ).

Finalmente, se p é um ponto de dobra-dobra, construimos as variedades invariantes
como no caso de dobra-regular. Perceba que como Z pertence a %, o ponto p satisfaz
as condicoes de estabilidade estrutural local em p. Entao, pelos resultados da subsecao
4.2.4, existe um homeomorfismo hy, : V), = V), que carrega érbitas de Z em orbitas de Z.

Mais ainda, todas as trajetérias que nao pertencem as variedades invariantes inter-
ceptam 0V}, de maneira transversal e, se considerarmos uma vizinhanga V' de ¥ em M
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suficientemente pequena, uma oOrbita contida em V' pode interceptar > mais de uma vez
somente dentro da vizinhanga V), e em pontos de dobra-dobra elipticos.

Portanto, existem mapas de primeiro retorno apenas localmente em V' e como h,, ¢ uma
equivaléncia local entre Z e Z em p, podemos estender tais mapas em uma equivaléncia
semlocal entre Z e Z em X. Segue entdo que os primeiros retornos nao sao uma obstrucao
a Y-estabilidade estrutural semilocal.

Sendo assim, para cada p € ¥ somos capazes de podemos escolher V), de p em M da
seguinte forma:

1. se p é regular regular, entao cada ¢ € ¥ NV, é um ponto regular-regular de Z e
X, Y sao transversais a dVp; e

2. se p ¢ uma singularidade tangencial elementar, consideramos V), a vizinhancas cons-
truidas acima.

Por compactidade, existe uma subcobertura finita {V), }i; de ¥. Dessa maneira, existe
um atlas finito

{ (i, Vo) Yzt (5.2.1)
de forma que V), satisfaz 1 ou 2.
Definimos .
V = U ‘/p'ﬁ
i=1

segue que existe [ > 0 com
A= U YhC V.
Ae(=L1)

Perceba, que para cada p € Sz as laminagoes Y4; NV}, correspondem a planos z = +a
na vizinhanca de R, para algum a > 0. Perceba também que podemos assumir, sem perda
de generalidade, que H(p) = a.

Uma vez que A é construida pelas laminacgoes de ¥ em dire¢cdo ao vetor normal de X,
segue que o mesmo tipo de tangéncia de Sy persiste em OA.

E importante notar que as variedades invariantes de uma singularidade tangencial
elementar p sé depende do tipo de tangéncia de ¥, Z em z =0, z = H(p) e z = —H(p).
Portanto, s6 existe uma dependéncia intrinseca nos pontos de tangéncia de Z com X e
com .

Sendo assim sO existe precisamos apenas provar que todas as variedades invariantes
locais sao originarias de uma variedade invariante global de Sy.

Para clarificar ideias, iremos analisar o caso em que as variedades invariantes originais
de uma variedade global no caso em que Sy = Sx e Sx é um conjunto conexo composto
por pontos dobra-regulares e apenas 2 pontos cuspide-regulares.

Sejam p, g os pontos ctuspide-regulares de Z. O conjunto Sx é composto por dois arcos
Ay e Az com extremos p, q, tais que os pontos dobra-regulares em Aj \ {p, ¢} sdo visiveis
e os pontos Ay \ {p, ¢} sdo invisiveis.

Uma vez que A; é compacto e A C ¥, existe {V;}£, C {Vp, }iey de forma que
A; C UV;. Podemos assumir que V;NVj 0, Vie{l,...,n—1}.

Pelos comentarios anteriores, cada V; possui uma variedade invariante dada pela ima-
gem de px (t;p), com T (p) <t < T (p), sendo T" (p) < 0 < T%(p) e p € A1 NV;. Tome
g € AiN [ (ViNVj) e restrinja os valores de ¢ ao intervalo com extremos

Ty (g) = min{T}’(q)} e T_(g) = min{T"(q)}.
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E suficiente entdo, reduzir as alturas das vizinhancas R; para concatenar as variedades,
e repetindo o processo, podemos estender a variedade invariante para todo o arco A;
obtendo Wj'.

Note agora que as vizinhancas V] e V), possuem os pontos de cispide-regular de Z,
mais ainda, as variedades invariantes de Vj e V), concatenam com a variedade invariante
do conjunto Vo U...UV,_1, que possui apenas pontos de dobra-regulares visiveis.

Repetindo a construgao, encontramos uma variedade invariante global para o arco As,
criando assim W5 . Perceba entdo, que Wi~ e W5 se concatenam de maneira natural,
uma vez que Vp e V), pertencem a cobertura de ambos os arcos Aj, As.

O caso geral se demonstra de maneira andloga ao caso anterior.

Demonstragio do Teorema 5.2.1. Sejam Z = (X,Y) € QF e Up um X-bloco de Z. Mos-
traremos que Z é Y-semilocalmente estruturalmente estavel. Se Z nao possui X-blocos,
entao o resultado é consequéncia imediata do Teorema 5.1.1.

Caso Uy = ¥, a condigdo S da Definicao 5.2.1 implica por meio do Teorema 5.1.3
a existéncia de uma vizinhanca U de Z em =, tal que para todo campo Z € U existe
um homeomorfismo hg : ¥ — ¥ que leva orbitas de deslize do campo Z em Orbitas de
deslize do campo Z. Utilizamos a mesma ideia da demonstracao do Teorema 5.1.1 para
criar um homeomorfismo i : V' — V', onde V' é uma vizinhanga aberta de ¥, h|y, = hs e
h leva érbitas de Z em orbitas de Z , preservando a orientacao. Mostrando estabilidade
estrutural -semilocal de Z.

Finalmente, no caso em que () # Uy ;C ¥, 0 que significa que Sz # (). Portanto, 0Uy
¢ uma uniao de circulos de Sx e Sy que se interseccionam transversalmente nos pontos
de dobra-dobra de Z. Pelos Lemas 3.1, 3.2 e 3.3, existem uma vizinhanca }V de Z em = e
uma vizinhanga compacta V' de Uy em X, tais que 0V C £¢(Z) e, para cada Z €V, existe
um unico X-bloco U em V' com as mesmas caracteristicas de Uy, isto é, Z € V satisfaz as
seguintes propriedades:

1. Up e U possuem o mesmo nimero de pontos cispide-regulares e dobra-dobras;

2. existe ¢ > 0 tal que, se p € OU é um ponto cuspide-regular ou um ponto de
dobra-dobra, entao existe um tnico ponto pg € Uy do mesmo tipo que p, tal que

Ip—pol<e;e

3. se py e pg sdo pontos de AUy conectados por uma curva I'g de pontos visiveis ou
invisiveis dobra-regular contidos em OUp, entdo existem pontos p! e p? de OU do
mesmo tipo de pj, e p3 e uma tinica curva I' C OU de pontos de dobra-regulares do
mesmo tipo que I'g de forma que d(I",Ty) < e.

Note que tal analise implica, em particular, que os circulos de Uy e U possuem a mesma
configuracao para cada Z € V. Considere entdo Z € V. Construiremos uma equivaléncia
Y-semilocal entre Z e Z em U.

Primeiramente definimos h : Uy — U, usando o Teorema 5.1.3. Consideremos a
vizinhanga A descrita na parte antes do inicio dessa demonstracao. Note que se pg € 90U
¢ um ponto de dobra-dobra, entao podemos estender h para uma vizinhanca W, = V, N A,
como feito durante a demonstragao dos teoremas da secao 4.2.4.

Uma vez que h leva singularidades tangenciais de Z em singularidades tangenciais de
Z, é claro que h leva OUy em OU. Entao, podemos usar os fluxos de Z e Z para mapear
a tnica variedade invariante de Z na tnica variedade invariante de Z.
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Relembre que, fora da variedade invariante, os fluxos de Z e Z sdo transversais a OA.
Considere entao uma extensao qualquer de h em uma pequena vizinhanga compacta W
de UyUU em X.

Seja V= {p+ ANp;p € W, X € [—1,1]]}. Podemos facilmente estender h em V através
do fluxos de Z e Z. De fato, o comportamento de ambos os campos suaves por é trivial fora
da variedade invariante global, de forma que podemos usar os fluxos de tais campos e o
mesmo procedimento realizado durante os capitulos 3 e 4 para estender o homeomorfismo
h para o aberto V. Segue da construcao que h mapeia érbitas de Z em orbitas de Z ,
preservando a orientacao.

Segue portanto do Teorema 5.1.2 que Z é Y-semilocalmente estruturalmente estavel.

Tomemos agora um campo Z € =g \ 2. Entdo Z nao satisfaz a propriedade S) ou a
propriedade P) de €2%.. Caso S) nao seja satisfeita, o Teorema 5.1.3 nos garante que nao
existe estabilidade estrutural de deslise e consequentemente nao pode existir estabilidade
estrutural X-semilocal de tal campo. Por outro lado se P) nao é satisfeita entao existe um
ponto p de dobra~-dobra que nao satisfaz Z(P) ou Z(F). Em ambos os casos, os resultados
da se¢ao 4.2.4 garantem que nao pode existir nem mesmo estabilidade estrutural local em
p, provando assim o resultado.

Por fim, vemos que Q% néo é residual em Q" (M, ¥) em decorréncia do Teorema 4.2.4.7.
Pois ¥f, C ¥ e por sua vez Xy nao é denso em Q" (M, X). ]

Caracterizamos assim a estabilidade estrutural 3-semilocal em Z¢ C Q"(M, X).
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