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Resumo

O estudo de conjuntos minimais ajuda na compreensão do comportamento qualitativo

global dos sistemas dinâmicos. Sendo assim, determinar a existência ou não existência

desses conjuntos é um assunto importante e bastante estudado na área. Nesta dissertação

nós investigamos quando um campo vetorial que possui uma subvariedade compacta

preenchida de órbitas periódicas admite ciclos limite após uma pequena perturbação.

Além da existência obtemos uma cota superior para a quantidade dos ciclos limite e para

alguns casos, foi mostrado que esta cota é atingida. A principal ferramenta empregada

na obtenção destes resultados foi a Teoria da Média. Foram considerados dois tipos de

sistemas: os suaves e os descontínuos, sendo que para estes últimos utilizamos a convenção

de Filippov.

Palavras-chave: Ciclo limite. Órbitas periódicas. Teoria da Média. Sistemas dinâmicos.

Sistemas de Filippov.



Abstract

The study of minimal sets helps to comprehend the global qualitative behaviour of

dynamical systems. In this way, to determine the existence or not of such sets is an

important and widely studied topic in this area. In this dissertation we investigate whether

a vector field possessing a compact manifold filled by periodic orbits admits limit cycles

after a small perturbation. Besides the existence of limit cycles, we obtain an upper bound

for the number of limit cycles and, in some cases, we proved that this upper bound is

attained. The main tool employed to obtain these results was the Averaging Theory. Two

types of systems were considered: the smooth and the non-smooth ones, where for the

latter type of systems, we used Filipov’s Convention.

Keywords: Limit cycles. Periodic Orbits. Averaging Theory. Dynamical Systems. Filippov

Systems.
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Introdução

Em 1900, David Hilbert, matemático alemão, apresentou no II Congresso

Internacional de Matemáticos, que ocorreu em Paris, uma lista com vinte e três problemas

que seriam importantes para a matemática no século que se iniciava. Apesar dos esforços

contínuos da comunidade matemática muitos destes problemas permanecem sem solução,

entre eles o XVI Problema de Hilbert que, segundo o medalhista filds Stephen Smale, é o

problema mais desafiador que foi proposto depois da Hipótese de Riemann.

Este problema lida com a questão da existência de ciclos limites para equações

diferenciais polinomiais no plano, e está em aberto até mesmo para campos quadráticos.

Versões simplificadas do problema proposto surgiram na tentativa de resolvê-lo. Desta

forma, ele inspirou um progresso significativo na teoria geométrica das equações diferenciais

planares, bem como na teoria de bifurcações, formas normais, folheações e alguns tópicos

da geometria algébrica, conforme [3].

XVI Problema de Hilbert

O XVI Problema de Hilbert, em sua versão mais atual e baseado em [9], considera

um sistema diferencial da forma,

dx

dt
✏ P ♣x, yq, dy

dt
✏ Q♣x, yq

onde P,Q são polinômios. E propõe de responder a seguintes perguntas:

Existe K P N que limita o número de ciclos limites do sistema acima, com K ↕ dq, onde

d é o máximo dos graus dos polinômios P e Q, e q é uma constante universal? E qual a

posição desses ciclos limites quando eles existem?

No inicio de 1920, conforme [12], Dulac publicou uma prova da finitude da

quantidade de ciclos limites, e foi considerado que essa parte do XVI Problema de Hilbert

estava resolvida até o final de 1970 quando alguns matemáticos, após ler com cuidado

sua demonstração não entenderam algumas passagens. Em 1979, II’iashenko mostrou que

havia uma falha na demonstração de Dulac, e logo após publicou um livro de trezentas

páginas contendo a demonstração detalhada sobre a finitude dos ciclos limites.

Estrutura dos tópicos apresentados

Este trabalho foi organizado em três capítulos.

Capítulo 1: São apresentadas as definições e resultados clássicos de sistemas dinâmicos

que são necessários para o entendimento dos assuntos apresentados nos demais capítulos,
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bem como para a demonstração dos Teoremas da Teoria da Média, que é a principal

ferramenta para encontrar ciclos limite para os campos estudados.

Capítulo 2: Apresentamos a Teoria da Média, que relaciona a existência de ciclos limite

para um sistema diferencial com a quantidade de zeros de uma função de dimensão finita.

Ela permite aproximar as soluções de um campo vetorial perturbado por soluções de um

sistema menos complexo. O Teorema clássico desta teoria foi demonstrado, assim como

uma outra versão que foi empregada nos demais capítulos.

Capítulo 3: Neste capítulo são enunciados e provados os resultados principais da dis-

sertação. Apresentamos três tipos de problemas para determinar a existência de ciclos

limite e a quantidade máxima deles em campos que são obtidos perturbando sistemas que

possuem uma subvariedade compacta preenchida por órbitas periódicas, sendo, algumas

delas, conjuntos isócronos, ou seja, todas as órbitas possuem o mesmo período. Primeiro

foram resolvidos os campos suaves onde a Teoria da Média foi fortemente utilizada. Depois,

na última seção, é apresentado um campo descontínuo, onde utilizamos a convenção de

Filippov e a regularização de Sotomayor-Teixeira. Os resultados deste capítulo foram

inspirados principalmente nos artigos [6], [4] e [2].

Em [6], os autores estudam ciclos limite para sistemas em R
� ✂R✂ S

1, R✂ S
2

e outras variedades. Adaptando os resultados deste artigo conseguimos estabelecer cotas

para o número de ciclos limite. Por exemplo, provamos que para o sistema✩✬✫
✬✪

✾r ✏ r ✁ 1 � ε♣a0 � a1r � a2θ � a3ϕq,
✾θ ✏ 1 � ε♣b0 � b1r � b♣ϕ, θqq,
✾ϕ ✏ 1 � ε♣c0 � c1r � c♣ϕ, θqq,

onde b, c são funções C1 e 2π-periódicas nas duas variáveis, a existência de ciclos limite

está relacionada à existência de zeros para o sistema➺
2π

0

♣b♣t� θ0, φ0 � tq � b0 � b1q dt ✏ 0,➺
2π

0

♣c♣t� θ0, φ0 � tq � c0 � c1q dt ✏ 0,

nas variáveis θ0, φ0. Apresentamos mais detalhes no Capítulo 3.

Em [4] os autores consideram o sistema

✾x ✏ ♣♣
❛
x2 � y2 ✁ 2qf♣x, y, zq ✁ zq x❄

x2 � y2
� εP ♣x, y, zq,

✾y ✏ ♣♣
❛
x2 � y2 ✁ 2qf♣x, y, zq ✁ zq y❄

x2 � y2
� εQ♣x, y, zq,

✾z ✏ zf♣x, y, zq � ♣
❛
x2 � y2 ✁ 2q � εR♣x, y, zq

definido em R
3③t♣0, 0, zq⑤z P R✉, onde f♣x, y, zq ✏ 1 ✁ ♣

❛
x2 � y2 ✁ 2q2 ✁ z2, ε é um

parâmetro suficientemente pequeno, P ♣x, y, zq, Q♣x, y, zq, R♣x, y, zq são polinômios. O toro
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bidimensional, definido por,

T :✏ t♣x, y, zq P R
3⑤f♣x, y, zq ✏ 0✉

é uma superfície invariante para o sistema anterior com ε ✏ 0.

O principal resultado obtido é o seguinte:

Teorema A: Para ε suficientemente pequeno, se d é o maior valor entre os graus dos

polinômios P ♣x, y, zq e Q♣x, y, zq, e F♣φq não é nula, onde

F♣φq :✏
➺

2π

0

Q̃♣θ, φ, 1q cosφ✁ P̃ ♣θ, φ, 1qsenφ
2 � cos θ

dθ

onde φ P S
1 e P̃ ♣θ, φ, 1q, Q̃♣θ, φ, 1q são os polinômios P e Q após a mudança de coordenadas,

então o número máximo de ciclos limite do sistema anterior que bifurca das órbitas

periódicas do toro T do sistema não perturbado é 2♣d�1q. Além disto, esta cota é atingida.

Em [2], os autores consideram sistemas definidos em um cilindro. Observamos

que este artigo é uma generalização de [5], onde os autores consideram o sistema

✾x ✏ x♣x2 � y2 ✁ 1q ✁ y � εP ♣x, y, zq
✾y ✏ y♣x2 � y2 ✁ 1q � x� εQ♣x, y, zq
✾z ✏ x❄

x2 � y2
� εR♣x, y, zq

e demonstram o seguinte resultado:

Teorema B: Para ε não nulo e suficientemente pequeno, cada raiz simples do polinômio

obtido resolvendo a integral➺
2π

0

�
R♣cos θ, senθ, z0senθq ✁ cos θ

✏
cos θQ̃✁ senθP̃

✘✟
dθ,

onde P̃ ✏ P ♣cos θ, senθ, z0senθq e Q̃ ✏ Q♣cos θ, senθ, z0senθq são polinômios, o sistema

diferencial anterior tem um ciclo limite bifurcando de uma órbita periódica contida no

cilindro C invariante para o sistema não-perturbado.

Em [2], os autores consideram o sistema

✾x ✏ ✁y � x♣x2 � y2 ✁ 1q,
✾y ✏ x� y♣x2 � y2 ✁ 1q,
✾z ✏ h♣x, yq

perturbado por funções polinomiais por partes e demonstram que o número de ciclos limite

depende, de certa forma, do grau dos polinômios: o número máximo de ciclos limite é no

máximo o maior dos graus dos polinômios da perturbação. Apresentamos mais detalhes

na Seção 3.3.



15

1 Preliminares

Iremos exibir alguns conceitos e teoremas básicos neste capítulo, que são impor-

tantes para o entendimento desta dissertação. Primeiro definiremos objetos matemáticos

clássicos da teoria de equação diferenciais e apresentaremos alguns resultados envolvendo-os.

Abaixo estão os principais que serão utilizados no capítulo 2.

1.1 Resultados Clássicos

Definição 1. Uma função f : D ✂ R✂ ♣✁ε, εq Ñ R
n, onde D é um aberto em R

n, é dita

periódica na variável t se existe L → 0, L P R tal que f♣x, t, εq ✏ f♣x, t�L, εq, para todo

t P R, x P D, ε P ♣✁ε0, ε0q, e o período de f é dado por:

T ✏ inftL : f♣x, t0, εq ✏ f♣x, t0 � L, εq ❅x P D, ε P ♣✁ε0, ε0q✉.

Neste caso, dizemos que f é T -periódica.

Abaixo está enunciado os principais teoremas que serão utilizados e estes foram

retirados de [10].

Teorema 1. Seja f uma função contínua num aberto Ω de R ✂ E ✂ Λ, onde E ✏ R
n,

Λ é um espaço euclidiano, com a derivada de f com respeito a segunda variável, D2f

contínua em Ω. Então para λ fixo, a solução φ ✏ φ♣t, t0, x0, λq de x✶ ✏ f♣t, x, λq, x♣t0q ✏
x0 é única e admite derivada parcial D3φ com relação a x0. Mais ainda, a aplicação

♣t, t0, x0, λq Ñ D3φ♣t, t0, x0, λq é contínua no seu domínio D ✏ t♣t, t0, x0, λq : ♣t0, x0, λq P
Ω, ω✁♣t0, x0, λq ➔ t ➔ ω�♣t0, x0, λq✉, onde omega✟ denotam os extremos do intervalo

maximal onde a solução está definida e

x♣tq ✏ D3φ♣t, t0, x0, λq ☎ ek ✏ ❇ϕ
❇xk

0

♣t, t0, x0, λq, ❅ 1 ↕ k ↕ dim♣Eq

é solução do sistema ★
x✶ ✏ D2f♣t, ϕ♣t, t0, x0, λq, λqx,
x♣t0q ✏ ek.

Corolário 1. Se além das hipóteses do Teorema 1 supusermos que f é diferenciável

relativamente a λ e que D3f é contínua em Ω, então φ será diferenciável relativamente a

λ e D4φ ☎ ek ✏ ❇φ④❇λk será contínua em D. Além disto, teremos que

x♣tq ✏ ❇
❇λk

♣t, t0, x0, λq
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é solução sistema ★
x✶ ✏ D2f♣t, φ♣t, t0, x0, λq, λqx� b♣tq,
x♣t0q ✏ 0,

onde b♣tq ✏ D3f♣t, φ♣t, t0, x0, λq, λq ☎ e♣k � 2q.

Considere agora as equações matriciais lineares

X ✶ ✏ A♣tqX, (1.1)

em I ✂M♣nq, onde M♣nq é o espaço das matrizes X ✏ ♣xijqn✂n com n linhas e n colunas,

de elementos reais ou complexos, identificado com o espaço R
n2

ou C
n2

. A equação (1.1) é

chamada de equação linear homogênea.

Proposição 1. Sejam φ♣tq, ψ♣tq soluções de (1.1), sendo φ a matriz fundamental, então

existe uma única matriz Cn✂n tal que ❅t P I,

ψ♣tq ✏ φ♣tqC.

A matriz C é não singular se, e somente se, ψ♣tq é a matriz fundamental.

Teorema 2. Se φ♣tq é matriz fundamental de (1.1), então a solução ϕ♣t, t0, x0q de x✶ ✏
A♣tqx� b♣tq tal que ϕ♣t0, t0, x0q ✏ x0 é dada por

ϕ♣t, t0, x0q ✏ φ♣tq
✒
φ✁1♣tqx0 �

➺ t

t0

φ✁1♣sqb♣sqds
✚
.

Em particular, ϕ♣t, t0, x0q ✏ φ♣tqφ✁1♣tqx0, no caso homogêneo.

1.2 Redução de Lyapunov-Schmidt para funções de dimensão finita

O resultado desta subseção é conhecido na teoria de Lyapunov-Shmidt. No

Teorema 3, que por completude será demonstrado, apresentaremos um caso específico da

teoria geral, que será necessário na demonstração do Teorema 5.

Definição 2. Uma função f : Ω ⑨ X Ñ Y é dita de dimensão finita se f♣Ωq está contida

em um subespaço de dimensão finita de Y.

No que segue, considere ξ : R
k ✂ R

n✁k Ñ R
k e ξ❑ : R

k ✂ R
n✁k Ñ R

n✁k,

respectivamente, a projeção de R
n nas k primeiras coordenadas, isto é, ξ♣x1, x2, ..., xnq ✏

♣x1, x2, ..., xkq e a projeção nas ♣n✁ kq últimas coordenadas.

Teorema 3 (Redução de Lyapunov-Schmidt para funções de dimensão finita). Sejam

g : Ω ✂ ♣✁ε0, ε0q Ñ R
n, β0 : V Ñ R

n✁k funções C2, onde Ω é um subconjunto aberto de
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R
n e V é um subconjunto aberto e limitado de R

k. Assumimos que:

i) Z ✏ tzα ✏ ♣α, β0♣αqq : α P V ✉ ⑨ Ω e que para cada zα P Z, g♣zα, 0q ✏ 0.

ii) A matriz Gα ✏ Dzg♣zα, 0q possui no canto superior direito a matriz nula k ✂ ♣n✁ kq e

no canto inferior direito a matriz ∆α : ♣n✁ kq ✂ ♣n✁ kq, com det♣∆αq ✘ 0.

Consideramos a função F : V Ñ R
k definida por F♣αq ✏ ❇

❇ε♣ξgq♣zα, 0q. Se existe a P V
com F♣aq ✏ 0 e det♣dF♣aq④dαq ✘ 0,então existe αε tal que g♣zαε

, 0q ✏ 0 e que zαε
Ñ zα

quando εÑ 0.

Demonstração. Considere a função:

ξ❑g : Rk ✂ R
n✁k ✂ r✁ε0, ε0s Ñ R

n✁k

♣α, β, εq ÞÑ ξ❑g♣α, β, εq
Como pela primeira hipótese do Teorema 3 temos g♣zα, 0q ✏ 0, então ξ❑g♣zα, 0q ✏ 0. Note

que a derivada Dzg : Rn ✂ R Ñ R
n, é dada por uma matriz n✂ ♣n� 1q, de modo que

❇
❇β ♣ξ

❑gq♣zα, 0q

é uma matriz ♣n ✁ kq ✂ ♣n ✁ kq. Assim, ♣❇♣ξ❑gq④❇βq♣zα, 0q ✏ M♣n✁kq✂♣n✁kq ✏ ∆α que

por hipótese tem determinante não nulo, isto é, det♣∆αq ✘ 0. O Teorema da Função

Implícita implica que, para ⑤ε⑤ suficientemente pequeno, podemos escrever β em função

de α e ε, ou seja, existe uma função β com ♣α, εq Ñ β♣α, εq tal que β♣α, 0q ✏ β0♣αq e

ξ❑g♣α, β♣α, εq, εq ✏ 0.

Agora consideramos a função

δ : R
k ✂ r✁ε0, ε0s Ñ R

k

♣α, εq ÞÑ δ♣α, εq ✏ ξg♣α, β♣α, εq, εq

Temos que δ♣α, 0q ✏ ξg♣α, β♣α, 0q, 0q ✏ ξg♣zα, 0q ✏ ξ♣0q ✏ 0, e

δε♣α, 0q ✏ d

dβ
♣ξgq♣zα, 0q ☎ dβ

dε
♣α, 0q � ❇

❇ε♣ξgq♣zα, 0q (1.2)

Como ξg : D ✂ ♣✁ε0, ε0q Ñ R
k, temos que D♣ξgq : Rn�1 Ñ R

k, e sendo β uma

variável em R
n✁k, a derivada de ♣ξgq com respeito a β é uma matriz k ✂ ♣n✁ kq, que por

hipótese é nula quando aplicada em ♣zα, 0q, isto é,

d

dβ
♣ξgq♣zα, 0q ✏ r0sn✂♣n✁kq

Logo, substituindo a informação acima na equação (1.2), obtemos que

δε♣α, 0q ✏ d

dβ
♣ξgq♣zα, 0qdβ

dε
♣α, 0q � ❇

❇ε♣ξgq♣zα, 0q ✏ ❇
❇ε♣ξgq♣zα, 0q ✏ F♣αq.
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Se a derivada de δ com respeito a ε é F♣αq, segue que

δ♣α, εq ✏ εF♣αq � ε2r♣α, εq. (1.3)

Pelo Teorema da Função Implícita , para ⑤ε⑤ suficientemente pequeno existe α♣εq tal

que α♣0q ✏ a e F♣α♣εqq � εr♣α, εq ✏ 0, lembre que F♣aq ✏ 0. Portanto δ♣α♣εq, εq ✏
ε♣F♣α♣εqq � εr♣α, εqq ✏ 0 e além disso, denotando zαε

✏ ♣α♣εq, β♣α♣εqq, εq, temos que

g♣zαε
, εq ✏ 0.

1.3 Sistemas de Filippov

Seja V uma vizinhança arbitrária de 0 P R
2, considere a variedade de codimensão

1 em R
2, denotada por Σ e dada por Σ ✏ f✁1♣0q, onde f : V Ñ R é uma função suave tal

que 0 é valor regular, isto é, ∇f♣pq ✘ 0, para todo p P f✁1♣0q. Chamaremos Σ de região

de descontinuidade que está separando a fronteira das regiões Σ� ✏ tq P V : f♣qq ➙ 0✉ e

Σ✁ ✏ tq P V : f♣qq ↕ 0✉.
Um Sistema Planar de Filippov Z : V Ñ R

2 é um campo vetorial suave por

partes definido da seguinte forma:

Z♣x, yq ✏
★
X♣x, yq, para ♣x, yq P Σ�,

Y ♣x, yq, para ♣x, yq P Σ✁,

onde X ✏ ♣X1, X2q, Y ✏ ♣Y1, Y2q P Ck, o espaço dos campos Ck munido com a topologia

produto definidos em V ⑨ R
2 com r ➙ 1 suficientemente grande para os nossos propósitos.

As trajetórias de Z são soluções de ✾q ✏ Z♣qq e aceitamos que isto seja multivalorado em

pontos de Σ.

A derivada de Lie de f com respeito ao campo X é calculada da seguinte forma:

Xf♣pq ✏ ①∇f♣pq, X♣pq② e X if♣pq ✏ ①∇X i✁1f♣pq, X♣pq②, para i ➙ 2,

onde ①☎, ☎② denota o produto interno usual em R
2. Para estabelecer a dinâmica dada por

um campo vetorial de Filippov Z ✏ ♣X, Y q em V , iremos definir a trajetória local por um

ponto p P V de maneira usual dada pelos campos X e Y quando p P Σ✟. Porém, se p P Σ,

a fim de estender a definição de trajetória para Σ, dividiremos a região de descontinuidade

Σ, como:

i. Σc ⑨ Σ a região de costura se ♣Xfq♣Y fq → 0, em Σc.

ii. Σs ⑨ Σ a região de deslize se ♣Xfq ➔ 0 e ♣Y fq → 0, em Σs.

iii. Σe ⑨ Σ a região de escape se ♣Xfq → 0 e ♣Y fq ➔ 0, em Σe.
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onde

ϕδ♣tq ✏ ϕ

✂
t

δ

✡
.

Neste trabalho consideraremos na seção 3.3.2 a seguinte função de transição,

que está representada na Figura 4,

ϕδ♣tq ✏

✩✬✬✫
✬✬✪

✁1, se t ↕ ✁δ
t

δ
, se ✁ δ ➔ t ➔ δ

1, se t ➙ δ

, (1.6)

(a) Função descontínua em zero, que será aproxi-
mada pela função de transição.

(b) Função de transição com δ → 0.

Figura 4 – Função de transição

Exemplo 2. Sejam U ✏ R e f : R Ñ R dada por f♣x, yq ✏ y, então, Σ ✏ t♣x, 0q P R
2 :

x P R✉. Considere o sistema de Filippov dado no Exemplo 1 pela equação (1.5). O campo

regularizado é dado por:

Zδ♣t,xq ✏ X♣t,xq � Y ♣t,xq
2

� ϕ
✁y
δ

✠ X♣t,xq ✁ Y ♣t,xq
2

✏ ♣1, xq � ♣✁1, xq
2

� ϕδ♣yq♣1, xq ✁ ♣✁1, xq
2

✏ 1
2
♣♣0, 2xq � ϕδ♣yq♣2, 0qq

✏ ♣ϕδ♣yq, xq

(1.7)

A Figura 5 apresenta o retrato de fase do campo (1.7), que é a regularização de Sotomayor

Teixeira, do campo (1), com a função de transição dada por (1.6)
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Figura 5 – Regularização de Sotomayor Teixeira para o campo com duas dobras visíveis
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2 Teoria da Média

O método da média nos permite estudar a existência de alguns tipos de ciclos

limite simplesmente resolvendo um sistema de equações. Em geral, quando os sistemas são

analíticos, este sistema de equações envolve funções racionais e funções trigonométricas.

Apesar da solução dos sistemas promediados poder ser bastante complicada, quase sempre

é mais fácil do que achar os ciclos limite utilizando a definição, ou seja, encontrando

os pontos fixos de uma aplicação de Poincaré com respeito a alguma seção transversal,

já que aplicações de Poincaré raramente podem ser calculadas explicitamente. Portanto

apresentaremos neste capítulo versões do Teorema da Média que foram utilizados ao longo

da dissertação.

2.1 Teoria Clássica

Nesta seção serão apresentados resultados básicos da Teoria da Média que serão

usados ao longo da dissertação. Os Teoremas 3 e 5 foram estudados utilizando [1] enquanto

o Teorema 4 foi retirado de [8].

Teorema 4. Considere a equação diferencial

✾x ✏ εF1♣t, xq � ε2R♣t, x, εq, x♣0q ✏ x0, (2.1)

onde F1 : R✂D ⑨ R✂ R
n Ñ R

n e R : R✂D ✂ r0, εf s Ñ R
n. Assuma que

i. F1, R, ❇F1④❇x, ❇2F1④❇x2 e ❇R④❇x são definidas, contínuas e limitadas por uma cons-

tante M → 0 independente de ε em r0,✽q ✂D, para 0 ↕ ε ↕ εf ;

ii. F1 e R são T✁periódicas em t, com T independente de ε.

Defina a média

f1♣zq ✏ 1
T

➺ T

0

F1♣s, zqds, (2.2)

e considere o problema promediado

✾y ✏ εf1♣yq. (2.3)

Se p P D é uma singularidade de (2.3), isto é, f1♣pq ✏ 0, tal que

det
❇f1

❇y ♣pq ✘ 0,

então existe uma solução T✁periódica, ϕ♣t, εq, da equação (2.1) a qual está próxima de p

tal que

lim
εÑ0

ϕ♣t, εq ✏ p. (2.4)
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Demonstração. Considere a função

u♣t, yq ✏
➺ t

0

F1♣s, yq ✁ f1♣yqds. (2.5)

Observamos que u é T✁periódica em t e limitada em D. De fato,

u♣t� T, yq ✏
➺ t�T

0

F1♣s, yq ✁ f1♣yqds ✏
➺ T

0

F1♣s, yq ✁ f1♣yqds�
➺ t�T

T

F1♣s, yq ✁ f1♣yqds

✏
➺ T

0

F1♣s, yqds✁
➺ T

0

f1♣yqds�
➺ t�T

T

F1♣s, yq ✁ f1♣yqds

Pela equação (2.2) temos que
➺ T

0

F1♣s, yqds ✏ Tf1♣yq e observe que f1♣yq não depende de

s. Portanto

u♣t� T, yq ✏ Tf1♣yq ✁ Tf1♣yq �
➺ t

0

F1♣s� T, yq ✁ f1♣yqds

✏
➺ t

0

F1♣s, yq ✁ f1♣yqds ✏ u♣t, yq,

onde foi utilizado, na penúltima igualdade, que F1 é T✁periódica em t. Note que,➺ t

0

F1♣s, yqds ✏
➺ t

0

F1♣s, yqT
T

ds ✏
➺ t

0

F1♣s, yq 1
T

➺ T

0

drds ✏
➺ t

0

✂
1
T

➺ T

0

F1♣s, yq
✡

drds

Então, calculando a norma de u♣t, yq, e utilizando a igualdade anterior, temos

‖u♣t, yq‖ ✏
∥

∥

∥

∥

∥

➺ t

0

F1♣s, yq ✁ f1♣yqds
∥

∥

∥

∥

∥

✏
∥

∥

∥

∥

∥

➺ t

0

✂
1
T

➺ T

0

F1♣s, yqdr ✁ 1
T

➺ T

0

F1♣r, yqdr
✡

ds

∥

∥

∥

∥

∥

✏
∥

∥

∥

∥

∥

1
T

➺ t

0

➺ T

0

F1♣s, yq ✁ F1♣r, yqdrds
∥

∥

∥

∥

∥

↕ 1
T

➺ T

0

➺ T

0

‖F1♣s, yq ✁ F1♣r, yq‖ drds

↕ 1
T

➺ T

0

➺ T

0

‖F1♣s, yq‖� ‖F1♣r, yq‖ drds ↕ 1
T

➺ T

0

➺ T

0

2Mdrds ✏ 2MT 2

T
✏ 2MT.

Portanto, temos que a norma de u♣t, yq é limitada, isto é,

‖u♣t, yq‖ ↕ 2MT, t ➙ 0, y P D.

Além disso, a derivada parcial de u com respeito a y é limitada em D. Com efeito, como

vale a estimativa✎✎✎✎❇f1

❇y ♣yq
✎✎✎✎ ✏

✎✎✎✎ ❇❇y
✂

1
T

➺ T

0

F1♣t, yqds
✡✎✎✎✎ ✏ 1

T

✎✎✎✎
➺ T

0

❇F1

❇y ♣s, yqds
✎✎✎✎ ↕ 1

T

➺ T

0

✎✎✎✎❇F1

❇y ♣s, yq
✎✎✎✎ ds ↕M,

Utilizando a estimativa acima na norma da derivada parcial de u♣t, yq com respeito a

variável y, temos✎✎✎✎❇u❇y ♣t, yq
✎✎✎✎ ✏

✎✎✎✎ ❇❇y
✂➺ t

0

F1♣s, yq ✁ f1♣yqds
✡✎✎✎✎ ✏

✎✎✎✎
➺ t

0

❇F1

❇y ♣s, yq ✁
❇f1

❇y ♣yqds
✎✎✎✎

↕
➺ t

0

✎✎✎✎❇F1

❇y ♣s, yq ✁
❇f1

❇y ♣yq
✎✎✎✎ ds ↕

➺ T

0

✎✎✎✎❇F1

❇y ♣s, yq
✎✎✎✎ ds�

➺ T

0

✎✎✎✎❇f1

❇y ♣yq
✎✎✎✎ ds ↕ 2MT.
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Considere a transformação x♣tq dada por

x♣tq ✏ y♣tq � εu♣t, y♣tqq. (2.6)

Primeiro observe que se y♣tq é T✁periódica, então

x♣t� T q ✏ y♣t� T q � εu♣t� T, y♣t� T qq ✏ y♣tq � εu♣t, y♣tqq ✏ x♣tq,

isto é, x♣tq também é periódica. Lembrando a equação (2.5), segue do Teorema Fundamental

do Cálculo que
❇u
❇y ♣t, y♣tqq ✏ F1♣t, y♣tqq ✁ f1♣y♣tqq

Agora, derivando ambos os lados de (2.6) com respeito a t, obtemos

✾x♣tq ✏ ✾y♣tq � ε

✂❇u
❇t ♣t, y♣tqq �

❇u
❇y ♣t, y♣tqq ✾y♣tq

✡
✏
✂

Id � ε
❇u
❇y ♣t, y♣tqq

✡
✾y♣tq � ε

❇u
❇t ♣t, y♣tqq

✏
✂

Id � ε
❇u
❇y ♣t, y♣tqq

✡
✾y♣tq � ε ♣F1♣t, y♣tqq ✁ f1♣y♣tqqq .

Por (2.1), temos que

✾x♣tq ✏ εF1♣t, x♣tqq � ε2R♣t, x♣tq, εq

Das duas equações de ✾x♣tq que obtemos anteriormente, e substituindo a expressão da

transformação x♣tq, segue que

✾x♣tq ✏ εF1♣t, y♣tq � εu♣t, y♣tqqq � ε2R♣t, y♣tq � εu♣t, y♣tqq, εq

✏
✂

Id � ε
❇u
❇y ♣t, y♣tqq

✡
✾y♣tq � ε ♣F1♣t, y♣tqq ✁ f1♣y♣tqqq .

Rearranjando a igualdade acima e omitindo a dependência de y em t, obtemos✂
Id � ε

❇u
❇y ♣t, yq

✡
✾y ✏ εF1♣t, y � εu♣t, yqq � ε2R♣t, y � εu♣t, yq, εq ✁ ε ♣F1♣t, yq ✁ f1♣yqq

✏ εf1♣yq � ε ♣F1♣t, y � εu♣t, yqq ✁ F1♣t, yqq � ε2R♣t, y � εu♣t, yq, εq.
(2.7)

Como ❇u④❇y é limitada em D, então podemos inverter a matriz que multiplica ✾y. Observe

que ✂
Id � ε

❇u
❇y ♣t, yq

✡✂
Id � ε

❇u
❇y ♣t, yq

✡✁1

✏ Id

implica que ao derivarmos com respeito a ε, obteremos

❇
❇ε
✂

Id � ε
❇u
❇y ♣t, yq

✡✂
Id � ε

❇u
❇y ♣t, yq

✡✁1

�
✂

Id � ε
❇u
❇y ♣t, yq

✡ ❇
❇ε
✂

Id � ε
❇u
❇y ♣t, yq

✡✁1

✏ 0✂❇u
❇y ♣t, yq

✡✂
Id � ε

❇u
❇y ♣t, yq

✡✁1

�
✂

Id � ε
❇u
❇y ♣t, yq

✡ ❇
❇ε
✂

Id � ε
❇u
❇y ♣t, yq

✡✁1

✏ 0
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multiplicando a direita por
✂

Id � ε
❇u
❇y ♣t, yq

✡
, resulta que

❇u
❇y ♣t, yq �

✂
Id � ε

❇u
❇y ♣t, yq

✡ ❇
❇ε

✂
Id � ε

❇u
❇y ♣t, yq

✡✁1
✂

Id � ε
❇u
❇y ♣t, yq

✡
✏ 0.

Aplicando em ε ✏ 0 :

❇
❇ε

✂
Id � ε

❇u
❇y ♣t, yq

✡✁1
✞✞✞✞✞
ε✏0

✏ ✁❇u❇y ♣t, yq.

Desta forma, expandindo em Taylor em torno de ε ✏ 0 para ordem dois, temos que✂
Id � ε

❇u
❇y ♣t, yq

✡✁1

✏ Id ✁ ε
❇u
❇y ♣t, yq � O♣ε2q.

Substituindo na equação (2.7) multiplicada pela direita por
✂

Id � ε
❇u
❇y ♣t, yq

✡✁1

, temos

✾y ✏
✂

Id � ε
❇u
❇y ♣t, yq

✡✁1

♣εf1♣yq � ε ♣F1♣t, y � εu♣t, yqq ✁ F1♣t, yqq

�ε2R♣t, y � εu♣t, yq, εq✟
✏
✂

Id ✁ ε
❇u
❇y ♣t, yq � O2

✡
♣εf1♣yq � ε ♣F1♣t, y � εu♣t, yqq ✁ F1♣t, yqq

�ε2R♣t, y � εu♣t, yq, εq✟ .
onde O2 ✏ O♣ε2q. Defina r♣t, y, εq ✏ ε ♣F1♣t, y � εu♣t, yqq ✁ F1♣t, yqq�ε2R♣t, y�εu♣t, yq, εq.
Então

✾y ✏
✂

Id ✁ ε
❇u
❇y ♣t, yq � O♣ε2q

✡
♣εf1♣yq � r♣t, y, εqq

✏ εf1♣yq � r♣t, y, εq ✁ ε
❇u
❇y ♣t, yq ♣εf1♣yq � r♣t, y, εqq � O♣ε3q

✏ εf1♣yq � r♣t, y, εq ✁ ε2
❇u
❇y ♣t, yqf1♣yq � O♣ε3q.

Agora, vamos expandir r♣t, y, εq em torno de ε ✏ 0 até ordem 2. Assim, r♣t, y, 0q ✏ 0.

Expandindo F1♣t, y � εu♣t, yqq ✁ F1♣t, yq em torno de ε ✏ 0 até primeira ordem, obtemos

F1♣t, y � εu♣t, yqq ✁ F1♣t, yq ✏ ε

✂❇F1

❇y ♣t, yqu♣t, yq
✡
� O♣ε2q.

Desta forma, obtemos para r♣t, y, εq a seguinte expansão em série de Taylor

r♣t, y, εq ✏ ε

✂
ε

✂❇F1

❇y ♣t, yqu♣t, yq
✡
� O♣ε2q

✡
� ε2♣R♣t, y, 0q � O♣εqq

✏ ε2

✂❇F1

❇y ♣t, yqu♣t, yq �R♣t, y, 0q
✡
� O♣ε3q.
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Portanto, a equação para y fica:

✾y ✏ εf1♣zq � ε2

✂❇F1

❇y ♣t, yqu♣t, yq �R♣t, y, 0q ✁ ❇u
❇y ♣t, yqf1♣zq

✡
�O♣ε3q.

Defina f✝♣t, y, εq ✏
✂❇F1

❇y ♣t, yqu♣t, yq �R♣t, y, 0q ✁ ❇u
❇y ♣t, yqf1♣zq

✡
�O♣εq. Então a equação

anterior fica

✾y ✏ εf1♣zq � εf✝♣t, y, εq.

Note que o lado direito desta equação é T✁periódico em t e é continuamente diferenciável

em y. Assim, y é dado por

y♣tq ✏ y♣0q � ε

➺ t

0

f1♣y♣sqqds� ε2

➺ t

0

f✝♣s, y♣sq, εqds.

y♣tq é T✁periódico se y♣t� T q ✏ y♣tq, para todo t ➙ 0. Daí, 0 ✏ y♣tq ✁ y♣t� T q e

y♣tq ✁ y♣t� T q ✏y♣0q � ε

➺ t

0

f1♣y♣sqqds� ε2

➺ t

0

f✝♣s, y♣sq, εqds

✁
✂
y♣0q � ε

➺ t�T

0

f1♣y♣sqqds� ε2

➺ t�T

0

f✝♣s, y♣sq, εqds
✡

✏ε
➺ t

0

f1♣y♣sqqds� ε2

➺ t

0

f✝♣s, y♣sq, εqds✁ ε

➺ T

0

f1♣y♣sqqds

✁ ε

➺ T�t

T

f1♣y♣sqqds✁ ε2

➺ T

0

f✝♣s, y♣sq, εqds✁ ε2

➺ T�t

T

f✝♣s, y♣sq, εqds

✏✁ ε

➺ T

0

f1♣y♣sqqds✁ ε2

➺ T

0

f✝♣s, y♣sq, εqds,

o que nos leva à equação

h♣y♣0q, εq :✏
➺ T

0

f1♣y♣sqqds� ε

➺ T

0

f✝♣s, y♣sq, εqds ✏ 0.

Podemos ver que h♣p, 0q ✏ 0. Além disso, tomando a derivada parcial de h em relação à

primeira variável, obtemos pela regra de Leibniz

❇h
❇y ♣y♣0q, εq ✏

❇
❇y
✂➺ T

0

f1♣y♣sqqds� ε

➺ T

0

f✝♣s, y♣sq, εqds
✡

✏
➺ T

0

❇f1

❇y ♣y♣sqqds� ε

➺ T

0

❇f✝
❇y ♣s, y♣sq, εqds.

Então

det
❇h
❇y ♣p, 0q ✏ det

➺ T

0

❇f1

❇y ♣pqds ✏ T det
❇f1

❇y ♣pq ✘ 0.

Pelo Teorema da Função Implícita, concluímos que existe ε0 → 0 e uma função suave

ε ÞÑ pε tal que p0 ✏ p e h♣pε, εq ✏ 0, para todo ε P r0, ε0s. Ou seja, encontramos, para ε

suficientemente pequeno, condições iniciais pε, tais que cada solução de (2.1), ϕ♣t, εq, que

comece nestes pontos são T✁periódicas. Usando o Teorema de Dependência Contínua das

soluções em relação às condições iniciais, concluímos que lim
εÑ0

ϕ♣t, εq ✏ p.
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2.2 Outras versões do Teorema da Média

No que segue apresentaremos uma outra versão do Teorema 4 que será utilizada

nos resultados futuros presentes no capítulo 3. A diferença com o caso anterior é que

aqui o campo vetorial tem uma parte não perturbada, ou seja, que não acompanha ε.

Consideremos um sistema da forma

✾x♣tq ✏ F0♣t, xq � εF1♣t, xq � ε2F2♣t, x, εq (2.8)

para ε suficientemente pequeno. As funções F0, F1 : R✂Ω Ñ R
n e F2 : R✂Ω✂♣✁ε0, ε0q Ñ

R
n são C2, T-periódicas na primeira variável e Ω é um subconjunto aberto de R

n. A

principal hipótese nesta teoria é que o sistema não perturbado

✾x♣tq ✏ F0♣t, xq (2.9)

possui uma subvariedade de soluções periódicas. Determinar se após perturbar o sistema

(2.9) obtendo o campo vetorial dado em (2.8), as órbitas periódicas persistem e se algumas

delas passam a ser isoladas, ou seja, ciclos limite é um problema que pode ser resolvido

aplicando a Teoria da Média.

Seja x♣t, z, εq uma solução do sistema (2.8) tal que x♣0, z, εq ✏ z. A linearização

do sistema ao longo da solução periódica x♣t, z, 0q é dada por

✾y ✏ DxF0♣t, x♣t, z, 0qqy (2.10)

No que segue, denotaremos a matriz fundamental do sistema diferenciável linear (2.10) por

Mz♣tq e ξ : Rk ✂ R
n✁k Ñ R

k e ξ❑ : Rk ✂ R
n✁k Ñ R

n✁k são, respectivamente, a projeção

de R
n nas k primeiras coordenadas, isto é, ξ♣x1, x2, ..., xnq ✏ ♣x1, x2, ..., xkq e de maneira

análoga, a projeção nas ♣n✁ kq últimas coordenadas.

O primeiro passo para demonstrar o Teorema 5 que será enunciado a seguir,

é reduzir o problema de bifurcações das soluções T -periódicas do sistema (2.8) para

bifurcações dos pontos fixos do mapa de Poincaré-Andronov ou, de maneira equivalente,

encontrar zeros de uma função conveniente f : D✂♣✁ε0, εq ÝÑ R
n, da qual falaremos mais

no próximo parágrafo. Em geral, não é possível aplicar o Teorema da Função Implícita

para a função f , então iremos utilizar a Redução de Lyapunov-Schmidt, mas não na sua

forma geral, e sim na forma apresentada na Seção 1.2.

Como vimos no Teorema 3, uma das suposições principais é a existência de

soluções T-periódicas do sistema (2.9). Sob esta suposição existe um subconjunto aberto

D e Ω e ε0 → 0 suficientemente pequeno tal que para todo ♣z, εq P D ✂ ♣✁ε0, ε0q, a

solução x♣☎, z, εq está bem definida no intervalo r0, T s. Assim, podemos considerar a função

f : D ✂ ♣✁ε0, εq ÝÑ R
n, dada por

f♣z, εq ✏ x♣T, z, εq ✁ z (2.11)
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Então, cada ♣zε, εq tal que f♣zε, εq ✏ 0, temos que

f♣zε, εq ✏ x♣T, zε, εq ✁ zε ✏ 0 ñ x♣T, zε, εq ✏ zε ✏ x♣0, zε, εq
ou seja, x♣T, zε, εq ✏ x♣0, zε, εq o que nos dá uma solução periódica de (2.9), se denotarmos

por zε seu valor em t ✏ 0, então vale f♣zε, εq ✏ 0, isto é, em t ✏ 0 a solução vale zε e

em t ✏ T a solução x♣0, zε, εq vale zε, ou seja, x é T-periódica. Desta forma, o problema

de encontrar uma solução T-periódica de (2.9) pode ser substituído pelo problema de

encontrar os zeros da função de dimensão finita f♣☎, εq dada por (2.11).

Teorema 5. Seja V ⑨ R
k um conjunto aberto e limitado, e seja β0 : V ÝÑ R

n✁k uma

função de classe C1. Assuma que

(i) Z ✏ tzα ✏ ♣α, β0♣αqq, α P V ✉ ⑨ Ω e que para cada zα P Z a solução x♣t, zα, 0q de

(2.9) é T-periódica.

(ii) para cada zα P Z, existe uma solução, matriz fundamental de (2.10), Mzα
♣tq tal que

a matriz M✁1

zα
♣0q✁M✁1

zα
♣T q possui no canto superior direito a matriz nula k✂♣n✁kq

e no canto inferior direito a matriz ∆α : ♣n✁ kq ✂ ♣n� kq com det♣∆αq ✘ 0.

Consideramos a função F : V ÝÑ R
k definida por

F♣αq ✏ ξ

➺ T

0

M✁1

zα
♣tqF1♣t, x♣t, zαqqdt. (2.12)

a) Se existe a P V com F♣aq ✏ 0 e det
✂
dF

dα
♣aq
✡
✘ 0 então existe um ciclo limite ϕ♣t, εq

de período T do sistema (2.8) tal que ϕ♣0, εq Ñ zα quando εÑ 0.

b) Se k ✏ 1 e F ✶♣α0q ✏ ... ✏ F ♣s✁1q♣α0q ✏ 0 e F ♣sq♣α0q ✘ 0, com s ↕ k então para ε

suficientemente pequeno, existem no máximo s soluções T-periódicas, ϕ1♣t, εq, ..., ϕs♣t, εq
do sistema (2.8) tal que ϕi♣t, εq Ñ zα quando εÑ 0.

Demonstração. a) Precisamos estudar os zeros da função (2.11), ou equivalentemente de

g♣z, εq ✏M✁1

z ♣T qf♣z, εq, pois como M✁1

z ♣T q é uma matriz invertível, KerM✁1

z ♣T q ✏ t0✉.
Logo ♣z, εq é zero de g se, e somente se, ♣z, εq é zero de f , pois assim f♣z, εq ✏ 0 o que

implica que M✁1

z ♣T q♣0q ✏ 0.

Por i) temos que cada zα P Z fornece uma única solução T-periódica xα de (2.9) e as

soluções T-periódicas são os zeros de f♣z, εq ✏ x♣T, z, εq ✁ z. Logo f♣zα, 0q ✏ 0, e assim

g♣zα, 0q ✏ 0 pois x♣☎, zα, 0q é T-periódica e devemos mostrar que

Gα ✏ d

dz
g♣zα, 0q ✏M✁1

zα
♣0q ✁M✁1

zα
♣T q. (2.13)

Para usar ii) e poder, posteriormente, aplicar o Teorema 3.

Como g♣z, εq ✏M✁1

z ♣T qf♣z, εq temos que

dg

dz
✏ d ✏ d

dz
♣M✁1

z ♣T qqf♣z, εq �M✁1

z ♣T q d
dz
♣f♣z, εqq (2.14)
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Lembrando que f♣z, εq ✏ x♣T, z, εq ✁ z, temos que:

d

dz
f♣z, εq ✏ ❇x

❇z ♣T, z, εq ✁
dz

dz

Aplicando a equação acima em ♣zα, 0q resulta que

❇x
❇z ♣T, zα, 0q ✁ dz

dz

Portanto precisamos calcular
❇x
❇z ♣☎, z, 0q. Note que x é solução de

d

dt
x♣t, z, 0q ✏ x✶♣tq ✏ F0♣t, xq

então segue do Teorema 1 que x✶♣☎, z, 0q é solução do linearizado (2.10) e ainda x✶♣0, z, 0q ✏
Id. Logo temos duas soluções de (2.10), sendo uma delas x✶♣☎, z, 0q como vimos acima, e a

outra foi dada por hipótese em ii), sendo ela a matriz fundamental Mzα
♣tq. Então, pela

Proposição 1, existe uma única matriz C tal que

d

dt
x♣t, z, 0q ✏Mz♣T qC, ❅t P Ω.

Mas
d

dt
x♣0, z, 0q ✏ Id ✏Mz♣0qC o que implica que C ✏M✁1

z ♣0q. Portanto
d

dt
x♣t, z, 0q ✏

Mz♣T qM✁1

z ♣0q. Voltando em (2.14), temos que

df

dz
♣z, 0q ✏ ❇x

dz
♣T, z, 0q ✁ dz

dz
✏Mz♣T qM✁1

z ♣0q ✁ Id,

dg

dz
♣z, 0q ✏ d

dz
M✁1

z ♣T qf♣z, 0q �M✁1

z ♣T qdf
dz

♣z, 0q

✏ d

dz
M✁1

z ♣T qf♣z, 0q �M✁1

z ♣T q♣Mz♣T qM✁1

z ♣0q ✁ Idq

✏ d

dz
M✁1

z ♣T qf♣z, 0q �M✁1

z ♣0q ✁M✁1

z ♣T q.

Aplicando em z ✏ zα, temos que f♣zα, 0q ✏ 0, pois a solução é T-periódica, logo

dg

dz
♣z, 0q ✏ d

dz
M✁1

zα
♣T qf♣zα, 0q �M✁1

zα
♣0q ✁M✁1

zα
♣T q ✏M✁1

zα
♣0q ✁M✁1

zα
♣T q

assim obtemos (2.13). Temos ainda que

❇g
❇ε ♣z, 0q ✏ ❇

❇εM
✁1

z ♣T qf♣z, 0q �M✁1

z ♣T q ❇❇εf♣z, εq

✏ M✁1

z ♣T q
✒ ❇
❇ε♣x♣T, z, εq ✁ zq

✚ ✞✞✞✞
ε✏0

✏ M✁1

z ♣T q❇x❇ε ♣T, z, 0q
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A função
❇x
❇ε ♣☎, z, 0q é a única solução do PVI

★
y✶ ✏ DxF0♣t, x♣t, z, 0qqy � F1♣t, x♣t, z, 0qq,
y♣0q ✏ 0,

pelo Corolário (1). Note que para este caso

b♣tq ✏ D3h♣t, ϕ♣t, t0, x0, λq, λqek

onde h ✏ F0♣t, xq � εF1♣t, xq � ε2R♣t, x, εq da equação (2.10). Assim D3h ✏ F1♣t, xq �
2εR♣t, x, εq. Para ε ✏ 0 segue que D3h ✏ F1♣t, x♣t, z, 0qq. Pelo Teorema 2

❇x
❇ε ♣t, z, 0q ✏ Mz♣T q

✒
M✁1

z ♣0qMz♣0q �
➺ t

0

M✁1

z ♣sqF1♣s, x♣s, z, 0qqds
✚

✏ Mz♣T q
➺ t

0

M✁1

z ♣sqF1♣s, x♣s, z, 0qqds

Como

❇g
❇ε ♣z, 0q ✏M✁1

z ♣T q❇x❇ε ♣T, z, 0q ✏M✁1

z ♣T qMz♣T q
➺ t

0

M✁1

z ♣sqF1♣s, x♣s, z, 0qqqds

lembrando que a derivada da projeção é ela mesma, segue que:

❇
❇ε♣ξgq♣zα, 0q ✏ ξ

✒➺ t

0

M✁1

zα
♣sqF1♣s, x♣s, z, 0qqqds

✚
✏ F♣αq

Então o resultado fica demonstrado aplicando o Teorema 3.

b) Se k ✏ 1 a função F♣αq possui apenas uma variável, então podemos calcular

as derivadas de grau superior da função F . Tomando δ♣α, εq ✏ ξg♣α, β♣α, εq, εq, sendo a

mesma função definida na demonstração do Teorema 3 da Redução de Lyapunov-Schmidt.

Lembrando a equação (1.3), dada por δ♣α, εq ✏ εF♣αq � ε2r♣α, εq, denotaremos por

δ̃♣α, εq ✏ F♣αq � εr♣α, εq. Por hipótese, temos que

❇δ̃
❇α♣α0, 0q ✏ F ✶♣α0q ✏ 0, ...,

❇s✁1δ̃

❇αs✁1
♣α0, 0q ✏ F ♣s✁1q♣α0q ✏ 0

e ainda,
❇sδ̃

❇αs
♣α0, 0q ✏ F ♣sq♣α0q ✘ 0.

Queremos mostrar que existem no máximo s soluções T-periódicas do sistema (2.8)

bifurcando de x♣t, zα0
q. Suponhamos por absurdo que existem pelo menos s� 1 soluções

T-periódicas do sistema (2.8), bifurcando de x♣t, zα0
q. Então para cada inteiro j existem

εj → 0 e ηj → 0, tais que εj Ñ 0 e ηj Ñ 0 quando j Ñ ✽ e a função g♣z, εjq possui no

mínimo s� 1 zeros em ⑤z ✁ zα0
⑤ ➔ ηj. Equivalentemente a função δ̃♣α, εq tem no mínimo

s � 1 zeros em ⑤α ✁ α0⑤ ➔ ηj, pois δ♣α, εq é a projeção de g♣α, εq e δ̃♣α, εq ✏ δ♣α, εq④ε.
Sabemos que se δ̃♣α, εq tem no mínimo s� 1 zeros, então ela assume o mesmo valor em
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pelo menos s� 1 pontos. Aplicando o Teorema de Rolle, existem pelo menos s pontos tais

que a derivada de primeira ordem com respeito a variável α de δ̃♣α, εq é nula. Aplicando

este argumento sucessivas vezes, obtemos que existe αj tal que ⑤α ✁ α0⑤ ➔ ηj tal que

❇sδ̃

❇αs
♣αj, εq ✏ F ♣sq♣αjq � εj

❇sr

❇αs
♣αj, εq ✏ 0. (2.15)

Tomando o limite de j Ñ ✽, temos que ηj Ñ 0 de modo que ⑤αj ✁ α0⑤ Ñ 0, ou seja,

αj Ñ a0, e da equação (2.15) segue então que F ♣sq♣α0q ✏ 0. Contrariando a hipótese do

teorema.

Corolário 2. Sob as hipóteses do Teorema 5, se todos os autovalores das matrizes ∆α0

e ♣❇F④❇αq♣α0q possuem parte real não nula, então as soluções T -periódicas ϕ1♣t, εq do

Teorema 5 são hiperbólicas.

Neste teorema assumimos que existe um conjunto aberto V no qual V ⑨ D

e tal que para cada z P V , a solução x♣t, z, 0q é T-periódica. O conjunto V é isócrono

para o sistema (2.9), isto é, é um conjunto formado somente por órbitas periódicas, todas

possuindo o mesmo período. Então, uma resposta para o problema da bifurcação de

soluções T-periódicas das soluções periódicas x♣t, z, 0q contidas em V para o sistema (2.8)

é dada no seguinte resultado, retirado de [6].

Teorema 6. Perturbações em um conjunto isócrono: Assuma que existe um con-

junto aberto e limitado V , com V ⑨ Ω tal que para cada z P V , a solução x♣t, z, 0q é

T-periódica, e considere a função F : V ÝÑ R
n definida por

F♣zq ✏
➺ T

0

M✁1

z ♣t, zqF1♣t, x♣t, z, 0qqdt

Se existir a P V com F♣aq ✏ 0 e det♣dF④dzq♣aq ✘ 0, então existirá um ciclo limite ϕ♣t, εq
de período T do sistema (2.8) tal que ϕ♣0, εq Ñ a quando εÑ 0.
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3 Ciclos limites em variedades

Neste capítulo serão apresentados campos vetoriais suaves e não suaves definidos

em variedades, predominantemente compactas. O objetivo é encontrar ciclos limites que

bifurcam de orbitas perióticas já existentes no sistema não perturbado, para isso aplicaremos

a teoria da média. As demonstrações dos teoremas seguem estão detalhadas ao longo das

seções e seguem o algoritmo abaixo:

• Calcular as soluções do sistema não perturbado.

• Linearizar o sistema não perturbado.

• Checar o item (i) do Teorema da Média 5.

Z ✏ tzα ✏ ♣α, β0♣αqq, α P V ✉ ⑨ Ω.

• Calcular a Matriz Fundamental.

• Checar o item (ii) do Teorema da Média 5.

M✁1

zα
♣0q ✁M✁1

zα
♣T q.

• Encontrar a F .

• Determine os zeros simples de F .

Como cada teorema tem a sua particularidade, em alguns deles é feita mudança de

coordenadas e alteração da variável temporal. E em cada teorema foi utilizada uma

estratégia diferente para determinar os zeros simples.

3.1 Ciclos limite em R
�
✂ R✂ S

1 e em R✂ S
2

O conteúdo desta seção é baseado no artigo [6], no qual a motivação é encontrar

o número de ciclos limite de um campo vetorial em uma variedade conexa de classe C1.

Porém, mostraremos aqui um resultado diferente, no qual a perturbação dos campos

vetoriais não é linear, a fim de garantir que o campo continua bem definido e possui

órbitas periódicas. Além disso, esta seção exemplifica o que foi estudado ao longo deste

trabalho, mostrando como são feitos os cálculos e como são aplicados os teoremas das

seções anteriores em alguns casos específicos.

Seja M uma variedade conexa de classe C1 e TM seu fibrado tangente, X :

M Ñ TM um campo vetorial em M de classe C1 tal que X♣xq P TxM , onde TxM é o
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espaço tangente a M no ponto x. Consideraremos apenas variedades M difeomorfas a

R
n ✂ ♣S1qm, onde S

1 denota o círculo R④♣2πZq. Seja R
� o conjunto de todos os números

reais positivos. Considere X um campo vetorial na variedade conexa R
�✂R✂S

1 ✓ R
2✂S

1

com coordenadas r P R
�, z P R e θ P S

1 associado com o seguinte sistema:

✩✬✫
✬✪

✾r ✏ ✁z,
✾z ✏ r ✁ 1,
✾θ ✏ 1.

(3.1)

Como ✾θ ✏ 1, ou seja, independente de r e z, vamos resolver primeiro o sistema formado

pelas duas primeiras equações★
✾r ✏ ✁z
✾z ✏ r ✁ 1 ñ ✿z ✏ ✾r ✏ ✁z.

Visto que ✿z ✏ ✁z, temos que z é uma combinação linear de seno e cosseno, então tomando

c, d P R, temos

z♣tq ✏ c cos t� dsent. (3.2)

Da primeira equação do sistema, temos:

✾r ✏ ✁z ✏ ✁♣c cos t� dsentq. (3.3)

Integrando ambos os lados da equação acima, obtemos

r♣tq ✁ r♣0q ✏ ✁
✔
✕ t➺

0

♣c cos s� dsensqds
✜
✢ ✏ ✁

✓
csens

✞✞✞✞
t

0

✁ d cos s

✞✞✞✞
t

0

✛

✏ ✁csent✁ d♣cos t✁ dq ✏ ✁csent� d cos t✁ d.

Portanto, r♣tq ✏ ✁csent� d cos t✁ d� r♣0q. Ainda, derivando z♣tq, é possível encontrar o

valor da constante d,

✾z♣tq ✏ ✁csent� d cos t ✏ r ✁ 1 ✏ ♣✁csent� d cos t✁ d� r♣0qq ✁ 1

ñ ✁d� r♣0q ✁ 1 ✏ 0 ñ d ✏ r♣0q ✁ 1.

É possível encontrar o valor de c integrando ✾z♣tq que é da forma

✾z♣tq ✏♣✁csent� d cos t✁ d� r♣0qq ✁ 1 ✏ ✁csent� d cos t✁ ♣r♣0q ✁ 1q � r♣0q ✁ 1

✏✁ csent� d cos t.

Utilizando o Teorema Fundamental do Cálculo

t➺
0

✾z♣sqds ✏z♣tq ✁ z♣0q ✏
t➺

0

✁csens� d cos sds ✏ c cos t✁ c� dsent ✏

✏✁ c� z♣tq ñ z♣tq ✁ z♣0q ✏ ✁c� z♣tq ñ c ✏ z♣0q.
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Denotando r♣0q ✏ r0, z♣0q ✏ z0 e θ♣0q ✏ θ0, temos

z♣tq ✏ c cos t� dsent ✏ z0 cos t� ♣r0 ✁ 1qsent,

r♣tq ✏ ✁csent� d cos t✁ d� r0

✏ ✁z0sent� ♣r0 ✁ 1q cos t✁ ♣r0 ✁ 1q � r0

✏ ✁z0sent� ♣r0 ✁ 1q cos t� 1.

Agora como ✾θ ✏ 1, θ♣tq ✁ θ♣0q ✏
t➺

0

✾θ♣sqds ✏
t➺

0

1ds ✏ t. Logo θ♣tq ✏ t � θ0. Portanto, a

solução geral de (3.1) é dada por✩✬✫
✬✪

r♣tq ✏ 1 � ♣r0 ✁ 1q cos t✁ z0sent,

z♣tq ✏ z0 cos t� ♣r0 ✁ 1qsent,

θ♣tq ✏ t� θ0.

(3.4)

Note que

z2 � ♣r ✁ 1q2 ✏ rz0 cos t� ♣r0 ✁ 1qsents2 � r♣r0 ✁ 1q cos t✁ z0sents2.

Desenvolvendo o membro direito da equação acima, obtemos

z2

0
cos2 t�2z0♣r0✁1q cos tsent�♣r0✁1q2sen2t�♣r0✁1q2 cos2 t✁2z0♣r0✁1q cos tsent�z2

0
sen2t,

que simplificando se torna

z2 � ♣r ✁ 1q2 ✏ rz2

0
� ♣r0 ✁ 1q2s♣cos2 t� sen2tq ✏ z2

0
� ♣r0 ✁ 1q2 ✏ a2,

para algum a P R, já que obtemos um valor não negativo.

Então as órbitas periódicas de (3.1) estão contidas no toro invariante z2

0
�♣r0✁

1q2 ✏ a2, com a P ♣0, 1q e possuem período 2π. Seja V a subvariedade de R�✂R✂S
1 formada

pela união de todos os toros invariantes junto com as órbitas periódicas z2

0
� ♣r0 ✁ 1q2 ✏ 0.

Então V é uma subvariedade formada por órbitas 2π✁periódicas.

Estudaremos uma perturbação do sistema diferencial (3.1). Primeiro, considere

o Hamiltoniano H : R� ✂ R
2 ✂ S

1 Ñ R, dado por

H♣r, z, w, θq ✏ z2 � ♣r ✁ 1q2
2

� w � ε♣a1r � a2z � a3w � a4r
2 � a5z

2 � a6w
2

�a7rz � a8rw � a9zw � ♣b1w � b2w
2q♣c0 ✁ 2πc2θ � c2θ

2qq.
Então, o sistema Hamiltoniano com dois graus de liberdade associado a H é dado por

✾r ✏ ✁Hz ✏ ✁z ✁ ε♣a2 � 2a5z � a7r � a9wq,
✾z ✏ Hr ✏ r ✁ 1 � ε♣a1 � 2a4r � a7z � a8wq,
✾w ✏ ✁Hθ ✏ 2πw2εb2c2 ✁ 2θw2εb2c2 � 2πwεb1c2 ✁ 2θwεb1c2,

✾θ ✏ Hw ✏ 1 � ε
�
a3 � 2a6w � a8r � a9z � ♣b1 � 2wb2q

�
c0 ✁ 2c2πθ � c2θ

2
✟✟
,

(3.5)
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onde Hv denota a derivada parcial da função H com respeito a variável v. Lembrando

que ✾x ✏ ✁❇H❇y ♣x, yq e ✾y ✏ ❇H
❇x ♣x, yq, para ε ✏ 0 o sistema (3.5) se reduz ao sistema não

perturbado
✾r ✏ ✁z,
✾z ✏ r ✁ 1,

✾w ✏ 0,
✾θ ✏ 1.

O sistema (3.5) é invariante no hiperplano w ✏ 0, isto é, se uma órbita de (3.5) possui um

ponto neste hiperplano, então a órbita inteira está contida nele. De fato, se w ✏ 0 implica

✾w ✏ 0, então não temos variação em w, logo as soluções são constantes em w com w ✏ 0.

Vamos restringir a atenção ao caso em que w ✏ 0, ou seja, consideremos o sistema (3.5)

restrito ao hiperplano w ✏ 0,

✾r ✏ ✁z ✁ ε♣a2 � 2a5z � a7rq,
✾z ✏ r ✁ 1� ε♣a1 � 2a4r � a7zq,
✾θ ✏ 1� ε

�
a3 � a8r � a9z � b1

�
c0 ✁ 2c2πθ � c2θ

2
✟✟
.

(3.6)

Observe que se ε ✏ 0 então o sistema (3.6) coincide com o sistema (3.1). Para o sistema

(3.6), temos o seguinte resultado.

Teorema 7. Para ε ✘ 0 suficientemente pequeno o campo vetorial linear associado ao

sistema Hamiltoniano perturbado (3.5), restrito ao hiperplano invariante w ✏ 0, isto é,

sistema (3.6) com ♣a4 � a5q ✘ 0 possui um ciclo limite bifurcando das órbitas periódicas

do sistema (3.1) quando θ0 é um zero da equação

K♣Zq ✏ 2π2b1c2 ✁ 3Z2b1c2 ✁ 3b1c0 ✁ 3a3 ✁ 3a8.

Mais ainda, este ciclo limite bifurca da órbita periódica z2 � ♣r ✁ 1q2 ✏ 0 do sistema (3.1).

Demonstração. Desde que r → 0 as órbitas periódicas (3.4) do sistema diferencial linear

(3.1) preenchem o toro invariante fa♣r, z, θq ✏ z2 � ♣r ✁ 1q2 ✁ a2 ✏ 0 com a P ♣0, 1q, e

possuem período 2π. O toro fa♣r, z, θq ✏ 0 é invariante pelo fluxo do sistema (3.1), pois

para toda solução periódica (3.4) em fa♣r, z, θq ✏ 0 temos que

dfa

dt
♣r♣tq, z♣tq, θ♣tqq ✏ ❇fa

❇r ✾r♣tq � ❇fa

❇z ✾z♣tq � ❇fa

❇θ
✾θ♣tq ✏ 2♣r ✁ 1q♣✁zq � 2z♣r ✁ 1q ✏ 0.

Seja V a subvariedade de R
� ✂ R✂ S

1 formada pela união de todos os toros invariantes

com a órbita periódica z2 � ♣r ✁ 1q2 ✏ 0, então V é uma subvariedade aberta e limitada

formada por órbitas 2π-periódicas. Usando o Teorema 6 desejamos estudar os ciclos limite

do sistema perturbado (3.6) para ε ✘ 0 suficientemente pequeno, os quais bifurcam das
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órbitas periódicas do sistema (3.1). Então, para aplicar o Teorema 6, temos

n ✏ 3,

x ✏ ♣r, z, θq,
z ✏ ♣r0, z0, θ0q,
x♣t, z, 0q ✏ ♣r♣tq, z♣tq, θ♣tqq,

onde r♣tq, z♣tq, θ♣tq é solução de (3.1) dada em (3.4). Ainda

F0♣t, xq ✏ ♣✁z, r ✁ 1, 1q,
F1♣t, xq ✏ ♣g1♣t, xq, g2♣t, xq, g3♣t, xqq,

onde g1♣t, xq ✏ ✁a2 ✁ a7r♣tq ✁ 2a5z♣tq, g2♣t, xq ✏ a1 � 2a4r♣tq � a7z♣tq, g3♣t, xq ✏ a3 �
a8r♣tq � a9z♣tq � b1

�
c0 ✁ 2c2πθ♣tq � c2θ

2♣tq✟, F2♣t, x, εq ✏ 0, Ω ✏ R
�✂R✂ S

1 e o período

é T ✏ 2π. Temos que

DxF0♣t, x♣t, z, 0qq ✏

✔
✖✕

0 ✁1 0

1 0 0

0 0 0

✜
✣✢ .

A matriz fundamental do sistema (2.10) é dada por

Mz♣tq ✏ exp

✔
✖✕

0 ✁1 0

1 0 0

0 0 0

✜
✣✢ ✏

✔
✖✕

cos t ✁sent 0

sent cos t 0

0 0 1

✜
✣✢ .

Para o sistema (3.1) a matriz fundamental Mz♣tq não depende de uma solução periódica

particular x♣t, z, 0q, isto é, a matriz é independente da condição inicial z. Todas as

hipóteses do Teorema 6 são satisfeitas, então precisamos encontrar as raízes em V do

sistema F♣zq ✏ 0, onde

F♣zq ✏
➺ T

0

M✁1

z ♣t, zqF1♣t, x♣t, z, 0qqdt.

Observe que a inversa de Mz♣t, zq é dada por

M✁1

z ♣tq ✏

✔
✖✕

cos t sent 0

✁sent cos t 0

0 0 1

✜
✣✢ .

Assim,

M✁1

z ♣tqF1♣t, x♣t, z, 0qq ✏

✔
✖✕

cos t♣✁a2 ✁ a7r♣tq ✁ 2a5z♣tqq � sent♣a1 � 2a4r♣tq � a7z♣tqq
sent♣a2 � a7r♣tq � 2a5z♣tqq � cos t♣a1 � 2a4r♣tq � a7z♣tqq

a3 � a8r♣tq � a9z♣tq � b1

�
c0 ✁ 2c2πθ♣tq � c2θ

2♣tq✟
✜
✣✢ .

Portanto,

F♣zq ✏
➺

2π

0

M✁1

z ♣t, zqF1♣t, x♣t, z, 0qqdt ✏ ♣F1♣r0, z0, θ0q,F2♣r0, z0, θ0q,F3♣r0, z0, θ0qq,
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onde,

F1♣r0, z0, θ0q ✏
➺

2π

0

cos t♣✁a2 ✁ a7r♣tq ✁ 2a5z♣tqq � sent♣a1 � 2a4r♣tq � a7z♣tqqdt,

F2♣r0, z0, θ0q ✏
➺

2π

0

✁sent♣✁a2 ✁ a7r♣tq ✁ 2a5z♣tqq � cos t♣a1 � 2a4r♣tq � a7z♣tqqdt,

F3♣r0, z0, θ0q ✏
➺

2π

0

a3 � a8r♣tq � a9z♣tq � b1

�
c0 ✁ 2c2πθ♣tq � c2θ

2♣tq✟ dt.
Substituindo r♣tq, z♣tq, θ♣tq dadas pela solução (3.4), obtemos

F1♣r0, z0, θ0q ✏
➺

2π

0

cos tr✁a2✁a7♣1�♣r0✁1q cos t✁z0sentq✁2a5♣z0 cos t�♣r0✁1qsentqsdt

�
➺

2π

0

sentra1 � 2a4♣1 � ♣r0 ✁ 1q cos t✁ z0sentq � a7♣z0 cos t� ♣r0 ✁ 1qsentqsdt

✏ r✁a7♣r0 ✁ 1q ✁ 2a5z0sπ � ra7♣r0 ✁ 1q ✁ 2a4z0sπ ✏ ✁2π♣a4 � a5qz0,

F2♣r0, z0, θ0q ✏
➺

2π

0

✁sentr✁a2✁a7♣1�♣r0✁1q cos t✁z0sentq✁2a5♣z0 cos t�♣r0✁1qsentqsdt

�
➺

2π

0

cos tra1 � 2a4♣1 � ♣r0 ✁ 1q cos t✁ z0sentq � a7♣z0 cos t� ♣r0 ✁ 1qsentqsdt

✏ r2a5♣r0 ✁ 1q ✁ a7z0sπ � r2a4♣r0 ✁ 1q � a4z0sπ ✏ 2π♣a5 � a4q♣r0 ✁ 1q,

F3♣r0, z0, θ0q ✏
➺

2π

0

a3 � a8♣1 � ♣r0 ✁ 1q cos t✁ z0sentqdt

�
➺

2π

0

a9♣z0 cos t� ♣r0 ✁ 1qsentqdt

�
➺

2π

0

b1♣c0 ✁ 2c2π♣t� θ0qq � c2♣t� θ0q2dt

✏ ✁2π
3

♣2π2b1c2 ✁ 3θ2

0
b1c2 ✁ 3b1c0 ✁ 3a3 ✁ 3a8q.

Logo,

F♣zq ✏ ♣✁2π♣a4 � a5qz0, 2π♣a4 � a5q♣r0 ✁ 1q, ✁2π
3

♣2π2b1c2 ✁ 3θ2

0
b1c2 ✁ 3b1c0 ✁ 3a3 ✁ 3a8qq.

De modo que F♣zq ✏ 0 se, e somente se, F1♣r0, z0, θ0q ✏ F2♣r0, z0, θ0q ✏ F3♣r0, z0, θ0q ✏
0. Por hipótese ♣a4 � a5q ✘ 0 e temos que F1♣r0, z0, θ0q ✏ 0 ô ✁2π♣a4 � a5qz0 ✏
0 ô ♣a4 � a5q ✏ 0 ou z0 ✏ 0. Visto que o primeiro não ocorre, resta que z0 ✏ 0. Ainda,

F2♣r0, z0, θ0q ✏ 0 ô 2π♣a4 � a5q♣r0 ✁ 1q ✏ 0 ô ♣a4 � a5q ✏ 0 ou r0 ✏ 1, portanto



Capítulo 3. Ciclos limites em variedades 40

obtemos r0 ✏ 1. E por fim, F3♣r0, z0, θ0q ✏ 0 ô 2π2b1c2✁ 3θ2

0
b1c2✁ 3b1c0✁ 3a3✁ 3a8 ✏ 0.

Observe que,

dF

dz
♣zq ✏ ❇♣F1,F2,F3q

❇♣r0, z0, θ0q ✏

✔
✖✕

0 ✁2π♣a4 � a5q 0

2π♣a4 � a5q 0 0

0 0 4πb1c2θ0

✜
✣✢ ,

então det♣dF♣zq④dzq ✏ 16π3♣a4 � a5q2b1c2θ0 ✏ 0 ô θ0 ✏ 0, porém θ0 ✏ 0 não anula

F3. Aplicando o Teorema 6 existe solução periódica ♣r♣t, εq, z♣t, εq, θ♣t, εqq do sistema

diferencial (3.6), tal que ♣r♣0, εq, z♣0, εq, θ♣0, εqq Ñ ♣1, 0, Zq quando εÑ 0, onde Z denota

os zeros de K♣Zq ✏ 2π2b1c2 ✁ 3Z2b1c2 ✁ 3b1c0 ✁ 3a3 ✁ 3a8. Assim provamos o Teorema

7.

Comentário 1. A função ♣b1w � b2w
2q♣c0 ✁ 2πc2θ � c2θ

2q foi escolhida a fim de que o

sistema Hamiltoniano seja periódico e esteja bem definido na variedade. Além disso, como

restringimos o campo ao hiperplano invariante w ✏ 0 era importante o termo quadrático

em ♣b1w � b2w
2q, já que assim, após a primeira derivada com respeito a variável w o

campo continua tendo um termo quadrático em θ. A matriz
dF

dz
♣zq depende dos coeficientes

dos polinômios que perturbam o sistema original, dessa forma o resultado se altera a

cada escolha. Podemos reproduzir o mesmo resultado para qualquer função que satisfaça a

periodicidade do campo, visando o que foi mencionado nesta observação.

Também serão estudadas órbitas periódicas de campos vetoriais na variedade

conexa R✂♣S1q2 com coordenadas r P R e ♣θ, ϕq P ♣S1q2 associado com o sistema diferencial:

✩✬✫
✬✪

✾r ✏ r ✁ 1� ε♣a0 � a1r � a2θ � a3ϕq,
✾θ ✏ 1� ε♣b0 � b1r � b3ϕ

2 ✁ 2b3πϕ� b4q,
✾ϕ ✏ 1� ε♣c0 � c1r � c2θ

2 ✁ 2c2πθ � c3q.
(3.7)

Note que a topologia da variedade conexa, onde o sistema (3.6) é definido é diferente da

topologia da variedade conexa onde o sistema (3.7) está definido. O sistema (3.7) com

ε ✏ 0, é dado por ✩✬✫
✬✪

✾r ✏ r ✁ 1,
✾θ ✏ 1,

✾ϕ ✏ 1.

(3.8)

Neste caso todas as órbitas periódicas estão contidas no toro invariante r ✏ 1 e possuem

período 2π. Seja Z este toro. Então, Z é uma subvariedade de dimensão 2 da variedade

R✂ ♣S1q2 de dimensão 3. Para o sistema (3.7) temos o seguinte resultado:

Teorema 8. Para ε ✘ 0 suficientemente pequeno, o campo vetorial linear associado com

o sistema (3.7) possui ciclo limite bifurcando das órbitas periódicas do sistema (3.7) com

ε ✏ 0, isto é, do sistema (3.8) se b3, c2 ✘ 0. Mais ainda, se a0 � a1 ✏ a2 ✏ a3 ✏ 0, então
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o toro r ✏ 1 é invariante pelo fluxo do sistema (3.7), e tal ciclo limite é único no toro

quando existir.

Demonstração. Vamos encontrar a solução de (3.7) para ε ✏ 0, isto é, para o sistema não

perturbado (3.8). Como ✾r ✏ r ✁ 1 temos que a solução é da forma x♣tq ✏ exp♣tqc � b,

queremos ainda que x♣0q ✏ r0 então exp♣0qc � b ✏ r0, logo b ✏ r0 ✁ c. Por outro lado,

✾x♣tq ✏ exp♣tqc ✏ r✁ 1, segue que c ✏ ♣r✁ 1q④ exp♣tq, em particular, para t ✏ 0, temos que

c ✏ ♣r0 ✁ 1q④ exp♣0q, sendo c constante, segue que c ✏ r0 ✁ 1 e daí b ✏ r0 ✁ ♣r0 ✁ 1q ✏ 1.

Assim, a solução do PVI é dada por r♣tq ✏ 1 � exp♣tq♣r0 ✁ 1q. Para o sistema (3.1)

calculamos θ♣tq e neste sistema a conta é análoga, tanto para θ♣tq como para ϕ♣tq. Então,

a solução do sistema (3.8), tal que ♣r♣0q, θ♣0q, ϕ♣0qq ✏ ♣r0, θ♣0q, ϕ♣0qq é dada por

r♣tq ✏ 1 � exp♣tq♣r0 ✁ 1q, θ♣tq ✏ t� θ0, ϕ♣tq ✏ t� ϕ0.

Portanto as órbitas periódicas do sistema (3.8) são

r♣tq ✏ 1, θ♣tq ✏ t� θ0, ϕ♣tq ✏ t� ϕ0. (3.9)

Assim, as órbitas periódicas do sistema (3.8) preenchem o toro invariante r ✏ 1 e possuem

periódo 2π. Para o sistema (3.7), note que ✾r⑤r✏1 ✏ 0 se, e somente se, ε♣a0 � a1r � a2θ �
a3ϕq ✏ 0, sendo que isto ocorre quando ε ✏ 0 ou a0 � a1r � a2θ � a3ϕ ✏ 0 ❅ r, θ, ϕ, ou

seja, a0 ✏ a1 ✏ a2 ✏ a3 ✏ 0.

Queremos estudar os ciclos limite do sistema (3.7) para ε ✘ 0 suficientemente pequeno,

que bifurcam das órbitas periódicas do sistema (3.8), para isto utilizaremos o Teorema 5.

Assim, tome t ✏ 2π, Ω ✏ ♣S1q2 ✂ R, k ✏ 2, n ✏ 3, x ✏ ♣θ, ϕ, rq, α ✏ ♣θ0, ϕ0q, β0♣αq ✏ 1, e

zα ✏ ♣α, β0♣αqq ✏ ♣θ0, ϕ0, 1q,
Z ✏ t♣θ0, ϕ0, rq P ♣S1q2 ✂ R : r ✏ 1✉,

x♣t, zα, 0q ✏ ♣θ♣tq, ϕ♣tq, r♣tqq ✏ ♣t� θ0, t� ϕ0, 1 � exp♣tq♣r0 ✁ 1qq,
F0♣t, xq ✏ ♣1, 1, r ✁ 1q,
F1♣t, xq ✏ ♣r ✁ 1 � ε♣a0 � a1r � a2θ � a3ϕq, 1 � ε♣b0 � b1r � b3ϕ

2 ✁ 2b3πϕ� b4q,
1 � ε♣c0 � c1r � c2θ

2 ✁ 2c2πθ � c3qq,
F2♣t, xq ✏ 0.

Note que o toro aberto sólido ♣S1q2 ✂ R pode ser visto como um subconjunto aberto de

R
3. Assim, o subconjunto aberto e limitado V ⑨ Z pela hipótese do Teorema 5 deve

ser tomado como V ✏ t♣θ0, ϕ0q P ♣S1q2✉, isto é, V é difeomorfo a Z. Para a função

F0♣t, xq ✏ ♣1, 1, r✁1q a solução periódica x♣t, zα, 0q ✏ ♣t� θ0, t�ϕ0, 1q temos que a matriz

fundamental de (2.10) é dada por

Mzα
♣tq ✏ exp

✔
✖✕

0 0 0

0 0 0

0 0 1

✜
✣✢ ✏

✔
✖✕

1 0 0

0 1 0

0 0 et

✜
✣✢ .
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Note que para o sistema (3.7) a matriz fundamental Mzα
♣tq não depende da órbita periódica

particular x♣t, zα, 0q, isto é, independe da condição inicial zα. Então,

M✁1

zα
♣0q ✁M✁1

zα
♣2πq ✏

✔
✖✕

0 0 0

0 0 0

0 0 1✁ e✁2π

✜
✣✢ ,

satisfazendo as condições do Teorema 5. Precisamos encontrar os zeros em V para o

sistema F♣αq ✏ 0, onde

F♣αq ✏ ξ

➺ T

0

M✁1

zα
♣tqF1♣t, x♣t, zα, 0qqdt.

Temos que,

M✁1

zα
♣tq ✏

✔
✖✕

1 0 0

0 1 0

0 0 e✁t

✜
✣✢ .

Assim,

M✁1

zα
♣tqF1♣t, x♣t, zα, 0qq ✏

✔
✖✕
b0 � b1r � b3ϕ

2 ✁ 2b3πϕ� b4

c0 � c1r � c2θ
2 ✁ 2c2πθ � c3

e✁t♣a0 � a1r � a2θ � a3ϕq

✜
✣✢ .

Temos ainda que ξ : R2 ✂ R ÝÑ R
2, então F♣αq terá duas componentes, ou seja, F♣αq ✏

♣F1♣θ0, ϕ0q,F2♣θ0, ϕ0qq, onde

F1♣θ0, ϕ0q ✏
➺

2π

0

b0 � b1r♣tq � b3ϕ
2♣tq ✁ 2b3πϕ♣tq � b4♣tqdt

✏
➺

2π

0

b0 � b1 � b3♣t� θ0q2 ✁ 2b3♣t� ϕ0q � b4dt

✏ 8b3π
3

3
� 2π2♣2b3ϕ0 ✁ 2b3πq � 2π♣b0 � b1 � b4 � b3ϕ

2

0
✁ 2b3ϕ0πq

✏ 2
3
π♣3b0 � 3b1 � 3b4 � 3b3ϕ

2

0
✁ 2b3π

2q,

F2♣θ0, ϕ0q ✏
➺

2π

0

c0 � c1r♣tq � c2θ
2♣tq ✁ 2c2πθ♣tq � c3♣tqdt

✏
➺

2π

0

c0 � c1 � c2♣t� θ0q2 ✁ 2c2♣t� ϕ0q � c3dt

✏ 8c2π
3

3
� 2π2♣2c2ϕ0 ✁ 2c2πq � 2π♣c0 � c1 � c3 � c2ϕ

2

0
✁ 2c2ϕ0πq

✏ 2
3
π♣3c0 � 3c1 � 3c3 � 3c2θ

2

0
✁ 2c2π

2q.
Assim, F♣αq ✏ 0 se, e somente se, F1♣θ0, ϕ0q ✏ F2♣θ0, ϕ0q ✏ 0. Supondo que c2, b3 ✘ 0,

temos então as seguintes soluções

2
3
π♣3b0 � 3b1 � 3b33� 3b3ϕ

2

0
✁ 2b3π

2q ✏ 0 ô ϕ0 ✏ ✟
❄✁3b0 ✁ 3b1 ✁ 3b4 � 2b3π2

❄
3
❄
b3

,

2
3
π♣3c0 � 3c1 � 3c3 � 3c2θ

2

0
✁ 2c2π

2q ✏ 0 ô θ0 ✏ ✟
❄✁3c0 ✁ 3c1 ✁ 3c3 � 2c2π2

❄
3
❄
c2

.
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Ainda, temos que
❇♣F1,F2q
❇♣θ0, ϕ0q ✏

✓
0 4πb3ϕ0

4πc2θ0 0

✛
.

Então, det♣❇♣F1,F2q④❇♣θ0, ϕ0qq ✏ ✁16π2ϕ0θ0b3c2 ✘ 0, já que por hipótese b3, c2 ✘ 0 e

ϕ0, θ0 ✏ 0 não anulam F♣αq. Assim aplicando o Teorema 5, existe um ciclo limite para

o sistema (3.7) tal que ♣θ♣0, εq, ϕ0♣0, εqq ÝÑ ♣θ0, ϕ0q quando ε ÝÑ 0, onde θ0, ϕ0 são a

solução do sistema. Mais que isso, é possível obter quatro soluções, sendo elas:

ϕ0 ✏
❄✁3b0 ✁ 3b1 ✁ 3b4 � 2b3π2

❄
3
❄
b3

, θ0 ✏
❄✁3c0 ✁ 3c1 ✁ 3c3 � 2c2π2

❄
3
❄
c2

,

ϕ0 ✏
❄✁3b0 ✁ 3b1 ✁ 3b4 � 2b3π2

❄
3
❄
b3

, θ0 ✏ ✁
❄✁3c0 ✁ 3c1 ✁ 3c3 � 2c2π2

❄
3
❄
c2

,

✁ϕ0 ✏
❄✁3b0 ✁ 3b1 ✁ 3b4 � 2b3π2

❄
3
❄
b3

, θ0 ✏
❄✁3c0 ✁ 3c1 ✁ 3c3 � 2c2π2

❄
3
❄
c2

,

✁ϕ0 ✏
❄✁3b0 ✁ 3b1 ✁ 3b4 � 2b3π2

❄
3
❄
b3

, θ0 ✏ ✁
❄✁3c0 ✁ 3c1 ✁ 3c3 � 2c2π2

❄
3
❄
c2

.

Assim o Teorema 8 fica demonstrado.

Teorema 9. Sejam b♣ϕ, θq, c♣ϕ, θq funções de classe C1, 2π-periódicas. O número de ciclos

limite do sistema: ✩✬✫
✬✪

✾r ✏ r ✁ 1� ε♣a0 � a1r � a2θ � a3ϕq,
✾θ ✏ 1� ε♣b0 � b1r � b♣ϕ, θqq,
✾ϕ ✏ 1� ε♣c0 � c1r � c♣ϕ, θqq,

(3.10)

é dado pela quantidade de zeros simples do sistema:➺
2π

0

♣b♣t� θ0, φ0 � tq � b0 � b1q dt ✏ 0,➺
2π

0

♣c♣t� θ0, φ0 � tq � c0 � c1q dt ✏ 0,
(3.11)

nas variáveis θ0 e φ0.

Demonstração. De fato, procedendo de maneira análoga ao que foi feito no Teorema 8,

temos que F♣αq ✏ ♣F1♣θ0, ϕ0q,F2♣θ0, ϕ0qq, onde

F1♣θ0, ϕ0q ✏
➺

2π

0

♣b♣t� θ0, φ0 � tq � b0 � b1q dt ✏ 0,

F2♣θ0, ϕ0q ✏
➺

2π

0

♣c♣t� θ0, φ0 � tq � c0 � c1q dt ✏ 0.

Então, segue do Teorema 5 que os ciclos limite do sistema (3.10) são os zeros do sistema

(3.11).
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3.2 Ciclos limite em um toro isócrono bidimensional em R
3

Seja T um toro bidimensional de um sistema integrável Hamiltoniano com dois

graus de liberdade contido em R
3 e folheado por órbitas periódicas. Sob as hipóteses do

Teorema de Poincaré-Birkhoff estudaremos as órbitas periódicas de T que persistem quando

perturbamos este sistema integrável dentro da classe de todos os sistemas Hamiltonianos

com dois graus de liberdade, baseado em [4].

Assuma agora que T é um toro isócrono bidimensional de um sistema diferencial

em R
3, e que T é preenchido por órbitas com mesmo período. Suponha ainda, que não

existe outro toro invariante em uma vizinhança de T. Queremos estudar quantas órbitas

periódicas de T persistem quando perturbamos o sistema em uma classe de sistemas

diferenciais em R
3. Claramente, não podemos aplicar o Teorema de Poincaré-Birkhoff, pois

ele funciona apenas quando perturbamos níveis de energia de um sistema Hamiltoniano

integrável, e nestes níveis de energia as órbitas periódicas do toro invariante não são

isoladas.

Em geral podemos considerar um sistema diferencial em R
3, com campo vetorial

associado X0, possuindo um subconjunto S isócrono de dimensão dois, isto é, o subconjunto

S é composto de órbitas periódicas, todas com o mesmo período. Se tomarmos o campo

vetorial Xε ✏ X0�εX, como uma ε-perturbação de X0, então a pergunta natural a se fazer

é: O campo vetorial perturbado Xε possui orbitas periódicas ou ciclos limite emergindo de

S? Como conta-los? Quantos são? Estas questões podem ser consideradas análogas sobre

a teoria dos ciclos limites de sistemas diferenciais planares. A ferramenta utilizada para

resolver estes problemas é a Teoria da Média.

Iremos ilustrar o método de estudar os ciclos limite que bifurcam de órbitas

periódicas que preenchem um toro bi-dimensional isócrono em um sistema diferencial

em R
3 com o seguinte exemplo, mas o método pode ser aplicado para qualquer sistema

diferencial sob as mesmas hipóteses.

Nesta seção consideramos o sistema diferencial:

✾x ✏ ♣♣
❛
x2 � y2 ✁ 2qf♣x, y, zq ✁ zq x❄

x2 � y2
� εP ♣x, y, zq,

✾y ✏ ♣♣
❛
x2 � y2 ✁ 2qf♣x, y, zq ✁ zq y❄

x2 � y2
� εQ♣x, y, zq,

✾z ✏ zf♣x, y, zq � ♣
❛
x2 � y2 ✁ 2q � εR♣x, y, zq,

(3.12)

definido em R
3③t♣0, 0, zq⑤z P R✉, onde f♣x, y, zq ✏ 1 ✁ ♣

❛
x2 � y2 ✁ 2q2 ✁ z2, ε é um

parâmetro suficientemente pequeno, P ♣x, y, zq, Q♣x, y, zq, R♣x, y, zq são polinômios. Ainda,

o ponto denota a derivada com respeito ao tempo t.
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O toro bidimensional, definido por,

T :✏ t♣x, y, zq P R
3⑤f♣x, y, zq ✏ 0✉

é uma superfície invariante para o sistema não perturbado (3.12) com ε ✏ 0. Temos ainda,

que a solução do sistema não perturbado, que em t ✏ 0, passa pelo ponto

♣♣2 � cos θ0q cosφ0, ♣2 � cos θ0qsenφ0, senθ0q P T

é dada por

x♣tq ✏ ♣2 � cos♣t� θ0qq cosφ0, y♣tq ✏ ♣2 � cos♣t� θ0qqsenφ0, z♣tq ✏ sen♣t� θ0q,

que é 2π-periódica, o que significa que T é isócrono.

Para ε suficientemente pequeno estudamos quantos ciclos limite o sistema (3.12)

possui bifurcando das órbitas periódicas no toro invariante T do sistema não perturbado;

lembramos que uma órbita periódica de um sistema diferencial é um ciclo limite se ela é

isolada no conjunto de todas as órbitas periódicas do sistema. Nós não fornecemos uma

resposta completa, apenas estudamos os ciclos limites bifurcados que são controlados até

a primeira ordem em ε usando Teoria da Média.

Teorema 10. Para ε suficientemente pequeno, se d é o maior valor entre os graus dos

polinômios P ♣x, y, zq e Q♣x, y, zq, e F♣φq não é nula, com

F♣φq ✏
➺

2π

0

Q̃♣θ, φ, 1q cosφ✁ P̃ ♣θ, φ, 1qsenφ
2 � cos θ

dθ, (3.13)

onde φ P S
1 e P̃ ♣θ, φ, 1q, Q̃♣θ, φ, 1q são os polinômios P e Q após a mudança de coordenadas,

então o número máximo de ciclos limite do sistema (3.12) que bifurca das órbitas periódicas

do toro T do sistema não perturbado é 2♣d� 1q. Além disto, esta cota é atingida.

Para demonstrar o Teorema 10, iremos separar em lemas os resultados impor-

tantes, a fim de aplicar o Teorema 5.

Lema 1. Usando a mudança de coordenadas ♣θ, φ, rq em uma vizinhança do toro T, o

sistema (3.12) pode ser transformado em (2.8). O sistema transformado satisfaz i) e ii)

do Teorema 5 e (2.12) fica da forma de (3.13).

Demonstração. Se θ, φ P S
1 e r P ♣0, 2q, então

x ✏ ♣2 � r cos θq cosφ, y ✏ ♣2 � r cos θqsenφ, z ✏ rsenθ, (3.14)

é a mudança de coordenadas em S
1 ✂ Ω, com Ω :✏ t♣φ, rq⑤φ P S

1, 0 ➔ r ➔ 2✉. O toro T

corresponde aos pontos em que r ✏ 1.
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Vamos agora encontrar o sistema (3.12) nas novas coordenadas. Observe que

dx

dθ
✏ ✁rsenθ cosφ,

dx

dφ
✏ ✁♣2 � r cos θqsenφ,

dx

dr
✏ cos θ cosφ.

dy

dθ
✏ ✁rsenθsenφ,

dy

dφ
✏ ♣2 � r cos θq cosφ,

dy

dr
✏ cos θsenφ.

dz

dθ
✏ r cos θ,

dz

dφ
✏ 0,

dz

dr
✏ senθ.

Temos, pela regra da cadeia que

✾x ✏ dx

dt
✏ dx

dθ

dθ

dt
� dx

dφ

dφ

dt
� dx

dr

dr

dt
✏ ✁rsenθ cosφ ✾θ ✁ ♣2 � r cos θqsenφ ✾φ� cos θ cosφ ✾r,

✾y ✏ dy

dt
✏ dy

dθ

dθ

dt
� dy

dφ

dφ

dt
� dy

dr

dr

dt
✏ ✁rsenθsenφ ✾θ � ♣2 � r cos θq cosφ ✾φ� cos θsenφ ✾r,

✾z ✏ dz

dt
✏ dz

dθ

dθ

dt
� dz

dφ

dφ

dt
� dz

dr

dr

dt
✏ r cos θ ✾θ � senθ ✾r.

Ou seja,
✾x ✏ ✁rsenθ cosφ ✾θ ✁ ♣2 � r cos θqsenφ ✾φ� cos θ cosφ ✾r,

✾y ✏ ✁rsenθsenφ ✾θ � ♣2 � r cos θq cosφ ✾φ� cos θsenφ ✾r,

✾z ✏ r cos θ ✾θ � senθ ✾r.

(3.15)

Por outro lado, substituindo x, y, z dados em (3.14) no sistema (3.12), obtemos

✾x ✏ r♣♣2 � r cos θq2 cos2 φ� ♣2 � r cos θq2sen2φq1④2 ✁ 2qf̃♣θ, φ, rq ✁ rsenθs
♣2 � r cos θq cosφ

2 � r cos θ
� εP̃ ♣θ, φ, rq

✏ r cosφ♣cos θf̃♣θ, φ, rq ✁ senθq � εP̃ ♣θ, φ, rq,

✾y ✏ r♣♣2 � r cos θq2 cos2 φ� ♣2 � r cos θq2sen2φq1④2 ✁ 2qf̃♣θ, φ, rq ✁ rsenθs
♣2 � r cos θqsenφ

2 � r cos θ
� εQ̃♣θ, φ, rq

✏ rsenφ♣cos θf̃♣θ, φ, rq ✁ senθq � εQ̃♣θ, φ, rq,

✾z ✏ rsenθf̃♣θ, φ, rq � r cos θ � εR̃♣θ, φ, rq,

(3.16)

onde Ỹ ♣θ, φ, rq ✏ Y ♣♣2 � r cos θq cosφ, ♣2 � r cos θqsenφ, rsenθq. Temos ainda que

f♣♣2 � r cos θq cosφ, ♣2 � r cos θqsenφ, rsenθq ✏ 1 ✁ r2 cos2 θ ✁ r2sen2θ ✏ 1 ✁ r2.

Então, substituindo a expressão de f̃♣θ, φ, rq em (3.16), obtemos

✾x ✏ r♣cos θ♣1 ✁ r2q ✁ senθq cosφ� εP̃ ♣θ, φ, rq,
✾y ✏ r♣cos θ♣1 ✁ r2q ✁ senθqsenφ� εQ̃♣θ, φ, rq,
✾z ✏ r♣senθ♣1 ✁ r2q � cos θq � εR̃♣θ, φ, rq.

(3.17)

Igualando as expressões de ✾x, ✾y, ✾z nos sistemas (3.15) e (3.17), temos

r♣cos θ♣1✁r2q✁senθq cosφ�εP̃ ♣θ, φ, rq ✏ ✁rsenθ cosφ ✾θ✁♣2�r cos θqsenφ ✾φ�cos θ cosφ ✾r,

(3.18)
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r♣cos θ♣1✁ r2q✁ senθqsenφ� εQ̃♣θ, φ, rq ✏ ✁rsenθsenφ ✾θ�♣2� r cos θq cosφ ✾φ� cos θsenφ ✾r,

(3.19)

r♣senθ♣1 ✁ r2q � cos θq � εR̃♣θ, φ, rq ✏ r cos θ ✾θ � senθ ✾r. (3.20)

Com objetivo de encontrar expressões para ✾θ, ✾φ, ✾r, vamos multiplicar a equação (3.18) por

cosφ e somar com a equação (3.19) multiplicada por senφ. Fazendo isto, obtemos

r♣cos θ♣1 ✁ r2q ✁ senθq � ε♣cosφP̃ ♣θ, φ, rq � senφQ̃♣θ, φ, rqq ✏ ✁rsenθ ✾θ � cos θ ✾r. (3.21)

Multiplicando a equação (3.20) por cos θ e subtraindo a equação (3.21) multiplicada por

senθ, temos

r � ε♣R̃♣θ, φ, rq cos θ ✁ senθ♣cosφP̃ ♣θ, φ, rq � senφQ̃♣θ, φ, rqqq ✏ r ✾θ.

Isolando ✾θ na equação acima, temos

✾θ ✏ 1 � ε
�
R̃♣θ, φ, rq cos θ ✁ senθ♣cosφP̃ ♣θ, φ, rq � senφQ̃♣θ, φ, rqq✟④r.

Fazendo agora a equação (3.18) multiplicada por senφ e subtraindo a equação (3.19)

multiplicada por cosφ, obtemos

ε♣P̃ ♣θ, φ, rqsenφ✁ Q̃♣θ, φ, rq cosφq ✏ ✁♣2 � r cos θq♣sen2φ� cos2 φq ✾φ

ñ ✾φ ✏ ε♣Q̃♣θ, φ, rq cosφ✁ P̃ ♣θ, φ, rqsenφq④♣2 � r cos θq.
Multiplicando a equação (3.21) por cos θ e somando com a equação (3.20) multiplicada

por senθ, segue que

r♣1 ✁ r2q♣cos2 θ � sen2θq � εrcos θ♣cosφP̃ ♣θ, φ, rq � senφQ̃♣θ, φ, rqq � R̃♣θ, φ, rqsenθs ✏ ✾r

ñ ✾r ✏ r♣1 ✁ r2q � εrcos θ♣cosφP̃ ♣θ, φ, rq � senφQ̃♣θ, φ, rqq � R̃♣θ, φ, rqsenθs.
Portanto o sistema (3.12) nas novas coordenadas se torna no sistema (3.22),

✾θ ✏ 1 � ε
�
R̃♣θ, φ, rq cos θ ✁ senθ♣cosφP̃ ♣θ, φ, rq � senφQ̃♣θ, φ, rqq✟④r,

✾φ ✏ ε♣Q̃♣θ, φ, rq cosφ✁ P̃ ♣θ, φ, rqsenφq④♣2 � r cos θq,
✾r ✏ r♣1 ✁ r2q � εrcos θ♣cosφP̃ ♣θ, φ, rq � senφQ̃♣θ, φ, rqq � R̃♣θ, φ, rqsenθs.

(3.22)

Trocando a variável independente t do sistema (3.22) pela variável θ, obtemos um sistema

equivalente. Fazendo isto, obtemos

φ✶ ✏ dφ

dθ
✏ dφ

dt

dt

dθ
✏ dφ

dt

✂
dθ

dt

✡✁1

,

φ✶ ✏ rε♣Q̃♣θ, φ, rq cosφ✁ P̃ ♣θ, φ, rqsenφq
♣2 � r cos θq♣r � ε♣R̃♣θ, φ, rq cos θ ✁ senθ♣cosφP̃ ♣θ, φ, rq � senφQ̃♣θ, φ, rqqqq .
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Como em ε ✏ 0 temos que φ✶♣εq ✏ 0, e ainda

dφ✶

dε
♣0q ✏ ♣Q̃♣θ, φ, rq cosφ✁ P̃ ♣θ, φ, rqsenφq♣2 � r cos θq

♣2 � r cos θq2 .

Segue que a expansão de Taylor de primeira ordem da função φ✶ em ε ✏ 0 é dada por

φ✶ ✏ ε♣Q̃♣θ, φ, rq cosφ✁ P̃ ♣θ, φ, rqsenφq
♣2 � r cos θq �O♣ε2q. (3.23)

Analogamente,

r✶ ✏ dr

dθ
✏ dr

dt

dt

dθ
✏ dr

dt

✂
dθ

dt

✡✁1

,

r✶ ✏ r♣1 ✁ r2q � ε♣cos θ♣Q̃♣θ, φ, rq cosφ✁ P̃ ♣θ, φ, rqsenφqq � senθR̃♣θ, φ, rqqr
♣r � ε♣R̃♣θ, φ, rq cos θ ✁ senθ♣cosφP̃ ♣θ, φ, rq � senφQ̃♣θ, φ, rqqqq

e como temos que r✶♣0q ✏ r♣1 ✁ r2q, e

dr✶

dε
♣0q ✏ ♣cosφP̃ ♣θ, φ, rq � senφQ̃♣θ, φ, rqq♣cos θ � ♣1 ✁ r2qsenθq

�R̃♣θ, φ, rq♣senθ ✁ ♣1 ✁ r2q cos θq,

a expansão por série de Taylor de primeira ordem da função φ✶ em ε ✏ 0 é dada por

r✶ ✏ r♣1 ✁ r2q � ε♣cosφP̃ ♣θ, φ, rq � senφQ̃♣θ, φ, rqq♣cos θ � ♣1 ✁ r2qsenθq
�εR̃♣θ, φ, rq♣senθ ✁ ♣1 ✁ r2q cos θq �O♣ε2q. (3.24)

Portanto, as equações (3.23) e (3.24) formam um sistema equivalente ao sistema (3.22), e

delas temos que

F1♣θ,xq ✏
✂♣Q̃♣θ, φ, rq cosφ✁ P̃ ♣θ, φ, rqsenφq

♣2 � r cos θq , S♣θ, φ, rq
✡
,

onde

S♣θ, φ, rq ✏ ♣cosφP̃ ♣θ, φ, rq � senφQ̃♣θ, φ, rqq♣cos θ � ♣1 ✁ r2qsenθq
�R̃♣θ, φ, rq♣senθ ✁ ♣1 ✁ r2q cos θq.

Denotando por

x ✏
✂
φ

r

✡
,

então o sistema formado pelas equações (3.23) e (3.24) pode ser escrito como

x♣θq ✏
✂
φ✶♣θq
r✶♣θq

✡
✏ F0♣xq � εF1♣θ,xq � ε2F2♣θ,x, εq,

onde, F0, F1 : R ✂ Ω Ñ Ω e F2 : R ✂ Ω ✂ ♣✁ε0, ε0q Ñ Ω são 2π-periódicas em θ e são

analíticas, ou seja, (3.23), (3.24) tem a forma (2.8). Considere o conjunto

Z :✏ tzφ ✏ ♣φ, 1q⑤φ P S
2✉ ⑨ Ω.
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A solução de (3.23) e (3.24) para ε ✏ 0 passando pelo ponto zφ é dada por

x♣θ, zφq ✏
✂
φ

1

✡
,

que é constante e 2π-periódica em θ, visto que φ✶ ✏ 0, então φ ✏ c e em r ✏ 1 temos que

r✶ ✏ 0. Temos que Z é uma variedade unidimensional invariante e folheada por órbitas

periódicas do sistema não perturbado formado pelas equações (3.23) e (3.24) quando ε ✏ 0,

que corresponde ao toro invariante T do sistema (3.22) para ε ✏ 0. Note que em ε ✏ 0 o

sistema formado pelas equações (3.23) e (3.24) é dado por

φ✶ ✏ 0,

r✶ ✏ r♣1✁ r2q. (3.25)

A linearização do sistema (3.25) em Z é dada por

✂
φ✶

r✶

✡
✏

☎
✝✆

dφ✶

dφ
♣φ, 1q dφ✶

dr
♣φ, 1q

dr✶

dφ
♣φ, 1q dr✶

dr
♣φ, 1q

☞
✍✌✂φ

r

✡
✏
✄

0 0

0 ✁2

☛✄
φ

r

☛
,

no qual as soluções são φ♣θq ✏ c e r♣θq ✏ e
✁2θ. A matriz fundamental e sua inversa são,

respectivamente

M
zφ♣θq ✏

✄
1 0

0 e
✁2θ

☛
, M✁1

zφ♣θq ✏
✄

1 0

0 e
2θ

☛
,

então,

M✁1

zφ♣0q ✁M✁1

zφ♣2πq ✏
✄

0 0

0 1✁ e
✁4π

☛
.

Tomando V ✏ S
1 e β0 : S1 Ñ ♣0, 2q tal que para todo α P S

1 temos que β0♣αq ✏ 1, e assim

as hipóteses do Teorema 5 são satisfeitas para (3.23) e (3.24). Neste caso (2.12) fica da

forma

F♣φq :✏ ξ

➺
2π

0

✄
0 0

0 1✁ e
✁4π

☛
F1♣θ,x♣θ, zφqqdθ.

Portanto

F♣φq :✏
➺

2π

0

Q̃♣θ, φ, 1q cosφ✁ P̃ ♣θ, φ, 1qsenφ
2� cos θ

dθ,

e assim fica demonstrado o lema.

Definição 6. Seja A é um compacto e topologicamente Hausdorff. O conjunto de j � 1

funções reais f0♣xq, f1♣xq, ..., fj♣xq definidas em A formam um sistema de Chebyshev em

A se qualquer combinação linear não trivial a0f0♣xq � ... � ajfj♣xq possui no máximo j

zeros em A contando com as multiplicidades.
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Lema 2. Se d é um número natural, então

d➳
i�j✏0

cij cosi φsenjφ ✏ ã0 �
d➳

l✏1

�
ãl cos♣lφq � b̃lsen♣lφq✟ ,

onde cij P R e ã0, ã1, ..., ãd, b̃1, ..., b̃d são funções de cij com 0 ↕ i� j ↕ d.

Demonstração. A expansão em série de Fourier de

d➳
i�j✏0

cij cosi φsenjφ,

é exatamente

ã0 �
d➳

l✏1

�
ãl cos♣lφq � b̃lsen♣lφq✟ ,

onde ã0, ã1, ..., ãd, b̃1, ..., b̃d são funções de cij, visto que para i � j ➙ d os coeficientes da

série de Fourier são todos nulos.

Lema 3. Se P ♣x, y, zq e Q♣x, y, zq são polinômios de graus no máximo d, então

F♣φq :✏
➺

2π

0

Q̃♣θ, φ, 1q cosφ✁ P̃ ♣θ, φ, 1qsenφ
2� cos θ

dθ

pode ser escrito na forma

F♣φq ✏ a0 �
d�1➳
l✏1

♣al cos♣lφq � blsen♣lφqq , (3.26)

onde a0, a1, ..., ad�1, b1, ..., dd�1 são funções dos coeficientes dos polinômios P ♣x, y, zq e

Q♣x, y, zq. Se esta função não for identicamente nula, então ela possui no máximo 2♣d� 1q
zeros isolados contando as multiplicidades em S

1.

Demonstração. Suponha que os polinômios são da seguinte forma

P ♣x, y, zq ✏
d➳

i�j�k✏0

pijkx
iyjzk, Q♣x, y, zq ✏

d➳
i�j�k✏0

qijkx
iyjzk.

Então, como pela mudança de coordenadas dada em (3.14), temos que

x ✏ ♣2� r cos θq cosφ, y ✏ ♣2� r cos θqsenφ, z ✏ rsenθ

e denotando por

P̃ ♣θ, φ, rq :✏ P ♣♣2� r cos θq cosφ, ♣2� r cos θqsenφ, rsenθq,

Q̃♣θ, φ, rq :✏ Q♣♣2� r cos θq cosφ, ♣2� r cos θqsenφ, rsenθq,
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os polinômios P ♣x, y, zq e Q♣x, y, zq, após a mudança de coordenadas, são dados por,

P̃ ♣θ, φ, 1q ✏
d➳

i�j�k✏0

pijk♣2 � cos θqi cosi φ♣2 � cos θqjsenjφsenkθ

✏
d➳

i�j�k✏0

pijk♣2 � cos θqi�j cosi φsenjφsenkθ.

Q̃♣θ, φ, 1q ✏
d➳

i�j�k✏0

qijk♣2 � cos θqi cosi φ♣2 � cos θqjsenjφsenkθ

✏
d➳

i�j�k✏0

qijk♣2 � cos θqi�j cosi φsenjφsenkθ.

Portanto,

P̃ ♣θ, φ, 1q
2 � cos θ

✏
d➳

i�j✏0

✄
d✁i✁j➳
k✏0

pijk♣2 � cos θqi�j✁1senkθ

☛
cosi φsenjφ,

Q̃♣θ, φ, 1q
2 � cos θ

✏
d➳

i�j✏0

✄
d✁i✁j➳
k✏0

qijk♣2 � cos θqi�j✁1senkθ

☛
cosi φsenjφ.

Integrando as expressões acima no intervalo r0, 2πs, obtemos

➺
2π

0

P̃ ♣θ, φ, 1q
2 � cos θ

dθ ✏
➺

2π

0

d➳
i�j✏0

✄
d✁i✁j➳
k✏0

pijk♣2 � cos θqi�j✁1senkθ

☛
cosi φsenjφ dθ

✏
d➳

i�j✏0

✄
d✁i✁j➳
k✏0

➺
2π

0

pijk♣2 � cos θqi�j✁1senkθ dθ

☛
cosi φsenjφ

✏
d➳

i�j✏0

p̃ij cosi φsenjφ,

➺
2π

0

Q̃♣θ, φ, 1q
2 � cos θ

dθ ✏
➺

2π

0

d➳
i�j✏0

✄
d✁i✁j➳
k✏0

qijk♣2 � cos θqi�j✁1senkθ

☛
cosi φsenjφ dθ

✏
d➳

i�j✏0

✄
d✁i✁j➳
k✏0

➺
2π

0

qijk♣2 � cos θqi�j✁1senkθ dθ

☛
cosi φsenjφ

✏
d➳

i�j✏0

q̃ij cosi φsenjφ,

onde,

p̃ij ✏
d✁i✁j➳
k✏0

➺
2π

0

pijk♣2 � cos θqi�j✁1senkθ dθ,

q̃ij ✏
d✁i✁j➳
k✏0

➺
2π

0

pijk♣2 � cos θqi�j✁1senkθ dθ.
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Pelo Lema 2, obtemos

d➳
i�j✏0

p̃ijk cosi φsenjφ ✏ ã0 �
d➳

l✏1

�
ãl cos♣lφq � b̃lsen♣lφq✟ ,

d➳
i�j✏0

q̃ijk cosi φsenjφ ✏ c̃0 �
d➳

l✏1

�
c̃l cos♣lφq � d̃lsen♣lφq✟ ,

onde ã0, ..., ãl, b̃1, ..., b̃d são funções de p̃ij e c̃0, ..., c̃l, d̃1, ..., d̃d são funções de q̃ij. Lembrando

que
cosφ cos♣lφq ✏ ♣cos♣♣l � 1qφq � cos♣l ✁ 1qφqq④2,
cosφsen♣lφq ✏ ♣sen♣♣l � 1qφq ✁ sen♣l ✁ 1qφqq④2,
senφ cos♣lφq ✏ ♣sen♣♣l � 1qφq � sen♣l ✁ 1qφqq④2,
senφsen♣lφq ✏ ♣cos♣♣l ✁ 1qφq ✁ cos♣l � 1qφqq④2.

(3.27)

Como no Lema 3 encontramos a expressão para a função F , temos

F♣φq ✏
➺

2π

0

Q̃♣θ, φ, 1q cosφ
2 � cos θ

dθ ✁
➺

2π

0

P̃ ♣θ, φ, 1qsenφ
2 � cos θ

dθ

✏ cosφ

✄
c̃0 �

d➳
l✏1

�
c̃l cos♣lφq � d̃lsen♣lφq✟

☛
✁ senφ

✄
ã0 �

d➳
l✏1

�
ãl cos♣lφq � b̃lsen♣lφq✟

☛

✏ cosφ c̃0 �
d➳

l✏1

�
c̃l cosφ cos♣lφq � d̃l cosφsen♣lφq✟

✁
✄

senφ ã0 �
d➳

l✏1

�
ãlsenφ cos♣lφq � b̃lsenφsen♣lφq✟

☛

✏ a0 �
d�1➳
l✏1

♣al cos♣lφq � blsen♣lφqq ,

onde para obter a última igualdade utilizamos as equações (3.27). Agora, baseado em [7],

vamos mostrar que as funções 1, cosφ, senφ, . . . , cos ♣♣d� 1qφq, sen♣♣d� 1qφq formam um

sistema de Chebyshev em S
1, ou seja, o sistema não identicamente nulo, abaixo

T ♣φq ✏ a0 � a1 cosφ� b1senφ� . . .� ad�1 cos ♣♣d� 1qφq � bd�1sen♣♣d� 1qφq

não possui mais que 2♣d� 1q zeros em S
1. Para isto, considere a correspondência injetora

entre os pontos no círculo ⑤z⑤ ✏ 1 e os valores φ mod 2π dados por eiφ ✏ z. Pela formula

de Euler temos que

cosφ ✏ eiφ � e✁iφ

2
, senφ ✏ eiφ ✁ e✁iφ

2i
,

logo

T ♣φqeinφ ✏ P ♣zq,
onde P é um polinômio de grau 2n. Se T possui mais que 2n zeros distintos módulo 2π,

então P possui mais que 2n zeros distintos em ⑤z⑤ ✏ 1. Logo, P é identicamente nulo e,
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portanto, T também é identicamente nulo, contradizendo a hipótese. Portanto, a função

F♣φq possui no máximo 2♣d � 1q zeros em S
1, no caso em que ela não é identicamente

nula.

Lema 4. Temos que

i. Existem polinômios P ♣x, y, zq e Q♣x, y, zq tais que os coeficientes da função F♣φq
dada em (3.26) são todos independentes.

ii. Para cada natural d, podemos encontrar polinômios P ♣x, y, zq e Q♣x, y, zq ambos de

grau d tais que a função F♣φq dada em (3.26) possui exatamente ν ✏ 2♣d� 1q zeros

e cada um deles é simples.

Demonstração. i. Vamos construir polinômios P ♣x, y, zq e Q♣x, y, zq ambos de grau

d de modo que os coeficientes de F♣φq são todos independentes. Tome G0♣x, yq ✏
1, H0♣x, yq ✏ 0 e defina recursivamente

Gd�1♣x, yq ✏ xGd♣x, yq ✁ yHd♣x, yq,
Hd�1♣x, yq ✏ yGd♣x, yq � yHd♣x, yq,

onde Gd♣x, yq e Hd♣x, yq são polinômios de grau d. Se definirmos

G̃d♣θ, φ, rq ✏ Gd♣♣2� r cos θq cosφ, ♣2� r cos θqsenφq,
H̃d♣θ, φ, rq ✏ Hd♣♣2� r cos θq cosφ, ♣2� r cos θqsenφq,

note que

G1♣x, yq ✏ xG0♣x, yq ✁ yH0♣x, yq ✏ x,

G2♣x, yq ✏ xG1♣x, yq ✁ yH1♣x, yq ✏ x2 ✁ y2,

G3♣x, yq ✏ xG2♣x, yq ✁ yH2♣x, yq ✏ x3 ✁ xy2 ✁ 2xy2,

H1♣x, yq ✏ yG0♣x, yq � xH0♣x, yq ✏ y,

H2♣x, yq ✏ yG1♣x, yq � xH1♣x, yq ✏ 2xy,

H3♣x, yq ✏ yG2♣x, yq � xH2♣x, yq ✏ 3x2y ✁ y3.

Então

G̃1♣θ, φ, rq ✏ ♣2� r cos θq cosφ,

G̃2♣θ, φ, rq ✏ ♣2� r cos θq2 cos2 φ✁ ♣2� r cos θq2sen2φ

✏ ♣2� r cos θq2 cos 2φ,

G̃3♣θ, φ, rq ✏ ♣2� r cos θq3 cos3 φ✁ ♣2� r cos θq3 cosφsen2φ �
✁ 2♣2� r cos θq3 cosφsen2φ

✏ ♣2� r cos θq3 cos 3φ,
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e

H̃1♣θ, φ, rq ✏ ♣2� r cos θqsenφ,

H̃2♣θ, φ, rq ✏ 2♣2� r cos θq2 cosφsenφ ✏ ♣2� r cos θq2sen2φ.

Assim,

G̃d♣θ, φ, rq ✏ ♣2� r cos θqd cos dφ, (3.28)

H̃d♣θ, φ, rq ✏ ♣2� r cos θqdsendφ. (3.29)

Agora definimos os seguintes polinômios em R
3 que só dependem das variáveis x e y:

Pd♣x, y, zq ✏ ✁a0y �
d➳

l✏0

✁bl�1Gl � al�1Hl

cl�1

, (3.30)

Qd♣x, y, zq ✏ a0x�
d➳

l✏0

al�1Gl � bl�1Hl

cl�1

, (3.31)

onde a0,1 , . . . , ad�1, b1, . . . , bd�1 P R e

cl�1 ✏
➺

2π

0

♣2� r cos θql✁1dθ ✘ 0, l ✏ 0, 1, . . . , d.

Note que P0♣x, y, zq, Q0♣x, y, zq, P1♣x, y, zq e Q1♣x, y, zq são de grau 1. Para d ➙ 1 os

polinômios tem grau d. Então,

senφ P̃d♣θ, φ, 1q ✏ ✁a0♣2� cos θqsen2φ�
d➳

l✏0

✁bl�1G̃l♣θ, φ, 1q � al�1H̃l♣θ, φ, 1q
cl�1

senφ,

cosφ Q̃d♣θ, φ, 1q ✏ a0♣2� cos θq cos2 φ�
d➳

l✏0

al�1G̃l♣θ, φ, 1q � bl�1H̃l♣θ, φ, 1q
cl�1

cosφ.

Substituindo P̃d♣θ, φ, 1q e Q̃d♣θ, φ, 1q em (3.13), temos

F♣φq ✏
➺

2π

0

✓
a0♣2� cos θq cos2 φ�

d➳
l✏0

al�1G̃l♣θ, φ, 1q � bl�1H̃l♣θ, φ, 1q
cl�1

cosφ�
✄
a0♣2� cos θqsen2φ✁

d➳
l✏0

✁bl�1G̃l♣θ, φ, 1q � al�1H̃l♣θ, φ, 1q
cl�1

senφ

☛✛
1

2� cos θ
dθ.

Colocando a0♣2� cos θq em evidência, obtemos

F♣φq ✏
➺

2π

0

✓
a0♣2� cos θq♣cos2 φ� sen2φq �

d➳
l✏0

al�1G̃l♣θ, φ, 1q � bl�1H̃l♣θ, φ, 1q
cl�1

cosφ

✁
d➳

l✏0

✁bl�1G̃l♣θ, φ, 1q � al�1H̃l♣θ, φ, 1q
cl�1

senφ

✛
1

2� cos θ
dθ.
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Como, cos2 φ� sen2φ ✏ 1, resulta que

F♣φq ✏
➺

2π

0

✓
a0♣2 � cos θq �

d➳
l✏0

al�1G̃l♣θ, φ, 1q � bl�1H̃l♣θ, φ, 1q
cl�1

cosφ

✁
d➳

l✏0

✁bl�1G̃l♣θ, φ, 1q � al�1H̃l♣θ, φ, 1q
cl�1

senφ

✛
1

2 � cos θ
dθ.

Utilizando as equações (3.28), temos

F♣φq ✏
➺

2π

0

a0 �
d➳

l✏0

cosφ♣al�1♣2 � cos θql✁1 cos ♣lφq � bl�1♣2 � cos θql✁1sen♣lφqq
cl�1

✁
d➳

l✏0

senφ♣✁bl�1♣2 � cos θql✁1 cos ♣lφq � al�1♣2 � cos θql✁1sen♣lφqq
cl�1

dθ

e substituindo os coeficientes cl�1 que aparecem nos denominadores e desenvolvendo

as equações, temos que

F♣φq ✏
➺

2π

0

a0 � a1 cosφ� b1senφ
c1♣2 � cos θq dθ�

�
✓

d➳
l✏1

ral�1♣cos ♣lφq cosφ✁ sen♣lφqsenφq�

bl�1♣sen♣lφq cosφ✁ cos ♣lφqsenφqss
➺

2π

0

♣2 � cos θql✁1

cl�1

dθ.

(3.32)

Usando que

cos ♣♣l � 1qφq ✏ cos ♣φq cos ♣lφq ✁ sen♣φqsen♣lφq,
sen♣♣l � 1qφq ✏ cos ♣φqsen♣lφq ✁ sen♣φq cos ♣lφq,

e pela definição de cl�1, segue que➺
2π

0

♣2 � cos θql✁1

cl�1

dθ ✏ 1
cl�1

➺
2π

0

♣2 � cosφql✁1dθ ✏ 1.

Em particular,

c1 ✏
➺

2π

0

♣2 � cos θq✁1dθ ✏ 2π❄
3

E ainda

2π➺
0

a0 � a1 cosφ� b1senφ
c1♣2 � cos θq dθ ✏ 2πa0 �

➺
2π

0

a1 cosφ� b1senφ
2π❄

3
♣2 � cos θq

✏ 2πa0 � ♣a1 cosφ� b1senφq
❄

3
2π

➺
2π

0

dθ
2 � cos θ

✏ 2πa0 � a1 cosφ� b1senφ.
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Então, substituindo em (3.32), obtemos que

F♣φq ✏ 2πa0 � a1 cosφ� b1senφ�
d➳

l✏1

al�1 cos ♣♣l � 1qφq � bl�1sen♣♣l � 1qφq

✏ 2πa0 �
d�1➳
l✏1

al cos ♣lφq � blsen♣lφq.
(3.33)

Como os coeficientes a0, . . . , ad�1, b1, . . . , bd�1 foram escolhidos de maneira indepen-

dente, (i) está provado.

ii. Consideremos dois casos: d ➙ 1 e d ✏ 0.

d ➙ 1 : Tome ν ✏ 2♣d� 1q. Usando os polinômios Pd♣x, y, zq e Qd♣x, y, zq de grau d

dados por (3.30) e (3.31), a equação (3.33) se torna

F♣φq ✏ ã0 �
d�1➳
l✏0

♣al cos ♣lφq � blsen♣lφqq. (3.34)

Como as ν � 1 ✏ 2♣d � 1q � 1 funções 1, cosφ, senφ, . . . , cos ♣νφ④2q, sen♣νφ④2q
formam um sistema de Chebyshev em S

1, encontramos uma única solução

para ã0, a1, . . . , aν④2, b1, . . . , bν④2 tal que a função F♣φq em (3.34) possui um zero

simples para cada um dos pontos φ1, . . . , φν . Sejam a0, a1, . . . , aν④2, b1, . . . , bν④2
esta solução. Agora consideramos os polinômios Pd♣x, y, zq e Qd♣x, y, zq dados

por (3.30) e (3.31) tais que

ã0 ✏ a0, . . . , aν④2 ✏ aν④2, b1 ✏ b1, . . . , bν④2 ✏ aν④2.

Então a função F♣φq dada em (3.33) possui exatamente ν zeros e cada um

deles é simples.

d ✏ 0 : Então νε ✏ 2♣d� 1q só pode assumir o valor ν ✏ 2. Seja ã0 ✏ 0 e d ✏ 0 em

(3.30) e (3.31), então obtemos P0♣x, y, zq ✏ b1, Q0♣x, y, zq ✏ a1 de grau d ✏ 0 e

F♣φq ✏ a1 cosφ � b1senφ. Tomando a1 ✏ 1 e b1 ✏ 0, temos F♣φq ✏ cosφ que

possui exatamente dois zeros, ambos simples. Estes dois casos provam (ii).

Nota 1. Pela estrutura de F♣φq ela não pode ter um número ímpar de zeros e cada um

deles ser um zero simples.

Ainda, se ν é ímpar, não é fácil encontrar polinômios P ♣x, y, zq e Q♣x, y, zq tal

que o sistema (3.12) possui exatamente ν ciclos limites bifurcando de uma órbita periódica

no toro para o sistema (2.9).

Teorema 11. Para ε ✘ 0 suficientemente pequeno, temos:
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i. Se o grau máximo dos polinômios P ♣x, y, zq e Q♣x, y, zq é d e F♣φq dado em (3.13)

não se anula identicamente, então 2♣d� 1q é o número máximo de ciclos limites do

sistema (3.12) que bifurca das órbitas periódicas o toro T do sistema (2.9).

ii. Para ν ✏ 2♣d � 1q podemos encontrar polinômios P ♣x, y, zq e Q♣x, y, zq de grau

d tal que o sistema (3.12) possui exatamente ν ciclos limites, os quais são todos

hiperbólicos, bifurcando das órbitas periódicas no toro T do sistema (2.9).

Comentário 2. O Teorema 11 não depende de R♣x, y, zq, pois F♣φq dada em (3.13)

independe da função R♣x, y, zq.

Demonstração. i. Pelo Lema 3, o sistema (3.12) se torna (2.8) e podemos aplicar o

Teorema 5 para estudar as órbitas periódicas isoladas do sistema original (3.12). Se o

grau máximo de P ♣x, y, zq e Q♣x, y, zq é d e a função F♣φq não se anula identicamente,

então pelo Lema 3 a função F♣φq possui no máximo 2♣d� 1q zeros isolados em S
1.

Como F♣φq P R, segue de (ii) do Teorema 2.8 que teremos 2♣d� 1q ciclos limite, o

que prova (i) do Teorema 11.

ii. Precisamos mostrar que para ν ✏ 2♣d� 1q existem polinômios P ♣x, y, zq e Q♣x, y, zq
ambos de grau d tais que a função F♣φq possui exatamente ν zeros em S

1, sendo cada

um deles simples. Isto não segue direto do Lema 3, pois, em geral, os coeficientes de

F♣φq dados em (3.26) não são independentes, porém no Lema 4 mostramos que eles

podem ser independentes e aplicando o Teorema 5 (b) e o Corolário 2, o resultado

segue.
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3.3 Ciclos limite em um cilindro isócrono

Detectar o nascimento de ciclos limite em campos vetoriais suaves por parte

é algo bastante estudado na teoria dos sistemas dinâmicos e nas ciências aplicadas. O

objetivo neste capítulo é estudar bifurcações de ciclos limite de um contínuo de órbitas

periódicas preenchendo um cilindro isócrono bidimensional de um campo vetorial em R
3. A

abordagem envolve o processo de regularização de um campo vetorial não-suave e o método

baseada na função de bifurcação de Malkin para perturbações Cr. Os resultados fornecem

condições suficientes para obter ciclos limite emergindo do cilindro através de perturbações

suaves e não-suaves do campo. Neste capítulo iremos apresentar uma generalização do que

foi feito em [5] para uma classe maior de cilindros considerando perturbações não suaves.

Os dois artigos serão tratados neste capítulo, começando por [5] e depois [2].

3.3.1 Perturbações suaves

Os resultados presentes nesse subcapítulo foram a motivação para o artigo [2],

conforme citado na introdução do mesmo. Ou seja, estes resultados serão generalizados

posteriormente e foram retirados do artigo [5]. Considere o sistema diferencial dado por

✾x ✏ x♣x2 � y2 ✁ 1q ✁ y � εP ♣x, y, zq,
✾y ✏ y♣x2 � y2 ✁ 1q � x� εQ♣x, y, zq,
✾z ✏ x❄

x2 � y2
� εR♣x, y, zq,

(3.35)

Considerando o sistema (3.35) não perturbado, ou seja, quando ε ✏ 0, a órbita que em

t ✏ 0 passa pelo ponto ♣cos θ0, senθ0, z0q P C ✏ t♣x, y, zq P R : x2 � y2 ✏ 1✉ é dada por,

x♣tq ✏ cos♣t� θ0q y♣tq ✏ sen♣t� θ0q z♣tq ✏ z0 � sen♣t� θ0q ✁ senθ0. (3.36)

Observe que restrito a C, o sistema (3.35) não perturbado se reduz a

✾x ✏ ✁y,
✾y ✏ x,

✾z ✏ x.

Além disso (3.36) satisfaz o sistema acima, portanto no cilindro, todas as órbitas são

periódicas de período 2π. Queremos agora, verificar quantas órbitas periódicas em C

bifurcam em ciclos limite do sistema perturbado (3.35), para ε suficientemente pequeno.

Teorema 12. Para ε não nulo e suficientemente pequeno, cada raiz simples do polinômio➺
2π

0

�
R♣cos θ, senθ, z0senθq ✁ cos θ

✏
cos θQ̃✁ senθP̃

✘✟
dθ,

onde os polinômios são dados por P̃ ✏ P ♣cos θ, senθ, z0senθq e Q̃ ✏ Q♣cos θ, senθ, z0senθq,
o sistema diferencial (3.35) tem um ciclo limite bifurcando da órbita periódica (3.36) no

cilindro C que é uma órbita do sistema (3.35) não perturbado.
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Demonstração. Passamos o sistema para coordenadas cilíndricas,

x ✏ r cos θ, y ✏ rsenθ, z ✏ z. (3.37)

Portanto, se derivarmos com respeito à variável t as expressões (3.37) acima, obtemos

✾x ✏ ✾r cos θ ✁ rsenθ ✾θ,

✾y ✏ ✾rsenθ � r cos θ ✾θ.
(3.38)

Substituindo a mudança de coordenadas (3.37) em (3.35), segue que

✾x ✏ r cos θ♣r2♣cos2 θ � sen2θq ✁ 1q ✁ r2senθ � εP ♣r cos θ, rsenθ, zq
✏ r cos θ♣r2 ✁ 1q ✁ r2senθ � εP ♣r cos θ, rsenθ, zq,

✾y ✏ rsenθ♣r2♣cos2 θ � sen2θq ✁ 1q ✁ r2 cos θ � εQ♣r cos θ, rsenθ, zq
✏ rsenθ♣r2 ✁ 1q ✁ r2 cos θ � εQ♣r cos θ, rsenθ, zq,

✾z ✏ cos θ � εR♣r cos θ, rsenθ, zq.

(3.39)

Denotaremos por Ỹ ✏ Y ♣r cos θ, rsenθ, zq, os polinômios nas novas coordenadas, ou seja,

Y pode ser qualquer um dos polinômios P,Q e R. Igualando as expressões de ✾x e ✾y, obtidas

em (3.38) e (3.39), temos

✾x ✏ ✾r cos θ ✁ rsenθ ✾θ ✏ r cos θ♣r2 ✁ 1q ✁ r2senθ � εP̃ ,

✾y ✏ ✾rsenθ � r cos θ ✾θ ✏ rsenθ♣r2 ✁ 1q ✁ r2 cos θ � εQ̃.
(3.40)

Multiplicando a expressão de ✾x na equação (3.40) por cos θ e a expressão de ✾y por senθ e

somando, temos que

✾r ✏ r♣r2 ✁ 1q � ε♣cos θP̃ � senθQ̃q.
Multiplicando a expressão de ✾x na equação (3.40) por ♣✁senθq e a expressão de ✾y por cos θ

e somando, segue que

r ✾θ ✏ r � ε♣cos θQ̃✁ senθP̃ q,
✾θ ✏ 1� ε

r
♣cos θQ̃✁ senθP̃ q.

Observe que o ponto denota a derivada com respeito a variável temporal t, seja agora

linha denotando a derivada com respeito a variável θ, assim

r✶ ✏ d

dθ
r ✏ dr

dt

dt

dθ
✏ r♣r2 ✁ 1q � ε♣cos θP̃ � senθQ̃q

1� ε

r
♣cos θQ̃✁ senθP̃ q

.

Para calcular a expansão em série de Taylor de primeira ordem em ε para r✶, precisamos

calcular a derivada com respeito a ε da função aplicada em ε ✏ 0, segue que

dr✶

dε
✏

♣cos θP̃ � senθQ̃q♣1� ε

r
♣cos θQ̃✁ senθP̃ qq✁

1� ε

r
♣cos θQ̃✁ senθP̃ q

✠
2

✁
♣♣r2 ✁ 1q � ε

r
♣cos θP̃ � senθQ̃qq♣cos θQ̃✁ senθP̃ q✁

1� ε

r
♣cos θQ̃✁ senθP̃ q

✠
2

.
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Aplicando em ε ✏ 0, temos

dr✶

dε

✞✞✞✞
ε✏0

✏ ♣cos θP̃ � senθQ̃q ✁ ♣♣r2 ✁ 1q♣cos θQ̃✁ senθP̃ q.

Portanto, a expansão em série de Taylor é dada por

r✶ ✏ r3 ✁ r � ♣cos θP̃ � senθQ̃qε✁ ♣♣r2 ✁ 1q♣cos θQ̃✁ senθP̃ qε.

De maneira análoga, temos que

z✶ ✏ d

dθ
z ✏ dz

dt

dt

dθ
✏ cos θ � εR̃

1 � ε

r
♣cos θQ̃✁ senθP̃ q

.

Então, derivando com respeito a variável ε, segue que

dz✶

dε
✏
R̃♣1 � ε

r
♣cos θQ̃✁ senθP̃ qq ✁ 1

r
♣cos θ � εR̃q♣cos θQ̃✁ senθP̃ q✁

1 � ε

r
♣cos θQ̃✁ senθP̃ q

✠
2

. (3.41)

Aplicando (3.41) em ε ✏ 0, obtemos

dz✶

dε

✞✞✞✞
ε✏0

✏ R̃ ✁ cos θ
r

♣cos θQ̃✁ senθP̃ q.

Portanto, a expansão em série de Taylor é dada por

z✶ ✏ cos θ � R̃ε✁ cos θ
r

♣cos θQ̃✁ senθP̃ qε.

Temos então que o sistema abaixo é equivalente ao sistema (3.35),

r✶ ✏ r3 ✁ r � ♣cos θP̃ � senθQ̃qε✁ ♣♣r2 ✁ 1q♣cos θQ̃✁ senθP̃ qε,
z✶ ✏ cos θ � R̃ε✁ cos θ

r
♣cos θQ̃✁ senθP̃ qε.

Quando ε ✏ 0 temos o sistema não perturbado F0♣θ, xq, onde x ✏ ♣z, rq que é dado por

F0♣θ, xq ✏
✂

cos θ
r3 ✁ r

✡
.

Seguindo a notação do sistema (3.12), temos ainda

F1♣θ, xq ✏
✂

R̃ ✁ cos θ
r

♣cos θQ̃✁ senθP̃ q
♣cos θP̃ � senθQ̃q ✁ ♣♣r2 ✁ 1q♣cos θQ̃✁ senθP̃ q

✡
.

Tomaremos a função β♣αq ✏ 1, onde α ✏ z0, pois estamos no cilindro de raio 1. Então,

zα ✏ ♣z0, 1q e Z ✏ tzα ✏ ♣z0, 1q : z0 P V ✉. Temos então que resolver o sistema não

perturbado dado por F0♣θ, xq, ou analogamente, resolver o PVI abaixo:✩✬✫
✬✪

dz
dθ

✏ cos θ z♣0q ✏ z0

dr
dθ

✏ r3 ✁ r r♣0q ✏ 1.
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Temos que z♣θq ✏ senθ �K e como z♣0q ✏ z0 ñ z♣0q ✏ sen0�K ✏ K ñ K ✏ z0. Assim,

a solução é z♣θq ✏ senθ � z0. E r♣θq ✏ 1❄
e2θl � 1

, como r♣0q ✏ 1 ñ 1 ✏ 1❄
1 ☎ l � 1

ñ l ✏
0 ñ r♣θq ✏ 1. Como o não perturbado é dado por

F0♣θ, xq ✏
✄

cos θ

r3 ✁ r

☛
,

o linearizado é da forma

DxF0♣θ, xq ✏
✄

0 0

0 3r2 ✁ 1

☛
,

onde x ✏ ♣z, rq. Aplicando em zα ✏ ♣z0, 1q, obtemos

DxF0♣θ, xq ✏
✄

0 0

0 2

☛
.

Temos que ✄
✾w

✾s

☛
✏
✄

0 0

0 2

☛✄
w

s

☛
ô
★

✾w ✏ 0 ñ w♣tq ✏ w0 ✏ 1,

✾s ✏ 2s ñ s♣tq ✏ e2s.

Mzα
♣θq ✏

✄
1 0

0 e2θ

☛
ñM✁1

zα
♣θq ✏ 1

e2θ

✄
e2θ 0

0 1

☛
✏
✄

1 0

0 e✁2θ

☛
.

Portanto,

M✁1

zα
♣0q ✁M✁1

zα
♣2πq ✏

✄
0 0

0 e2θ♣1✁ e✁4θq

☛
.

A matriz acima satisfaz as hipóteses do Teorema 5, então podemos aplica-lo. Defina✄
f1♣θ, z, rq
f2♣θ, z, rq

☛
✏M✁1

zα
♣θqF1♣θ, z, rq ✏

✄
1 0

0 e✁2θ

☛
F1♣θ, z, rq.

Tomando a primeira componente da expressão acima, visto que queremos a projeção nas

primeiras coordenadas, temos

f1♣θ, x♣θ, zαqq ✏ f1♣θ, z0 � senθ, 1q
✏ R ✁ cos θrcos θQ✁ senθP s,

onde as variáveis dos polinômios P,Q e R são ♣cos θ, senθ, z0 � senθq. Os ciclos limites são

os zeros da função abaixo

F♣αq ✏
➺

2π

0

f1♣θ, x♣θ, zαqqdθ.

pelo Teorema 5.
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3.3.2 Perturbações não suaves

Agora encontraremos ciclos limite emergindo de um contínuo de órbitas perió-

dicas preenchendo um cilindro bidimensional por uma perturbação não suave do campo

vetorial. Considere o sistema diferencial,

✾x ✏ ✁y � x♣x2 � y2 ✁ 1q, (3.42a)

✾y ✏ x� y♣x2 � y2 ✁ 1q, (3.42b)

✾z ✏ h♣x, yq. (3.42c)

A função h♣x, yq não depende de z e o cilindro C ✏ t♣x, y, zq P R
3 : x2 � y2 ✏ 1✉ é um

conjunto invariante para o sistema (3.42). De fato, se ♣x, y, zq P C, então temos que

✾x ✏ ✁y � x♣x2 � y2 ✁ 1q ✏ ✁y,
✾y ✏ x� y♣x2 � y2 ✁ 1q ✏ x,

✾z ✏ h♣x, yq.

Fixada uma altura z, temos que a solução no plano xy é um centro. Portanto, C é invariante.

A solução passando pelo ponto ♣cos θ0, senθ0, z0q P C em t ✏ 0 é dada por

x♣tq ✏ cos ♣t� θ0q, y♣tq ✏ sen♣t� θ0q, z♣tq ✏ z0 �
➺ t

0

h♣cos ♣s� θ0q, sen♣s� θ0qqds,

pois o linearizado é dado por✄
✾x

✾y

☛
✏
✄

0 ✁1

1 0

☛
❧♦♦♦♦♦♠♦♦♦♦♦♥

A

✄
x

y

☛
✏: A

✄
x

y

☛
.

Solução para ✾x ✏ Ax é:

x♣tq ✏ c1

✄
cos ♣✁tq
sen♣✁tq

☛
� c2

✄
sen♣✁tq
cos ♣✁tq

☛
✏ c1

✄
cos t

✁sent

☛
� c2

✄
✁sent

cos t

☛
.

Além disso,

x♣0q ✏ c1

✄
1

0

☛
� c2

✄
0

1

☛
✏
✄
c1

c2

☛
✏
✄

cos θ0

senθ0

☛
.

Como

x♣tq ✏
✄
x♣tq
y♣tq

☛
✏
✄
c1 cos t✁ c2sent

c1sent� c2 cos t

☛
✏
✄

cos θ0 cos t✁ senθ0sent

cos θ0sent� senθ0 cos t

☛
✏
✄

cos ♣t� θ0q
sen♣t� θ0q

☛
.

Ainda, como ✾z♣tq ✏ h♣x♣tq, y♣tqq ✏ h♣cos♣t� θ0q, sen♣t� t0qq, segue que

z♣tq ✁ z♣0q ✏
➺ t

0

✾z♣sqds ✏
➺ t

0

h♣cos♣s� θ0q, sen♣s� t0qqds. (3.43)
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Já sabemos que no plano xy a solução é periódica. Assim as soluções no cilindro C são

periódicas se a integral em (3.43) é periódica. Para verificar tal propriedade sobre essa

integral, devemos impor algumas condições sobre a função h. Por outro lado, o cilindro é

invariante mas não é preenchido por órbitas periódicas. De fato, vamos considerar funções

h que podem ser expressas da forma

h♣x, yq ✏ ρ♣x2 � y2qh♣x, yq,

onde

h♣x, yq ✏
➳

i�j➙1

aijx
iyj.

Então, vamos encontrar condições nos valores naturais i e j nos quais➺ t

0

h♣cos s, sensqds ✏ ρ♣1q
➳

i�j➙1

aij

➺ t

0

cosi s senjs ds

é periódica, onde aqui tomamos θ0 ✏ 0 para simplificar as expressões. Lembrando que

x ✏ cos♣t� θ0q e y ✏ sen♣t� θ0q. Sabemos que

cosi s senjs ✏
r i�j

2
s➳

m✏0

cm cos♣♣i� j ✁ 2mqsq, se i� j é par, (3.44a)

cosi s senjs ✏
r i�j

2
s➳

m✏0

dmsen♣♣i� j ✁ 2mqsq, se i� j é ímpar. (3.44b)

Usando as expressões acima e uma tabela de integrais, temos que as integrais são periódicas

em ambas os casos, exceto quando i� j ✁ 2m ✏ 0 quando j é par. Pois, se j é par, j ✏ 2k

e como i� j ✁ 2m ✏ 0, temos 0 ✏ i� 2k ✁ 2mi� 2♣k ✁mq. E então, i ✏ ✁2♣k ✁mq, ou

seja, i é par. Logo, i� j é par e vale (3.44a). Assim,

➺ t

0

cosi ssenjsds ✏
➺ t

0

r i�j

2
s➳

m✏0

cm cos♣♣i� j ✁ 2mqsqds ✏
➺ t

0

r i�j

2
s➳

m✏0

cmds ✏
r i�j

2
s➳

m✏0

cmt,

não é periódico. Então, vamos supor que j, i não são pares simultaneamente. Podemos

escrever

h♣x, yq ✏ h1♣x2, y2q � xh2♣x2, y2q � xyh3♣x2, y2q � yh4♣x2, y2q.
Como as potências de x, y não podem ser simultaneamente pares, então estamos interessados

em funções da forma

h̃♣x, yq ✏ xφ♣x2, y2q � xyχ♣x2, y2q � yΨ♣x2, y2q.

Como as órbitas periódicas estão no cilindro C, a função h♣x, yq ✏ ρ♣x2 � y2qh♣x, yq tem

que satisfazer a condição ρ♣r2 cos2 θ � r2sen2θq para r ✏ 1 nas coordenadas polares.

Nesta seção, estamos executamos uma perturbação não-suave em (3.42). Isto

significa que consideramos duas perturbações especiais do sistema (3.42) dependendo
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da região de R
3, que nos conduz a um sistema não-suave. Os resultados serão obtidos

utilizando uma função de bifurcação de Malkin depois da realização de uma regularização

dos sistemas não-suaves.

Consideramos um plano separando o cilindro C em duas partes para pertur-

barmos cada uma delas por funções diferentes. No entanto, devido a disposição de C,

tomaremos y ✏ 0 como sendo este plano de tal modo que cada órbita no cilindro intersecta

Σ transversalmente em dois pontos distintos. É claro que a variedade de descontinuidade é

dada neste caso por Σ ✏ F✁1♣0q, onde F ♣x, y, zq ✏ y. Note que a interseção do cilindro

C com Σ são as duas linhas retas x ✏ ✟1. De fato, C : x2 � y2 ✏ 1; se y ✏ 0, então

x2 ✏ 1 ñ x ✏ ✟1. Note ainda que Σ separa C em duas componentes conexas.

Agora perturbamos o sistema (3.42) levando em conta a geometria de Σ. Iremos

considerar polinômios g✟ ✏ ♣p✟, q✟, r✟q dados por

p✟♣x, y, zq ✏
➳

i�j�k↕m

a✟ijkx
iyjzk, q✟♣x, y, zq ✏

➳
i�j�k↕n

b✟ijkx
iyjzk, r✟♣x, y, zq ✏

➳
i�j�k↕s

c✟ijkx
iyjzk,

com i, j, k P N e a✟ijk, b
✟
ijk, c

✟
ijk P R, ❅i, j, k P N. Considere a função

g♣x, y, zq ✏ g�♣x, y, zq � g✁♣x, y, zq
2

� sgn♣yqg
�♣x, y, zq ✁ g✁♣x, y, zq

2
,

e observe que a expressão de g toma formas diferentes dependendo do sinal de y, isto é,

g♣pq ✏ g�♣pq, se p P Σ� ✏ ty ➙ 0✉ e g♣pq ✏ g✁♣pq, se p P Σ✁ ✏ ty ↕ 0✉, para cada p P R
3,

pois se p P Σ�, então sgn♣yq ✏ 1 e, portanto,

g♣pq ✏ g�♣pq � g✁♣pq
2

� g�♣pq ✁ g✁♣pq
2

✏ g�♣pq.
Por outro lado, se p P Σ✁, então sgn♣yq ✏ ✁1 e, portanto,

g♣pq ✏ g�♣pq � g✁♣pq
2

✁ g�♣pq ✁ g✁♣pq
2

✏ g✁♣pq.

Então, perturbando (3.42) por uma função não-suave, no caso g, obtemos um

sistema diferencial não-suave dado por

✾Xε ✏ f♣t,xq � εg♣xq, (3.46)

onde f♣t,xq é o campo vetorial dado em (3.42) e x ✏ ♣x, y, zq e ε é um parâmetro pequeno.

Pela convenção de Filippov, temos que

XF ♣x, y, zq ✏ ①∇F ♣x, y, zq, X②
✏ ①♣0, 1, 0q, X②
✏ x� y♣x2 � y2 ✁ 1q
✏ Y F ♣x, y, zq.
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No sistema (3.42), para ε ✏ 0 :

Y ✏ X ✏

✩✬✫
✬✪

✾x ✏ ✁y � x♣x2 � y2 ✁ 1q,
✾y ✏ x� x♣x2 � y2 ✁ 1q,
✾z ✏ h♣x, yq,

ou seja, XF ♣x, y, zq ✏ Y F ♣x, y, zq ✏ y♣x2 � y2 ✁ 1q � x para ε ✏ 0. Então,

XF ♣✟1, 0, zq ☎ Y F ♣✟1, 0, zq ✏ ♣0♣♣✟1q2 � 0 � 1q � ♣✟1qq2 ✏ 1 → 0.

Assim, C ❳ Σ ⑨ Σc. Se ⑤ε⑤ ✘ 0 é suficientemente pequeno, a interseção C ❳ Σ

ainda ocorre em pontos de costura desde que a transversalidade das soluções passando

pelos pontos de costura seja estável.

Teorema 13. Considere o sistema diferencial T✁periódico

✾x ✏ f♣t, xq � εg♣t, x, εq, (3.47)

onde f P C2♣R ✂ R
n,Rnq e g P C0♣R ✂ R

n ✂ r0, 1s,Rnq são T✁periódicas na primeira

variável e g é localmente e uniformemente Lipschitz com respeito à segunda variável. Para

z P R
n, denote por x♣☎, z, εq a solução de (3.47) tal que x♣0, z, εq ✏ z. Assuma que o

sistema não perturbado

✾x ✏ f♣t, xq, (3.48)

satisfaz as seguintes condições:

1. Existe uma bola aberta U ⑨ R
k com k ↕ n e uma função ξ P C1♣U,Rnq tal que para

h P U a matriz n ✂ k,Dξ♣zq, possui rank (posto) k e ξ♣zq é a condição inicial da

solução T✁periódica de (3.48).

2. Para cada h P U, o sistema linear

✾y ✏ Dxf♣t, x♣t, z, 0qqy, (3.49)

com z ✏ ξ♣zq possui multiplicador de Floquet com multiplicidade geométrica igual a

k.

Sejam u1♣☎, xq, . . . , uk♣☎, xq as soluções T✁periódicas linearmente independentes do sistema

linear

✾u ✏ ✁♣Dxf♣t, x♣t, ξ♣zq, 0qqq✝ u,
tal que u1♣0, xq, . . . , u1♣0, xq são C1com respeito a h e defina a função M : U Ñ R

k por

M♣zq ✏
➺ T

0

☎
✝✆

①u1♣s, zq, g♣s, x♣s, ξ♣zq, 0qq, 0②
☎ ☎ ☎

①uk♣s, zq, g♣s, x♣s, ξ♣zq, 0qq, 0②

☞
✍✌ds.

Então ocorre:
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1. Para alguma sequência ♣ϕmqm➙1 de C0♣R,Rmq e ♣εmqm➙1 de r0, 1s tal que ϕm Ñ
ξ♣z0q P ξ♣Uq, εm Ñ 0 quando m Ñ ✽ e ϕm é uma solução T✁periódica de (3.47)

com ε ✏ εm, temos que M♣z0q ✏ 0.

2. Se M♣zq ✘ 0 para algum z P ❇U e d♣M,Uq ✘ 0, então existe ε1 → 0 suficientemente

pequeno tal que para cada ε P ♣0, ε1s temos pelo menos uma solução T✁periódica ϕε

do sistema (3.47) tal que ρ♣ϕε♣0q, ξ♣Uqq Ñ 0 quando εÑ 0, onde ρ♣ϕε♣0q, ξ♣Uqq ✏
min

ζPξ♣Uq
⑥ϕε♣0q ✁ ζ⑥ e ⑥ ☎ ⑥ é a norma em R

n.

Se ainda assumirmos que existe z0 P U tal que M♣z0q ✏ 0 e M♣zq ✘ 0, ❅ z P U③tz0✉ e

o grau de Brouwer d♣M,Uq de M em U satisfaz d♣M,Uq ✘ 0. Mais ainda, chamando

w0 ✏ ξ♣z0q, assumimos que

3. Para δ → 0 suficientemente pequeno existe Mδ ⑨ r0, T s Lebesgue mensurável com

mes♣Mδq ✏ o♣δq tal que

⑥g♣t, w1 � ζ, εq ✁ g♣t, w1, 0q ✁ g♣t, w2 � ζ, εq � g♣t, w2, 0q⑥ ↕ o♣δq⑥w1 ✁ w2⑥,

para todo t P r0, T s③Mδ e LM → 0 tal que

⑥M♣z1q ✁M♣z2q⑥ ➙ LM⑥z1 ✁ z2⑥, ❅z1, z2 P Bδ1
♣z0q.

Ocorre ainda:

1. Existe δ2 → 0 tal que para cada ε P ♣0, ε1s, ϕε é a única solução T✁periódica de

(3.47) com condição inicial em Bδ2
♣w0q. Mais ainda, ϕε♣0q Ñ ξ♣z0q quando εÑ 0.

Comentário 3. A condição (3) é muito técnica, ao invés de usá-la iremos usar a condição

mais simples para a função g dada a seguir:

(v) Para algum λ → 0 suficientemente pequeno, existe Mλ ⑨ r0, T s Lebesgue mensurável

com mes♣Mλq ✏ o♣λq④λ e tal que para cada t P r0, T s③Mλ e para todo w P Bδ♣w0q, ε P r0, λs

⑥Dwg♣t, w, εq ✁Dwg♣t, w0, 0q⑥ ↕ o♣λq
λ

.

Para obter os resultados vamos trabalhar com a regularização do sistema (3.46)

já que a parte perturbada é não suave. Seja agora x ✏ ♣x, y, zq um ponto em R
3 e

F ♣t,xq ✏ y. Considere a função de transição de classe C ′ dada por

ϕδ♣tq ✏

✩✬✬✫
✬✬✪

✁1, se t ↕ ✁δ
t

δ
, se ✁ δ ➔ t ➔ δ

1, se t ➙ δ

,

Então, como o sistema (3.46) pode ser escrito como

Xε ✏
★
f♣t,xq � εg�♣xq, se x P Σ�,

f♣t,xq � εg✁♣xq, se x P Σ✁,
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a regularização de (3.46) pode ser escrita por

✾Xε
δ ✏ 1

2

�
f♣t,xq � εg�♣xq � f♣t,xq � εg✁♣xq✟

�ϕδ♣yq
2

�
f♣t,xq � εg�♣xq ✁ ♣f♣t,xq � εg✁♣xqq✟

✏ f♣t,xq � ε

2
♣g�♣xq � g✁♣xqq � φδ♣yq

2
ε♣g�♣xq ✁ g✁♣xqq

✏ f♣t,xq � ε

✂
g�♣xq � g✁♣xq

2
� ϕδ♣yqg

�♣xq ✁ g✁♣xq
2

✡
.

Observe que se y ↕ ✁δ, então ϕδ♣yq ✏ ✁1, de onde

✾Xε
δ ✏ f♣t,xq � ε

✂
g�♣xq � g✁♣xq

2
✁ g�♣xq ✁ g✁♣xq

2

✡
✏ f♣t,xq � εg✁♣xq.

Se ✁δ ➔ y ➔ δ então ϕδ♣yq ✏ t④y, então

✾Xε
δ ✏ f♣t,xq � ε

✂
g�♣xq � g✁♣xq

2
� y

δ

g�♣xq ✁ g✁♣xq
2

✡

Se y ➙ δ então ϕδ♣yq ✏ 1, então

✾Xε
δ ✏ f♣t,xq � ε

✂
g�♣xq � g✁♣xq

2
� g�♣xq ✁ g✁♣xq

2

✡
✏ f♣t,xq � εg�♣xq

Portanto

✾Xε
δ ✏ f♣t,xq � ε

✂
g�♣xq � g✁♣xq

2
� ϕδ♣yqg

�♣xq ✁ g✁♣xq
2

✡
✏ f♣t,xq � εgδ♣xq (3.50)

onde,

gδ♣xq ✏

✩✬✬✫
✬✬✪

g�♣xq, se y ↕ ✁δ
g�♣xq � g✁♣xq

2
� y

δ

g�♣xq ✁ g✁♣xq
2

, se ✁ δ ➔ y ➔ δ

g✁♣xq, se y ➙ δ

, (3.51)

Note que o sistema (3.50) é suave e possui a mesma parte não perturbada

do sistema (3.46), isto é, o sistema (3.50) também possui um cilindro C preenchido por

órbitas periódicas quando ε ✏ 0, para todo δ → 0. Ainda se δ ÝÑ 0 o sistema (3.50) se

transforma no sistema (3.46) que é suave por partes. Aplicaremos o Teorema 13 no campo

regularizado e aplicando o limite fazendo δ se aproximar de zero, estenderemos o resultado

para o sistema não suave (3.46).

Agora vamos introduzir duas funções que dependem da função h (que determina

a forma das órbitas periódicas no cilindro C.) e as pertubações p✟, q✟ e r✟ que são muito

importantes para os resultados. Primeiro considere a função

Ah♣θq ✏ cos θ
❇h
❇x♣cos θ, senθq � senθ

❇h
❇y ♣cos θ, senθq. (3.52)
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Observe que Ah♣θq é bastante técnico, mas possui um papel importante na implementação

teórica do Teorema 13 para o sistema (3.50), e que depende apenas da função h.

Seja Mδ : R Ñ R uma função definida por

Mδ♣zq ✏
➺

2π

0

✁1
2

✏
h♣cos θ, senθq♣✁ cos θ♣q�♣ςq � q✁♣ςqq � senθ♣p�♣ςq � p✁♣ςqqq

�♣r�♣ςq � r✁♣ςqq � �
h♣cos θ, senθq♣cos θ♣✁q�♣ςq � q✁♣ςqq

�senθ♣p�♣ςq ✁ p✁♣ςqqq � ♣r�♣ςq ✁ r✁♣ςqqϕδ♣senθq✟✘ ds
(3.53)

onde, ς ✏ ♣cos θ, senθ, z �
➺ s

0

h♣cos v, senvqdvq, para z um número real. Veremos que sob

boas condições os zeros simples da função Mδ são ciclos limite bifurcando do contínuo de

órbitas periódicas do cilindro C.

Lema 5 (Lema Fundamental). Suponha que Ah♣θq ✏ 0, ❅θ P r0, 2πq. Então, para ⑤ε⑤
suficientemente pequeno e para todo z0 tal que Mδ♣z0q ✏ 0 e M ✶

δ♣z0q ✘ 0, o sistema suave

dado por (3.50) possui um ciclo limite bifurcando das órbitas periódicas no cilindro C com

ε ✏ 0. Mais ainda, existe no máximo s ✏ m,n, p valores de z nos quais Mδ♣zq ✏ 0, onde

m,n, p são os coeficientes dos polinômios p✟, q✟, r✟.

Comentário 4. Note que a condição Ah♣θq ✏ 0 não é vazia. Para isto, vamos verificar

que para cada ci P R a função

h̃♣x, yq ✏
✽➳

i✏0

ci

♣x2 � y2q 2i�1

2

x2i�1

satisfaz a propriedade.

Primeiro note que a potência do polinômio cix
2i�1 é sempre ímpar, então a

integral em (3.43) fornece uma solução periódica. Note ainda que

❇
❇xh̃♣x, yq ✏

✽➳
i✏0

♣2i� 1qcix
2i♣x2 � y2q 2i�1

2 ✁ cix
2i�1 2i�1

2
♣x2 � y2q 2i✁1

2 2x
♣x2 � y2q2i�1

❇
❇y h̃♣x, yq ✏

✽➳
i✏0

✁cix
2i�1 2i�1

2
♣x2 � y2q 2i✁1

2 2y
♣x2 � y2q2i�1

Nas coordenas cilíndricas, as expressões acima se reduzem, respectivamente, a

❇
❇xh̃♣cos θ, senθq ✏

✽➳
i✏0

♣2i� 1qci cos2i θ ✁ ♣2i� 1qci cos2i�2 θ

✏
✽➳

i✏0

♣2i� 1qci cos2i θsen2θ

❇
❇xh̃♣cos θ, senθq ✏

✽➳
i✏0

✁♣2i� 1qci cos2i�1 θsenθ

Substituindo na equação (3.52), obtemos Ah♣θq ✏ 0.
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Demonstração (Lema Fundamental). Considere o sistema (3.50) e suponha que para este

sistema tenhamos verificado que Ah♣θq ✏ 0, ❅θ P r0, 2πq. Como as órbitas periódicas do

sistema (3.42) que estamos perturbando moram no cilindro C, faremos uma mudança de

coordenadas para coordenadas cilíndricas ♣z, r, θq dada por

x ✏ r cos θ, y ✏ rsenθ, z ✏ z.

Derivando com respeito a variável t as equações que definem a mudança de coordenadas

cilíndricas, temos, pela regra da cadeia,

dx

dt
✏ ✾x ✏ dx

dz

dz

dt
� dx

dr

dr

dt
� dx

dθ

dθ

dt
✏ cos θ ✾r ✁ rsenθ ✾θ

dy

dt
✏ ✾y ✏ dy

dz

dz

dt
� dy

dr

dr

dt
� dy

dθ

dθ

dt
✏ senθ ✾r � r cos θ ✾θ

(3.54)

A equação para ✾z permanece a mesma. O sistema (3.50) é da forma,

✾Xε
δ ✏ f♣t,xq � εgδ♣xq (3.55)

onde f♣t,xq é dada pelo sistema (3.42) e gδ♣xq foi dada em (3.51), com g✟ definido em

(3.45). Portanto, podemos reescrever (3.50) do seguinte modo

✾x ✏ ✁y � x♣x2 � y2 ✁ 1q � ε

✂
p�♣xq � p✁♣xq

2
� ϕδ♣yqp

�♣xq ✁ p✁♣xq
2

✡

✾y ✏ x� y♣x2 � y2 ✁ 1q � ε

✂
q�♣xq � q✁♣xq

2
� ϕδ♣yqq

�♣xq ✁ q✁♣xq
2

✡

✾z ✏ h♣x, yq � ε

✂
r�♣xq � r✁♣xq

2
� ϕδ♣yqr

�♣xq ✁ r✁♣xq
2

✡
.

(3.56)

Então, escrevendo o sistema (3.56) nas novas coordenadas, temos que

✾x ✏ ✁rsenθ � r2 cos θ♣r2 cos2 θ � rsen2θ ✁ 1q � ε

2
P ♣θ, ςq

✏ ✁r♣senθ ✁ cos θ♣r2 ✁ 1qq � ε

2
P ♣θ, ςq

✾y ✏ r cos θ � rsenθ♣r2 cos2 θ � r2sen2θ ✁ 1q � ε

2
Q♣θ, ςq

✏ ✏ r♣cos θ � senθ♣r2 ✁ 1qq � ε

2
Q♣θ, ςq

✾z ✏ h♣r cos θ, rsenθq � ε

2
R♣θ, ςq

onde, B♣θ, ςq :✏ b�♣ςq � b✁♣ςq � ϕδ♣rsenθq♣b�♣ςq ✁ b✁♣ςqq, onde B ✏ P,Q,R e b denota

algum dos polinômios p, q, r. Ou seja,

✾x ✏ ✁r♣senθ ✁ cos θ♣r2 ✁ 1qq � ε

2
P ♣θ, ςq

✾y ✏ r♣cos θ � senθ♣r2 ✁ 1qq � ε

2
Q♣θ, ςq

✾z ✏ h♣r cos θ, rsenθq � ε

2
R♣θ, ςq

(3.57)
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Então vamos encontrar as expressões de ✾r, ✾θ utilizando as equações de ✾x, ✾y dadas em (3.57)

e (3.54). Assim,

✁r♣senθ ✁ cos θ♣r2 ✁ 1qq � ε

2
P ♣θ, ςq ✏ cos θ ✾r ✁ rsenθ ✾θ (3.58a)

r♣cos θ � senθ♣r2 ✁ 1qq � ε

2
Q♣θ, ςq ✏ senθ ✾r � r cos θ ✾θ (3.58b)

Multiplicando a equação (3.58a) por ✁senθ e somando com a (3.58b) multiplicada por

cos θ, obtemos

rsen♣senθ ✁ cos θ♣r2 ✁ 1qq � r cos θ♣cos θ � senθ♣r2 ✁ 1qq ✁ ε

2
P ♣θ, ςqsenθ � ε

2
Q♣θ, ςq cos θ

✏ r ✾θ♣sen2θ � cos2 θq
Ñ sen2θ ✁ senθ cos θ♣r2 ✁ 1q � cos2 θ � senθ cos θ♣r2 ✁ 1q � ε

2
♣Q♣θ, ςq cos θ ✁ P ♣θ, ςqsenθq

✏ ✾θ

Ñ ✾θ ✏ 1� ε

2r
♣Q♣θ, ςq cos θ ✁ P ♣θ, ςqsenθq

Por outro lado, multiplicando a equação (3.58a) por cos θ e somando com a (3.58b)

multiplicada por senθ, obtemos

✁r cos♣senθ ✁ cos θ♣r2 ✁ 1qq � rsenθ♣cos θ � senθ♣r2 ✁ 1qq � ε

2
P ♣θ, ςq cos θ � ε

2
Q♣θ, ςqsenθ

✏ sen2θ ✾r � cos2 θ ✾r

Ñ ✁senθ cos θ � cos2 θ♣r2 ✁ 1q � cos θsenθ � sen2θ♣r2 ✁ 1q � ε

2
♣P ♣θ, ςq cos θ �Q♣θ, ςqsenθq

✏ ✾r

Ñ ✾r ✏ r♣r2 ✁ 1q � ε

2
♣P ♣θ, ςq cos θ �Q♣θ, ςqsenθq

Logo, o sistema (3.50) nas novas coordenadas é dado por

✾z ✏ h♣r cos θ, rsenθq � ε

2
R♣θ, ςq

✾r ✏ r♣r2 ✁ 1q � ε

2
♣P ♣θ, ςq cos θ �Q♣θ, ςqsenθq

✾θ ✏ 1� ε

2r
♣Q♣θ, ςq cos θ ✁ P ♣θ, ςqsenθq

(3.59)

Agora iremos alterar a variável pela qual o sistema está sendo derivado, de t para θ.

dz

dθ
✏ dz

dt

dt

dθ
✏ dz

dθ

✂
dθ

dt

✡✁1

✏ ✾z

✾θ
✏

h♣r cos θ, rsenθq � ε

2
R♣θ, ςq

1� ε

2r
♣Q♣θ, ςq cos θ ✁ P ♣θ, ςqsenθq

(3.60)

dr

dθ
✏ dr

dt

dt

dθ
✏ dr

dθ

✂
dθ

dt

✡✁1

✏ ✾r

✾θ
✏
r♣r2 ✁ 1q � ε

2
♣P ♣θ, ςq cos θ �Q♣θ, ςqsenθq

1� ε

2r
♣Q♣θ, ςq cos θ ✁ P ♣θ, ςqsenθq

(3.61)
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Derivando (3.60) com respeito a ε, visto que depois iremos expandir a expressão em Taylor

em torno de ε ✏ 0, obtemos

d

dε

✂
dz

dθ

✡
✏

1

2
R♣θ, ςq♣1� ε

2
♣Q♣θ, ςq cos θ ✁ P ♣θ, ςqsenθqq✁

1� ε

2r
♣Q♣θ, ςq cos θ ✁ P ♣θ, ςqsenθq

✠
2

�
✁
✁
h♣r cos θ, rsenθq � ε

2
R♣θ, ςq

✠
♣Q♣θ, ςq cos θ ✁ P ♣θ, ςqsenθq 1

2r✁
1� ε

2
♣Q♣θ, ςq cos θ ✁ P ♣θ, ςqsenθq

✠
2

Aplicando em ε ✏ 0, temos que

d

dε

✂
dz

dθ

✡ ✞✞✞✞✞
ε✏0

✏ 1
2
R♣θ, ςq ✁ h♣r cos θ, rsenθq♣Q♣θ, ςq cos θ ✁ P ♣θ, ςqsenθq 1

2r

Logo, fazendo a expansão em Taylor de ordem dois, em torno de ε ✏ 0, segue que

dz

dθ
✏ dz

dθ

✞✞✞✞✞
ε✏0

� ε
d

dε

✂
dz

dθ

✡ ✞✞✞✞✞
ε✏0

�O2

✏ h♣r cos θ, rsenθq � ε

2r
♣R♣θ, ςqr ✁ h♣r cos θ, rsenθq♣Q♣θ, ςq cos θ ✁ P ♣θ, ςqsenθqq �O2

(3.62)

onde O2 ✏ O♣ε2q. Substituindo as expressões P ♣θ, ςq, Q♣θ, ςq, R♣θ, ςq em (3.62), obtemos

dz

dθ
✏ h♣r cos θ, rsenθq � ε

2r
♣R♣θ, ςqr ✁ h♣r cos θ, rsenθq♣Q♣θ, ςq cos θ ✁ P ♣θ, ςqsenθqq �O2

✏ h♣r cos θ, rsenθq � ε

2r

�♣r�♣ςq � r✁♣ςq � ϕδ♣rsenθq♣r�♣ςq ✁ r✁♣ςqqqr

✁h♣r cos θ, rsenθq♣♣q�♣ςq � q✁♣ςq � ϕδ♣rsenθq♣q�♣ςq ✁ q✁♣ςqqq cos θ

✁♣p�♣ςq � p✁♣ςq � ϕδ♣rsenθq♣p�♣ςq ✁ p✁♣ςqqqsenθq✟�O2

Colocando ϕδ♣rsenθq em evidência, temos

dz

dθ
✏ h♣r cos θ, rsenθq � ε

2r

✏♣r�♣ςq � r✁♣ςqqr ✁ h♣r cos θ, rsenθq �cos θ♣q�♣ςq � q✁♣ςqq
✁senθ♣p�♣ςq � p✁♣ςqq✟� ϕδ♣rsenθq �♣r�♣ςq ✁ r✁♣ςqqr
✁h♣r cos θ, rsenθq♣cos θ♣q�♣ςq ✁ q✁♣ςqq ✁ senθ♣p�♣ςq ✁ p✁♣ςqqq✟✘�O2.
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Rearranjando os termos, obtemos

dz

dθ
✏h♣r cos θ, rsenθq � ε

2r

✏♣h♣r cos θ, rsenθq♣✁ cos θq�♣ςq � senθp�♣ςqq � r�♣ςqrq
� ♣h♣r cos θ, rsenθq♣✁ cos θq✁♣ςq � senθp✁♣ςqq � r✁♣ςqrq
� ϕδ♣rsenθq♣h♣r cos θ, rsenθq♣✁ cos θq�♣ςq � senθp�♣ςqq � r�♣ςqrq
✁♣h♣r cos θ, rsenθq♣✁ cos θq✁♣ςq � senθp✁♣ςqq � r✁♣ςqrq✘�O2

✏h♣r cos θ, rsenθq � ε

✒♣f�1 � f✁1 q♣θ, ς, rq
2r

� ϕδ♣rsenθq♣f
�
1 ✁ f✁2 q♣θ, ς, rq

2r

✚
�O2

✏h♣r cos θ, rsenθq � εG1

δ♣θ, z, r, εq,

onde

G1

δ♣θ, z, r, εq ✏
✒♣f�1 � f✁1 q♣θ, ς, rq

2r
� ϕδ♣rsenθq♣f

�
1 ✁ f✁1 q♣θ, ς, rq

2r

✚
�O2

e

f✟
1
♣θ, ς, rq ✏ h♣r cos θ, rsenθq♣✁ cos θq✟♣ςq � senθp✟♣ςqq � r✟♣ςqr.

Agora vamos aplicar o mesmo procedimento acima para a equação (3.61). Note

que

d

dε

✂
dr

dθ

✡
✏ P ♣θ, ςq cos θ �Q♣θ, ςqsenθ

2
✁

1� ε

2r
♣Q cos θ ✁ P senθq

✠
2

✁
1� ε

2r
♣Q cos θ ✁ P senθq

✠

✁
♣r♣r2 ✁ 1q � ε

2
♣P ♣θ, ςq cos θ �Q♣θ, ςqsenθqq

2r
✁

1� ε

2r
♣Q cos θ ✁ P senθq

✠
2

♣Q♣θ, ςq cos θ ✁ P ♣θ, ςqsenθq.

Em particular,

d

dε

✂
dr

dθ

✡ ✞✞✞✞✞
ε✏0

✏ P ♣θ, ςq cos θ �Q♣θ, ςqsenθ ✁ ♣r2 ✁ 1q♣Q cos θ ✁ P ♣θ, ςqsenθq
2

.

Assim, expandindo m torno de ε ✏ 0 nos dá

dr

dθ
✏r♣r2 ✁ 1q � ε

P ♣θ, ςq cos θ �Q♣θ, ςqsenθ ✁ ♣r2 ✁ 1q♣Q♣θ, ςq cos θ ✁ P ♣θ, ςqsenθq
2

�O2

✏r♣r2 ✁ 1q � ε

2

✏♣p�♣ςq � p✁♣ςq � ϕδ♣rsenθq♣p�♣ςq ✁ p✁♣ςqqq♣cos θ � ♣r2 ✁ 1qsenθq
� ♣q�♣ςq � q✁♣ςq � ϕδ♣rsenθq♣q�♣ςq ✁ q✁♣ςqqq♣senθ ✁ ♣r2 ✁ 1q cos θq✘�O2

✏r♣r2 ✁ 1q � ε

2

✏♣p�♣ςq � p✁♣ςqq♣cos θ � ♣r2 ✁ 1qsenθq � ♣q�♣ςq � q✁♣ςqq♣senθ

✁ ♣r2 ✁ 1q cos θq � ϕδ♣rsenθq �♣p�♣ςq ✁ p✁♣ςqq♣cos θ � ♣r2 ✁ 1qsenθq
� ♣q�♣ςq ✁ q✁♣ςqq♣senθ ✁ ♣r2 ✁ 1q cos θq✟✘�O2

✏✁ r � r3 � ε

✒♣f�2 � f✁2 q♣θ, ς, rq
2

� ϕδ♣rsenθq♣f
�
2 ✁ f✁2 q♣θ, ς, rq

2

✚
�O2

✏✁ r � r3 � εG2

δ♣θ, z, r, εq,
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onde

G2

δ♣θ, z, r, εq ✏
♣f�2 � f✁2 q♣θ, ς, rq

2
� ϕδ♣rsenθq♣f

�
2 ✁ f✁2 q♣θ, ς, rq

2
�O2

e

f✟
2
♣θ, ς, rq ✏ p✟♣ςq♣cos θ � ♣r2 ✁ 1qsenθq � q✟♣ςq♣senθ ✁ ♣r2 ✁ 1q cos θq.

Desta forma, o sistema 3.59 na nova variável temporal θ fica✩✬✫
✬✪

dz

dθ
✏ h♣r cos θ, rsenθq � εG1

δ♣θ, z, r, εq,
dr

dθ
✏ ✁r � r3 � εG2

δ♣θ, z, r, εq.
(3.63)

O sistema (3.63) é 2π✁periódico. Para mostrar que a parte perturbada é localmente

uniformemente Lipschitz nas variáveis ♣z, rq P R
2, considere a função Gδ : R✂R✂r0, 1s Ñ

R
2 como sendo Gδ♣θ, ω1, ω2, εq ✏ ♣G1

δ♣θ, ω1, ω2, εq, G2

δ♣θ, ω1, ω2, εqq, e os conjuntos,

R1 ✏t♣θ, ω1, ω2, εq P R✂ R✂ r0, 1s;ω2senθ ↕ ✁δ✉,
R2 ✏t♣θ, ω1, ω2, εq P R✂ R✂ r0, 1s;✁δ ↕ ω2senθ ↕ δ✉,
R3 ✏t♣θ, ω1, ω2, εq P R✂ R✂ r0, 1s;ω2senθ ➙ δ✉,

e seja K ⑨ R✂ R
2r0, 1s ✏ ❨i✏1,2,3Ri um conjunto compacto. Para verificarmos que Gδ é

Lipschitz em K é suficiente mostrar que ela é Lipschitz no fecho convexo K̄c de K, ou seja,

o menor conjunto convexo que contém K, assim, K ⑨ K̄c. De fato, sejam x, y P K̄c, onde

x, y são pontos de R
2 pois deixaremos θ, ε fixos. Agora considere S como sendo o segmento

de reta que passa por x e y e tome Si ✏ S ❳Ri, i ✏ 1, 2, 3. Esta interseção consiste de

um número finito de segmentos fechados contidos em S, já que a fronteira entre R1 e R2

e entre R2 e R3 são variedades de R ✂ R ✂ r0, 1s com dimensão um. A restrição de Gδ

em Si para cada i ✏ 1, 2, 3 fornece um polinômio nas variáveis ω1, ω2, já que p, q, r são

polinômios e cada segmento Si está contido na região Ri, com i ✏ 1, 2, 3 e nestas regiões a

função ϕδ está definida como sendo

ϕδ♣pq ✏

✩✬✬✫
✬✬✪

✁1, se p P R1,
t

δ
, se p P R2,

1, se p P R3,

restando apenas os polinômios. Assim, Gδ⑤Si
é de classe C✽. Isto significa que cada restrição

Gδ⑤Si
é localmente Li-Lipschitz no conjunto compacto Si, com i ✏ 1, 2, 3 que é equivalente

a ser Li-Lipschitz, ou seja, ⑥Gδ⑤Si
♣θ, x, εq ✁ Gδ⑤Si

♣θ, y, εq⑥ ↕ Lid♣x, yq. Então para todo

♣θ, x, εq, ♣θ, y, εq P K̄c existe L ✏ maxtL1, L2, L3✉ tal que

⑥Gδ♣θ, x, εq ✁Gδ♣θ, y, εq⑥ ↕
➳

piPSi

Li⑥pi ✁ pi�1⑥

↕ L

✄ ➳
pjPS1

Lj⑥pj ✁ pj�1⑥ �
➳

pkPS2

Lk⑥pk ✁ pk�1⑥ �
➳

plPS3

Li⑥pl ✁ pl�1⑥
☛
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onde ps é o segmento com extremos ps e ps�1 para s P ti, j, k, l✉, x ✏ ps e y ✏r para algum

s, r P N. Se n é o número de interseções de S com fronteira de cada Ri, com i ✏ 1, 2, 3,

então uma vez que S é um segmento obtemos:

⑥Gδ♣θ, x, εq ✁Gδ♣θ, y, εq⑥ ↕ L ♣⑥x✁ p1⑥ � ...� ⑥pn ✁ y⑥q ↕ L⑥x✁ y⑥.

Então Gδ é localmente, uniformemente Lipschitz nas variáveis ♣z, rq P R
2.

Agora, chamando de X ✏ ♣z, rq e considerando o sistema (3.63) com ε ✏ 0,

obtemos
X

dθ
✏ f♣θ,Xq (3.64)

onde f♣θ,Xq ✏ ♣h♣r cos θ, rsenθq,✁r � r3q. Por hipótese f P C2. No plano zr a reta r ✏ 1

é invariante pois para r ✏ 1 temos que dr④dθ ✏ 0 e dz④dθ ✏ h♣cos θ, senθq, ou seja, não

existe variação na direção do raio r, logo as soluções do sistema (3.64) com condições

iniciais sobre a reta r ✏ 0 permanecem sobre essa reta. Assim, a solução X♣θ,X0, 0q com

condição inicial X0 ✏ ♣z0, 1q é dada por

X♣θ,X0, 0q ✏ ♣z♣θ, z0q, r♣θ, z0qq ✏
✂
z0 �

➺ θ

0

h♣cos s, sensqds, 1
✡

Como
➺ θ

0

h♣cos s, sensqds é periódica segue que z♣θ, z0q é 2π-periódica na variável θ e para

cada ponto em uma vizinhança de z ✏ z0 na reta r ✏ 1 passa uma solução 2π-periódica

que encontra-se no espaço de fase ♣z, r, θq P R
2 ✂ S

1. Consequentemente o sistema (3.64)

possui uma família M ✏ t♣z, rq P R
2 : r ✏ 1✉ de soluções 2π-periódicas.

Agora considere R0 → 0. Existe uma bola aberta contida em R,que denotaremos

por U , R0 P R, com U ✏ tz0 P ♣✁R0, R0q✉ e a função ξ P C1♣Ū ,R2q, dada por

ξ♣zq ✏
✂
z �

➺ θ

0

h♣cos s, sensqds, 1
✡

que é uma parametrização para cada solução em M satisfazendo para qualquer z P Ū , que

Dξ♣zq ✏ ♣1, 0qT , já que toda solução em M é periódica, de modo que
➺ θ

0

h♣cos s, sensqds ✏
0, assim Dξ♣zq ✏ D♣z, 1q ✏ ♣1, 0qT , no qual posto é um. Note que ξ♣zq é a condição inicial

de uma solução 2π-periódica de (3.64).

Agora vamos linearizar o sistema (3.64) ao longo das soluções periódicas

X♣θ, ξ♣zq, 0q, obtemos
dY

dθ
✏ Dxf♣θ,X♣θ, ξ♣zq, 0q, 0qY (3.65)

consequentemente a matriz Dxf♣θ,X♣θ, ξ♣zq, 0q, 0q é escrita como☎
✝✝✆

❇u
❇z ♣ξ♣zqq

❇u
❇r ♣ξ♣zqq

❇♣✁r � r3q
❇z ♣ξ♣zqq ❇♣✁r � r3q

❇r ♣ξ♣zqq

☞
✍✍✌
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com u♣r, θq ✏ h♣x♣r, θq, y♣r, θqq, com x♣r, θq ✏ r cos θ e y♣r, θq ✏ rsenθ. Note que,

h♣x♣r, θq, y♣r, θqq não depende de z, então du④dz ✏ 0, e ainda

❇u
dr

✏ ❇h
dr

♣x♣r, θq, y♣r, θqq ✏ ❇h
dx

♣x♣r, θq, y♣r, θqq❇x
dr

♣r, θq � ❇h
dy

♣x♣r, θq, y♣r, θqq❇y
dr

♣r, θq

✏ ❇h
dx

♣r cos θ, rsenθqq cos θ � ❇h
dy

♣r cos θ, rsenθqqsenθ

Portanto, temos que em ♣ξ♣zq, 1q é

❇u
dr

♣ξ♣zq, 1q ✏ ❇h
dx

♣cos θ, senθq cos θ � ❇h
dy

♣cos θ, senθqsenθ ✏ Ah♣θq

Então o sistema (3.65) é da forma

dY

dθ
✏
✄

0 Ah♣θq
0 2

☛
Y

E possui a matriz fundamental dada por

NY ♣θq ✏
☎
✆ 1

➺ θ

0

e2sAh♣sqds
0 e2θ

☞
✌Y (3.66)

Note que a matriz fundamental NY ♣θq aplicada em θ ✏ 0 é a matriz identidade. Como, por

hipótese, Ah♣θq ✏ 0 para todo θ P r0, 2πq então a matriz C ✏ N✁1

Y ♣0qNY ♣2πq é dada por

C ✏
✄

1 0

0 1

☛✄
1 0

0 e4π

☛
✏
✄

1 0

0 e4π

☛

e consequentemente (3.65) possui a multiplicidade do Floquet �1 com multiplicidade

geométrica igual a um. Considere o sistema linear adjunto

dV

dθ
✏ ✁♣Dxf♣θ,X♣θ, ξ♣zq, 0q, 0qq✝V (3.67)

Como o sistema (3.67) é adjunto ao sistema (3.65) a matriz fundamental NV ♣θq é dada por

NV ♣θq ✏ ✁♣NY ♣θqq✝ e consequentemente a solução linearmente independente é u1♣θ, zq ✏
♣✁1, 0qT . Observe que u1♣0, zq é de classe C1 com respeito a z. Assim sendo, a função de

bifurcação de Malkin Mδ♣zq tem a seguinte forma,

Mδ♣zq ✏
➺

2π

0

①u1♣s, zq, Gδ♣s,X♣s, ξ♣zq, 0qq②ds ✏
➺

2π

0

✁G1

δ♣s,X♣s, ξ♣zq, 0qq

Substituindo G1

δ na expressão acima, obtemos

Mδ♣zq ✏
➺

2π

0

✁1
2

✏
h♣cos θ, senθq♣✁ cos θ♣q�♣ςq � q✁♣ςqq � senθ♣p�♣ςq � p✁♣ςqqq

�♣r�♣ςq � r✁♣ςqq � �
h♣cos θ, senθq♣cos θ♣✁q�♣ςq � q✁♣ςqq

�senθ♣p�♣ςq ✁ p✁♣ςqqq � ♣r�♣ςq ✁ r✁♣ςqqϕδ♣senθq✟✘ ds
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onde ς ✏ ♣cos θ, senθ, z �
➺ s

0

h♣cos v, senvqdvq. Com o objetivo de utilizar o Teorema 13

para encontrar os ciclos limite do sistema (3.50), observamos que para cada z0 P U, tal

que Mδ♣z0q ✏ 0 e M ✶
δ♣z0q ✘ 0, o Teorema da Função Implícita diz que M ✶

δ♣zq ✘ 0, para

todo z P U e ainda d♣Mδ, Uq ✘ 0 já que Mδ é contínua. Precisamos verificar a condição iii)

do Teorema 13. Lembrando da observação 1, basta verificar basta verificar v) no lugar

de iii). De fato, seja λ um número positivo, ε P r0, λs, w0 ✏ ξ♣z0q e considere os valores

p� ✏ arcsin♣δ④rq e p✁ ✏ arcsin♣✁δ④rq. Observe que a função ϕδ é contínua exceto nos

pontos θ ✏ p✟. Considere os conjuntos L✟λ ✏ tw P r0, 2πs : ⑤w✁p✟⑤ ➔ 2δ✉ e Lλ ✏ L�λ ❨L✁λ .
Então, med♣Lλq ✏ 8λ ✏ o♣λq

λ
.

Agora observe que para todo θ P r0, 2πs③Lλ e para todo w P Bλ♣w0q, a função

Gδ é C✽. De fato, a função Gδ não troca de região Ri para outra Rj quando i ✘ j e w

varia em Bλ♣w0q, para i, j ✏ 1, 2, 3.Isso ocorre apenas quando θ P r0, 2πsΛλ e o raio da

bola Bλ♣ω0q é menor que o raio de cada vizinhança ♣p✟ ✁ λ, p✟ � λq de p✟. Então pelo

Teorema do Valor Médio obtemos

⑥DωGδ♣θ, ω, εq ✁DωGδ♣θ, ω0, εq⑥ ↕ sup
sPS̄

⑥D2

ωGδ♣sq⑥⑤ω ✁ ω0⑤,

onde S ✏ Bλ♣ω0q e D2

ωGδ denota a segunda derivada da função Gδ. Então, uma vez que

D2

ωGδ é de classe C1 no conjunto compacto K, segue que

⑥DωGδ♣θ, ω, εq ✁DωGδ♣θ, ω0, εq⑥ ↕ M̃ ⑤ω ✁ ω0⑤ ↕ M̃λ ✏ M̃
λ2

λ

e então a condição v do Teorema 13 é satisfeita com M̃λ2 ✏ o♣λq. Para provar iv, primeiro

observe que Mδ é uma função a valores reais no qual o domínio é o conjunto dos números

reais. Dado z0 P U satisfazendo Mδ♣zq ✏ 0 com M ✶
δ♣zq ✘ 0, ❅z P Ū , considere δ1 → 0 um

valor arbitrário tal que Ṽ ✏ ♣z0 ✁ δ1, z0 � δ1q ⑨ U. Então, Pelo Teorema do Valor Médio,

existe c P Ṽ , tal que

⑤Mδ♣bq ✁Mδ♣aq⑤ ✏ ⑤M ✶
δ♣cq⑤⑤b✁ a⑤,

❅a, b P Ṽ e c P ♣a, bq. A prova da condição iv segue tomando LMδ
✏ inft⑤M ✶

δ♣zq⑤; v P Ṽ ✉ → 0

e observando que ⑤M ✶
δ♣cq⑤ ➙ LMδ

, isto é,

⑤Mδ♣bq ✁Mδ♣aq⑤
⑤b✁ a⑤ ➙ LMδ

ñ ⑤Mδ♣bq ✁Mδ♣aq⑤ ➙ LMδ
⑤b✁ a⑤.

Portanto o Teorema 13 garante que existe ε1 → 0 suficientemente pequeno e δ2 → 0 tal que

para cada ε P ♣0, ε1q, existe uma única solução 2π-periódica, consequentemente um ciclo

limite, ϕε
δ P C0♣R,R2q do sistema (3.63) regularizado com condição inicial em Bδ2

♣ξ♣z0qq
satisfazendo ϕε

δ♣0q Ñ ξ♣z0q quando ε Ñ 0. Consequentemente, os sistemas equivalentes

(3.59) e (3.50) também possuem ciclo limite ϕε
δ♣tq satisfazendo essa propriedade. Observe

que o caso particular tratado neste artigo, a regularização (3.50) com ε ✏ 0 não depende

de δ. A condição inicial ϕ♣zq também não depende, então ϕε
δ não depende de δ. Como
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ξ♣zq ✏
✂
z0 �

➺ θ

0

h♣cos θ, senθqds, 1
✡

possui a segunda componente igual a 1 (ou seja, r ✏ 1

nas coordenadas cilíndricas), o ciclo limite ϕε
δ♣tq mora no cilindro C, isto é, ϕε

δ bifurca do

contínuo de órbitas periódicas em C.

Finalmente, colocando as expressões de p✟, q✟, r✟ dadas em (3.45) na expressão

(3.53), obtemos o polinômio

Mδ♣zq ✏ Is♣δqzs
0
� ☎ ☎ ☎ � I1♣δqz0 � I0♣δq,

onde s ✏ maxtm,n, p✉ e

Ij♣δq ✏
➺

2π

0

φj♣θ, δqdθ P R,

para algum φj dependendo de θ e δ com j ✏ 0, 1, . . . , s. Como Mδ♣zq é um polinômio em

z, possui no máximo s zeros, então s ✏ maxtn,m, p✉ é uma cota superior para o número

de zeros de Mδ. Consequentemente, pelo Teorema 13, s é também cota superior para o

número de ciclos limite que podem bifurcar do cilindro no sistema (3.63). O mesmo pode

ser concluído para o sistema (3.50), pois eles são equivalentes.

O próximo Teorema é o resultado principal desta seção e diz que os ciclos

limites que encontramos para o sistema regularizado (3.50) são preservados para o sistema

não suave dado por (3.46) quando δ Ñ 0.

Teorema 14. Assuma que Ah♣θq ✏ 0, para todo θ P r0, 2πs. Então para ⑤ε⑤ suficiente-

mente pequeno e para cada zero simples da função de bifurcação de Malkin, Mδ♣zδq, com

lim
δÑ0

M ✶
δ♣zδq ✘ 0, o sistema não suave (3.46) possui um ciclo limite bifurcando das soluções

periódicas no cilindro C com ε ✏ 0. Mais ainda, existe no máximo s ✏ maxtm,n, p✉
valores de z no qual Mδ♣zq ✏ 0.

Demonstração. Suponha que Ah♣θq ✏ 0, ❅ θ P r0, 2πq e para ⑤ε⑤ suficientemente pequeno

temos um valor z0 tal que Mδ♣z0q ✏ 0 e M ✶
δ♣z0q ✘ 0, onde Mδ é dada em (3.53). Então pelo

Lema Fundamental existe um ciclo limite para o sistema (3.50) satisfazendo ϕε
δ♣0q Ñ ξ♣z0q

quando εÑ 0. Considere Σz0 a seção transversal de ϕε
δ contida no cilindro C para o mapa

de Poincaré pε
δ : Σz0 Ñ Σz0 , onde pε

δ♣zq ✏ Xδ♣2π, ξ♣zq, εqϕε
δ♣0q P Σz0 e Xδ♣t,X, εq é uma

solução do sistema regularizado (3.50). Então segue que pε
δ♣ϕε

δ♣0qq ✏ ϕε
δ♣0q, já que é uma

órbita periódica, logo fechada. Considere pε : Σz0 Ñ Σz0 o mapa de Poincaré do sistema não

suave (3.46) com pε
δ♣zq ✏ X♣2π, ξ♣zq, εq. Observe que tomando ε suficientemente pequeno,

a aplicação de Poincaré pε é a composição dos mapas de Poincaré do sistema regularizado

que está bem definido e é contínuo para todo z P Σz0 . Cada ponto fixo de pε corresponde

a uma solução periódica do sistema não suave dado em (3.46). Então segue que

lim
δÑ0

pε
δ♣zq ✏ pε♣zq,
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isto é, pε é o limite de pε
δ. O ponto ϕε♣0q ✏ lim

δÑ0

ϕε
δ♣0q e um ponto fixo do mapa de Poincaré

pε♣zq,ou seja, pε♣ϕε♣0qq ✏ ϕε♣0q. De fato, temos que pε
δ♣ϕε

δ♣0qq ✏ ϕε
δ♣0q ñ lim

δÑ0

pε
δ♣ϕε

δ♣0qq ✏
lim
δÑ0

ϕε
δ♣0q ✏ ϕε♣0q. Como lim

δÑ0

pε
δ♣ϕε

δ♣0qq ✏ pε♣ϕε♣0qq, segue que pε♣ϕε♣0qq ✏ ϕε♣0q, é ponto

fixo e, como lim
δÑ0

M ✶
δ♣zδq ✘ 0, os autovalores da diferencial de P ε são maiores que 1.

Consequentemente, o sistema não suave (3.46) possui um ciclo limite ϕε♣tq tal que ϕε♣0q Ñ
ξ♣z0q P R

2, quando εÑ 0.

Um caso particular de perturbações do sistema (3.42) é considerar g� ✏ g✁

em (3.45), isto é, aplicar a mesma perturbação em Σ� e em Σ✁. Neste caso particular

obtemos um sistema perturbado suave para (3.42). Assim, (3.46) é suave e coincide com a

regularização dada em (3.50). O próximo teorema é um resultado sob estas condições.

Teorema 15. Assuma que Ah♣θq ✏ 0, para todo θ P r0, 2πs, g� ✏ g✁ e considere a função

Mδ♣zq ✏
➺

2π

0

✁rh♣cos θ, senθq♣✁ cos θq�♣ςq � senθp�♣ςqq � r�♣ςqsds (3.68)

onde, ς ✏ ♣cos θ, senθ, z �
➺ s

0

h♣cosv, senvqdvq, para z um número real. Então, para ⑤ε⑤
suficientemente pequeno e para cada z0 tal que Mδ♣z0q ✏ 0 e M ✶

δ♣z0q ✘ 0, o sistema suave

(3.46) possui ciclo limite bifurcando das órbitas periódicas no cilindro C com ε ✏ 0. Mais

ainda, existe no máximo s ✏ maxm,n, p valores de z no qual Mδ♣zq ✏ 0.

Demonstração. Como g� ✏ g✁, obtemos p� ✏ p✁, q� ✏ q✁ e r� ✏ r✁ e ainda Ah♣θq ✏
0, ❅θ P r0, 2πq, da fórmula (3.53), obtemos

Mδ♣zq ✏
➺

2π

0

✁rh♣cos θ, senθq♣✁ cos θq�♣ςq � p�♣ςqq � r�♣ςqsds,

onde ς ✏
✂

cos θ, senθ, z �
➺

2π

0

h♣cos v, senvqdv
✡
. Substituindo p�, q�, r� dados em (3.45),

obtemos

M δ♣zq ✏ Is♣δqzs
0
� ☎ ☎ ☎ � I1♣δqz0 � I0♣δq,

onde s ✏ maxtm,n, p✉ e

Ij♣δq ✏
➺

2π

0

φj♣θ, δqdθ P R,

para algum φj dependendo de θ e δ com j ✏ 0, 1, . . . , s. E o resultado segue pelo Lema

Fundamental.

Agora apresentaremos alguns exemplos para os resultados que foram demons-

trados acima.
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Exemplo 3. Considere h♣x, yq ✏ x❄
x2 � y2

, então o sistema (3.42) está bem definido em

R
3③t♣0, 0, zq✉ para z real, h é de classe C2 e, em coordenadas cilíndricas, temos h♣θq ✏ cos θ.

Assim, ➺
2π

0

h♣θqdθ ✏
➺

2π

0

cos θdθ ✏ sen2π ✁ sen0 ✏ 0,

e ainda

Ah♣θq ✏ cos θ
❇h
❇x♣cos θ, senθq � senθ

❇h
❇y ♣cos θ, senθq

✏ cos θ

✄
1
❄
x2 � y2 ✁ x

2
♣x2 � y2q✁ 1

2 2x
x2 � y2

☛ ✞✞✞✞✞
♣cos θ,senθq

� senθ

✄
✁x

2
♣x2 � y2q✁ 1

2 2y
x2 � y2

☛ ✞✞✞✞✞
♣cos θ,senθq

✏ cos θ
�
1 ✁ cos2 θ

✟� senθ ♣✁ cos θsenθq ✏ cos θsen2θ ✁ cos θsen2θ ✏ 0,

ou seja, Ah♣θq ✏ 0, ❅ θ P r0, 2πq. Agora considere as perturbações dadas em (3.45) com

m ✏ 2, n ✏ p ✏ 0 e a✟ijk ✏ 0, ❅ i, j, k P N, satisfazendo i� j � k ↕ 1 :

p✟♣x, y, zq ✏ a✟
200
x2 � a✟

020
y2 � a✟

002
z2 � a✟

110
xy � a✟

101
xz � a✟

011
yx (3.69)

q✟♣x, y, zq ✏ b✟
000

(3.70)

r✟♣x, y, zq ✏ c✟
000
. (3.71)

Se g� ✏ g✁, então p� ✏ p✁, q� ✏ q✁ e r� ✏ r✁ e podemos usar (3.68), pois a perturbação

é suave. Assim,

M δ♣zq ✏
➺

2π

0

✁rh♣cos θ, senθq♣✁ cos θq�♣ςq � senθp�♣ςqq � r�♣ςqsds

✏
➺

2π

0

cos2 θb�
000

✁ cos θsenθp�♣ςq ✁ r�♣ςqds

✏ b�
000
π ✁ π

4
a�

110
✁ π

4
a�

101
✁ 2πc�

000

✏ ✁π
4

�
a�

110
� a�

101
✁ 4b�

000
� 8c�

000

✟
.

Assim, M δ♣zq não possui zeros se ♣a�
110

�a�
101

✁4b�
000

�8c�
000

q ✘ 0 e se ♣a�
110

�a�
101

✁4b�
000

�
8c�

000
q ✏ 0 então M δ♣zq ✏ 0❅z, ou seja, M δ possui um contínuo de zeros, e assim não

podemos garantir nada aplicando o Teorema 15.

Considere inicialmente δ ➙ 1 e a perturbação não suave, ou seja, para p� ✘
p✁, q� ✘ q✁, r� ✘ r✁. Observe que como δ ➙ 1, então ⑤senθ⑤ ↕ δ, e assim ϕδ♣senθq ✏
sen

senθ
δ

. Calculando Mδ♣zq que é dado pela equação (3.53), temos que

Mδ♣zq ✏ ✁π
8

�✁4b�
000

✁ 4b✁
000

� a�
110

� a�
101

� a✁
110

� a✁
101

� 8c�
000

� 8c✁
000

✟✁ π

8δ
♣a�

101
✁a✁

101
qz

Então se ♣a�
101

✁ a✁
101

q ✘ 0, a função Mδ♣zq se anula em z0 dado por

z0 ✏ δ♣a✁101 � a�110 � a�101 � a�110 ✁ b✁000 ✁ b�000 � 8c✁000 � 8c�000q
a✁101 ✁ a�101

.
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e temos que M ✶
δ♣z0q ✏ π

8δ
♣a✁

101
✁ a�

101
q ✘ 0. Considere agora o caso δ ➔ 1. Este caso é mais

delicado, pois a medida que θ varia em r0, 2πs, teremos os três casos:

senθ ↕ ✁δ, ✁δ ↕ senθ ↕ δ, senθ ➙ δ.

Isto significa que teremos que dividir a integração na expressão de Mδ♣zq levando em conta

Figura 6 – Partição do intervalo a ser integrado.

cada um dos cenários acima, conforme a Figura 6. Considere inicialmente θ P r0, π④2s.
Desta forma, das desigualdades acima, obtemos

θ ↕ ✁ arcsin δ, ✁ arcsin δ ↕ θ ↕ arcsin δ, θ ➙ arcsin δ.

Com isto, definindo θδ ✏ arcsin δ, concluímos que devemos separar a integral em (3.53)

nos intervalos definidos pela partição t0, θδ, π ✁ θδ, π � θδ, 2π ✁ θδ, 2π✉. Assim, obtemos

Mδ♣zq ✏ z♣✁δ❄1 ✁ δ2 ♣2δ2 ✁ 5q � 3sen✁1♣δqq♣a✁101 ✁ a�101q
12δ

✁ π♣a✁101 � a✁110 � a�101 � a�110 ✁ 4b✁000 ✁ 4b�000 � 8c✁000 � 8c�000qqq
8

.

Vemos que Mδ♣zq é um polinômio de grau 1 em z e, portanto, possui uma única raiz, a

qual é dada por

z0 ✏ ✁3πδ♣a✁101 � a✁110 � a�101 � a�110 ✁ 4b✁000 ✁ 4b�000 � 8c✁000 � 8c�000q
2
�✁5

❄
1 ✁ δ2δ � 2

❄
1 ✁ δ2δ3 ✁ 3sen✁1♣δq✟ ♣a✁101 ✁ a�101q

.

Além disso, temos que a derivada de Mδ aplicada em z0 é dada por

M ✶
δ♣z0q ✏ ♣a✁101 ✁ a�101q♣δ2♣5 ✁ 2δ2q2♣✁1 � δ2q � 6δ

❄
1 ✁ δ2♣✁5 � 2δ2q arcsin δ ✁ 9 arcsin2 δq

12δ♣δ❄1 ✁ δ2♣✁5 � 2δ2q ✁ 3 arcsin δq ,

como estamos assumindo a✁
101

✁ a�
101

✘ 0, temos que M ✶
δ♣z0q ✘ 0. Portanto o Lema

Fundamental garante a existência de um ciclo limite para o sistema (3.50) considerando a

função h♣x, yq ✏ x④♣
❛
x2 � y2q, a perturbação (3.69) e ε suficientemente pequeno.
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4 Conclusão e trabalhos futuros

Nesta dissertação estudamos a existência de ciclos limite para equações diferen-

ciais suaves e suaves por partes, em vários contextos. O principal método utilizado foi o

Método da Média e suas várias variantes.

O primeiro caso estudado foi de sistemas em R
� ✂R✂ S

1 e R✂ S
2, inspirados

no artigo [6], porém os sistemas e suas perturbações utilizados na dissertação não são os

mesmos do artigo, afim de garantir que os mesmos estariam bem definidos e que suas

soluções seriam periódicas. Após feita as adaptações conseguimos, utilizando o mesmo

método, produzir bons resultados para sistemas definidos nestas variedades.

A seguir, estudamos sistemas em R
3 que possuem um toro invariante folheado

de órbitas periódicas isócronas, seguindo o artigo [4]. Nesta parte do trabalho, utilizando a

formulação clássica da Teoria da Média, conseguimos estimar cotas para o número de ciclos

limite dos sistemas. As estimativas foram obtidas por meio das funções de Chebyschev.

Finalmente, apresentamos os resultados presentes nos artigos [2] e [5]. Nestes

artigos, cilindros invariantes são perturbados com funções suaves por partes e cotas para o

número máximo de ciclos limite são estabelecidas. Em [2] adicionamos uma hipótese a

mais no Teorema 14, que lim
δÑ0

M ✶
δ♣zδq ✘ 0, pois assim é possível garantir que o ponto fixo

da aplicação de Poicaré é de fato um ciclo limite, ou seja, que ele não se degenera com a

perturbação do campo.

4.1 Trabalhos futuros

Todos os problemas abordados nesta dissertação podem continuar a ser estuda-

dos em contextos mais gerais.

Por exemplo, no caso do trabalho inspirado em [6], podemos estudar a existência

de conjuntos invariantes em variedades mais gerais que não sejam produto de esferas com

espaços euclidianos. Outra possibilidade é estudar, em espaços da forma R
k ✂ ♣Skqm, a

existência de conjuntos invariantes mais gerais (por exemplo a folheação de Reeb em S
3).

Os artigos [2] e [4] também inspiram continuações, pois tratam de um sistema

inicial (não-perturbado) particular. Não é considerado, por exemplo, que o toro (ou cilindro)

inicial poderiam admitir uma dinâmica caótica, , ou seja, que seja inicialmente folheado

por órbitas densas.
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