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Resumo

O estudo de conjuntos minimais ajuda na compreensao do comportamento qualitativo
global dos sistemas dinamicos. Sendo assim, determinar a existéncia ou nao existéncia
desses conjuntos ¢ um assunto importante e bastante estudado na area. Nesta dissertacao
nos investigamos quando um campo vetorial que possui uma subvariedade compacta
preenchida de érbitas periddicas admite ciclos limite apés uma pequena perturbacao.
Além da existéncia obtemos uma cota superior para a quantidade dos ciclos limite e para
alguns casos, foi mostrado que esta cota é atingida. A principal ferramenta empregada
na obtencao destes resultados foi a Teoria da Média. Foram considerados dois tipos de
sistemas: os suaves e os descontinuos, sendo que para estes ultimos utilizamos a convencao

de Filippov.

Palavras-chave: Ciclo limite. Orbitas periédicas. Teoria da Média. Sistemas dindmicos.

Sistemas de Filippov.



Abstract

The study of minimal sets helps to comprehend the global qualitative behaviour of
dynamical systems. In this way, to determine the existence or not of such sets is an
important and widely studied topic in this area. In this dissertation we investigate whether
a vector field possessing a compact manifold filled by periodic orbits admits limit cycles
after a small perturbation. Besides the existence of limit cycles, we obtain an upper bound
for the number of limit cycles and, in some cases, we proved that this upper bound is
attained. The main tool employed to obtain these results was the Averaging Theory. Two
types of systems were considered: the smooth and the non-smooth ones, where for the

latter type of systems, we used Filipov’s Convention.

Keywords: Limit cycles. Periodic Orbits. Averaging Theory. Dynamical Systems. Filippov

Systems.
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Introducao

Em 1900, David Hilbert, matematico alemao, apresentou no II Congresso
Internacional de Matematicos, que ocorreu em Paris, uma lista com vinte e trés problemas
que seriam importantes para a matematica no século que se iniciava. Apesar dos esforgos
continuos da comunidade matematica muitos destes problemas permanecem sem solugao,
entre eles o XVI Problema de Hilbert que, segundo o medalhista filds Stephen Smale, é o

problema mais desafiador que foi proposto depois da Hipétese de Riemann.

Este problema lida com a questao da existéncia de ciclos limites para equagoes
diferenciais polinomiais no plano, e estd em aberto até mesmo para campos quadraticos.
Versoes simplificadas do problema proposto surgiram na tentativa de resolvé-lo. Desta
forma, ele inspirou um progresso significativo na teoria geométrica das equagoes diferenciais
planares, bem como na teoria de bifurcagoes, formas normais, folheagoes e alguns topicos

da geometria algébrica, conforme [3].

XVI Problema de Hilbert

O XVI Problema de Hilbert, em sua versao mais atual e baseado em [9], considera

um sistema diferencial da forma,

dx dy

— = P(x — =Q(z

o =Py, - =0y

onde P, () sao polindmios. E propde de responder a seguintes perguntas:

FEzxiste K € N que limita o niumero de ciclos limites do sistema acima, com K < d?, onde
d € o mdzximo dos graus dos polinomios P e @), e q € uma constante universal? E qual a

posicao desses ciclos limites quando eles existem?

No inicio de 1920, conforme [12], Dulac publicou uma prova da finitude da
quantidade de ciclos limites, e foi considerado que essa parte do X VI Problema de Hilbert
estava resolvida até o final de 1970 quando alguns matemaéticos, apds ler com cuidado
sua demonstracao nao entenderam algumas passagens. Em 1979, IT"iashenko mostrou que
havia uma falha na demonstracao de Dulac, e logo ap6s publicou um livro de trezentas

paginas contendo a demonstracao detalhada sobre a finitude dos ciclos limites.

Estrutura dos tépicos apresentados

Este trabalho foi organizado em trés capitulos.

Capitulo 1: Sao apresentadas as defini¢oes e resultados classicos de sistemas dinamicos

que sao necessarios para o entendimento dos assuntos apresentados nos demais capitulos,
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bem como para a demonstracdo dos Teoremas da Teoria da Média, que é a principal

ferramenta para encontrar ciclos limite para os campos estudados.

Capitulo 2: Apresentamos a Teoria da Média, que relaciona a existéncia de ciclos limite
para um sistema diferencial com a quantidade de zeros de uma fun¢ao de dimensao finita.
Ela permite aproximar as solugoes de um campo vetorial perturbado por solucdes de um
sistema menos complexo. O Teorema classico desta teoria foi demonstrado, assim como

uma outra versao que foi empregada nos demais capitulos.

Capitulo 3: Neste capitulo sao enunciados e provados os resultados principais da dis-
sertagdo. Apresentamos trés tipos de problemas para determinar a existéncia de ciclos
limite e a quantidade maxima deles em campos que sao obtidos perturbando sistemas que
possuem uma subvariedade compacta preenchida por érbitas periddicas, sendo, algumas
delas, conjuntos is6cronos, ou seja, todas as orbitas possuem o mesmo periodo. Primeiro
foram resolvidos os campos suaves onde a Teoria da Média foi fortemente utilizada. Depois,
na ultima secao, é apresentado um campo descontinuo, onde utilizamos a convenc¢ao de
Filippov e a regularizacao de Sotomayor-Teixeira. Os resultados deste capitulo foram

inspirados principalmente nos artigos [6], [4] e [2].

Em [6], os autores estudam ciclos limite para sistemas em R* x R x §', R x S?
e outras variedades. Adaptando os resultados deste artigo conseguimos estabelecer cotas

para o numero de ciclos limite. Por exemplo, provamos que para o sistema

= r—1+5(a0+a17’+a29+a3<ﬂ),
= 1+g(b0+b17”+b(§0,9)),
p = 1+6(Co+017"+c(§070))7

onde b, ¢ sdo funcoes C* e 27m-peridédicas nas duas variaveis, a existéncia de ciclos limite

estd relacionada a existéncia de zeros para o sistema

21
J (b(t + 6o, 0 + 1)+ by +b1)dt = 0,
0,

27
J (c(t+6p, 000 +t)+co+cr)dt = 0,

0

nas variaveis 6y, ¢g. Apresentamos mais detalhes no Capitulo 3.

Em [4] os autores consideram o sistema

b= (VPR =2y 2) - 2) s
y = ((V$2+y2—2)f(l’,y,2)— )
z = zf(z,y,2) + (W22 +y?> —2) + eR(x,y, 2)

definido em R*\{(0,0, )|z € R}, onde f(z,9,2) = 1 — (y/22 +y2 —2)* — 2%, ¢ é um

parametro suficientemente pequeno, P(x,y, z), Q(z, vy, 2), R(x,y, z) sdo polindémios. O toro
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bidimensional, definido por,

T := {(z,y,2) e R|f(z,y,2) = 0}

é uma superficie invariante para o sistema anterior com ¢ = 0.
O principal resultado obtido é o seguinte:

Teorema A: Para ¢ suficientemente pequeno, se d é o maior valor entre os graus dos

polinémios P(z,y, 2) e Q(x,y, 2), e F(¢$) ndo é nula, onde

_ m Q(@, ¢, 1) cos p — f’(@, o, 1)seng "

Fl9): 0 2 + cosf

onde ¢ € St e P(6,¢,1), Q(8, ¢, 1) sdo os polinémios P e Q apés a mudanca de coordenadas,
entdo o nimero maximo de ciclos limite do sistema anterior que bifurca das érbitas

periédicas do toro T do sistema néo perturbado é 2(d+ 1). Além disto, esta cota é atingida.

Em [2], os autores consideram sistemas definidos em um cilindro. Observamos

que este artigo é uma generalizagao de [5], onde os autores consideram o sistema

i = z(@®+y*—1)—y+eP(z,y,2)
= Y@ +y' - +z+eQ(r,y,2)

. T
= W + 5R(ZL‘7y, 2)

e demonstram o seguinte resultado:

Teorema B: Para € nao nulo e suficientemente pequeno, cada raiz simples do polindomio

obtido resolvendo a integral

21
f (R(cos 0, send, zpsend) — cos [cos 0Q — sen@P]) de,
0

onde P = P(cosf,senb, zgsend) e Q = Q(cos b, senb, zgsend) sao polindbmios, o sistema
diferencial anterior tem um ciclo limite bifurcando de uma 6rbita periédica contida no

cilindro C' invariante para o sistema nao-perturbado.

Em [2], os autores consideram o sistema

b =—y+a@®+y*—1),
=x+y@®+y*—1),
2 =h(zy)

perturbado por fungoes polinomiais por partes e demonstram que o nimero de ciclos limite
depende, de certa forma, do grau dos polinémios: o nimero maximo de ciclos limite é no
maximo o maior dos graus dos polindmios da perturbacao. Apresentamos mais detalhes

na Secao 3.3.
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1 Preliminares

Iremos exibir alguns conceitos e teoremas basicos neste capitulo, que sao impor-
tantes para o entendimento desta dissertagao. Primeiro definiremos objetos matematicos
classicos da teoria de equacao diferenciais e apresentaremos alguns resultados envolvendo-os.

Abaixo estao os principais que serdo utilizados no capitulo 2.

1.1 Resultados Classicos

Defini¢ao 1. Uma fungio f: D x R x (—¢,¢) > R", onde D € um aberto em R", é dita
periddica na varidvel t se existe L > 0, L € R tal que f(x,t,e) = f(z,t+ L,¢), para todo

teR, x €D, ee (—¢g,eg), € o periodo de f é dado por:
T =inf{L: f(x,ty,e) = f(x,to + L,e) Yxe D, € (—ep,0)}

Neste caso, dizemos que f é T-periddica.

Abaixo esta enunciado os principais teoremas que serao utilizados e estes foram
retirados de [10].

Teorema 1. Seja f uma funcdo continua num aberto  de R x E x A, onde E = R",
A € um espacgo euclidiano, com a derivada de f com respeito a sequnda varidvel, Dsf
continua em Q. Entdo para X fivo, a solu¢io ¢ = ¢(t,ty, xo, \) de 2’ = f(t,z,N), x(ty) =
Ty € unica e admite derivada parcial D3¢ com relagdo a xo. Mais ainda, a aplicacao
(t,to, 0, \) — D30(t,tg, x0, \) € continua no seu dominio D = {(t,tg, zo, \) : (to, To, \) €
Q,w_(tyg,x0,\) < t < wy(to,zo,\)}, onde omegay denotam os extremos do intervalo

mazimal onde a solucao estd definida e

2(t) = Dso(t, o, w0, \) - ex = ;Zok(t,to,wo,)\), ¥ 1<k < dim(E)
0

¢ solugao do sistema

' = D2f(t790(t7t0ax07)‘)>)‘)x7
x(ty) = ey

Corolario 1. Se além das hipéteses do Teorema 1 supusermos que f é diferencidavel
relativamente a X e que D3 f € continua em ), entao ¢ serd diferencidvel relativamente a
A e Dyb-ep = 0¢/0N serd continua em D. Além disto, teremos que

.I'(t t,to,xo,)\)

)= o
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¢ solucao sistema

x = Dgf(t, ¢(t, to, o, )\), )\).T + b(t),
C(Z(to) = 0,

onde b(t) = Dsf(t, d(t, to, w0, A), A) - ek + 2).
Considere agora as equacoes matriciais lineares
X' =A@)X, (1.1)

em I x M(n), onde M(n) é o espago das matrizes X = (2;;)nxn com n linhas e n colunas,
de elementos reais ou complexos, identificado com o espaco R"™ ou C™. A equagao (1.1) é

chamada de equacao linear homogénea.

Proposicao 1. Sejam ¢(t),1(t) solugoes de (1.1), sendo ¢ a matriz fundamental, entdo

existe uma unica matriz Cyx, tal que YVt e I,

A matriz C' é nao singular se, e somente se, ¥(t) é a matriz fundamental.

Teorema 2. Se ¢(t) € matriz fundamental de (1.1), entdo a solugio (t,tq, xo) de z' =
A(t)z + b(t) tal que o(tg,ty,x0) = x¢ € dada por

st a0) = 600 [ o7 ()0 + 57 e

Em particular, o(t,tg, 20) = ¢(t)¢ *(t)z0, no caso homogéneo.

1.2 Reduc3o de Lyapunov-Schmidt para funcoes de dimensao finita

O resultado desta subsegao é conhecido na teoria de Lyapunov-Shmidt. No
Teorema 3, que por completude serda demonstrado, apresentaremos um caso especifico da

teoria geral, que sera necessario na demonstragao do Teorema 5.

Defini¢ao 2. Uma funcio f: Q< X — Y é dita de dimensao finita se f(Q)) estd contida

em um subespaco de dimensdo finita de Y.

No que segue, considere £ : RF x R"™™* — R¥ e ¢ : RF x R"* — R"
respectivamente, a proje¢do de R™ nas k primeiras coordenadas, isto é, £(xq, xa, ..., T,) =

(21,2, ..., k) € a projecdo nas (n — k) ultimas coordenadas.

Teorema 3 (Redugao de Lyapunov-Schmidt para fungoes de dimensao finita). Sejam

g:Qx (—eo,80) = R", By : V — R fungées C?, onde Q é um subconjunto aberto de
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R™ e V é um subconjunto aberto e limitado de R¥. Assumimos que:

i) Z = {20 = (o, Bo(a)) : a € V} = Q e que para cada 2z, € Z, g(24,0) = 0.

ii) A matriz G, = D,g(24,0) possui no canto superior direito a matriz nula k x (n — k) e
no canto inferior direito a matriz A, : (n — k) x (n — k), com det(A,) # 0.
Consideramos a fungio F : V — R¥ definida por F(a) = ;E(ﬁg)(za, 0). Se existe a eV
com F(a) =0 e det(dF(a)/da) # 0,entdo existe a. tal que g(za.,0) =0 € que zo, — 24

quando € — 0.

Demonstracao. Considere a funcgao:
g RY x R"* x [—gq,80] — R**

(a7/87€) '—)SJ_g(CY?ﬁ?E)

Como pela primeira hipétese do Teorema 3 temos g(z,,0) = 0, entdo £ g(za,0) = 0. Note

que a derivada D,g : R" x R — R", é dada por uma matriz n x (n + 1), de modo que
0 1
a: 0
25 (§79)(24,0)

é uma matriz (n — k) x (n — k). Assim, (0(¢19)/08)(24,0) = M- iyxn-r) = Do que
por hipétese tem determinante nao nulo, isto é, det(A,) # 0. O Teorema da Fungao
Implicita implica que, para |¢| suficientemente pequeno, podemos escrever  em fungao
de a e g, ou seja, existe uma fungdo f com («a,e) — f(a,¢) tal que B(a,0) = Bo(a) e
&rg(a, B(a,e),e) =0,

Agora consideramos a funcao

§: R¥ x [—ep,60] — RF
(04,6) = (5(0(,6) = 59(0576(0‘75)75)

Temos que d(a, 0) = g(a, B(a,0),0) = £g(24,0) = £(0) =0, e

dp

5.(01,0) = 12(60)(0,0) - 2 (2,0) + - (69) 0,0 (1.2

d
dp

Como &g : D x (—¢gg,€0) — R¥, temos que D(€g) : R"! — RF ¢ sendo 8 uma
varidvel em R"™" a derivada de (£g) com respeito a  é uma matriz k x (n — k), que por

hipétese é nula quando aplicada em (z,,0), isto é,
d
%(59)('2&70) = [O]nX(n—k’)

Logo, substituindo a informacao acima na equagao (1.2), obtemos que

5.(0,0) = 7 (€0)zar0) . (@,0) 4 2 (69)(20) = £ (60) 2 0) = F()
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Se a derivada de § com respeito a € é F(a), segue que
§(a,e) = eF(a) + e*r(a,e). (1.3)

Pelo Teorema da Funcdo Implicita , para |e| suficientemente pequeno existe a(e) tal
que a(0) = a e Fla(e)) + er(a,e) = 0, lembre que F(a) = 0. Portanto d(a(e),e) =
e(F(a(e)) + er(a,e)) = 0 e além disso, denotando z,., = (a(e), B(a(e)),€), temos que
9(za.,€) = 0. O

1.3 Sistemas de Filippov

Seja V uma vizinhanca arbitraria de 0 € R?, considere a variedade de codimensao
1 em R?  denotada por ¥ e dada por X = f (0), onde f : V — R é uma funcio suave tal
que 0 é valor regular, isto é, Vf(p) # 0, para todo p € f '(0). Chamaremos ¥ de regido
de descontinuidade que estd separando a fronteira das regives 7 = {ge V : f(q) =0} e

Y ={qeV: f(qg) <0}

Um Sistema Planar de Filippov Z : V — R? é um campo vetorial suave por

partes definido da seguinte forma:

X(z,y), para(z,y)eXx’,
Y(z,y), para(z,y)eXx,

Z(l‘,y) = {

onde X = (X1, X5),Y = (Y1,Y3) € C¥, 0 espaco dos campos C* munido com a topologia
produto definidos em V < R? com r > 1 suficientemente grande para os nossos propositos.
As trajetorias de Z sdo solugoes de ¢ = Z(q) e aceitamos que isto seja multivalorado em

pontos de ..

A derivada de Lie de f com respeito ao campo X é calculada da seguinte forma:

Xf(p)=<{Vfp).Xp) e X'flp)=X""f(p),X(p), paraiz=2,

onde {-,-) denota o produto interno usual em R?. Para estabelecer a dinAmica dada por
um campo vetorial de Filippov Z = (X,Y) em V| iremos definir a trajetéria local por um
ponto p € V de maneira usual dada pelos campos X e Y quando p € ¥F. Porém, se p € 3,
a fim de estender a definicao de trajetéria para ¥, dividiremos a regiao de descontinuidade

>, como:

i. 3¢ c ¥ a regiao de costura se (X f)(Yf) > 0, em X°.
ii. ¥° < 3 aregido de deslize se (X f) <0e (Y f) >0, em X°.

iii. ¢ ¥ a regido de escape se (Xf) >0e (Yf) <0, em X°.
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b) Regiao de Deslize
a) Regido de Costura c¢) Regiao de Escape

Figura 1 — Exemplos das trés regioes.

Estas trés regioes sao abertos da topologia induzida em X e podem ter mais que uma

componente conexa. A Figura 1 ilustra exemplos das trés regioes.

Pode-se observar que ao definir as regioes acima nao estamos incluindo os
pontos de tangéncia, ou seja, os pontos p € X para os quais X f(p) = 0 ou Y f(p) =0
Estes pontos estao nas fronteiras das regioes ¢, % e 3¢, que serao denotadas por 0%°,

0%.% e 0X°, respectivamente.

Observe que, se X (p) =0, entdao X f(p) = 0, logo os pontos criticos de X em %
também estao incluidos nos pontos de tangéncia. Agora, se X (p) # 0 e X f(p) = 0, temos

que a trajetéria de X passando por p é de fato tangente a .

Podemos distinguir os tipos de tangéncias entre um campo suave e uma
variedade, dependendo do modo como se da o contato entre a trajetoria do campo e da

variedade. A seguir, definimos dois tipos de tangéncias.

Definicao 3. Um campo vetorial suave X possui uma dobra ou tangéncia quadratica com
Y= {(x,y) €V : f(z,y) =0} em um ponto pe ¥ se X f(p) =0 e X*f(p) # 0.

Definicao 4. Um campo vetorial suave X possui uma ciuspide ou tangéncia cibica com
Y ={(z,y) eV : f(x,y) =0} em um ponto pe ¥ se X f(p) = X*f(p) =0 e X>f(p) # 0.

Se p € X, os campos vetoriais X e Y apontam ambos para ¥ ou ¥~ simul-
taneamente e, portanto para definirmos a trajetéria passando por p é suficiente justapor
as trajetérias de X e Y que passam por p. Agora se p € ¥° U X°, temos que 0s campos
apontam para diregoes opostas, sendo assim, nao podemos concatenar as trajetorias. Desse
modo, a oOrbita local serd dada pela convencao de Filippov. Definimos assim o campo

vetorial deslizante

Z%(p) =

Yf(p)—Xf(p) Y f()X(p) = X[(P)Y (p)- (1.4)

Observe que Z* representa a combinagao linear convexa de X (p) e Y(p) de modo que
Z%(p) é tangente a X, além disso, sua trajetérias estao contidas em ¥° ou 3°. Sendo assim,
a trajetéria por p é dada por (1.4). A Figura 2 mostra um campo vetorial deslizante da

forma Z°.
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X(p)

Figura 2 — Campo Deslizante Z°.

Agora iremos exibir um exemplo, no qual o campo possui ponto de tangencia,

para ilustrar a definicao dada anteriormente.

Exemplo 1. Seja p = (0,0) e X = {(x,0) € R* : x € R}. Considere f(z,y) =y e

,

1
X = ,  y>0,
x
Z(z,y) = 1 (1.5)
-1
Y = , y<0.
x

Calculando as derivada de Lie, primeira e sequnda ordem, de f com respeito ao campo X,
temos que

Xf(l’,O) = <X(SE,O), Vf($,0)> = <(1,SC), (07 1)> =&,
<X(£L’,0), VXf(SC,O)> = <(1,$), (170)> =L

<

[\

~

—~
8

=]

N’
I

Fazendo o mesmo para o campo Y, obtemos

Yf(ZE,O) = <Y(ZE,O), Vf($,0)> = <(—1,ZE), (07 1)> =7z,
YQf(:E,O) = <Y(ZL’,O), VYf(:E,O)> = <(_17x)’ (1’ 0)> =—1



Capitulo 1. Preliminares 21
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Figura 3 — Retrato de fase do campo (1.5)

Desse modo, obtemos que X f(x,0)-Y f(z,0) = 2* = 0 se, e somente se, v = 0.
Entao, o unico ponto de tangéncia de Zy é p = (0,0) que é um ponto de dobra de X e
Y. Além disso, X f(z,0)-Y f(z,0) > 0 se x # 0, logo, X\{p} = £ e pe 0X°. A Figura 5
mostra o retrato de fase do campo Z onde pode ser visualizado o que foi descrito neste

pardgrafo.

1.4 Regularizacdo de Sotomayor-Teixeira

A regularizacao de Sotomayor-Teixeira é uma ferramenta importante no estudo
de campos vetoriais suaves por partes pois apos ser feita a regularizacao do campo, o
campo regularizado é suave e a teoria de equagoes diferenciais ordinarias para campos

vetoriais suaves ja esta bem desenvolvida.

A ideia principal do processo de regularizagao por Sotomayor e Teixeira, presente
em [11] é aproximar um Sistema de Filippov Z = (X,Y’) por uma familia a um parametro

de campos vetoriais suaves Z.(z,y) de modo que
lim Z.(2,y) = Z(x,y).
E—>
Uma funcao continua ¢ : R — R é chamada funcao de transicao se

—1 set< —1,
p(t) =
1 set>1,

e ainda ¢'(t) > 0 para todo t € (—1, 1).

Definicao 5. Uma ¢s-reqularizagio de Z = (X,Y) € a familia a wm parametro de campos
vetoriais Zs, com 0 € (0,1], dada por

X(t,x)+Y(t x) to (f(t,a:)) X(t,z) —Y(t,x)
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ps(t) = ¢ (;) :

Neste trabalho consideraremos na segao 3.3.2 a seguinte fungao de transicao,

onde

que estd representada na Figura 4,

-1, set<—¢
ws(t) = ,  se —d<t<d , (1.6)

set>=¢

= ol

10

1.0 L
(a) Funcdo descontinua em zero, que sera aproxi-

mada pela fun¢ao de transigao. (b) Fungao de transi¢ao com § > 0.

Figura 4 — Funcao de transicao

Exemplo 2. Sejam U =R e f : R — R dada por f(x,y) =y, entio, ¥ = {(x,0) € R? :
x € R}. Considere o sistema de Filippov dado no Exemplo 1 pela equagio (1.5). O campo

reqularizado é dado por:

Z(tx) = X(t,x) ;r Y(t,x) ; (%) X(t,x) ;Y(t“f,;)
- &0 +2(_17x) +asty) _2(_171;) = ;((0,233) foseoy 7D
= (ps(y), z)

A Figura 5 apresenta o retrato de fase do campo (1.7), que € a regularizagio de Sotomayor

Teizeira, do campo (1), com a fungio de transi¢ao dada por (1.6)
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Figura 5 — Regularizagdo de Sotomayor Teixeira para o campo com duas dobras visiveis
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2 Teoria da Média

O método da média nos permite estudar a existéncia de alguns tipos de ciclos
limite simplesmente resolvendo um sistema de equacoes. Em geral, quando os sistemas sao
analiticos, este sistema de equagoes envolve fung¢oes racionais e fungoes trigonométricas.
Apesar da solucao dos sistemas promediados poder ser bastante complicada, quase sempre
¢é mais facil do que achar os ciclos limite utilizando a definicao, ou seja, encontrando
os pontos fixos de uma aplicagao de Poincaré com respeito a alguma secao transversal,
ja que aplicagoes de Poincaré raramente podem ser calculadas explicitamente. Portanto
apresentaremos neste capitulo versoes do Teorema da Média que foram utilizados ao longo

da dissertagao.

2.1 Teoria Classica

Nesta secao serao apresentados resultados basicos da Teoria da Média que serao
usados ao longo da dissertagao. Os Teoremas 3 e 5 foram estudados utilizando [1] enquanto

o Teorema 4 foi retirado de [8].
Teorema 4. Considere a equacao diferencial
i =cF(t,x) +*R(t,x,¢), x(0) =z, (2.1)

onde F1 :Rx DcRxR"—>R"eR:Rx D x|[0,e7] > R". Assuma que

i. I\, R,0F,/0x,0°F,/0x* e OR/0x sdo definidas, continuas e limitadas por uma cons-

tante M > 0 independente de € em [0,00) x D, para 0 < € < ey;

ii. I} e R sao T—periodicas em t, com T independente de ¢.

Defina a média

1 (7T
fi(z) = TJ Fi(s, z)ds, (2.2)
0
e considere o problema promediado
y=-cfi(y). (2.3)
Se pe D é uma singularidade de (2.3), isto €, f1(p) =0, tal que
dh
det —— 0
Xy (p) # 0,

entdo existe uma solugio T—periddica, p(t,€), da equagao (2.1) a qual estd préozima de p
tal que
liH(l) o(t,e) = p. (2.4)
e—
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Demonstracao. Considere a fungao

t
uty) = | Fulo.) = fiy)ds. (25)
0
Observamos que u é T—periddica em t e limitada em D. De fato,
t+T T t+T
u(t+T,y) = f Fi(s,y) — fi(y)ds = f Fi(s,y) — fi(y)ds + J Fi(s,y) — fi(y)ds
0 0 T

= [ A= [ awast [ R - Ao

0 T

T

Pela equagao (2.2) temos que J Fi(s,y)ds = T f1(y) e observe que fi(y) ndo depende de
0
s. Portanto

u(t+T,y)=TfH(y) —Tfi(y) + Lt Fi(s+T,y)— fi(y)ds
= [ R~ £0)s = it

0

onde foi utilizado, na penultima igualdade, que F} é T—periddica em t. Note que,

t t T t 1 T t 1 T
J Fi(s,y)ds = J Fi(s,y)=ds = J Fl(s,y)f drds = J f Fi(s,y) } drds
0 0 T 0 T J o \T Jo

Entéao, calculando a norma de u(t,y), e utilizando a igualdade anterior, temos

t 1 T 1 T
(TL Fi(s,y)dr — TJO Fi(r, y)dr) ds

T T
ijﬁmy mwwws\t[jwwm—ﬂmmww
0 0

[ut, y)|| = Fl(S y) — fily)ds

L 2MT?
< J f |Ey(s, )| + || Fi(r,y)|| drds < J f 2Mdrds = =2MT.
T Jo Jo T )o Jo T
Portanto, temos que a norma de u(t,y) é limitada, isto é,
|u(t,y)|| < 2MT, t=0, yeD.

Além disso, a derivada parcial de u com respeito a y é limitada em D. Com efeito, como
vale a estimativa

5ol -l G reo)|-7 “rf

Utilizando a estimativa acima na norma da derivada parcial de wu(t,y) com respeito a

T oF,

Gl oF
0o Oy 7

Ty(sa y)‘ ds

N

M,

y)ds

variavel y, temos

aytton] =55 (J, oo )= [ G = Fonas
oF 0f1 al of
f ay( YY) — ay()‘ds\fo 8y( )‘ds+L ay()‘ds<2MT.
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Considere a transformacao z(t) dada por
2(t) = y(t) + =ult,y 1), (2.
Primeiro observe que se y(t) é T—peri6dica, entao
x(t+T)=ylt+T)+ecult+T,yt+T)) =y(t) + cult,y(t)) = x(t),

isto é, z(t) também é periddica. Lembrando a equagao (2.5), segue do Teorema Fundamental

do Calculo que
gZ(t,y(i)) = Fi(t,y(t)) — f1(y(t))

Agora, derivando ambos os lados de (2.6) com respeito a ¢, obtemos

i0) = 300 + = (Gt 000) + S 0i(0)) = (10 50D ) 0) + <5 . 5(0)

(d+5 D)Mﬂ+dﬂ@w@ﬁ—ﬁ@@ﬁ-
1),

Por (2.1), temos que

@(t) = eFy(t,z(t)) + 2R(t, x(t), €)

Das duas equagoes de @(t) que obtemos anteriormente, e substituindo a expressao da

transformagao x(t), segue que
#(t) = Rt y(t) + eult,y(t))) + 2 R(t,y(t) + eult, y(t)), )
= (Id + 823(@ y(t))) y@t) + e (Fa(t, y(t) — fi(y(D))) -

Rearranjando a igualdade acima e omitindo a dependéncia de y em ¢, obtemos

<Id + 82y (t, y)) y=cFi(t,y+eult,y) + Rty + cu(t,y), ) —e (Fi(t,y) — f1(y))

=cfi(y) +e(Fi(t,y +cu(t,y)) — Fi(t,y)) + 2R(t,y + cu(t, y), ).
(2.7)

Como du/dy é limitada em D, entdo podemos inverter a matriz que multiplica . Observe

que

(Id + 5gy (t, y)> <Id + sgy (t, y))1 =1Id

implica que ao derivarmos com respeito a €, obteremos
0 ou ou -1 ou 0 ou -1
Id t Id + e —(t Id t Z{1d+e=(t —
(1) (1weeSen) + (i) 5 (weSan) -0
a
0

<Z;L(t )> <Id+egy(t y)>1 (Id+5gy(t y)) €<Id+5?;(t,y))l=0
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ou
multiplicando a direita por (Id +e— p (t, y)), resulta que
Y

ou ou 0 ou ! ou
— I I I — = 0.
6y<t’y)+(d+86y(t y)) 65(d+€6y(t y)) (d—i—aéy(t,y)) 0

Aplicando em € =0 :

ou

e=0

0 ou -1
= (Id + 65@/ (t, y))

Desta forma, expandindo em Taylor em torno de £ = 0 para ordem dois, temos que

ou - ou )
(Id + gay(t y)) =1Id - 5a—y(t,y) + O(e7).

6 _1
Substituindo na equacao (2.7) multiplicada pela direita por (Id + 5a—u(t, y)) , temos
Y

(Id + 5gy (t, y)> ! (efily) + e (Fi(t,y + cult,y)) — Fi(t,y))
+e°R(t,y + cult, y),¢))
(Id - 5gy (t,y) + (92) (efi(y) +e (Fi(t,y +eult,y)) — Fi(t,y))

+e’R(t,y + eu(t,y),e)) .

onde O = O(e?). Defina r(t,y,e) = e (Fi(t,y + cult,y)) — Fi(t,y))+e*R(t, y+eu(t,y), ).

Entao
= (1= <500 + O6) ) + ritne)
— chy) +r(tye) - e?y%t, 9) (Fi() + r(t,9,9) + O()
— chiy) +rlty.e) — f-:??;(t,mfl(y) LO@E).

Agora, vamos expandir r(t,y,¢) em torno de ¢ = 0 até ordem 2. Assim, r(t,y,0) = 0.

Expandindo Fi(t,y + cu(t,y)) — Fi(t,y) em torno de € = 0 até primeira ordem, obtemos
0F; 9
Fi(t,y +eult,y) — Fi(t,y) =« (Ty(t’ yu(t,y) | + O(e).
Desta forma, obtemos para r(t,y, ) a seguinte expansao em série de Taylor
23! 2 2
T(t’ Y, 8) =ele€ E(ta y)U(t, y) + O(é‘ ) t+e (R(ta Y, 0) + O(é))

— ¢ (a;;l (t, y)u(t,y) + R(t,y,())) + O(e?).
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Portanto, a equacao para y fica:

J=efi(z) + & (f;(t, y)u(t,y) + R(t,y,0) - ?y%t, y)fl(Z)) L O@E).

Defina fu(t,y, ) = (‘Zﬁ;@, ult.g) + Rit..0) = St y)fl(Z)) +O(z). Entio a equacio

anterior fica

?J = 6fl(Z) + 5f*(t7y75)'

Note que o lado direito desta equagao é T—periddico em t e é continuamente diferenciavel

em y. Assim, y é dado por

y(t +€Jf1 d8+€ff*sy e)ds.

y(t) é T—periodico se y(t + T) = y(t), para todo t = 0. Dai, 0 = y(t) —y(t +T) e

y(t) —y(t+7T) = +5Jf1 ds+sjf*sy e)ds

- (ym) v f fuly(s)ds + 2 f f*<s,y<s>,e>ds)
e [ iwtnas 2 [ st —< [ nonas

T+t T+t

—e| AGs)ds—e? f Flssul)2)ds =22 [ fuls.pls).2)ds

. T
:_EJ fily ds—eff*s?/ e)ds,

0 que nos leva a equacao

ffl ds+aff*sy))d 0.

Podemos ver que h(p,0) = 0. Além disso, tomando a derivada parcial de h em relacao a

primeira variavel, obtemos pela regra de Leibniz

ZZ( ), e) =5 (J fily ds+6f fa(s,y(s), )d>

_LT%J;I( )ds —i—sf f*sy (s),e)ds.

Entao

oh Tofy o
det —(p,0) = det p)ds = T'det —(p) # 0.
5, 0.0) = det | Slp)as o)

Pelo Teorema da Funcao Implicita, concluimos que existe ¢y > 0 e uma fungao suave
e — p. tal que pg = p e h(p.,e) = 0, para todo ¢ € [0, £¢]. Ou seja, encontramos, para &
suficientemente pequeno, condigdes iniciais pe, tais que cada solucao de (2.1), ¢(t,€), que
comece nestes pontos sao T'—periddicas. Usando o Teorema de Dependéncia Continua das

solugoes em relacao as condigoes iniciais, concluimos que liII(l) o(t,e) = p. ]
E—
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2.2 Qutras versoes do Teorema da Média

No que segue apresentaremos uma outra versao do Teorema 4 que serd utilizada
nos resultados futuros presentes no capitulo 3. A diferenca com o caso anterior é que
aqui o campo vetorial tem uma parte nao perturbada, ou seja, que nao acompanha e.

Consideremos um sistema da forma
©(t) = Fo(t,x) + eF(t,x) + 2 Fy(t, z, €) (2.8)

para ¢ suficientemente pequeno. As fungoes Fy, F1 : RxQ — R" e Fy : R xQ x (—¢¢,&0) —
R" sao C?, T-periédicas na primeira varidavel e 2 é um subconjunto aberto de R”. A

principal hipétese nesta teoria é que o sistema nao perturbado
@(t) = Fo(t, ) (2.9)

possui uma subvariedade de solugoes periddicas. Determinar se apés perturbar o sistema
(2.9) obtendo o campo vetorial dado em (2.8), as érbitas periédicas persistem e se algumas
delas passam a ser isoladas, ou seja, ciclos limite ¢ um problema que pode ser resolvido

aplicando a Teoria da Média.

Seja x(t, z, £) uma solugdo do sistema (2.8) tal que x(0, z,e) = z. A linearizagao

do sistema ao longo da solucao periédica z(t, z,0) é dada por
y =Dy Fo(t,x(t,2,0))y (2.10)

No que segue, denotaremos a matriz fundamental do sistema diferencidvel linear (2.10) por
M,(t)e€: RF x R** o RF e ¢ : RF x R * — R™ % 5o, respectivamente, a projecio
de R™ nas k primeiras coordenadas, isto é, £(x1,xa, ..., 2,,) = (21, T2, ..., ¥;) € de maneira

andloga, a projecao nas (n — k) tltimas coordenadas.

O primeiro passo para demonstrar o Teorema 5 que serd enunciado a seguir,
é reduzir o problema de bifurcagdes das solugoes T-periédicas do sistema (2.8) para
bifurcac¢oes dos pontos fixos do mapa de Poincaré-Andronov ou, de maneira equivalente,
encontrar zeros de uma fungao conveniente f : D x (—¢gg,e) —> R", da qual falaremos mais
no proximo paragrafo. Em geral, nao é possivel aplicar o Teorema da Funcao Implicita
para a fungao f, entao iremos utilizar a Redugao de Lyapunov-Schmidt, mas nao na sua

forma geral, e sim na forma apresentada na Secao 1.2.

Como vimos no Teorema 3, uma das suposigoes principais é a existéncia de
solugoes T-periddicas do sistema (2.9). Sob esta suposigao existe um subconjunto aberto
D e Q e gy > 0 suficientemente pequeno tal que para todo (z,e) € D x (—eg,&0), a
solugdo z(+, z,¢) estd bem definida no intervalo [0, T']. Assim, podemos considerar a fungao
f:D x (—gg,e) — R", dada por

f(z,e) =a(T, z,¢e) — z (2.11)
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Entéo, cada (z.,¢) tal que f(z.,¢) = 0, temos que
f(Zag) = x(T, 2675) —z.=0= :C(T, 25,8) = Ze = SL’(O, 25,8)

ou seja, (T, z.,€) = (0, z., €) 0 que nos d4 uma solucao periddica de (2.9), se denotarmos
por z. seu valor em t = 0, entao vale f(z.,e) = 0, isto é, em t = 0 a solugao vale z. e
em t =T a solugao z(0, 2., €) vale z, ou seja, x é T-periédica. Desta forma, o problema
de encontrar uma solugao T-periddica de (2.9) pode ser substituido pelo problema de

encontrar os zeros da fungao de dimensao finita f(-,¢) dada por (2.11).

Teorema 5. Seja V < R¥ um conjunto aberto e limitado, e seja By : V. —> R * uma

fungdo de classe C*. Assuma que

(i) Z = {24 = (o, Bo(a)),a € V} € Q e que para cada z, € Z a solugio x(t, 2,,0) de
(2.9) € T-periddica.

(ii) para cada z, € Z, existe uma solugio, matriz fundamental de (2.10), M, (t) tal que
a matriz M, *(0) — M, *(T) possui no canto superior direito a matriz nula k x (n— k)

e no canto inferior direito a matriz A, : (n — k) x (n+ k) com det(A,) # 0.

Consideramos a fungio F : V — RF definida por

Fla) = gfo M) FL(E, 2(t, )t (2.12)

d
a) Se existe a € V com F(a) =0 e det (Cg(a)) # 0 entao existe um ciclo limite p(t,¢)

de periodo T do sistema (2.8) tal que ¢(0,e) — 2z, quando ¢ — 0.
b) Sek =1 e Flag) = ... = FV(ag) = 0 e Fag) # 0, com s < k entio para e
suficientemente pequeno, existem no mdximo s solugoes T-periddicas, v1(t,€), ..., ps(t, €)

do sistema (2.8) tal que p;(t,e) — z4 quando € — 0.

Demonstragio. a) Precisamos estudar os zeros da fungao (2.11), ou equivalentemente de
g(z,6) = M7Y(T) f(z,¢), pois como M *(T) é uma matriz invertivel, Ker M, ' (T) = {0}.
Logo (z,¢e) é zero de g se, e somente se, (z,¢) é zero de f, pois assim f(z,€) = 0 o que
implica que M, '(T)(0) = 0.
Por i) temos que cada z, € Z fornece uma tnica solu¢do T-periddica z, de (2.9) e as
solugoes T-periddicas sao os zeros de f(z,e) = x(T,z,¢) — z. Logo f(za,0) = 0, e assim
9(za,0) = 0 pois z(+, z4,0) é T-peridédica e devemos mostrar que

d
=
Para usar ii) e poder, posteriormente, aplicar o Teorema 3.
Como g(z,¢) = M_(T)f(z,¢) temos que

dg d 1
— =d=—(M
dz dz( #

G, (24,0) = M_1(0) — M, [(T). (2.13)

z Za

(T)F(z.2) + MZH(T) 2 (7(2.9)) (2.14)
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Lembrando que f(z,¢) = z(T, z,¢) — z, temos que:

d ox dz
dizf(zﬂg) a (T < E) dZ

Aplicando a equacao acima em (z,,0) resulta que

ox dz

or _ 4=
62( %0, 0) dz

T
—(+,2,0). Note que z é solugao de

0z

Portanto precisamos calcular

d /
%x(t, z,0) = 2'(t) = Fo(t, x)

entdao segue do Teorema 1 que 2'(+, 2, 0) é solugao do linearizado (2.10) e ainda 2'(0, z,0) =
Id. Logo temos duas solugoes de (2.10), sendo uma delas 2'(+, z,0) como vimos acima, e a
outra foi dada por hipétese em ii), sendo ela a matriz fundamental M, (t). Entao, pela

Proposicao 1, existe uma tnica matriz C' tal que

jtx(t, z,0) = M (T)C, Vte Q.

d o 1 d
Mas ﬁx(O,z,O) = Id = M_,(0)C o que implica que C'= M_*(0). Portanto ﬁx(t,z,O) =
M, (T)M'(0). Voltando em (2.14), temos que

z

df ox dz 1
(2.0) = —H(T,2,0) = = = M.(T)M_(0) — Id,
dg d -1 df
—(20) = MDY f(2,0) + M7H(T)-=(2,0)
= M), 0) + M D)D) () — 1)
d

= MINT)f(2.0) + MI(0) = MINT).

Aplicando em z = z,, temos que f(z,,0) = 0, pois a solucao é T-periddica, logo

W (2,0) = LM T) (20, 0) + MH(0) — MA(T) = MEH(0) ~ MH(T)

d P Za Za Za

assim obtemos (2.13). Temos ainda que

Jg 0 1 J
Do) = SMZDIE0)+ WD) L1.o)
- )| etz -2 |
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A funcao Zi(, z,0) é a tnica solugao do PVI
v = D,Fy(t,x(t,2,0))y + Fi(t,x(t, z,0)),
y(0) = 0,

pelo Corolério (1). Note que para este caso
b(t) = D3h(t7 Sp(tv th Zo, )‘)7 )‘)ek

onde h = Fy(t,z) + eFi(t,z) + e*R(t,z,¢) da equacdo (2.10). Assim Dsh = Fy(t,z) +
2eR(t, x,e). Para ¢ = 0 segue que Dsh = Fi(t, z(t, z,0)). Pelo Teorema 2
ox

Cit20) = M(T) M f MY (s)Fi (s, (s, 2, 0))ds

_ JM S)Fi (s, (s, 2,0))ds

Como

g
o€

z

9 (2,0) = M- 1(T)Z (T, 2,0) — J M= (s)Fi (s, 2(s, 2, 0)))ds

lembrando que a derivada da projecao é ela mesma, segue que:

0 2 (€0)(zar0 U M_\(s)Fi(s, 2(s, 2, 0)))ds ] _ F(a)

Entao o resultado fica demonstrado aplicando o Teorema 3.

b) Se k = 1 a fun¢ao F(«) possui apenas uma varidvel, entdo podemos calcular
as derivadas de grau superior da fungido F. Tomando §(«, ¢) = £g(a, B(a, €),€), sendo a
mesma funcao definida na demonstracao do Teorema 3 da Redugao de Lyapunov-Schmidt.
Lembrando a equacdo (1.3), dada por 6(a,e) = eF(a) + £*r(a, ), denotaremos por
5(a,e) = F(a) + er(a, €). Por hipétese, temos que
06 0° 16

%(OZ0,0) = FI(OéO) = O,...7 W(O&0,0) = F(Sil)(ao) =0

e ainda, 3
0°0
oo’

Queremos mostrar que existem no maximo s solugoes T-periédicas do sistema (2.8)

(ap,0) = F¥(ag) # 0.

bifurcando de x(t, z,,). Suponhamos por absurdo que existem pelo menos s + 1 solugoes
T-periédicas do sistema (2.8), bifurcando de z(t, z,,). Entdo para cada inteiro j existem
g; >0emn; >0, tais que £;, » 0 e n; — 0 quando j — o e a funcdo g(z,&;) possui no
minimo s + 1 zeros em |z — z,,| < 1;. Equivalentemente a funcdo 6(a, €) tem no minimo
s+ 1 zeros em |a — ag| < 7;, pois §(a, €) é a projecio de g(a,e) e d(a,e) = d(a,e)/e.

Sabemos que se d(a, e) tem no minimo s + 1 zeros, entao ela assume o mesmo valor em
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pelo menos s + 1 pontos. Aplicando o Teorema de Rolle, existem pelo menos s pontos tais
que a derivada de primeira ordem com respeito a varidvel a de & (ar, ) é nula. Aplicando

este argumento sucessivas vezes, obtemos que existe a; tal que | — ap| < 7, tal que

%0 s o°r

%(Oéj,ﬁ) = f( )(Oéj) + @-%(aj,a) =0. (215)
Tomando o limite de j — o0, temos que n; — 0 de modo que |o; — ap| — 0, ou seja,
a; — ag, e da equagdo (2.15) segue entao que Fo (ag) = 0. Contrariando a hipétese do

teorema. O

Corolario 2. Sob as hipéteses do Teorema 5, se todos os autovalores das matrizes A,
e (0F/0a)(ap) possuem parte real ndo nula, entdo as solugoes T-periodicas ¢i(t,e) do

Teorema 5 sao hiperbolicas.

Neste teorema assumimos que existe um conjunto aberto V no qual V < D
e tal que para cada z € V, a solugao x(t, z,0) é T-peridédica. O conjunto V é isécrono
para o sistema (2.9), isto é, é um conjunto formado somente por 6rbitas periddicas, todas
possuindo o mesmo periodo. Entdo, uma resposta para o problema da bifurcacao de
solugoes T-periddicas das solugdes periddicas (¢, z,0) contidas em V para o sistema (2.8)

¢ dada no seguinte resultado, retirado de [6].

Teorema 6. Perturbagoes em um conjunto isocrono: Assuma que existe um con-
junto aberto e limitado V., com V < Q tal que para cada z € V, a solugio z(t,z,0) é

T-periddica, e considere a fungio F : V — R" definida por
T
F(2) = J M=t 2)Fy (1 2 (t, 2, 0))dt
0

Se ezistira € V com F(a) =0 e det(dF/dz)(a) # 0, entdo existird um ciclo limite p(t,¢)
de periodo T do sistema (2.8) tal que ¢(0,e) — a quando € — 0.
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3 Ciclos limites em variedades

Neste capitulo serao apresentados campos vetoriais suaves e nao suaves definidos
em variedades, predominantemente compactas. O objetivo é encontrar ciclos limites que
bifurcam de orbitas peridticas ja existentes no sistema nao perturbado, para isso aplicaremos
a teoria da média. As demonstragdes dos teoremas seguem estao detalhadas ao longo das

secoes e seguem o algoritmo abaixo:

e Calcular as solugoes do sistema nao perturbado.

e Linearizar o sistema nao perturbado.

Checar o item (i) do Teorema da Média 5.

Z ={z2, = (a,Bp()),ae V} < Q.

Calcular a Matriz Fundamental.

Checar o item (ii) do Teorema da Média 5.

Encontrar a F.

Determine os zeros simples de F.

Como cada teorema tem a sua particularidade, em alguns deles é feita mudanca de
coordenadas e alteracao da variavel temporal. E em cada teorema foi utilizada uma

estratégia diferente para determinar os zeros simples.

3.1 Ciclos limiteem Rt x R x S' e em R x §?

O contetdo desta secao é baseado no artigo [6], no qual a motivagao é encontrar
o nimero de ciclos limite de um campo vetorial em uma variedade conexa de classe C*.
Porém, mostraremos aqui um resultado diferente, no qual a perturbacao dos campos
vetoriais nao é linear, a fim de garantir que o campo continua bem definido e possui
Orbitas periddicas. Além disso, esta secao exemplifica o que foi estudado ao longo deste
trabalho, mostrando como sao feitos os calculos e como sao aplicados os teoremas das

secOes anteriores em alguns casos especificos.

Seja M uma variedade conexa de classe C' e TM seu fibrado tangente, X :
M — TM um campo vetorial em M de classe C' tal que X(x) € T,M, onde T,M é o
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espaco tangente a M no ponto x. Consideraremos apenas variedades M difeomorfas a
R™ x (SH™, onde S' denota o circulo R/(27Z). Seja R* o conjunto de todos os niimeros
reais positivos. Considere X um campo vetorial na variedade conexa RT x R x S' ~ R? x S!

com coordenadas 7 € R, ze R e § € S' associado com o seguinte sistema:

;
io= r—1, (3.1)
0

Como 0 = 1, ou seja, independente de r e z, vamos resolver primeiro o sistema formado

pelas duas primeiras equagoes

r o= —z
2 = r—1 =Z=7=—z2.

Visto que Z = —z, temos que z é uma combinagao linear de seno e cosseno, entao tomando
c,d € R, temos
z(t) = ccost + dsent. (3.2)

Da primeira equacao do sistema, temos:

7= —z= —(ccost + dsent). (3.3)

Z]

Portanto, r(t) = —csent + dcost — d + r(0). Ainda, derivando z(t), é possivel encontrar o

Integrando ambos os lados da equagao acima, obtemos

t

—dcoss

t
r(t)—r0) = — J(C cos s + dsens)ds | = — [csens
0

0
= —csent — d(cost — d) = —csent + dcost — d.

valor da constante d,

£(t)

—csent + dcost =r — 1 = (—csent + dcost —d + r(0)) — 1
= d+r(0)—1=0=d=r(0) 1.

E possivel encontrar o valor de ¢ integrando #(t) que é da forma

2(t) =(—csent + dcost —d + r(0)) — 1 = —csent + dcost — (r(0) — 1) +r(0) — 1

= — csent + d cost.

Utilizando o Teorema Fundamental do Calculo
t t
Jé(s)ds =z(t) — 2(0) = J—csens + dcos sds = ccost — ¢ + dsent =
0 0
=—c+z(t) = 2(t) — 2(0) = —c+ z(t) = ¢ = z(0).
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Denotando r(0) = rg, 2(0) = zy e 0(0) = 6, temos

z(t) = ccost+ dsent = zycost + (ro — 1)sent,
r(t) = —csent+ dcost —d + rg
= —zpsent + (ro — 1) cost — (ro — 1) + 1
= —zpsent + (ro — 1) cost + 1.
¢ ¢

Agora como 6§ = 1, 6(t) — 6(0) = fé(s)ds = flds = t. Logo 0(t) =t + 6,. Portanto, a

0 0

solugdo geral de (3.1) é dada por
r(t) = 1+ (rp—1)cost — zpsent,
2(t) = zpcost + (ro — 1)sent, (3.4)
0(t) = t+6bp.

Note que

22+ (r—1)* = [zocost + (1o — D)sent]* + [(rg — 1) cost — zgsent]?.
Desenvolvendo o membro direito da equagao acima, obtemos
25 cos® t+220(rg—1) cos tsent + (ro—1)*sen’t + (ro— 1) cos® t—22¢ (19— 1) cos tsent + zjsen’t,
que simplificando se torna

24 (r—1)2 = [z + (ro — 1)*](cos? t + sen’t) = 23 + (1o — 1)? = a?,
para algum a € R, j4 que obtemos um valor nao negativo.

Entdo as 6rbitas periédicas de (3.1) estdo contidas no toro invariante z + (ro —
1)? = a®, com a € (0,1) e possuem periodo 27. Seja V a subvariedade de Rt x R xS' formada
pela unido de todos os toros invariantes junto com as dérbitas periédicas 22 + (19 — 1)* = 0.

Entao V' é uma subvariedade formada por érbitas 2mr—periddicas.

Estudaremos uma perturbagio do sistema diferencial (3.1). Primeiro, considere
o Hamiltoniano H : R x R? x S! - R, dado por
22+ (r—1)>

2
+arrz + agrw + agzw + (byw + baw?)(cy — 2mead + 26?)).

H(r,z,w,0) +w + e(ayr + agz + asw + agr’® + asz® + agw?

Entao, o sistema Hamiltoniano com dois graus de liberdade associado a H ¢ dado por

r = —H, = —z—c¢(ay+2a5z + arr + agw),

Z H, = r—1+¢(a; 4+ 2a47 + arz + agw),

W —Hy 2mwebycy — 20w ebycy + 2mweb ey — 20web; co,

06 = H, = l+e¢ (CL3 + 2aw + agr + agz + (b1 + 2wby) (co — 2coml + 0292)) ,

(3.5)
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onde H, denota a derivada parcial da funcdo H com respeito a variavel v. Lembrando

que & = —a—y(x, y) ey = %(a:,y), para ¢ = 0 o sistema (3.5) se reduz ao sistema nao
perturbado

ro= —z,

z r—1,

w = 0,

f = 1.

O sistema (3.5) é invariante no hiperplano w = 0, isto é, se uma 6rbita de (3.5) possui um
ponto neste hiperplano, entdao a orbita inteira estd contida nele. De fato, se w = 0 implica
w = 0, entdo nao temos variacao em w, logo as solucoes sdo constantes em w com w = 0.
Vamos restringir a atengdo ao caso em que w = 0, ou seja, consideremos o sistema (3.5)

restrito ao hiperplano w = 0,

r = —z—c¢(ay+ 2a5z + arr),
z = r—1+c¢e(a; + 2a47 + az72), (3.6)
0 = 1+e (a3 + agr + agz + by (co — 2¢omh + 0262)) )

Observe que se ¢ = 0 ent@o o sistema (3.6) coincide com o sistema (3.1). Para o sistema

(3.6), temos o seguinte resultado.

Teorema 7. Para € # 0 suficientemente pequeno o campo vetorial linear associado ao
sistema Hamiltoniano perturbado (3.5), restrito ao hiperplano invariante w = 0, isto €,
sistema (3.6) com (a4 + as) # 0 possui um ciclo limite bifurcando das drbitas periodicas

do sistema (3.1) quando 0y € um zero da equagdio
K(Z) = 27T2b162 — 3Z2b1€2 — 3b1€0 — 3(13 — 3&8.
Mais ainda, este ciclo limite bifurca da drbita periédica z* + (r — 1)* = 0 do sistema (3.1).

Demonstragio. Desde que r > 0 as 6rbitas periédicas (3.4) do sistema diferencial linear
(3.1) preenchem o toro invariante f,(r,z,0) = 2> + (r —1)> —a®> = 0 com a € (0,1), e
possuem periodo 2. O toro f,(r, z,0) = 0 é invariante pelo fluxo do sistema (3.1), pois

para toda solucao periddica (3.4) em f,(r,z,0) = 0 temos que

df s Ofa . Ofa . 0fa;
E(r(t), 2(t),0(t)) = . r(t) + 2, 2(t) + 20 O(t) =2(r —1)(—2) +2z(r—1) = 0.

Seja V a subvariedade de R* x R x S! formada pela unifo de todos os toros invariantes
com a 6rbita periédica z? + (r — 1) = 0, entdo V é uma subvariedade aberta e limitada
formada por érbitas 2w-periddicas. Usando o Teorema 6 desejamos estudar os ciclos limite

do sistema perturbado (3.6) para ¢ # 0 suficientemente pequeno, os quais bifurcam das
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6rbitas periddicas do sistema (3.1). Entao, para aplicar o Teorema 6, temos

= 3’

= (r,z,0),
z = (10, 20,60),
SE(t,Z, 0) = (r(t)?z(t)>9(t))a

onde r(t), z(t), 0(t) é solugao de (3.1) dada em (3.4). Ainda
z,r—1,1),
qi(t, ), 92(15 z), g3(t, x)),

g2(t, ) = a1 + 2a4r(t) + azz(t), gs(t,z) = az +
(), Fa(t,z,e) =0, 2 =R*" xR x S' e 0 perfodo

Fo(t,z) = (-
Fi(tz) = (
)

onde gi(t,x) = —ay — azr(t) — 2asz(t),
asr(t) + agz(t) + by (co — 2c2mh(t) + c20°(t)

¢ T = 2m. Temos que

0 -1 0
D, Fy(t,z(t,z,0)= 1 0 0
0 0 O

A matriz fundamental do sistema (2.10) é dada por

0 -1 0 cost —sent 0
M,(t)=exp| 1 0 0 [=]| sent cost 0
0 0 0 0 0 1

Para o sistema (3.1) a matriz fundamental M, (¢) ndo depende de uma solucao periédica
particular x(t,z,0), isto é, a matriz é independente da condigao inicial z. Todas as
hipéteses do Teorema 6 sao satisfeitas, entao precisamos encontrar as raizes em V' do
sistema F(z) = 0, onde

@zJTMf@@ﬂ@w@@QMt

Observe que a inversa de M, (¢, z) é dada por

cost sent 0
M;'(t)=| —sent cost 0
0 0 1

Assim,

cost(—ag — azr(t) — 2a52(t)) + sent(ay + 2a47(t) + azz(t))
M) Fi(t,z(t,2,0) = | sent(as + arr(t) + 2a52(t)) + cost(ay + 2a47(t) + arz(t))
az + asr(t) + agz(t) + by (co — 2c2mh(t) + 20°(t))

Portanto,

2w

-7:(2) = Mz’l(t, Z)Fl(tax(ta'z;(]))dt = (‘71(?0720,90),-7:2(7”0,20790)7f3(roazo,90)),
0
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onde,

27
Fi(ro, z0,6p) = J cost(—as — azr(t) — 2a52(t)) + sent(ay + 2a47(t) + a7z(t))dt,
0

2m
Fa(ro, z0,60) = J —sent(—ag — arr(t) — 2a52(t)) + cost(ay + 2a4r(t) + arz(t))dt,
0
2

Fg(To, 205 90) = J as + agr(t) + agz(t) + bl (Co — 26271'9(15) + CQQQ(t)) dt
0

Substituindo r(t), z(t), 0(t) dadas pela solucao (3.4), obtemos
27

Fi(ro, 20,00) = J cost|—ag —az(1+ (ro—1) cost — zpsent) — 2as(z cos t + (ro— 1)sent)|dt
0

2
+ J sent[a; + 2a4(1 + (rg — 1) cost — zgsent) + az(zg cost + (rg — 1)sent)]|dt
0

= [—az(ro — 1) — 2a520|7 + [az(ro — 1) — 2a420]7m = —27(as + as)zo,

2m
Fa(ro, 20,00) = f —sent[—ags—a7(1+(rg—1) cost — zosent) —2as (zo cos t+ (ro—1)sent)|dt
0

2m
—i—f costlay + 2a4(1 + (rg — 1) cost — zpsent) + az(zg cost + (ro — 1)sent)]dt
0

= |2a5(ro — 1) — azzo|m™ + [2a4(ro — 1) + agzo|m = 27(as + aq)(ro — 1),

2T
Fs(ro, 20,00) = f az + ag(1l 4 (ro — 1) cost — zgsent)dt
0

2
+ J ag(zp cost + (rog — 1)sent)dt
0

2m
+ J bl (CO - 20271'(1‘; + 60)) + Cg(t + 90)2dt
0

—2
= Tﬁ@ﬂ%lcz — 303b1cy — 3bicy — 3az — 3ag).

Logo,
—2
F(z) = (—27m(aq + a5)z0, 2m(ag + as)(ro — 1), %(2%219102 — 36’3()102 — 3b1co — 3az — 3ag)).

De modo que F(z) = 0 se, e somente se, Fi(rg, z0,60) = Fa(ro, z0,600) = F3(ro, 20,60) =
0. Por hipdtese (a4 + as) # 0 e temos que Fi(rg, 20,600) = 0 < —2mw(ag + as)zy =
0 < (aq4+as) =0 ou z = 0. Visto que o primeiro nao ocorre, resta que zo = 0. Ainda,

Folro, 2z0,00) = 0 < 2m(ay + as)(ro—1) =0 < (a4 +as) = 0 ou ry = 1, portanto
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obtemos 79 = 1. E por fim, F3(rg, 20,00) = 0 < 272bycy — 302b1cy — 3bico — 3as — 3ag = 0.

Observe que,

0 —27T(CL4 + CL5) 0
LGt T2 Y S 0 0
dz 8(7’0, 20, 90) 4 > ’
0 0 47Tb16290

entdo det(dF(z)/dz) = 167 (as + a5)’biczby = 0 < 6y = 0, porém 6y = 0 nio anula
F3. Aplicando o Teorema 6 existe solu¢ao periddica (r(t,e), z(t,€),0(t,e)) do sistema
diferencial (3.6), tal que (r(0,¢), 2(0,¢),0(0,¢)) — (1,0, Z) quando £ — 0, onde Z denota
os zeros de K(Z) = 2m?bycy — 3Z%bicy — 3bicy — 3as — 3ag. Assim provamos o Teorema
7. [

Comentario 1. A funcio (byw + byw?)(co — 2mea + c26?) foi escolhida a fim de que o
sistema Hamiltoniano seja periodico e esteja bem definido na variedade. Além disso, como
restringimos o campo ao hiperplano invariante w = 0 era tmportante o termo quadrdtico
em (byw + bow?), jd que assim, apds a primeira derivada com respeito a varidvel w o
campo continua tendo um termo quadrdtico em 0. A matriz —(z) depende dos coeficientes
dos polinomios que perturbam o sistema original, dessa forma o resultado se altera a
cada escolha. Podemos reproduzir o mesmo resultado para qualquer funcao que satisfaca a

periodicidade do campo, visando o que foi mencionado nesta observagao.

Também serao estudadas érbitas periddicas de campos vetoriais na variedade

conexa R x (S")? com coordenadas r € Re (6, ¢) € (S')? associado com o sistema diferencial:

o= r—14¢(ap+ arr + axf) + asp),
) = 1 +e(bo + byr + 53902 — 203 + by), (3.7)
¢ = 1+e(co+ar+ b’ —2cml + c3).

Note que a topologia da variedade conexa, onde o sistema (3.6) é definido é diferente da
topologia da variedade conexa onde o sistema (3.7) estd definido. O sistema (3.7) com

e =0, é dado por

r o= r—1,
0 = 1, (3.8)
¢ = 1.

Neste caso todas as érbitas periddicas estao contidas no toro invariante r = 1 e possuem
periodo 27. Seja Z este toro. Entao, Z é uma subvariedade de dimensao 2 da variedade

R x (S')? de dimensdo 3. Para o sistema (3.7) temos o seguinte resultado:

Teorema 8. Para € # 0 suficientemente pequeno, o campo vetorial linear associado com
o sistema (3.7) possui ciclo limite bifurcando das orbitas periddicas do sistema (3.7) com

e =0, isto €, do sistema (3.8) se bz, co # 0. Mais ainda, se ag + ay = ay = az = 0, entdo
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o toro r = 1 € invariante pelo fluro do sistema (3.7), e tal ciclo limite é inico no toro

quando existir.

Demonstra¢io. Vamos encontrar a solugao de (3.7) para ¢ = 0, isto é, para o sistema nao
perturbado (3.8). Como 7 = r — 1 temos que a solugao é da forma xz(t) = exp(t)c + b,
queremos ainda que z(0) = ry entdo exp(0)c + b = rg, logo b = ry — ¢. Por outro lado,
x(t) = exp(t)c = r — 1, segue que ¢ = (r — 1)/ exp(t), em particular, para t = 0, temos que
¢ = (ro — 1)/ exp(0), sendo ¢ constante, segue que c =19 —ledaib=ry— (rp— 1) = 1.
Assim, a solugdo do PVI é dada por r(t) = 1 + exp(t)(ro — 1). Para o sistema (3.1)
calculamos 0(t) e neste sistema a conta é andloga, tanto para 6(t) como para ¢(t). Entao,
a solugdo do sistema (3.8), tal que (r(0), 8(0), ¢(0)) = (r0,6(0), ©(0)) é dada por

r(t) = 1+exp(t)(ro — 1), 0(t) =t + 6o, ¢(t) =1+ o.
Portanto as orbitas periédicas do sistema (3.8) sao
r(t) =1, 6(t) =t + 6o, ©(t) =t + 0. (3.9)

Assim, as drbitas periédicas do sistema (3.8) preenchem o toro invariante r = 1 e possuem
periédo 27. Para o sistema (3.7), note que 7|,—; = 0 se, e somente se, e(ag + a;r + asf +
aszp) = 0, sendo que isto ocorre quando € = 0 ou ag + a7 + axf + azp = 0V r,0, ¢, ou
seja, ag = a1 = ag = ag = 0.

Queremos estudar os ciclos limite do sistema (3.7) para ¢ # 0 suficientemente pequeno,
que bifurcam das drbitas periédicas do sistema (3.8), para isto utilizaremos o Teorema 5.
Assim, tome t =27, Q = (S')? xR, k=2, n=3,2=(0,0,7), a = (6, p0), fo(a) =1, e

Za = (a,fola)) = (6o, 0, 1),
Z = {(6o,00,7)€ (S xR:7 =1},
z(t, za,0) = (0(t),(t),r(t)) = (t + 6o, t + @o, 1 + exp(t)(ro — 1)),
Fo(t,r) = (1,1,r—1),

Fi(t,z) = (r—1+¢(ag+ arr + a0 + aszp), 1 +e(by + byr + bg?® — 2bsmp + by),
1+ ey + err + 0% — 2com0 + c3)),
Fg(t,l’) = 0.

Note que o toro aberto sélido (S')? x R pode ser visto como um subconjunto aberto de
R3. Assim, o subconjunto aberto e limitado V < Z pela hipétese do Teorema 5 deve
ser tomado como V = {(6y, o) € (S')?}, isto é, V ¢ difeomorfo a Z. Para a funcio
Fo(t,z) = (1,1,r —1) a solugado periddica x(t, z,,0) = (t+ by, t + o, 1) temos que a matriz
fundamental de (2.10) é dada por

0 00 1 0 0
M, (t)=exp| 0 0 0 |=[01 0
0 01 0 0 ¢
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Note que para o sistema (3.7) a matriz fundamental M,_(t) ndo depende da érbita periddica

particular z(t, z,, 0), isto é, independe da condigao inicial z,. Entéo,

0 0 0
MZ'0)—M'2m)=1] 0 0 0 ;
00 1l—e?

satisfazendo as condigoes do Teorema 5. Precisamos encontrar os zeros em V para o

sistema F(«) = 0, onde

Fla) = gfo M0 FL(t, 2(t, 2, 0))dt.

Temos que,

Assim,
bo + bir + byp? — 2bsmp + by
MY Fi(t, x(t, 24,0) = | co + 17 + o6 — 2570 + c3
e (ag + a1r + asf + azp)

Temos ainda que ¢ : R* x R — R?, entdo F(a) terd duas componentes, ou seja, F(a) =
(F1(bo, o), Fa(bo, o)), onde

27
Fi(bo,00) = j bo + bir(t) + by (t) — 2bsm(t) + ba(t)dt

0,

2m
= J bo + by + by(t + 0p)* — 2b3(t + @g) + bydt
0

8bg7T3 2 2
= 3 + 27 (2()3@0 — 2b37T) + 27T(b0 + b1 + b4 + b3g00 — 2()3@07’(’)

2
= g7r(3b0 + 3by + 3by + 3bzpn — 2b37?),

27
Fo(Oo, o) = j co + c1r(t) + o (t) — 2comO(t) + c3(t)dt
0

2T
= j co+c1 + calt + 0g)* — 2¢a(t + o) + cadt
0

8com?
= ; + 27%(2cop0 — 2¢om) + 27 (co + €1 + €3 + Capp — 22007 )

2
= §7r(3co + 361 + 303 + 3CQ€(2) — 20271'2).

Assim, F(a) = 0 se, e somente se, Fi(6y, o) = F2(0o, po) = 0. Supondo que cg,bs # 0,

temos entao as seguintes solucoes

2 \/—3b0—3b1—3b4+253’ﬂ'2
Z7(3by + 3by + 3b33 + 3b32 — 237 =0 =y = + :
377( 0 1 3 3%0 377) 2] \/5\/@

+\/—360 — 301 — 363 + 26271'2

NEN

2
§7r(300 + 3¢y + 3c3 + 30293 — 2027r2) =0<0,=
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Ainda, temos que
o(F1, Fa) _ 0 47bspo
(6o, o) 4meably 0 .

Entdo, det(d(F1, F2)/0(00, 00)) = —1672pbobsca # 0, j4 que por hipdtese bs,cy # 0 e
©0, 0o = 0 ndo anulam F(«a). Assim aplicando o Teorema 5, existe um ciclo limite para
o sistema (3.7) tal que (0(0,¢), ¢o(0,¢)) — (6o, ¢0) quando € — 0, onde 6y, vy s@o a

solugao do sistema. Mais que isso, é possivel obter quatro solugoes, sendo elas:

_ v/=3by — 3by — 3by + 2b37> b — v —=3cy — 3c1 — 3cs + 2com?

Yo = V305 ,  Uo = ﬁ\/@ 5
_ \/—3by — 3by — 3by + 2bgm? v —3co — 3¢; — 3¢z + 2com2
. NENDY | B NENG |
o v/ —3by — 3b; — 3by + 2bg72 b — v/ —3cy — 3c1 — 3cg + 2com?
Yo = NEN 5 0= \/5\/@ 5
v/ —3by — 3b; — 3by + 2bsm? _\/—300 — 3¢ — 3¢y + 2com?

Oy =

i — . =
& V3V ’ NENGS
Assim o Teorema 8 fica demonstrado. OJ

Teorema 9. Sejam b(p, 0), c(y,0) fungoes de classe C*, 2m-periédicas. O niimero de ciclos

limite do sistema:

= 1+ (b +bur + b0, 0), (3.10)
¢ = 1+elco+ar+c(pd)),

¢ dado pela quantidade de zeros simples do sistema:

2m
J (b(t + 6y, 0 +1) +bo+b1)dt = 0,
o (3.11)
J (c(t+6p,00+1t)+co+c)dt = 0,
0

nas variaveis 6y e ¢q.

Demonstracao. De fato, procedendo de maneira andloga ao que foi feito no Teorema 8§,

temos que F (o) = (F1(bo, o), F2(0o, o)), onde

27

f1(007300):J' (b(t+007¢0+t)+b0+bl)dt = 07

0271'

fg(@o, (,00) = f (C(t + 90, gbo + t) +co + Cl) dt = 0.

0

Entéo, segue do Teorema 5 que os ciclos limite do sistema (3.10) sdo os zeros do sistema
(3.11). O
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3.2 Ciclos limite em um toro isécrono bidimensional em R?

Seja T um toro bidimensional de um sistema integravel Hamiltoniano com dois
graus de liberdade contido em R? e folheado por érbitas periédicas. Sob as hipéteses do
Teorema de Poincaré-Birkhoff estudaremos as érbitas periddicas de T que persistem quando
perturbamos este sistema integravel dentro da classe de todos os sistemas Hamiltonianos

com dois graus de liberdade, baseado em [4].

Assuma agora que T é um toro isécrono bidimensional de um sistema diferencial
em R3?, e que T é preenchido por 6rbitas com mesmo periodo. Suponha ainda, que nio
existe outro toro invariante em uma vizinhanca de T. Queremos estudar quantas orbitas
peridédicas de T persistem quando perturbamos o sistema em uma classe de sistemas
diferenciais em R?. Claramente, ndo podemos aplicar o Teorema de Poincaré-Birkhoff, pois
ele funciona apenas quando perturbamos niveis de energia de um sistema Hamiltoniano
integravel, e nestes niveis de energia as orbitas periédicas do toro invariante nao sao

isoladas.

Em geral podemos considerar um sistema diferencial em R?, com campo vetorial
associado Xy, possuindo um subconjunto .S isécrono de dimensao dois, isto é, o subconjunto
S é composto de Orbitas periddicas, todas com o mesmo periodo. Se tomarmos o campo
vetorial X, = Xy+¢eX, como uma e-perturbacao de Xy, entao a pergunta natural a se fazer
é: O campo vetorial perturbado X, possui orbitas periddicas ou ciclos limite emergindo de
S? Como conta-los? Quantos sao? Estas questdes podem ser consideradas andlogas sobre
a teoria dos ciclos limites de sistemas diferenciais planares. A ferramenta utilizada para

resolver estes problemas é a Teoria da Média.

Iremos ilustrar o método de estudar os ciclos limite que bifurcam de érbitas
periddicas que preenchem um toro bi-dimensional isécrono em um sistema diferencial
em R? com o seguinte exemplo, mas o método pode ser aplicado para qualquer sistema

diferencial sob as mesmas hipoteses.

Nesta secao consideramos o sistema diferencial:

T = ((\/x2+y2—2)f(x,y,z)—z)\/L—I-eP(x,y,z),

2?2 + y?
io= (V@ =Dfy ) o) s +Qy2), (312)

2 = zf(z,y,2) + (Wa?+y?>—2) +eR(x,y, 2),

definido em R*\{(0,0, z)|z € R}, onde f(z,9,2) = 1 — (3/22 + 92— 2)? — 2%, ¢ é um
parametro suficientemente pequeno, P(z,vy, 2), Q(x,y, z), R(z,y, z) sdo polindémios. Ainda,

o ponto denota a derivada com respeito ao tempo t.
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O toro bidimensional, definido por,

T := {(z,y,2) e R|f(z,y,2) = 0}

¢ uma superficie invariante para o sistema nao perturbado (3.12) com € = 0. Temos ainda,

que a solucao do sistema nao perturbado, que em ¢ = 0, passa pelo ponto
((2 + cos by) cos ¢o, (2 + cos by)sengyg, senby) € T
¢é dada por
x(t) = (24 cos(t + 0p)) cos gg, y(t) = (24 cos(t + Op))sengy, z(t) = sen(t + 6y),

que é 2w-periddica, o que significa que T é is6écrono.

Para e suficientemente pequeno estudamos quantos ciclos limite o sistema (3.12)
possui bifurcando das érbitas periddicas no toro invariante T do sistema nao perturbado;
lembramos que uma 6rbita periddica de um sistema diferencial é um ciclo limite se ela é
isolada no conjunto de todas as orbitas peridédicas do sistema. Nos nao fornecemos uma
resposta completa, apenas estudamos os ciclos limites bifurcados que sdo controlados até

a primeira ordem em ¢ usando Teoria da Média.

Teorema 10. Para € suficientemente pequeno, se d é o maior valor entre os graus dos

polinomios P(z,y,2) ¢ Q(z,y,2), ¢ F(¢) nao ¢ nula, com

(77 Q(0,0,1) cos g — P(0, ¢, 1)seney
- 0 2+ cos b

F(p) do, (3.13)

onde p € S* e P(,¢,1), Q(8, ¢, 1) sio os polinomios P e Q apds a mudanga de coordenadas,
entdo o nimero mdzimo de ciclos limite do sistema (3.12) que bifurca das drbitas periédicas

do toro T do sistema nao perturbado é 2(d + 1). Além disto, esta cota é atingida.

Para demonstrar o Teorema 10, iremos separar em lemas os resultados impor-

tantes, a fim de aplicar o Teorema 5.

Lema 1. Usando a mudanga de coordenadas (0, $,r) em uma vizinhanga do toro T, o
sistema (3.12) pode ser transformado em (2.8). O sistema transformado satisfaz i) e ii)
do Teorema 5 e (2.12) fica da forma de (3.13).

Demonstragdo. Se 0, ¢ € S' e r € (0,2), entdo
x=(2+rcosf)cosp, y=(2+rcosh)senp, =z =rsend, (3.14)

é a mudanca de coordenadas em S' x Q, com Q := {(¢,7)|¢p € S',0 < r < 2}. O toro T

corresponde aos pontos em que r = 1.



Capitulo 3. Ciclos limites em variedades

46

Vamos agora encontrar o sistema (3.12) nas novas coordenadas. Observe que

dx dx dx
o Yo e & .
7 rsenf) cos ¢, o (2 + rcos 0)seng, o, = o 0 cos ¢
dy dy dy
29 2 A ,
7 rsenfseng, o = (2 + rcosf) cos ¢, o, = C08 Oseng
dz dz dz
2 = "eos 0, % 0, . senf.
Temos, pela regra da cadeia que
. dx dedf drdey dxdr : : .
T= = o + dodt Tardi —rsenf cos o — (2 + r cos 0)senp¢p + cos 0 cos ¢r,
.dy dydf dyde  dydr . : .
= = Ty = - 2
Y 7 wdr “dodr " dr o rsenfsengf + (2 + r cos 0) cos ¢p¢p + cos fsengr,
. dz dzdf dz d¢  dzdr . )
f= = @E—i— o dt + — Irdi = r cos 06 + senfr.
Ou seja,
& = —rsenfcospd — (2 + r cos O)senpp + cos 0 cos ¢,
y = —rsen&sengbé + (2 + rcos @) cos bd + cos fsendr, (3.15)
i = rcosff + senbr.
Por outro lado, substituindo x,y, z dados em (3.14) no sistema (3.12), obtemos
i = [((24rcosh)?cos® ¢+ (2 + rcosf)?sen’p)? — 2)F(0, ¢, ) — rsend]
(2 4+ rcosb) cos¢ ~
2+ rcosf P, 1) 3
— rcosd(cosOf (6, p,7) —senb) + P (6, ¢, 1),
7 = [((2+7cosh)?cos® ¢+ (2 + rcosb)’sen’p)? — 2) f(6, p,r) — rsenf] (3.16)
(2 4 rcosf)seng ~
2+ rcosf +eQ(6,0,7) .
= rseng(cosOf (6, ¢,r) —senf) + Q(0, ¢, 1),
i = rsendf(0,6,7) +rcosd +cR(6,¢,7),
onde Y (0, ¢,7) = Y((2 + 7 cos 0) cos ¢, (2 + 1 cos f)seng, rsend). Temos ainda que

f((2 +1cosh)cos g, (2 + rcosb)seng, rsend) = 1 — 1 cos> § —

Entdo, substituindo a expressao de f (

T

z

Igualando as expressoes de Z, 9, Z nos sistemas (3.15)

r(cosf(1—

%) —senf) cos p+eP(6, ¢, 1) = —rsend cos ¢l —

r’sen’f = 1 — r2.

0,¢,r) em
7?) — senf)
)

(3.16), obtemos

r(cosf(1 — cos ¢ + P8, ¢, 1),
r(cosB(1 — 1) — senf)seng + £Q(6, ¢, 1),
= r(senf(1 —r?) + cosf) + eR(0, ¢, 7).

e (3.17), temos

(3.17)

(241 cos 0)senq§g§ +cos 6 cos or,
(3.18)
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r(cos 0(1 — 1) —senf)sene + £Q(0, ¢, 1) = —rsenfsendd + (2 + 1 cos 0) cos ¢ + cos Osengr,
(3.19)
r(send(1 — r2) + cos ) + eR(0, ¢, ) = r cos 00 + sendr- (3.20)

Com objetivo de encontrar expressoes para é, 925, 7, vamos multiplicar a equacao (3.18) por

cos ¢ e somar com a equagao (3.19) multiplicada por sen¢. Fazendo isto, obtemos
r(cos B(1 — r?) — senf) + e(cos pP(0, &, 1) + sendQ (6, ¢, r)) = —rsenfd + cos 7. (3.21)

Multiplicando a equagao (3.20) por cos @ e subtraindo a equagao (3.21) multiplicada por

send, temos
r+ e(R(0,6,7) cos O — send(cos ¢P(0, ¢, ) + sengQ(0, ¢, 7)) = 0.
Isolando 6 na equagao acima, temos

0=1+ e(R(0, ¢,7) cos § — senb(cos pP (0, ¢, ) + sengQ(0, ¢, 7))) /7.

Fazendo agora a equacao (3.18) multiplicada por sen¢ e subtraindo a equacao (3.19)

multiplicada por cos ¢, obtemos
e(P(6, p,r)seng — Q(0, ¢, 1) cos @) = —(2 + rcos ) (sen’¢ + cos® gb)gb
= ¢ = £(Q8, ¢, 1) cos g — P(0, ¢, r)seng) /(2 + r cos b).

Multiplicando a equagao (3.21) por cosf e somando com a equagao (3.20) multiplicada
por senf, segue que

(1 —1%)(cos? 0 + sen?0) + [cos B(cos P (6, ¢, 1) + senpQ (6, b, 7)) + R(6, p,7)send] = 7

S = (1= 1) + e[cos B(cos 6P(6, 6, ) + sendQ(6, 6,1)) + R(8, &, r)send]
Portanto o sistema (3.12) nas novas coordenadas se torna no sistema (3.22),
O = 1+ 8( (0, ¢, 1) cos — senf(cos ¢>]5(0, o,r) + sen¢@(9, 0, r)))/r,

£(Q8, ¢, 1) cos  — P(B, ¢, )sene) /(2 + r cos §), (3.22)
7 = (1 —1?) +efcosf(cos pP(0, ¢, 1) + sengQ (6, ¢, 7)) + R(6, ¢, 7)send].

Trocando a varidvel independente ¢ do sistema (3.22) pela varidvel 6, obtemos um sistema

equivalente. Fazendo isto, obtemos

o= dop _dpdt do (do\™
do — dtdo  dt \dt)

re(Q(8, ¢, 1) cos ¢ — P(6, ¢, r)sene) ]
(24 rcosf)(r+e(R (6 0, )COSQ — senf(cos ng( L0, 7) +sengQ(0,¢,7))))

¢ =
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Como em ¢ = 0 temos que ¢'(¢) = 0, e ainda

d¢’ (Q(0, ¢,7) cos ¢ — P(6, p,)seng) (2 + r cos 6)
ds( )= (24 rcosf)? '

Segue que a expansao de Taylor de primeira ordem da funcao ¢’ em ¢ = 0 é dada por

5(@(9, ¢, 1) Ccos ¢ — f’(ﬁ, ¢, r)seng)
(2 4+ rcos0)

, dr drdt
M= dd ( ) ’
, r(1—=7r%) +e(cosO(Q (9 ¢,1) Cos P — ]5( ¢, r)seng)) +sen0R(6, o, 7))

"= (r + (R0, ¢, 7) cos § — senf(cos P (0, 6, 1) + senpQ(, ¢, 1))))
r(l—r?), e

¢ = + 0(e%). (3.23)

Analogamente,

e como temos que 7'(0) =

C;Z(O) = (cos pP (6, ¢,7) + sendQ(8, ¢, 7))(cos 6 + (1 — r?)send)

+R(6,¢,7r)(senf — (1 — r?) cosh),
a expansao por série de Taylor de primeira ordem da funcio ¢’ em € = 0 é dada por

= (1 =7 4 e(cos pP(0, ¢, 1) + sendQ(0, ¢, 7)) (cos 6 + (1 — ?)send)

- ) . (3.24)
+eR(0, ,7)(send — (1 — r?) cos ) + O(e?).

Portanto, as equagoes (3.23) e (3.24) formam um sistema equivalente ao sistema (3.22), e

delas temos que

(Q(6, p,7) cos ¢ — 15(9, ¢, r)seng)
(2 + rcosb) ’

A = ( 50.0.1).

onde

S(@,¢,r) = (cos ¢p(0, o,r) + sengb@(ﬁ, $,7))(cos @ + (1 — r*)send)
+R(0,6,7)(send — (1 —7%) cos 6).

()

entdo o sistema formado pelas equagoes (3.23) e (3.24) pode ser escrito como

Denotando por

x(0) = (f:((g))) = Fy(x) + eF1(0, ) + 2 Fy (0, x, ¢),

onde, [, F1 :RxQ - Qe Fy: R x Q x (—eg,&0) — 2 sdo 2m-periddicas em 6 e sdo

analiticas, ou seja, (3.23), (3.24) tem a forma (2.8). Considere o conjunto

={zs = (¢, )|peS*} c Q.
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A solucao de (3.23) e (3.24) para ¢ = 0 passando pelo ponto z, é dada por

0.2 = (1),

que é constante e 2m-periddica em 6, visto que ¢’ = 0, entdo ¢ = c e em r = 1 temos que
r’ = 0. Temos que Z é uma variedade unidimensional invariante e folheada por érbitas
periddicas do sistema nao perturbado formado pelas equagoes (3.23) e (3.24) quando € = 0,
que corresponde ao toro invariante T do sistema (3.22) para € = 0. Note que em € =0 o

sistema formado pelas equagoes (3.23) e (3.24) é dado por

¢I:07

o= r(l—r?).

(3.25)

A linearizagao do sistema (3.25) em Z é dada por

dg¢’ dg¢’
<¢/> %(@ ) — @0 0 0 &
o) dr’ dr’ (7~> - 0 —92 r |’

—(0,1) — (0,1
no qual as solugoes sao ¢(0) = c e 7(f) = e *’. A matriz fundamental e sua inversa sdo,
respectivamente

10 B 10
Mz¢(9) - ( 0 e2° ) ’ MZ¢(9) - ( 0 e ) ’

entao,

0 0
-1 -1 _
MZ¢(0) - Mzd>(27r) - ( 01— 6—47r > ’
Tomando V = S e B : St — (0,2) tal que para todo « € S* temos que fy() = 1, e assim
as hipéteses do Teorema 5 sao satisfeitas para (3.23) e (3.24). Neste caso (2.12) fica da

forma
(0 0
F(¢):=¢ | PO, 20, 24))d6.
0 0 1—e
Portanto , ~( ) ~( )
[T Q0,0,1) cosp — P(6, 9, 1)seng
Flo) = 0 2 + cosf ab,
e assim fica demonstrado o lema. O

Definicao 6. Seja A é um compacto e topologicamente Hausdorff. O conjunto de j + 1
fungoes reais fo(z), fi(z), ..., fj(z) definidas em A formam um sistema de Chebyshev em
A se qualquer combinagao linear ndo trivial agfo(x) + ... + a; f;j(x) possui no mdzimo j

zeros em A contando com as multiplicidades.
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Lema 2. Se d ¢ um nimero natural, entdo
Z Cij COS “psen’ p = dy + Z a cos(lg) + blsen(lqﬁ))
i+7=0

onde c;j € R e ag,ay, ..., aq, b1, ..., bq sao fungoes de c;j com 0 < i+ j <d.

Demonstracao. A expansao em série de Fourier de
d
Z cij cos' gsen’ @,
i+5=0
é exatamente

ap + Z (@ cos(lg) + Elsen(lqﬁ)) ,

=1
onde ag, a1, ..., @q, b1, ..., by sao fungdes de ¢;;, visto que para i + j = d os coeficientes da

série de Fourier sdo todos nulos. O

Lema 3. Se P(z,y,z2) e Q(z,y, z) sdo polinémios de graus no mdzximo d, entao

I Q(Q, ¢, 1) cosp — f’(@, ¢, 1)seng

Flo) = 0 2 + cosf 40
pode ser escrito na forma
dr1
F(p) = ag + Z (a; cos(lp) + bsen(lp)) , (3.26)

=1

onde g, Ay, ..., Qg 1, b1, ..., dgy1 sdo fungoes dos coeficientes dos polinomios P(x,y,z) e
Q(z,y,z). Se esta fungio nao for identicamente nula, entio ela possui no mdzimo 2(d+ 1)

zeros isolados contando as multiplicidades em S*.

Demonstracao. Suponha que os polindmios sao da seguinte forma

"L‘ Y Y, 2 Z ngkx y ZE Y, 2 Z %]kx y Z
i+j+k=0 i+j+k=0

Entao, como pela mudanga de coordenadas dada em (3.14), temos que
x=(2+rcosf)cosp, y=(2+rcosf)senp, 2z =rsend
e denotando por

P(6,¢,1) := P((2 + 7 cosf) cos p, (2 + 7 cos §)seng, rsenf),

Q0,0,7r) := Q((2 + rcosh) cos p, (2 + rcos f)seng, rsend),
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os polinomios P(x,y, z) e Q(z,y, z), apés a mudanga de coordenadas, sdo dados por,

d
P(6,¢,1) = Z Pijr(2 + cos ) cos’ ¢(2 + cos 0)7sen’ psen”d
i+j+k=0
d
= Z pijk(2 + cos )17 cos’ psen’ psen”d
i+j+k=0
d
Q0,¢,1) = Z Gijr(2 + cos 0)' cos’ ¢(2 + cos ) sen? psen”d
i+j+k=0
d
= Z Gijr(2 + cos )7 cos’ psen’ psen*d
i+j+k=0
Portanto,

P0.6,1) & (R N
2+cosh DU DL pik(2 + cos6) T sen6 | cos’ gsen’ g,

i+7=0 k=0

QW.9.1) _ RNl it i1k i j
2+ cosh Z Z Giji(2 + cos 6) sen”f | cos’ ¢sen’ ¢.

i+7=0 k=0

Integrando as expressdes acima no intervalo [0, 27], obtemos

2 p d—i—j
i k ) i
Z Pijr(2 + cos )+ 'sen* o )cos ¢sen’ df
J 2—i—cos€ J Nl 0<

0
d d—i—j
Z ( J Pijr(2 + cos 0) 1 sen*g d9> cos’ gsen’ g
=0
d
Z Pij cos’ gsen’ g,
o Q(67 Qb, 1) . v i+j—1 k % j

mdg = Z Z Qi (2 + cos 0) sen®d | cos’ ¢sen’ ¢ df
0 0

( Z qwk(Q + cos ) sen*d d9> cos' gsen’ g

Gij cos' gsen’ ¢,

onde,

d—i—j rom
Dij = Z J Pijr(2 + cos 0)T tsen*g do,

d—i—j ~om
Gij = Z f Pijr(2 + cos 0) tsen™d df.
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Pelo Lema 2, obtemos

Z Dijk COS U psen’ p = ag + Z a cos(lg) + blsen(l¢))

i+j=0

Z Giji cos’ gpsen’ ¢ = &, + Z ¢ eos(lp) + dlsen(lqﬁ))

i+75=0

onde do, ..., dy, by, ..., by 530 fungoes de p;; e co, ..., G, dy, ..., dy a0 fungoes de G;;. Lembrando

que
cospcos(lp) = (cos((l+ 1)¢) + cos(l — 1)¢))/2
cosgsen(lp) = (sen((l + 1)p) —sen(l —1)¢p))/2, (3.27)
seng cos(lp) = (sen((l +1)¢) +sen(l —1)¢))/2,
)

sengsen(lp) = (cos((l —1)¢) — cos(l + 1)¢))/2.
Como no Lema 3 encontramos a expressao para a funcao F, temos

2% (0, 6,1) cos 6 f P(6, 6, 1)seng
do — — Il
0 2+ cosf 0 2+ cosf

= COS ¢ (EO + Z (¢, cos(lo) + Jlsen(lgf)))) — seng <€L0 + Z (@ cos(lg) + Elsen(lgb)))

=1 =1

F(9) =

d
= cos ¢ Cy + Z ¢ cos g cos(lg) + d; cos gbsen(lgb))
=1

_ (senqb o + Z (dlsengb cos(lo) + Elsen¢sen(l¢))>
=1
d+1

=ag + Z (a; cos(l¢) + bisen(lg)),
-1
onde para obter a tltima igualdade utilizamos as equagoes (3.27). Agora, baseado em [7],
vamos mostrar que as fungoes 1, cos ¢, seng, . .., cos ((d + 1)¢),sen((d + 1)¢) formam um

sistema de Chebyshev em S, ou seja, o sistema nao identicamente nulo, abaixo
T(¢) = ap + a1 cos ¢ + bysend + ... + agy1 cos ((d + 1)p) + bagrisen((d + 1)¢)

nio possui mais que 2(d + 1) zeros em S'. Para isto, considere a correspondéncia injetora
entre os pontos no circulo |z| = 1 e os valores ¢ mod 27 dados por €' = z. Pela formula
de Euler temos que

it 4 it e _ i

cos ¢ = — seng = 57 ,

logo
T(¢)e™ = P(z),

onde P é um polinémio de grau 2n. Se T" possui mais que 2n zeros distintos moédulo 27,

entdo P possui mais que 2n zeros distintos em |z| = 1. Logo, P é identicamente nulo e,
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portanto, T' também é identicamente nulo, contradizendo a hipdtese. Portanto, a funcao
F(¢) possui no maximo 2(d + 1) zeros em S*, no caso em que ela nio é identicamente

nula. O

Lema 4. Temos que

i. Ezistem polinomios P(x,y,z) e Q(x,y, z) tais que os coeficientes da fun¢iao F(¢)

dada em (3.26) sao todos independentes.

ii. Para cada natural d, podemos encontrar polindmios P(x,y,z) e Q(z,y,z) ambos de
grau d tais que a fungao F(¢) dada em (3.26) possui exatamente v = 2(d + 1) zeros

e cada um deles é simples.

Demonstragao. i. Vamos construir polindémios P(z,y,z) e Q(z,y,z) ambos de grau
d de modo que os coeficientes de F(¢) sao todos independentes. Tome Gy(x,y) =

1, Hy(z,y) = 0 e defina recursivamente

onde Gy(z,y) e Hy(z,y) sdo polindémios de grau d. Se definirmos

Ga(0,0,7) = Ga((2 + 7 cos 0) cos b, (2 + r cos f)seng),

Hq(0,¢,1) = Hy((2 + 7 cosb) cos ¢, (2 + 7 cos B)seng),

note que
Gr(z,y) = 2Go(x,y) — yHo(z,y) = ,
Ga(x,y) = 2G1(2,y) —yHi(2,y) = 2* =y,
Gs(x,y) = 2Ga(w,y) — yHa(x,y) = 2° — xy® — 29°,
H1(95a3/) = yGO(:U7y) + xHo(:c,y) =Y,
Hy(2,y) = yGi(z,y) + wH (2,y) = 2y,
H(z,y) = yGa(x,y) + xHs(z,y) = 327y — y*.
Entao
G1(0,¢,7) = (2 + 7 cos ) cos ¢,
Go(0,¢,7) = (24 7 cos0)? cos® ¢ — (2 + r cos 0)%sen?¢)
= (2 + rcos6)* cos 2¢,
Gs(0,0,7) = (24 7 cos )3 cos® ¢ — (2 + 7 cos 0)3 cos psen’p +

—2(2 + rcos ) cos gsen’¢
= (2 + rcosf)? cos 3¢,
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e
Hy(0,¢,1) = (2 + 1 cos §)seng,
1,(0,6,7) = 2(2 + 7 cos §)% cos pseng = (2 + r cos 6)*sen2¢.
Assim,
Ga(0,¢,7) = (2 + 7 cos )% cos do, (3.28)
Hy(0, ¢,7) = (2 + 7 cos §)%sendep. (3.29)

Agora definimos os seguintes polinémios em R? que s6 dependem das variveis z e y:

—b Gy + H,
Pd('ra Y,z ) = —aoy + Z amal i+t l (330)
l 0 Cl+1
G+ b1 H,
Qa(z,y, 2) = apx +Z A T o (3.31)
=0 Cl+1
onde ag,1,...,a0441,01,...,bg.1 € Re

21
Cla1 :J (2+rcos®)7'do#0, 1=0,1,...,d.

0

Note que Py(z,y, 2), Qo(x,y, 2), Pi(x,y,2) e Q1(x,y, z) sdo de grau 1. Para d > 1 os

polinémios tem grau d. Entao,

seng Py(0, ¢, 1) = —ag(2 + cos f)sen¢ + Z b Gi(6,,1) + ari Hi6. 6, 1)sen(/§,

—o Cl+1

Zd: alJrlél(e? ¢7 1) + bl+1]::[l(97 (b? 1)

=0 Ci1

Substituindo Py(#, ¢,1) e Qq(6, ¢, 1) em (3.13), temos

cos ¢ Qa(6, ¢, 1) = ag(2 + cos f) cos® ¢ + Ccos .

d al+lél(97 ¢a 1) + lerlﬁl(e? ¢7 1)

—o Ci+1

cos ¢+

o) - |

0

( J(2 + cos B)sens — 3 leGl(,¢,1)+amHl<9,¢,1)Sen¢>] !

= Cle1 2 + cosb

[aO(Q + cos 0) cos® ¢ +

Colocando ag(2 + cos ) em evidéncia, obtemos

cos ¢

27 d
Flo) = f [ao(Q + cos 0)(cos® ¢ + sen’p) + Z a1Gi(0,9,1) + b Hi(6, 6,1)

0 0 Ci+1

dé.

I=
_Zdl _bl+1Gl( ¢7 ) + al+1Hl(6> (ba 1)sen¢ 1
2 + cosf

=0 Cl+1
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Como, cos® ¢ + sen’¢ = 1, resulta que

27 d B
F(9) = J [ (2 + cosb) + Z ar1Gi(0, 6, 1) + by Hy (0, 6,1) cos

0 1=0 Ci+1

Zd: —bl+1G’z(9 o, 1) + al+1Hz( .o, )Sengb ;dg

=0 Ci+1 2+ cos

Utilizando as equagoes (3.28), temos

F(o) =

J% o + Z cos @(a41(2 + cos0) L cos (1¢) + by 1(2 + cos ) Lsen(lg))

0 1=0 Cl+1

B Zd: send(—by11(2 + cos )" cos (Ig) + ar41(2 + cos ) " tsen(lg))

=0 Cl+1

dé

e substituindo os coeficientes ¢;;1 que aparecem nos denominadores e desenvolvendo

as equagoes, temos que

2m
ay cos ¢ + byseng
F(9) L o c1(2 + cosf) do+
d
+ [Z [a;11(cos (1) cos ¢ — sen(lp)seng)+ (3.32)
=1
2 -1
biy1(sen(lg) cos ¢ — cos (l¢)seng)]] J @+cost) ™ de.
0 Crt1
Usando que
cos ((I +1)¢) = cos (¢) cos (lp) — sen(¢)sen(lp),
sen((l + 1)¢) = cos (¢)sen(lp) — sen(¢) cos (1),
e pela definicao de ¢, 1, segue que
2m -1 2m
J Md@ _ b (2 + cos ) 1do = 1.
0 Cl+1 Ci+1 Jo
Em particular,
Jzﬂ(Q +cosf) 'df 2n
- _ 20
o V3
E ainda
2T o
J-Clo N a1 cos @ + blsengbde — orag + J a12COS¢ + biseng
c1(2 + cos0) o (24 cost)
\/g 2 dé
= 277(10 + (a/l COS ¢ + blsengﬁ)g L m

= 2magy + a; cos ¢ + biseng.
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Entéo, substituindo em (3.32), obtemos que

d
F(p) = 2mag+ aycosd + bisend + Z agr1cos (I + 1)o) + bypgsen((l + 1)¢)

=1
d+1

= 2map + Z a; cos (lg) + bsen(lo).
=1

(3.33)
Como os coeficientes ag, . .., ag41, b1, ..., bqr1 foram escolhidos de maneira indepen-

dente, (i) estd provado.
ii. Consideremos dois casos: d =1 e d = 0.

d>1: Tome v = 2(d + 1). Usando os polinémios Py(z,y, z) e Qq(z,y, z) de grau d
dados por (3.30) e (3.31), a equagao (3.33) se torna

d+1
F(¢p) =ap + Z(al cos (lo) + bisen(lg)). (3.34)
1=0
Como as v+ 1 = 2(d+ 1) + 1 fungoes 1, cos ¢, seng, . .., cos (vp/2), sen(ve/2)
formam um sistema de Chebyshev em S', encontramos uma tnica solucio
para do, a1, . . ., y/2, b1, . .., by tal que a funcdo F(¢) em (3.34) possui um zero
simples para cada um dos pontos ¢, ..., ¢,. Sejam @, a1, - - ., yy2, b1, ..., by
esta solugao. Agora consideramos os polindémios Py(x,y, z) e Qq(z,y, z) dados

por (3.30) e (3.31) tais que
(~lo = dag, ... ,CL,//Q = EV/Q, bl = 61, C ,by/g = ay/g.
Entao a fungdo F(¢) dada em (3.33) possui exatamente v zeros e cada um

deles é simples.

d =0 : Entdo v. = 2(d + 1) 86 pode assumir o valor v = 2. Seja @p =0 e d =0 em
(3.30) e (3.31), entao obtemos Py(x,y, z) = by, Qo(z,y,2) = a; de graud =0 e
F(¢) = aj cos ¢ + byseng. Tomando a; = 1 e by = 0, temos F(¢) = cos ¢ que

possui exatamente dois zeros, ambos simples. Estes dois casos provam (ii).
]

Nota 1. Pela estrutura de F(¢) ela nao pode ter um nimero impar de zeros e cada um

deles ser um zero simples.

Ainda, se v é fmpar, nao é facil encontrar polinomios P(z,y, z) e Q(z,vy, z) tal
que o sistema (3.12) possui exatamente v ciclos limites bifurcando de uma 6rbita periddica

no toro para o sistema (2.9).

Teorema 11. Para € # 0 suficientemente pequeno, temos:
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.

Se o grau mdximo dos polinomios P(z,y,z) e Q(z,y,z) é d e F(¢) dado em (3.13)
nao se anula identicamente, entao 2(d + 1) é o nimero mdzimo de ciclos limites do

sistema (3.12) que bifurca das orbitas periddicas o toro T do sistema (2.9).

Para v = 2(d + 1) podemos encontrar polinémios P(x,y,z) e Q(z,y,z) de grau
d tal que o sistema (3.12) possui exatamente v ciclos limites, 0s quais sao todos

hiperbélicos, bifurcando das orbitas periddicas no toro T do sistema (2.9).

Comentario 2. O Teorema 11 nao depende de R(x,y,z), pois F(¢) dada em (3.13)
independe da fung¢io R(x,y, z).

Demonstragdo. i. Pelo Lema 3, o sistema (3.12) se torna (2.8) e podemos aplicar o

ii.

Teorema 5 para estudar as érbitas peridicas isoladas do sistema original (3.12). Se o
grau maximo de P(x,y, 2) e Q(x,y, z) é d e a fungao F(¢) nao se anula identicamente,
entdo pelo Lema 3 a fungdo F(¢) possui no maximo 2(d + 1) zeros isolados em S'.
Como F(¢) € R, segue de (ii) do Teorema 2.8 que teremos 2(d + 1) ciclos limite, o

que prova (i) do Teorema 11.

Precisamos mostrar que para v = 2(d + 1) existem polindmios P(z,y, z) e Q(z,y, 2)
ambos de grau d tais que a funcio F(¢) possui exatamente v zeros em S', sendo cada
um deles simples. Isto nao segue direto do Lema 3, pois, em geral, os coeficientes de
F(¢) dados em (3.26) ndo sao independentes, porém no Lema 4 mostramos que eles
podem ser independentes e aplicando o Teorema 5 (b) e o Corolario 2, o resultado

segue.

]
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3.3 Ciclos limite em um cilindro is6crono

Detectar o nascimento de ciclos limite em campos vetoriais suaves por parte
¢é algo bastante estudado na teoria dos sistemas dinadmicos e nas ciéncias aplicadas. O
objetivo neste capitulo é estudar bifurcagoes de ciclos limite de um continuo de érbitas
periédicas preenchendo um cilindro isécrono bidimensional de um campo vetorial em R?. A
abordagem envolve o processo de regularizacao de um campo vetorial ndao-suave e o método
baseada na func¢ao de bifurcacdo de Malkin para perturbagoes C". Os resultados fornecem
condigoes suficientes para obter ciclos limite emergindo do cilindro através de perturbagoes
suaves e nao-suaves do campo. Neste capitulo iremos apresentar uma generalizacao do que
foi feito em [5] para uma classe maior de cilindros considerando perturbagées nao suaves.

Os dois artigos serao tratados neste capitulo, comegando por [5] e depois [2].

3.3.1 Perturbacoes suaves

Os resultados presentes nesse subcapitulo foram a motivacao para o artigo [2],
conforme citado na introducao do mesmo. Ou seja, estes resultados serao generalizados

posteriormente e foram retirados do artigo [5]. Considere o sistema diferencial dado por

ro= .T($2+y2—1)—y+ﬁp(l’7y,2),
y. = y(l‘2 + y2 - 1) +T+ 8@(%, Y, Z)? (335)
. X

= —— +eR(z,y,2),

Va2 +y?
Considerando o sistema (3.35) ndo perturbado, ou seja, quando & = 0, a érbita que em

t = 0 passa pelo ponto (cos 6y, senfy, z) € C = {(x,y,2) € R : 2* + y* = 1} é dada por,
x(t) = cos(t + 0y) y(t) =sen(t +6y) =z(t) = 2o + sen(t + 6y) — senby. (3.36)
Observe que restrito a C', o sistema (3.35) nao perturbado se reduz a

r = -y,
7
Z. —
Além disso (3.36) satisfaz o sistema acima, portanto no cilindro, todas as dérbitas sao
periddicas de periodo 27. Queremos agora, verificar quantas érbitas peridodicas em C'

bifurcam em ciclos limite do sistema perturbado (3.35), para ¢ suficientemente pequeno.

Teorema 12. Para € ndo nulo e suficientemente pequeno, cada raiz simples do polinomio
2w
J (R(COS 0, send, zpsend) — cos [COS 0Q — sen@f’]) do,
0
onde os polindmios sio dados por P = P(cosf,senf, zgsenf) e Q = Q(cos b, send, zysenf),
o sistema diferencial (3.35) tem um ciclo limite bifurcando da orbita periédica (3.36) no

cilindro C' que € uma orbita do sistema (3.35) ndo perturbado.



Capitulo 3. Ciclos limites em variedades 59

Demonstracao. Passamos o sistema para coordenadas cilindricas,
x =rcosh, y = rsenf, z =z (3.37)

Portanto, se derivarmos com respeito a variavel ¢ as expressoes (3.37) acima, obtemos

r = rcosf— rsen@é,
. _ . (3.38)
y = rsend + rcosfb.
Substituindo a mudancga de coordenadas (3.37) em (3.35), segue que
& = rcosf(r’(cos®d + sen’d) — 1) — r’send + e P(r cos 6, rsend), z)
= rcosf(r* — 1) —r’send + e P(r cos 6, rsenb), z),
y = rsend(r’(cos® 0 + sen’d) — 1) — r?cos ) + eQ(r cos 0, rsend, 2) (3.39)
)

= rsenf(r® — 1) — r*cosf + eQ(r cos§, rsend, z),

Z = cosf+eR(rcosb, rsend, z).

Denotaremos por Y = Y (rcos@,rsenf, ), os polindmios nas novas coordenadas, ou seja,
Y pode ser qualquer um dos polindémios P, ) e R. Igualando as expressoes de z e y, obtidas
em (3.38) e (3.39), temos

i = 7cosf—rsenfd = rcosf(r? — 1) — r’senf + e P,

. ~ 3.40
= 7senf + rcosf0 = rsenf(r* — 1) —r? cos O + Q. (3.40)

Multiplicando a expressao de & na equagao (3.40) por cosf e a expressao de y por senf e
somando, temos que

i =1r(r? — 1) 4+ £(cos OP + sendQ).
Multiplicando a expressao de & na equagao (3.40) por (—senf) e a expressao de y por cos 6

e somando, segue que
1 = 1 + e(cos 0Q — sendP),
0=1+ E(cos 0Q — senfP).
r
Observe que o ponto denota a derivada com respeito a variavel temporal t, seja agora
linha denotando a derivada com respeito a variavel 6, assim
. ir _drdt _ r(r* — 1) + (cos OP + senfQ)
dg dt df 1+ E(Cos 0Q — senfP)
r

r

Para calcular a expansiao em série de Taylor de primeira ordem em & para r’, precisamos

calcular a derivada com respeito a € da fungao aplicada em ¢ = 0, segue que

dr’ (cos 0P + senfQ)(1 + ;(cos 0Q — senfP))
o2 - s
de (1 + E(cos 0Q — sen@P))

T

(r*—=1)+ ;(cos 0P + senfQ))(cos AQ — senfP)

(1 + %(COS 00 — sen¢915)>2
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Aplicando em ¢ = 0, temos

dr’

=l = (cosOP + senfQ) — ((r* — 1)(cos Q — senfP).
e=0

Portanto, a expansao em série de Taylor é dada por
=13 — 71 + (cos P + senfQ)e — ((r® — 1)(cos Q — senfP)e.

De maneira analoga, temos que

p_d_dzdt _ cosf + R
dp dtdg 14 E(cos 00 — sen&p).
T

z

Entao, derivando com respeito a variavel €, segue que

_ 3 . 1 _ . _

dr R(1+ ;(cos 0Q) — senfP)) — ;(cos 0 + eR)(cos 0Q) — send P) (3.41)
o i — . :

de (1 + ;(cos 0Q — sen@P))

Aplicando (3.41) em € = 0, obtemos

dfz’
de

_ A cos

e=0

(cos HQ — sendP).

r

Portanto, a expansao em série de Taylor é dada por

N coS
2 = cosf + Re —

0 3 3
(cos Q) — senfP)e.
Temos entdo que o sistema abaixo é equivalente ao sistema (3.35),

= 13—+ (cosOP + senfQ)e — ((r* — 1)(cos HQ — sendP)e,
0 R .
o8 (cos 0Q) — sendP)e.

!/

2 = cosO + Re —

”
Quando € = 0 temos o sistema nao perturbado Fy(6, z), onde = = (z,r) que é dado por
cos
Fo(0,z) = .
(6, ) <r3 — r)
Seguindo a notagao do sistema (3.12), temos ainda

cos

R— (cos Q — senf P)
Fl(Q,x)z ( - T ~ . )
(cosOP + send@) — ((r? — 1)(cos Q) — send P)

Tomaremos a funcao f(a) = 1, onde o = 2, pois estamos no cilindro de raio 1. Entao,
2o = (20,1) ¢ Z = {z4 = (20,1) : 20 € V}. Temos entdo que resolver o sistema nao

perturbado dado por Fy(6,x), ou analogamente, resolver o PVI abaixo:

d; = cosf 2(0) = 2o
L
de



Capitulo 3. Ciclos limites em variedades 61

Temos que z(#) = senf + K e como z(0) = zp = 2(0) = sen0 + K = K = K = z. Assim,

1
Vel +1

,comor(0)=1=1l= ——=1=
0 = r(#) = 1. Como o nao perturbado é dado por

V1-l+1
cos 6
Fo(@,l'): (7”3—7“>,

0 0
DxF0(97x): (0 37”2—1 >7

onde x = (z,7). Aplicando em z, = (zp, 1), obtemos

DL Fy(6, 7) ( 8 g ) |

a solugao é z(0) = senf + zy. E r(0) =

o linearizado é da forma

Temos que

Portanto,

A matriz acima satisfaz as hipoteses do Teorema 5, entao podemos aplica-lo. Defina

( 22212:3 ) - M;(G)Fl(e,z,r) = ( (1) 6020 ) Fi(0,z,1).

Tomando a primeira componente da expressao acima, visto que queremos a projecao nas

primeiras coordenadas, temos

f1(0,2(0, 2,)) = f1(0, zo + senb, 1)
= R — cos f[cos Q) — send P,

onde as varidveis dos polinémios P, Q) e R sao (cos,send, zy + senfl). Os ciclos limites sdo

os zeros da funcao abaixo

Fla) = wal(G,x(H, 24))dé.

pelo Teorema 5. O
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3.3.2 Perturbacoes nao suaves

Agora encontraremos ciclos limite emergindo de um continuo de érbitas perié-
dicas preenchendo um cilindro bidimensional por uma perturbacao nao suave do campo

vetorial. Considere o sistema diferencial,

i =—y+a(@®+y*—1), (3.42a)
y=x+y@x*+y*—1), (3.42D)
z = h(z,y). (3.42¢)

A funcdo h(z,y) nido depende de z e o cilindro C = {(z,y,2) € R* : 2% + y* = 1} é um

conjunto invariante para o sistema (3.42). De fato, se (x,y, z) € C, entdo temos que
i=—y+a@ +y’—1)=—y,
y=x+y@@®+y*—1) =z,
Z = h(z,y).

Fixada uma altura z, temos que a solu¢ao no plano xy é um centro. Portanto, C' é invariante.

A solugao passando pelo ponto (cos 6y, senfy, zg) € C em ¢t = 0 é dada por

t

x(t) = cos(t +6y), wy(t)=sen(t+6by), =z(t)= 2z + L h(cos (s + 6p),sen(s + 6p))ds,

pois o linearizado é dado por
l:‘ _ 0 —1 v _oa( 7))
Y L0 Y Y
—_—
Solugao para = = Ax é:
—t —1 t —sent
2(t) = cos (—t) Lo sen(—t) . cos Lo sen ‘
sen(—t) cos (—t) —sent cost
Além disso,
1 0 0
z(0) =y + ¢ [ )= ).
0 1 Co send,
*) x(t) ¢y cost — cosent cos Oy cost — senfysent cos (t + 6p)
€T = = = == .
y(t) cisent + cg cost cos fpsent + senfy cost sen(t + o)
Ainda, como Z£(t) = h(x(t),y(t)) = h(cos(t + 6y),sen(t + ty)), segue que

z(t) — 2(0) = Jo Z(s)ds = Jo h(cos(s + 6y),sen(s + tg))ds. (3.43)
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Ja sabemos que no plano xy a solucao é periddica. Assim as solugoes no cilindro C' sao
periddicas se a integral em (3.43) é periddica. Para verificar tal propriedade sobre essa
integral, devemos impor algumas condigdes sobre a funcao h. Por outro lado, o cilindro é
invariante mas nao é preenchido por érbitas periddicas. De fato, vamos considerar fungoes

h que podem ser expressas da forma

h(z,y) = p(z® + y*)h(x,y),

onde

i
Z ;5T yj.

i+j>1
Entao, vamos encontrar condi¢oes nos valores naturais ¢ e j nos quais
t t
f h{cos s,sens)ds = p(1) Z aijj cos' s sen’s ds
0 i+j=1 0
¢ periodica, onde aqui tomamos 6, = 0 para simplificar as expressoes. Lembrando que
x = cos(t + 6p) e y = sen(t + 6p). Sabemos que

i+j]

nalle

cos' ssen’s = Cm cos((i + 7 —2m)s), se i+ j é par, (3.44a)
m=0
)

cos’ ssen’s = Z dymsen((i + j —2m)s), se i + j é impar. (3.44b)

m=0

Usando as expressoes acima e uma tabela de integrais, temos que as integrais sao periédicas

em ambas os casos, exceto quando i + j —2m = 0 quando j é par. Pois, se j é par, j = 2k

e como i + j —2m = 0, temos 0 = i + 2k — 2mi + 2(k — m). E entdo, i = —2(k — m), ou

seja, i é par. Logo, i + j é par e vale (3.44a). Assim,

" e [5] ]
J cos' ssen’ sds = f Z Cmcos((i 4+ j —2m)s)ds = Z Crds =

0 0 m=0 0 m=0 m=0

.

[i+

Cmt,

Mw

nao ¢é periddico. Entao, vamos supor que 7,7 nao sao pares simultaneamente. Podemos

escrever
Mz, y) = hi(2?,y%) + wha (2, y?) + wyhs(a?, y?) + yha(2®, ).
Como as poténcias de x, y ndo podem ser simultaneamente pares, entao estamos interessados

em funcgoes da forma

h(z,y) = (2, y°) + wyx(@®,5%) + y(2®, y°).
Como as drbitas periddicas estdo no cilindro C, a funcio h(z,y) = p(x? + 3*)h(z, y) tem
que satisfazer a condicio p(r? cos® @ + r’sen®) para r = 1 nas coordenadas polares.

Nesta segao, estamos executamos uma perturbagao nao-suave em (3.42). Isto

significa que consideramos duas perturbagdes especiais do sistema (3.42) dependendo
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da regidao de R?, que nos conduz a um sistema nao-suave. Os resultados serdo obtidos
utilizando uma fung¢ao de bifurcagdo de Malkin depois da realizacdo de uma regularizacao

dos sistemas nao-suaves.

Consideramos um plano separando o cilindro C' em duas partes para pertur-
barmos cada uma delas por fungoes diferentes. No entanto, devido a disposicao de C,
tomaremos y = 0 como sendo este plano de tal modo que cada o6rbita no cilindro intersecta
Y transversalmente em dois pontos distintos. E claro que a variedade de descontinuidade é
dada neste caso por ¥ = F~(0), onde F(z,y,2) = y. Note que a intersecdo do cilindro
C com ¥ sdo as duas linhas retas © = +1. De fato, C : 2? + y* = 1; se y = 0, entdo

2?2 =1 = x = +1. Note ainda que ¥ separa C' em duas componentes conexas.

Agora perturbamos o sistema (3.42) levando em conta a geometria de X. Iremos
considerar polinémios g = (p*, ¢*, ") dados por
pi(l',y,Z) = Z aiijkmiyjzkaqi(x>ya Z) = Z biijkxiyjzkari(l.?y?Z) = Z czijkxiyjzk7

i+j+k<m i+j+k<n it+jtk<s

comi,j,keNe a;*;k,, bfjk, c;*rjk e R, Vi, j, k € N. Considere a funcao
g+(x7yaz)+g_($ay7z) g+(x,y,z)—g_(x,y,z)

2 2 ’
e observe que a expressao de g toma formas diferentes dependendo do sinal de y, isto é,
9(p) = g*(p),se pe X ={y =0} e g(p) = g (p), se p€ B~ = {y < 0}, para cada p € R,

pois se p € X, entdo sgn(y) = 1 e, portanto,

o(p) = 9 ) +9 () , 97 -9 ()

g(x,y,2) = + sgn(y)

2 * 2
=g"(p)-
Por outro lado, se p € X7, entao sgn(y) = —1 e, portanto,
o(p) = 9" (p) ;g‘(p) g (p) ;g‘(p)
=g ()

Entao, perturbando (3.42) por uma fungao nao-suave, no caso g, obtemos um

sistema diferencial nao-suave dado por
X. = f(t,z) + eg(x), (3.46)
onde f(t,x) é o campo vetorial dado em (3.42) e ¢ = (x,y, 2) e € é um pardmetro pequeno.
Pela convencao de Filippov, temos que
XF(x,y,2) =(VF(z,y,2),X)

= {(0,1,0), X

=x+y@*+y*—1)

=Y F(x,y,z).
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No sistema (3.42), para e =0 :

i =—y+az@@®+y*-1),
V=X=X% g =c+a@+y*-1),
£ = h(z,y),

ou seja, XF(x,y,2) = YF(x,y,2) = y(z* + y* — 1) + x para ¢ = 0. Entdo,

XF(£1,0,2) - YF(£1,0,2) = (0((£1)* + 0+ 1) + (£1))* =1 > 0.

Assim, C' "X < X Se |e] # 0 é suficientemente pequeno, a interse¢io C' N 3
ainda ocorre em pontos de costura desde que a transversalidade das solugoes passando

pelos pontos de costura seja estavel.
Teorema 13. Considere o sistema diferencial T —periodico
i = f(t,2) +eglt,3,2), (3.47)

onde f € C3(R x R",R") e g € C°(R x R" x [0,1],R") sdo T—periédicas na primeira
varidvel e g € localmente e uniformemente Lipschitz com respeito a sequnda varidvel. Para
z € R", denote por x(-,z,€) a solugio de (3.47) tal que x(0,z,e) = z. Assuma que o
sistema nao perturbado

T = f(t,x), (3.48)

satisfaz as sequintes condigoes:

1. Eriste uma bola aberta U < R¥ com k < n e uma funcio & € C(U,R") tal que para
h e U a matriz n x k, DE(2), possui rank (posto) k e £(z) é a condigio inicial da
solugao T—periddica de (3.48).

2. Para cada h € U, o sistema linear

Y= Dxf(t>$(taz70))ya (349)
com z = &(2) possui multiplicador de Floquet com multiplicidade geométrica igual a
k.
Sejam ui (-, x), ..., ux(, x) as solugoes T—periddicas linearmente independentes do sistema
linear

= — (D, f(t,z(t,£(2),0)))* u,
tal que u1(0,2),...,u (0,2) sdo C*com respeito a h e defina a fungio M : U — R por
T <u1(s,z),g(s,x(s,f(Z),O)),0>

M(Z) - L ds.
<Uk:(37 Z)» 9(57 $(Sa f(z), 0))7 0>

Entao ocorre:
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1. Para alguma sequéncia (©m)m=1 de CO(R,R™) e (€)m=1 de [0,1] tal que o, —
E(z) € £(U), ey — 0 quando m — o e p,, é uma solugio T—periédica de (3.47)

com € = g, temos que M(zp) = 0.

2. Se M(z) # 0 para algum z € oU e d(M,U) # 0, entao existe 1 > 0 suficientemente
pequeno tal que para cada € € (0,e1] temos pelo menos uma solu¢io T—periddica p.
do sistema (3.47) tal que p(¢-(0),£(U)) — 0 quando € — 0, onde p(p-(0),£(U)) =

min [|p-(0) = (| e -| é a norma em R".
U)

Se ainda assumirmos que existe zo € U tal que M (z) = 0 e M(z) # 0,V z e U\{z} e
o grau de Brouwer d(M,U) de M em U satisfaz d(M,U) # 0. Mais ainda, chamando

wo = &(20), assumimos que

3. Para § > 0 suficientemente pequeno eziste Ms < [0,T] Lebesgue mensurdvel com
mes(M;) = 0(9) tal que

lg(t, w1+ ¢ €) = g(t, wr,0) — g(t, w2 + ¢, €) + g(t, w2, 0)|| < 0(5)]wr — wal,
para todo t € [0, T\Ms e Ly > 0 tal que

|M(21) = M(22)| = Lar|21 — 22|, V21, 22 € Bs, (20).
Ocorre ainda:

1. Eziste d3 > 0 tal que para cada € € (0,e1], ¢ € a unica solugio T—periddica de

(3.47) com condigao inicial em Bs,(wy). Mais ainda, ©-(0) — £(20) quando € — 0.

Comentario 3. A condig¢io (3) é muito técnica, ao invés de usd-la iremos usar a condi¢do
mais simples para a fungdo g dada a sequir:
(v) Para algum X\ > 0 suficientemente pequeno, existe My < [0,T| Lebesgue mensurdvel

com mes(M)) = o(A)/\ e tal que para cada t € [0, T|\M, e para todo w € Bs(wy),e € [0, \]
oY)

||Dwg(t7w7€) - Dwg(t,wg,())“ < T

Para obter os resultados vamos trabalhar com a regularizacao do sistema (3.46)
j4 que a parte perturbada é ndo suave. Seja agora = = (x,y,z) um ponto em R® e

F(t,z) = y. Considere a func¢ao de transi¢ao de classe C' dada por

—1, set<—§
t
— se —d<t<d ,
57

1, set>=9

Entao, como o sistema (3.46) pode ser escrito como
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a regularizacao de (3.46) pode ser escrita por

Xi = 5 (@) + e (@) + [(t,) + g™ (@)

+9052(y) (f(t. ) + 2g% () — (f(t, ) + 29~ ()

= f@)+ S0 @) @)+ et @) g (@)

2
(g+(w) -QF g (z) 9" (z) = g(fv)) '

= f(t,z)+e¢

+@s5(y)

Observe que se y < —4, entao ¢s(y) = —1, de onde

55 sl e (CEIE) @ @) 0 sy o),

Se — < y < 0 entdo ps(y) = t/y, entdo

X5 = f(t,x)+¢ <g+(m) —gg(m) n gg*(m) ;g(fv))

Se y = § entao ps(y) = 1, entdo

X = f(t,®) +¢ (g*(w) 97 (@) + g(x) = g_(m)) = f(t,z) +eg" (x)

2 2

Portanto

2
onde,
9" (@), sey < —0
g5() = 9" (x) ;rg(w) N gg%’v) ;g(fv)’ o —F<y<d (3.51)
g (@), sey >0

Note que o sistema (3.50) é suave e possui a mesma parte nao perturbada
do sistema (3.46), isto é, o sistema (3.50) também possui um cilindro C' preenchido por
6rbitas periddicas quando € = 0, para todo § > 0. Ainda se 6 — 0 o sistema (3.50) se
transforma no sistema (3.46) que é suave por partes. Aplicaremos o Teorema 13 no campo
regularizado e aplicando o limite fazendo ¢ se aproximar de zero, estenderemos o resultado

para o sistema nao suave (3.46).

Agora vamos introduzir duas fungdes que dependem da fungao h (que determina
a forma das érbitas periédicas no cilindro C.) e as pertubacdes p™, ¢~ e r™ que sio muito
importantes para os resultados. Primeiro considere a fungao

Ap(0) = cos Qgh(cos 0,send) + senﬁgh(cos 0, send). (3.52)
z )
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Observe que A, (6) é bastante técnico, mas possui um papel importante na implementagao

tedrica do Teorema 13 para o sistema (3.50), e que depende apenas da fungao h.

Seja Ms : R — R uma funcao definida por

My(e) = [ = [hleostsent)(—cosba™(9) +47(9) +send(p' 5) + 9 (5)

+(r™ () + (<)) + (h(cos b, send)(cos O(—q " (s) + ¢ (<))
+senf(p* (<) — p (<)) + (r*(¢) — r(<))ps(send)) | ds
s (3.53)
onde, ¢ = (cos @, senf, z + J h(cos v, senv)dv), para z um nimero real. Veremos que sob

boas condigoes os zeros simples da funcao My sao ciclos limite bifurcando do continuo de

orbitas periddicas do cilindro C'.

Lema 5 (Lema Fundamental). Suponha que A,(8) = 0,Y0 € [0,27). Entdo, para |e|
suficientemente pequeno e para todo zy tal que Ms(z9) = 0 e Mi(29) # 0, o sistema suave
dado por (3.50) possui um ciclo limite bifurcando das drbitas periddicas no cilindro C' com
e = 0. Mais ainda, existe no maximo s = m,n,p valores de z nos quais Ms(z) =0, onde

m,n,p so os coeficientes dos polinémios p*, ¢, r*.

Comentario 4. Note que a condigio An(0) =0 nao é vazia. Para isto, vamos verificar
que para cada ¢; € R a funcao

0

2i+1
Z 21+1 P E— T

z=0 :L'Q + y 2
satisfaz a propriedade.

Primeiro note que a poténcia do polinémio c;x*

¢ sempre impar, entao a
integral em (3.43) fornece uma solugdo periédica. Note ainda que

2i+1

i (20 + Desx® (22 + y*) 2 ci:r%“%(ﬁ + yz)%Qx
(@2 + 422

[e=]

1=

2i—1

22y

iﬁg}y zi T 2@+121+1(l, +y)
a ~ (:L.2+y )2z+1

Nas coordenas cilindricas, as expressoes acima se reduzem, respectivamente, a

e¢]
;Eﬁ(cos 0,senf) = ;)(2@' + 1)cicos™ O — (2i + 1)¢; cos® 20
0 .
= 2(22 + 1)¢; cos™ fsen’d
i~0
0 -~ x .
a—xh(cos 0,senf) = ;) —(2i + 1)¢; cos® T fsend

Substituindo na equagdo (3.52), obtemos A,(0) = 0.
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Demonstragio (Lema Fundamental). Considere o sistema (3.50) e suponha que para este
sistema tenhamos verificado que A,(0) =0, V60 € [0,27). Como as 6rbitas periédicas do
sistema (3.42) que estamos perturbando moram no cilindro C', faremos uma mudanca de

coordenadas para coordenadas cilindricas (z,r,6) dada por
xr=rcosf, y=rsend, z=-z.

Derivando com respeito a variavel ¢t as equagoes que definem a mudanca de coordenadas

cilindricas, temos, pela regra da cadeia,

do_, _ dede dodr dedo
at " T dzdt  drdt dgar 0T

3.54)
dy .  dydz dydr  dydf ) . (
E_y = @E—i—%%—i—@a—sen@r—i—rws%

A equagao para Z permanece a mesma. O sistema (3.50) é da forma,
X5 = f(t,®) + egs(x) (3.55)

onde f(t, ) ¢ dada pelo sistema (3.42) e gs(x) foi dada em (3.51), com g* definido em

(3.45). Portanto, podemos reescrever (3.50) do seguinte modo

Fo= —y+$($2+y2—1)+€<p+(m);p_(w)+g05(y)p+(m);p_(w)>
g = v+y@@®+y*—1)+e (q*(:z:) JQF a () + %(y)cﬁ(a:) ; q(:c)) (3.56)

3 = h(:c,y)+e(r+(w);rr(m)+¢a(y)r+(a");r(m)).

Entéo, escrevendo o sistema (3.56) nas novas coordenadas, temos que

i = —rsend + 7% cosO(r® cos® 6 + rsen®d — 1) + gP(@, S)
= —r(senf — cosO(r* — 1)) + %P(@, S)
y = rcosf + rsend(r? cos® @ + r’sen’d — 1) + %Q(@, S)

= =r(cosf +senf(r* — 1)) + %Q(ea S)
2 = h(rcosf,rsenf) + %R(Q,g)

onde, B(0,s) := b*(s) + b (s) + @s(rsend)(b"(c) — b~ (s)), onde B = P,Q, R e b denota,

algum dos polinémios p, g, r. Ou seja,

& = —r(send —cosf(r* — 1)) + gp(evg)
y = r(cosf +senf(r* — 1)) + %Q(& S) (3.57)

z = h(rcosé’,rsen@)—i—%R(@,Q
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Entao vamos encontrar as expressoes de 7'“,9. utilizando as equagoes de 7,y dadas em (3.57)
e (3.54). Assim,

—r(senf — cos O(r* — 1)) + gP(@, ¢) = cos 0F — rsenff (3.58a)
r(cos  + senf(r® — 1)) + g@(e, ¢) = sendr + r cos 00 (3.58b)

Multiplicando a equagao (3.58a) por —senfl e somando com a (3.58b) multiplicada por

cos 6, obtemos

rsen(senf — cos O(r? — 1)) + r cos f(cos § + senf(r* — 1)) — gP(G, ¢)send + g@(@, G)cosd
— rf(sen’f + cos® 0)

— sen®d — senf) cos O(r* — 1) + cos® @ + senf cos O(r* — 1) + g(Q(G, ¢)cos — P(0,¢)send)
=0

—0=1+ ;%T(Q(G,g) cosf — P(0,<)send)

Por outro lado, multiplicando a equagao (3.58a) por cosf e somando com a (3.58b)

multiplicada por senf, obtemos

—r cos(senf — cos O(r® — 1)) + rsenf(cos 6 + send(r® — 1)) + gP(Q, ¢)cosf + gQ(G, ¢)send
= sen’0r + cos® Or
— —senf cos  + cos? O(r* — 1) + cos fsenf) + sen?d(r* — 1) + %(P(G, ) cosf + Q(6,¢)send)
—

€

=i =7(r* = 1) + S(P(0,5) cos§ + Q(6; s)send)

Logo, o sistema (3.50) nas novas coordenadas ¢ dado por
Z = h(rcosf,rsend) + %R(G, S)
ro= r(r*—1)+ g(P(@,g) cos 0 + Q(0, ¢)send) (3.59)
0 = 1+ 267(@(6, ¢)cosf — P(0,¢)send)

Agora iremos alterar a variavel pela qual o sistema esta sendo derivado, de t para 6.

d>  dedt  d» (d@)_l P h(r cos 6, rsenf) + gR(Q,Q (3.60)
o == =2 = 3.60
o dtdy do\dt 0 14 QE(Q(Q, ¢)cos — P(0,<)send)

r
dr drdt  dr fdoN"t p r(rP=1)+ %(P(O, ) cosf + Q(6,¢)send)
— == ()] =x= 61
o~ dido o <dt> (361)

0 14 ZE(Q(e, ¢)cos — P(0, )send)
T
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Derivando (3.60) com respeito a &, visto que depois iremos expandir a expressao em Taylor

em torno de € = 0, obtemos

d <dz> B sR(0,¢)(1+ %(Q(@, s)cosf — P(6,¢)send))
de \df (1 + %(Q(Q,g) cosf — P(0, g)sen@))2

nggﬂ(meﬁ%e—Pw‘”%@%

(1 + g(Q(Q,g) cosf — P(0, g)sen9)>2

— (h(r cos 6, rsenf) +
+

Aplicando em ¢ = 0, temos que

(i
de \ df

Logo, fazendo a expansao em Taylor de ordem dois, em torno de £ = 0, segue que

L4 (=
“de \ do

e=0

1 1
= §R(9, ¢) — h(rcosf,rsend)(Q(0, <) cosd — P(6, g)sen@)g

e=0

dz dz

- — _ 2
0 0 +0

e=0

= h(rcosf,rsend) + 27 (R(6,5)r — h(rcos 8, rsend)(Q(6, ) cos @ — P(6,s)senf)) + O
(3.62)
onde O% = O(£?). Substituindo as expressoes P(6,<), Q(0,<), R(f,s) em (3.62), obtemos

;l; = h(rcosf,rsenf) + 27 (R(6,5)r — h(rcos @, rsend)(Q(6, <) cos @ — P(6,s)send)) + O

= h(rcosf,rsend) + 2£ ((r7 (<) + 1 (s) + ws(rsend) (r* () = (<)))r

r

—h(rcos 6, rsend)((q" () + ¢ (s) + @s(rsend) (g (s) — ¢~ (c))) cos

—(" (<) + p7(<) + ws(rsend) (p* (<) — p™()))send)) + O
Colocando @;(rsenf) em evidéncia, temos

;l; = h(rcosf,rsenf) + 2% [(rF (<) + 7 (¢))r — (r cos 0, rsenf) (cos 0(q* (<) + ¢ (<))
—senf(p™(s) + p~(s))) + ws(rsend) ((r*( r(¢))r

—h(rcosf,rsend)(cos 0(q™ (¢) — g (s)) — sen@(p*(g) —p (9)] + 0%
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Rearranjando os termos, obtemos

Z; =h(r cos @, rsenf) + 23 [(R(r cos 0, rsend)(— cos Bg™ (<) + sendp™ (<)) + r¥(s)r)
r
+ (h(r cos 0, rsend)(— cos 0g~(s) + senfp=(s)) +r~(s)r)
+ ps(rsend) (h(r cos 0, rsenf)(— cos Og™ (s) + senfp™(s)) + r*()r)
—(h(rcos 6, rsend)(— cos g~ (s) + senflp™ (<)) + r~(s)r)| + O
+ - v
=h(rcosf,rsend) + ¢ [(fl £S0<r) + ps(rsend) U = o)<, T)] + 0?
2r 2r
=h(r cosf,rsend) + eG3(0, 2,1, ¢),
onde

G0, 5r) — l(ff DO oy U =105 ) o

2r
e
fi(0,6,7) = h(rcos,rsend)(— cos 0 () + senfp* (s)) + r=()r.
Agora vamos aplicar o mesmo procedimento acima para a equagao (3.61). Note
que

d (dr) :2 P(0,¢)cost + Q(6,¢)send (1 2%,(@ cosf PsenG))

d= \ df (1 + 2%(@ cosf — Psené‘))2
(r(r* —1) + g(P(Q, ) cosf + Q(0,c)senh))

a £ 2 (Q(0,¢) cosd — P(6,<)send).
2r (1 + Z(Q cosf — Psen@))

Em particular,

d (dr
d= \ do

Assim, expandindo m torno de € = 0 nos da

P(6,¢) cosf + Q(0,¢)send — (r* — 1)(Q cos§ — P(6,)send)
5 :

e=0

02
2 +

[(0" (<) +p (<) + ws(rsend) (p* (<) —p (5)))(cos 6 + (r* — 1)sent))
() + @s(rsend)(q"(s) — g (5)))(send — (r* — 1) cos 0) | + O
[(0" (<) +p ())(cos 0 + (r* — L)send) + (q" (<) + ¢ (c))(send

— (r* = 1) cos0) + ps(rsend) ((p*(s) —p (<)) (cos b + (r* — 1)send)

+ (a7(s) — a7 (c))(send) — (r* — 1) cos 0)) | + O

(f2++f27)(07<>74) (f;—fg)(&,g,r) 2
: I

=—r+7°+eG50,2,1,¢),

+ s (rsend)

=—T+r3+6[
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onde
fi+ £)0,6,7)
2

)(fQJr B f{)(9,§,7°)

+ O?
2

G3(0,z,7,¢) = ( + s (rsend

f5(0,6,7) =p=(s)(cos O + (r* — 1)send) + ¢*(s)(send — (r* — 1) cos ).

Desta forma, o sistema 3.59 na nova variavel temporal 6 fica

— = h(rcosf,rsend) +eG3(0, z, 1, ¢),
a]g (3.63)
— = —r 41+ eG30,z,1,¢).

O sistema (3.63) é 2r—periddico. Para mostrar que a parte perturbada é localmente
uniformemente Lipschitz nas varidveis (z,7) € R?, considere a fungio G5 : R x R x [0, 1] —

R? como sendo G5(6, wi,wy, €) = (G5(0, w1, wa, ), G3(0, w1, wa, €)), e os conjuntos,

Ry ={(0,w1,ws,¢) € R x R x |0, 1]; wysend < —4§},
Ry ={(0,w1,w2,e) e R x R x [0, 1]; =0 < wasend < 4§},
R3 ={(0,w1,w2,¢) € R x R x [0, 1]; wesend > 6},

e seja K < R x R?[0,1] = U;_; 23R; um conjunto compacto. Para verificarmos que G é
Lipschitz em K é suficiente mostrar que ela é Lipschitz no fecho convexo K, de K, ou seja,
0 menor conjunto convexo que contém K, assim, KX < K,. De fato, sejam z,y € K., onde
x,y sao pontos de R? pois deixaremos 6, ¢ fixos. Agora considere S como sendo o segmento
de reta que passa por r e y e tome S; = S n R;, ¢ =1,2,3. Esta intersecao consiste de
um numero finito de segmentos fechados contidos em S, ja que a fronteira entre Ry e Ry
e entre Ry e R3 sdo variedades de R x R x [0,1] com dimensdo um. A restrigio de Gj
em S; para cada ¢ = 1,2, 3 fornece um polindmio nas varidaveis wi,ws, ja que p,q,r sao
polindmios e cada segmento S; esta contido na regiao R;, com i = 1,2, 3 e nestas regioes a

funcao s esta definida como sendo

—1, sepe Ry,

ws(p) = se p € Ry,

t
5
1 se p € Rg,

restando apenas os polindmios. Assim, Gs|s, é de classe C®. Isto significa que cada restrigao
Gsls, é localmente L;-Lipschitz no conjunto compacto S;, com i = 1,2, 3 que é equivalente
a ser L;-Lipschitz, ou seja, |Gsls, (0, z,¢) — Gsls,(0,y,¢)|| < Lid(z,y). Entdao para todo
(0,2,¢),(0,y,¢) € K, existe L = max{Li, Ly, L3} tal que

||G5(9,$,€) G5 0 Y, € Z L; sz pz+1||

pieS;

L < Z Lj|pj — pja| + Z Li|lpr — praa| + Z Li|p —pz+1>

p'7€S1 pkESQ pl€S3
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onde p°® é o segmento com extremos ps € psy1 para s € {i,j, k,l}, x = ps e y =, para algum
s,7 € N. Se n é o nimero de intersecoes de S com fronteira de cada R;, com 7 = 1,2, 3,

entao uma vez que S é um segmento obtemos:
1Gs(0,2,¢) = Gs(0,y, )|l < L (Jo = puf + - + llpn —yl)) < Lz —y]l.

Entdo G é localmente, uniformemente Lipschitz nas varidveis (z,7) € R?,

Agora, chamando de X = (z,r) e considerando o sistema (3.63) com ¢ = 0,
obtemos
X

== f(6.X) (3.64)

onde f(0,X) = (h(rcosf,rsenf), —r + ). Por hipétese f € C*. No plano zr a reta r = 1
é invariante pois para r = 1 temos que dr/df = 0 e dz/df = h(cos 0, senf), ou seja, nao
existe variacao na diregao do raio r, logo as solugoes do sistema (3.64) com condigdes
iniciais sobre a reta r = 0 permanecem sobre essa reta. Assim, a solugao X (6, Xo,0) com

condigao inicial Xy = (29, 1) é dada por

X (0, X0,0) = (2(0, z),7(0, 20)) = (zo + fe h(cos s,sens)ds, 1)

0

0
Como f h(cos s,sens)ds é periédica segue que z(0, zg) é 2m-periddica na variavel 6 e para
0
cada ponto em uma vizinhanca de z = 2y na reta r = 1 passa uma solucao 2m-peridédica
que encontra-se no espaco de fase (z,7,0) € R? x S'. Consequentemente o sistema (3.64)

possui uma familia M = {(z,7) € R? : 7 = 1} de solucdes 2m-periédicas.

Agora considere Ry > 0. Existe uma bola aberta contida em R,que denotaremos
por U, Ry e R, com U = {2, € (—Ry, Ry)} e a funcao ¢ € C*(U,R?), dada por

£(z) = <z + f h(cos s, sens)ds, 1)

0
que é uma parametrizacao para cada solucao em M satisfazendo para qualquer z € U, que
o

D¢(2) = (1,0)%, ja que toda solugdo em M é periddica, de modo que J h(cos s,sens)ds =
0
0, assim DE(z) = D(z,1) = (1,0)”, no qual posto é um. Note que £(z) é a condicdo inicial

de uma solugdo 27m-periddica de (3.64).

Agora vamos linearizar o sistema (3.64) ao longo das solugoes periddicas

X(0,£(2),0), obtemos

O = DLf(0,X(0.6(2),0),0)Y (3.65)

consequentemente a matriz D, f(0, X (0,£(z),0),0) é escrita como

ou ou
TEE) )



Capitulo 3. Ciclos limites em variedades 75

com u(r,0) = h(z(r,0),y(r,0)), com x(r,8) = rcosf e y(r,0) = rsenf. Note que,
h(x(r,0),y(r,0)) ndo depende de z, entdo du/dz = 0, e ainda

ou oh oh ox oh oy
P gz(:r(r, 0),y(r,0)) = dx(xér, 0),y(r, 9))$(r, 0) + @(:p(r, 6),y(r, 9))5(7«, 0)
= (r cos @, rsend)) cos 0 + a (r cos 6, rsend))send

Portanto, temos que em (£(2),1) é

ou ch oh
o (€(2),1) T (cos 0, senfl) cos 6 + a0 (cos 0, senf)send n(0)

Entéao o sistema (3.65) é da forma
ay (0 Au®) v
do 0 2

E possui a matriz fundamental dada por

Ny(o) = | 1 Lemh(s)ds Y (3.66)

Note que a matriz fundamental Ny (6) aplicada em 6 = 0 é a matriz identidade. Como, por
hipétese, Ay, (6) = 0 para todo 0 € [0,27) entdo a matriz C' = Ny'(0) Ny (27) é dada por

) d)-()

e consequentemente (3.65) possui a multiplicidade do Floquet +1 com multiplicidade
geométrica igual a um. Considere o sistema linear adjunto

av .
Como o sistema (3.67) é adjunto ao sistema (3.65) a matriz fundamental Ny () é dada por
Ny (0) = —(Ny(0))* e consequentemente a solugao linearmente independente é u; (0, z) =
(—1,0)T. Observe que u;(0, z) é de classe C' com respeito a z. Assim sendo, a funcio de

bifurcacao de Malkin Mj(z) tem a seguinte forma,

My(z) = f “un(s, 2), Gils, X (5. £(2),0)yds = | "G5, X(5.£(2),0))

0

Substituindo G} na expressdo acima, obtemos

My(e) = | = [hleostsend)(—cosba™(9) + 47(0)) + sendl(p 5) + 57 (5)

+(r*(s) + 7 (5)) + (h(cos 8, send)(cos O(—¢* (<) + ¢ (<))
+senf(p™ () —p~(s))) + (r*(s) —77(s)) s (send)) | ds
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onde ¢ = (cosf,send, z + J h(cosv,senv)dv). Com o objetivo de utilizar o Teorema 13

para encontrar os ciclos hI?lite do sistema (3.50), observamos que para cada z € U, tal
que Ms(z) = 0 e Mi(z) # 0, o Teorema da Fungao Implicita diz que M}(z) # 0, para
todo z € U e ainda d(Ms,U) # 0 ja que M; ¢é continua. Precisamos verificar a condicdo iii)
do Teorema 13. Lembrando da observagao 1, basta verificar basta verificar v) no lugar

de iii). De fato, seja A um nimero positivo, ¢ € [0, \],wy = &(2o) e considere os valores

py = arcsin(d/r) e p_ = arcsin(—d/r). Observe que a fungao ¢s é continua exceto nos

pontos # = p4. Considere os conjuntos LT = {w € [0,27] : |w—p+| <20} e Ly = L} U L.
A

Entéo, med(L,) = 8\ = O()\).

Agora observe que para todo 6 € [0,27]\L, e para todo w € By(wy), a funcao
Gs é C. De fato, a funcdo G5 nao troca de regiao R; para outra R; quando i # j e w
varia em B)(wp), para 7,5 = 1,2,3.Isso ocorre apenas quando 6 € [0,27]A, e o raio da
bola Bjy(wp) é menor que o raio de cada vizinhanga (p+ — A\, p+ + A) de p+. Entao pelo

Teorema do Valor Médio obtemos
| D.Gs(0,w,€) — DuG5(0, wo, )| < sup [ DZGs(s)|lw — wol,
ses
onde S = By(wy) e D2G; denota a segunda derivada da funcio Gs. Entao, uma vez que
D@y é de classe C* no conjunto compacto K, segue que
)\2

|D.Gs(0,w,e) — D,Gs(0,wy, e)| < Mlw —wo| < MA =M :

e entdo a condicdo v do Teorema 13 é satisfeita com M2 = o(A). Para provar v, primeiro
observe que My é uma funcao a valores reais no qual o dominio é o conjunto dos nimeros
reais. Dado 2y € U satisfazendo M;(z) = 0 com M}(z) # 0, Vze U, considere §; > 0 um
valor arbitrario tal que V = (20 — 01, 20 + 01) < U. Entdo, Pelo Teorema do Valor Médio,
existe c € V, tal que
| M5(b) — M;s(a)| = | Ms(c)||b— al,

Va,beV ece (a,b). A prova da condicio iv segue tomando Ly;, = inf{|M}(2)|;v € V} >0
e observando que |Mj(c)| = Ly, isto é,

| M;5(b) — Ms(a)l
|b—al

> Ly, = |Ms(b) — Ms(a)| = Lag|b — al.

Portanto o Teorema 13 garante que existe £; > 0 suficientemente pequeno e d; > 0 tal que
para cada € € (0,¢;), existe uma unica solugao 2w-periédica, consequentemente um ciclo
limite, p5 € C°(R,R?) do sistema (3.63) regularizado com condi¢do inicial em Bj,(£(2))
satisfazendo ¢5(0) — £(z9) quando € — 0. Consequentemente, os sistemas equivalentes
(3.59) e (3.50) também possuem ciclo limite ¢5(t) satisfazendo essa propriedade. Observe
que o caso particular tratado neste artigo, a regularizagao (3.50) com € = 0 ndo depende

de 4. A condigdo inicial ¢(z) também nao depende, entao ¢5 nao depende de §. Como
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0
£(z) = (zo + J h(cos 6, senf)ds, 1> possui a segunda componente igual a 1 (ou seja, r = 1
0

nas coordenadas cilindricas), o ciclo limite 5(¢) mora no cilindro C, isto é, ¢5 bifurca do

continuo de Orbitas periédicas em C.

Finalmente, colocando as expressoes de p©, ¢, 7 dadas em (3.45) na expressao

(3.53), obtemos o polinémio
Ms(z) = I(6)z5 + -+ - + 11(0) 20 + 1o(6),

onde s = max{m,n,p} e
2m

[j(é) = ¢j(97 5)d€ S R,
0

para algum ¢; dependendo de 6 e 6 com j =0,1,...,s. Como Ms(z) é um polinémio em
z, possui no maximo s zeros, entdo s = max{n, m,p} é uma cota superior para 0 nimero
de zeros de Mj. Consequentemente, pelo Teorema 13, s é também cota superior para o
niumero de ciclos limite que podem bifurcar do cilindro no sistema (3.63). O mesmo pode

ser concluido para o sistema (3.50), pois eles sdo equivalentes. ]

O préximo Teorema é o resultado principal desta secao e diz que os ciclos
limites que encontramos para o sistema regularizado (3.50) sdo preservados para o sistema

nao suave dado por (3.46) quando § — 0.

Teorema 14. Assuma que Ap(0) = 0, para todo 0 € [0,27]. Entao para || suficiente-
mente pequeno e para cada zero simples da fungdo de bifurcagao de Malkin, Ms(zs), com
(151_1)1(1) Mj(zs) # 0, o sistema ndo suave (3.46) possui um ciclo limite bifurcando das solugoes
periddicas no cilindro C' com € = 0. Mais ainda, existe no mdrimo s = max{m,n,p}

valores de z no qual Ms(z) = 0.

Demonstragao. Suponha que Ap(#) =0, V6 € |0,27) e para |¢| suficientemente pequeno
temos um valor zg tal que Ms(z9) = 0 e M{(zp) # 0, onde M; é dada em (3.53). Entao pelo
Lema Fundamental existe um ciclo limite para o sistema (3.50) satisfazendo ¢5(0) — &(2o)
quando € — (. Considere ¥* a secao transversal de ¢§ contida no cilindro C' para o mapa
de Poincaré pj : 3*° — 3% onde p5(z) = Xs(2m,£(2),€)p5(0) € £* e X5(t, X, e) é uma
solucgdo do sistema regularizado (3.50). Entao segue que p5(¢5(0)) = ¢5(0), ja que é uma
orbita periddica, logo fechada. Considere p© : ¥*° — 3*° 0 mapa de Poincaré do sistema nao
suave (3.46) com p5(z) = X (2m,£(z), ). Observe que tomando ¢ suficientemente pequeno,
a aplicagdo de Poincaré p° é a composicao dos mapas de Poincaré do sistema regularizado
que estd bem definido e é continuo para todo z € ¥*°. Cada ponto fixo de p® corresponde

a uma solugao periddica do sistema nao suave dado em (3.46). Entao segue que

lim p5(2) = p*(2),
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isto é, p® é o limite de p§. O ponto ¢°(0) = (lsi_r% ©5(0) e um ponto fixo do mapa de Poincaré
P (:),0u scla, p(°(0)) = (0). De fato, temos que pE(¢5(0)) = 5(0) > lim p3(¢5(0)) =
limy 50) = #°(0). Como Ty p(#5(0)) = (5 (0). segue que 7 (°(0)) = ' (0) & ponto
fixo e, como (lsi_r)r(l) Mj(zs5) # 0, os autovalores da diferencial de P° sdao maiores que 1.
Consequentemente, o sistema nao suave (3.46) possui um ciclo limite ¢°(¢) tal que ¢°(0) —
£(2) € R?, quando & — 0. O

Um caso particular de perturbagdes do sistema (3.42) é considerar g* = ¢~
em (3.45), isto é, aplicar a mesma perturbaciao em X" e em 7. Neste caso particular
obtemos um sistema perturbado suave para (3.42). Assim, (3.46) é suave e coincide com a

regularizagao dada em (3.50). O proximo teorema é um resultado sob estas condigoes.

Teorema 15. Assuma que Ay (0) = 0, para todo 0 € [0,27], g7 = g~ e considere a fungdo

21

M;s(z) = L —[h(cos 8, send)(— cos g™ (¢) + senfp* (<)) + r7(c)]ds (3.68)

onde, ¢ = (cosf,senf, z —I—J h(cosv,senv)dv), para z wm nimero real. Entdo, para |e|
0
suficientermente pequeno e para cada zq tal que Ms(z) = 0 e M{(zy) # 0, o sistema suave

(3.46) possui ciclo limite bifurcando das orbitas periddicas no cilindro C com € = 0. Mais

ainda, existe no mdximo s = maxm,n,p valores de z no qual Ms(z) = 0.

Demonstragio. Como g* = g~, obtemos p* = p~,¢" = ¢~ er™ =1~ e ainda A,(0) =
0, V0 € |0, 27), da férmula (3.53), obtemos

2w

M;s(z) = L —[h(cos 8, senf)(— cos g™ (¢) + p™ (<)) + r7(s)]ds,

2w
onde ¢ = (COS 0,send, z + J h(cosv, Senv)dv) . Substituindo p*, ¢*,r* dados em (3.45),

0
obtemos

Ms(z) = I,(0)z5 + - - - + 11(6) 20 + Lo (9),

onde s = max{m,n,p} e
2

L;00)=| 8,0,6)d0¢eR,

0
para algum aj dependendo de # e ) com j = 0,1,...,s. E o resultado segue pelo Lema

Fundamental. ]

Agora apresentaremos alguns exemplos para os resultados que foram demons-

trados acima.
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Exemplo 3. Considere h(x,y) = entdo o sistema (3.42) estd bem definido em

T

R*\{(0,0, 2)} para z real, h é de classe C* e, em coordenadas cilindricas, temos h(f) = cos 6.

Assim,

2 2m
J h(0)do = f cos 0df = sen2m — sen0 = 0,
0 0

e ainda
Ap(0) = cos HZZ(COS 0, send) + senHZZ(cos 0, send)
<1x/x2 +y? — 2(a* + y2)_§2m>

= cos 0

x? + 12

_1
+ senf _%(ﬁ * y2) *2y
(cos 0,send) z? + y2

= cos (1 — cos? 9) + senf) (— cos fsenf)) = cos fsend) — cos fsen®d = 0,

(cos 0,send)

ou seja, Ap(0) =0, Y0 € [0,27). Agora considere as perturbagoes dadas em (3.45) com

m=2n=p=0ecal, =0, Vi7jkeN, satisfazendo i+ j+k <1:

ijk
P (2,y,2) = aser” + agoy” + Az’ + a7y + A 22 + agy Y (3.69)
a (z,y,2) = by (3.70)
(2,9, 2) = Cioo- (3.71)
Se gt =g, entaop" =p ,q" =q er" =r" e podemos usar (3.68), pois a perturbagio

¢ suave. Assim,

Ms(z) = L ' —[h(cos 8, send)(— cos g™ (¢) + senfp* (c)) + r(c)]ds

2m

—= J cos? Obly, — cos fsenfp™ (¢) — r*(s)ds

0
T T

_ + + +

= bgoo™ — 7 %0 = %01 2mCho0

T
=77 (a1+10 + ajg; — 4bgog + SC(J)FOO) :

Assim, Ms(z) nao possui zeros se (afyo+ ajy; — 4bdoo +8¢ioo) # 0 € se (afiy + afy; — 4bgo +
8cgo0) = 0 entdo Ms(z) = 0Vz, ou seja, Mg possui um continuo de zeros, e assim ndao

podemos garantir nada aplicando o Teorema 15.

Considere inicialmente 6 = 1 e a perturbacio ndo suave, ou seja, para p+ #

p,q" # q,r" #r . Observe que como § = 1, entdo |[senf| < 4§, e assim @s(send) =

0
sen%. Calculando My(z) que € dado pela equagdao (3.53), temos que
- + — + + — — + — T+ —
Ms(z) = 3 (—4bgoy — 4bgoo + afip + afyy + atig + argr + 8¢ + Scopy) — %(alm —ay91)?

Entao se (afy, — ajy;) # 0, a fungio Ms(z) se anula em 2y dado por

d(ator + afo + afor + afio — booo — booo + 8¢hoo + S¢ooo)

zZ20 =

- T
Q101 — Q101



Capitulo 3. Ciclos limites em variedades 80

e temos que My(zy) = —<(ajg — afyy) # 0. Considere agora o caso 6 < 1. Este caso é mais

T
86 )
delicado, pois a medida que 0 varia em |0, 27|, teremos os trés casos:
senf < —0, —0 <senf <9, senf = .

Isto significa que teremos que dividir a integra¢io na expressio de Ms(z) levando em conta

m+ 05 27 — O5 /

55 7T—95 :

Figura 6 — Particao do intervalo a ser integrado.

cada um dos cendrios acima, conforme a Figura 6. Considere inicialmente 0 € [0, 7/2].

Desta forma, das desigualdades acima, obtemos
f < —arcsind, —arcsind <6 < arcsind, @ > arcsind.

Com isto, definindo 05 = arcsind, concluimos que devemos separar a integral em (3.53)

nos intervalos definidos pela particio {0,60s, m — 05,7 + 05,27 — 05,27}, Assim, obtemos

2(—0v/1 — 6% (26% — 5) + 3sen1(0))(a19; — aip1)
Ms(z) = 120
~ m(ago1 + ag10 + @t + atio — b0 — 4bgoo + 8cono + 8¢goo)))

8

Vemos que Ms(z) é um polinomio de grau 1 em z e, portanto, possui uma unica raiz, a

qual € dada por

_ 3mé(ag + ang + afor + ajig — 4bgoo — 4bgoo + 8cono + 8¢goo)

2 (=51 — 620 + 2v/1 — §26% — 3sen—1(8)) (ajo; — afyy)

Além disso, temos que a derivada de Mg aplicada em zy € dada por

20 =

(aj01 — aio1)(0%(5 — 262)%(=1 + %) + 60v/1 — 62(—5 + 24?) arcsin § — 9 arcsin? §)

M}(z) =
(%) 120(04/1 — 0%(—5 + 242) — 3arcsin 0) ’

como estamos assumindo ayy, — ajy; # 0, temos que Mj(z) # 0. Portanto o Lema

Fundamental garante a existéncia de um ciclo limite para o sistema (3.50) considerando a
fungao h(z,y) = x/(x\/2? + y?), a perturbagao (3.69) e € suficientemente pequeno.
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4 Conclusao e trabalhos futuros

Nesta dissertacao estudamos a existéncia de ciclos limite para equagoes diferen-
ciais suaves e suaves por partes, em varios contextos. O principal método utilizado foi o

Método da Média e suas varias variantes.

O primeiro caso estudado foi de sistemas em R™ x R x S' ¢ R x S?, inspirados
no artigo [6], porém os sistemas e suas perturbagoes utilizados na dissertagdo nao sao os
mesmos do artigo, afim de garantir que os mesmos estariam bem definidos e que suas
solugoes seriam periddicas. Apds feita as adaptacgoes conseguimos, utilizando o mesmo

método, produzir bons resultados para sistemas definidos nestas variedades.

A seguir, estudamos sistemas em R® que possuem um toro invariante folheado
de érbitas periddicas isbcronas, seguindo o artigo [4]. Nesta parte do trabalho, utilizando a
formulagao classica da Teoria da Média, conseguimos estimar cotas para o nimero de ciclos

limite dos sistemas. As estimativas foram obtidas por meio das fung¢oes de Chebyschev.

Finalmente, apresentamos os resultados presentes nos artigos [2] e [5]. Nestes
artigos, cilindros invariantes sao perturbados com fungoes suaves por partes e cotas para o
nimero maximo de ciclos limite sao estabelecidas. Em [2] adicionamos uma hipdtese a
mais no Teorema 14, que (1513(1) M;(z5) # 0, pois assim é possivel garantir que o ponto fixo
da aplicacao de Poicaré é de fato um ciclo limite, ou seja, que ele nao se degenera com a

perturbagao do campo.

4.1 Trabalhos futuros

Todos os problemas abordados nesta dissertacao podem continuar a ser estuda-

dos em contextos mais gerais.

Por exemplo, no caso do trabalho inspirado em [6], podemos estudar a existéncia
de conjuntos invariantes em variedades mais gerais que nao sejam produto de esferas com
espacos euclidianos. Outra possibilidade ¢ estudar, em espacos da forma R¥ x (Sk)m, a

existéncia de conjuntos invariantes mais gerais (por exemplo a folheacio de Reeb em S?).

Os artigos [2] e [4] também inspiram continuagoes, pois tratam de um sistema
inicial (ndo-perturbado) particular. Nao é considerado, por exemplo, que o toro (ou cilindro)
inicial poderiam admitir uma dindmica cadtica, , ou seja, que seja inicialmente folheado

por érbitas densas.
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