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1 Introducao

Um sistema dinamico é um sistema de equacoes diferenciais capaz de analisar a
evolucao de um conjunto de parametros conforme o tempo avanca ou retrocede.
E facil de ver que a modelacdo através desses sistemas pode ter muitas aplicacoes,
uma vez que a grande maioria dos fend6menos da natureza se comporta como um
deles. Como exemplo, temos as populagoes, os sistemas fisicos (especialmente
mecanicos), a teoria de controle em uma fabrica, etc.

Nesse meio nasceram os 23 problemas de Hilbert, que ocupariam os matematicos
durante os séculos XX e XXI, e entre eles o 16° Problema de Hilbert. A meta seria
encontrar um padrao entre a quantidade de ciclos limite em sistemas em R? e o grau
das equagdes do sistema, a fungao H(n). Assim, o estudo dessa Inicia¢do Cientifica
procurou familiarizar a aluna com os diferentes métodos algébricos de se obter um
ciclo limite num sistema suave por partes, com uso de métodos computacionais
para encontrar e garantir a existéncia dos mesmos para, num futuro, iniciar a
busca pela resposta do problema em pauta.

2 Metodologia

O processo de aprendizado constituiu-se, em maior parte, no estudo da teoria
através de artigos e livros seguido da implementacao computacional de exemplos
que embasassem o conceito. Os assuntos foram gradativamente dificultados e cada
novo topico era acompanhado de uma reuniao para apresentar as ideias principais,
sendo repetida caso houvessem dividas. Na grande maioria das vezes foi necessaria
consulta em materiais além dos indicados pelo orientador, em livros, féruns e
artigos, para complementar a compreensao. Todo o projeto foi executado com
computador e livros, sem necessidade de materal extra.

3 Resultados e Discussao [1]

3.1 Fundamentos iniciais

O primeiro passo foi fazer uma revisao de assuntos importantes, que a aluna ji
estudou em disciplinas. Sao eles: o diagrama traco-determinante e as defini¢oes
envolvendo fluxos.

3.1.1 Diagrama trago-determinante para sistemas lineares|2][3]

Os sistemas dinamicos sao responsaveis por modelar matematicamente um con-
junto de estados interdependentes de determinado sistema na natureza, seja na



biologia, na fisica ou em processos industriais. Para seu estudo, faz-se uso dos
conhecidos retratos de fase, "desenhos"que acompanham um campo vetorial
e que, dada uma condicao inicial sobre uma das linhas do desenho, o sistema
progride acompanhando a trajetoria marcada. F possivel classifica-los em 6 cate-
gorias:centros, focos, nos, selas, retas e pontos isolados. Para descobrir em qual
categoria um sistema se encaixa, monta-se a matriz associada ao sistema e analisa-
se o trago e o determinante dela, seguindo a classificacao da imagem abaixo:
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Figura 1: Diagrama Traco - determinante. Disponivel em:http:

//www.ime.unicamp.br/ “rmiranda/cursos/2020-2-mm442/slides/
mm442-aulad-aplicacao-de-poincare.pdf

3.1.2 Campos vetoriais e o Fluxo [4][5]

Definicdo 1 (formal). Considere A um aberto em R™ e I um intervalo em R.
Definimos um campo vetorial X : A — R", de classe C*. Ao campo vetorial

associa-se a EDO
&= X(v) (1)

As solugoes da equacao, i.e., as aplicagoes diferenciaveis ¢ : I — A tais que
Cé—‘f(t) = X(¢4(t)) V t € I sao chamadas trajetorias ou curvas integrais de X.
A funcao ¢(t) que satisfaz as condigoes é denominada fluzo de um sistema dife-
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rencial.

Definicao 2. Um sistema € dito invertivel se o conjunto indexador I possuir
valores menores que zero.

Um retrato de fase X, um conjunto indexador I e um operador ¢ definem um
sistema dinamico se:

e (r)=zVurelX;
o ¢'(z) = (¢ (2) Ve e X t,s€]
o ot =1Id= ¢ caso o sistema seja invertivel.

Caso todas as condicoes sejam satisfeitas, pode-se garantir que ¢(t) esta uni-
camente definido para todo t € [

Definicao 3. Uma curva integral chama-se mdxima se, para toda curva v : J — A
tal que I C J e ¢ = |1 (¢ € ¢ restrita a I), entao I = J e, consequentemente,
¢ = 1. Nesse caso, I chama-se intervalo mdzrimo.

Corolario 1. Se ¢ € solug¢io de (1) definida no intervalo mdzimo I e ¢(t1) =
O(ta),t1 £ to, entao [ =R e ¢p(t +¢) = ¢(t) Vt € I, onde c = t; — ty. Em outras
palavras, ¢ € periddica.

Defini¢ao 4. Um ponto p é chamado de fizo se permanece constante, i.e., ¢(p) =
pvt € 1

3.2 Closing Equations [5]

Estabelecidos os conceitos iniciais, o estudo se dirige para encontrar ciclos limite
de sistemas dinamicos planares lineares por partes, com descontinuidade na reta
rz=1.

Considere x uma variavel vetorial, A, B matrizes quadradas e o sistema

o Az, z < 1,
| Bx,z > 1.

Para assegurar que haja a formacao de um ciclo, algumas condi¢oes sao neces-
sarias:



e O retrato de fase de cada sistema, individualmente, deve retornar a linha de
fronteira, i.e., deve ser da forma de um ciclo ou de um foco, seja ele atrator
ou repulsor;

e Considere ¢4, ¢ os fluxos de A eB, respectivamente. Dados pontos p € © =
1 e ¢ (p) € x = 1, diferente de p, devemos ter ¢'2(¢"% (p)) = p.

Note que o segundo ponto dado define uma coordenada (x = 1) e o segundo
item aponta duas determinacgoes, uma vez que o fluxo esta igualado a um ponto
especifico.

Computacionalmente, a maneira utilizada para encontrar as closing equations é
adicionar constantes ao sistema da direita, no caso, o sistema B. Assim,

B— Ill = CLJZl(t) + bZEQ(t) +p
To = cx1(t) + dwa(t) + ¢

Exemplo 1. Considere o exemplo:

_Jat) =) —6y(t) , _ Jw(r)=2w(r)—>5z(r)+p
A= {y(t) —on(t) —yty BT {Z(T) 2w(r) — 22(r) + q

ambos formando ciclos, invertiveis. Usando o software Mathematica para auziliar
nas contas, concluimos que

ba= (%(11 cos(V11t) — 5v/11sin(V11t), %(11 cos(V11t) + v11sin(V11t))

op = (2p—5q+(1—2p+5q) cos(r)+(—3+p) sin(r), p—2q-+(1—p+2q) cos(r)+(—1+q) sin(r)).

FEstabelecendo (1,—2/3) como condigao inicial e (1,1) como condicao final do sis-
tema B, encontramos o valor de p = —7/6 e q indeterminado; de fato, o valor
assumido para q afeta apenas o tempo r, mas nao interfere no fechamento das
duas curvas. Assim, estabelece-se ¢ = 0, chegando no resultado de r ~ —5, 35589.
Observe as duas curvas se fechando no esquema abaizo, retirado do software:



Figura 2: Exemplo de equagao de fechamento

3.3 Sistemas Hamiltonianos [6][7]

Os Sistemas Hamiltonianos, oriundos da fisica, sao um caso particular de 6rbitas
fechadas em sistemas que descrevem movimentos onde a energia total é conservada.
Matematicamente, oferece uma gama de estudos sobre os sistemas integraveis,
equacoes que independem da primeira derivada.

Definicao 5. Uma funcao escalar é considerada uma Integral para um campo
vetorial qualquer & = f(x) se seu valor for constante em trajetdrias, i.e.:

I(z) =VI(z)oi=VI(z)o f(z) =0

Para sistemas planares, as curvas da funcao integral oferecem o retrato de fase
do sistema em questdao. O foco dessa se¢ao sdo os sistemas num plano (R x R),



num cilindro (S x R) ou num toro (S x S), com mais énfase no primeiro caso,
escrevendo o sistema como
&= f(z,y)

y=g(z,y)

Essa espécie de sistema aparece em peso nos assuntos relacionados a fisica,
especialmente na Mecanica Cléssica, de onde é proveniente o exemplo do topico.
Como introducao, considere a Segunda Lei de Newton F(x) = mi; como F de-
pende exclusivamente de x e Z, ele é conservativo. Portanto, dado uma energia
potencial V(x), temos que

mx +

d‘jlf) 0= /j&+—dv(m) —E

dx

sempre constante.
Sobre esses sistemas, afirma-se que:

Proposicao 1. : FEziste E(x) constante em drbitas fechadas para sistemas con-
servativos (e nao constante em trajetdrias abertas).

Proposicao 2. : Um sistema conservativo nao possui pontos fizos atratores/repulsores
(caso contrdrio haveria conflito com a proposi¢do anterior).

Proposicao 3. : Os retratos de fase de sistemas conservativos sao compostos, em
sua matoria, por selas e orbitas.

Como ilustracao, sera feita a anélise de um exemplo classico, o oscilador nao
forcado de Duffing. Considere o seguinte sistema:

T=1y

jg=x—2"—py, p=0

que possui uma integral. Para obté-la, utilizaremos um artificio:

iP—z+2=0=2F—-z+2°) =0

portanto

d d -2 2 4

E(i—x%—xi%) =0 = (integrando o termo de dentro)a(% - %—f-%) =h € R
y2 2 4 .. .

ou 5 % + %) = h Fisicamente falando, afirma-se que a fungao de energia do

2
. , A ) .
oscilador de Duffing é constante em oOrbitas; se o termo ) representar a energia



cinética (com a massa escalonada para 1), entdo os termos restantes equaciona-
riam a func¢ao de energia potencial V' (z), tornando h a energia total do sistema,
constante.

O exemplo é capaz de indicar o retrato de fase e sua construcao, a partir do
raciocinio seguinte: Tome a primeira integral como:

2

h:%+V(x):>y:i\/§\/m

tomando o sinal positivo, inicialmente.

Fixando h e aumentando x, vemos que o valor na raiz aumenta entre (0,1) e
diminui a partir desse intervalo, chegando a zero em algum momento e cruzando o
eixo x. Caso tomemos o sinal negativo, o retrato fard exatamente a mesma figura,
mas no quarto quadrante do grafico. Como todas as fungoes envolvidas sao pares,
podemos supor que os segundo e terceiro quadrante serao uma reflexao do primeiro
e do quarto. Assim, chegamos ao seguinte retrato de fase:
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Figura 3: Retrato de fase de Sistemas Hamiltonianos

Note que ha uma oOrbita que divide dois comportamentos do retrato de fase:
aquela que passa pela origem. Por essa caracteristica, ela ¢ chamada de orbita
homoclinica. Esse retrato de fase ¢ comum a muitos Sistemas Hamiltonnianos



3.4 Ciclos limite algébricos de sistemas diferenciais [8]

Em 1900, Hilbert propos que haveriam estimativas para o ntimero de ciclos limite
de sistemas polinomiais de determinado grau, bem como uma distribuicao e pro-
priedades padronizadas. Anos depois, Bamon, Ecalle e Ilyashenko demonstraram
que esse numero ¢ finito, apesar de seu méximo ainda ser desconhecido. Um tipo
de sistema é aquele cujos ciclos limites sao curvas algébricas invariantes, a se-
rem estudados no momento, aqui com foco nos sistemas quadraticos. Para tanto,
comecemos com definicoes.

Definicao 6. Tome o sistema

i = P(z,y), ¥ = Q(z,y)

. Tome também [ € Rlx,y|, i.e., f é um polinémio nas varidveis x e y. A curva
algébrica f(x,y) =0 é dita uma curva algébrica invariante do sistema polinomial
de equagdes diferenciais se, para algum polinomio K(x,y), nds temos:

of  of

p2L hCl
ox * Q@y

=Kf
O poinémio K é conhecido como cofator da curva algébrica invariante e o grau
da curva é o grau do polinomio f.

Observacao 1. Note que, se o sistema tem grau i, entao o cofator K tem grau,
no mdrimo, i — 1.

Definicao 7. Considere os pontos firos P,Q € R?, e também os reais a,m, firos.
Um Oval € o locus de todos os pontos S tais que d(P,S) £ md(Q,S) = +a.

Portanto, um ciclo limite algébrico de grau k ¢ um oval de uma curva algébrica
invariante irredutivel f(z,y) = 0 de grau k que é ciclo limite do sistema. Algumas
consideracoes sobre sistemas quadraticos :

e Podem ter ciclos limites algébricos de grau 2, e quando héa ocorréncia ele é o
unico ciclo limite do sistema.

e Nao tém ciclos limites algébricos de grau 3 (demonstrado por Evdokimenco)

Observacao 2. Os tunicos sistemas quadrdticos com ciclos limites algébricos de
grau 4 sao os sistemas de Yablonskii, de Filipstov e os casos:

—T1+ 1717 0

i = bx+62°+4(14+a)zy+ay?, j = 8—3k—14kx—2kry—8y* a € ( %

)



1
&= 2(1+4 2z — 2ka® + 62y),y = 8 — 3k — 14kx — 2kay — 8y°, k € (0,1)

cujos ciclos limite sao:

(y +c2®)* + 2°(x — a)(x — b) = 0, 3(1+a)(az® +y)* + 2y°(2y — 3(1 +a)x) = 0,

1
2 + 2 + 2y + 2azy® + 2axy’ + a2y = 0, Z+x—x2+kx3+xy+x2y2:0

respectivamente.

3.4.1 Implementacao

Computacionalmente, montou-se um sistema com coefcientes arbitrarios variando
de -1000 a 1000, obtendo um ciclo limite de curva algébrica. Assim, Obtivemos
que o sistema

—55570089 206370579z  339x? 1895362617y  172589ry  363165y>

= IST10320 48719320 | 26 31103524 9464 9464
4729727411 5650309283y 22828142
_ TEEITATRL L g 4 12— 2020000L00 _ Leooy
V= usti0320 R T Tos0105. T Y T T aes

possui curva algébrica f(x,y) = —703 —898x + 3642% — 474y — 730zy + 465y* como
ciclo limite:



In[51):= Graph:i.csRnw[

555708089 286370579 x 339x? 1895362617y 172589 xy 363165 2
JiS'I:r‘eamPlr.rI: [{— + + - + - »
48719320 48719320 26 34103524 9464 9464
4729727411 ., 5650309283y __ 228281 y? } [ 5, 20y, ¢ 5, 20) ]
-— % X+ ¥ - —— Xy - ——————— Xy - -
48719320 42629 405 Y saga J® 7 7? > W T3 ?

CnntuurPln‘t[—?EB—BSBX+364x2—4?4y—?38xy+465y2 =8, {x, -5, 28}, {y, -5, 26}]}]
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Out[51)=
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3.5 Teoria de Bifurcagoes [9]

O topico aqui abordado traz um estudo dos parametros dentro de um sistema de
equacoes. Um exemplo nitido da relevancia desse estudo ¢ o ja abordado Oscilador
de Duffing, em que o parametro p = 0 permite a anélise feita; além disso vemos a
presenca de parametros em sistemas populacionais, na equacao de Van- Der- Pol,
etc.

A esséncia da investigacao é a mudanca de estabilidade/retrato de fase quando o
parametro u. passa pr valores especificos, e averiguar o que acontece com o sistema
a0 passar por pontos criticos definidos em funcao de p.. Esta é chamada Teoria de
Bifurcagoes. Sem perda de generalidade, serd considerada a bifurcacao da solucao
trivial x = 0: os demais resultados sao obtidos por translacao.
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3.5.1 Sobre estabilidade de Liapunov

Definicao 8. Um sistema € dito estdvel se, para uma vizinhanca V (x) eziste outra
vizinhang¢a W (x); W(z) C V(x) tal que, para qualquer condicao inicial em W (x),
temos que o sistema permanece em V() para t > 0. Em outros termos, temos
que:

Vtg, e > 030(e,to) > 0 tal que |xg— P(ty)| < d = |x(t;t0, xo — @(t)| < € parat >ty

Ou seja, retratos cujas condigoes iniciais sao proximas de uma solugao peri6-
dica tendem a permanecer perto de tal solucao, mesmo quando ha uma pequena
perturbacao. Quando o sistema nao é estavel, dizemos que ele é instavel no ponto
Zg.

Note que a nocao de estabilidade pode ser analisada através da derivada do fluxo,
ie.

¢(x) — ¢(xo)

r — X9

limz — 2o < 0 = sistema estavel em x € W (zo)\{xo}

Exemplo 2. Tome o sistema

i = px — 2

As duas solugoes para a bifurcacao sio x = 0,x = p. Sabendo que a derivada
Df(p,x) = pu — 2z, temos que, para x = 0, Df(u,0) = p, ou seja, o sistema é
estavel para p < 0 e instdvel para p > 0. De modo andlogo, para x = p, temos
Df(u, ) = —p, e hd estabilidade para pn > 0. Note que, quando p =0, o sistema
descreve uma sela, ou seja, instdvel.

3.5.2 A bifurcagao de Hopf

A bifurcagao de Hopf é um tipo de bifurcacao envolvendo ciclos limites em que, a
partir da manipulacio do parametro, o ciclo surge ou se dissipa. E subdividido em
duas categorias: quando o ciclo envolve um ponto instavel, é chamado de bifurcacao
supercritica de Hopf; caso contrario, ¢ uma bifurcagao subcritica de Hopf.

Exemplo 3. Tome o sistema em coordenadas polares:
r=r(p—r?)
0=—1
r>0

Encontramos bifurcagoes para variagoes de raio iguais a 0, i.e., 7 =0 our = \/j.
Note que assumir r = 0 nao faz sentido, uma vez que a orbita deve ter algum valor
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positivo de rato. Dada a raiz, € esperado que os valores aceitdveis de p sejam os
positivos. Analisemos 0s casos:
u=0: Nesse caso,

F=—-r><0 = invidvel!

u < 0: Dada essa condi¢ao, temos que:
i=r(u—1?)=—rju|—r*<0 = invidvel!
w > 0: Entao:
F=r(p—1")=7>0Vre (0, er<0Vre (sqrtu,oo)
Entao hd uma drbita quando v = /L.

Teorema 1. (Hopf): Dado um sistema:
T = f,u = f(x, y)

U =g.=9(x,y)

Com pardametro 1 e ponto fixro em (0,0) (outros resultados obtidos por trans-
lagao). Tome também a matriz linearizada do sistema, de autovalores A, Ay =
a(p) £b(p) se para algum valor de p o sistema satisfaz:

" a(0) = 0,0(0) = w # 0, onde sgn(w) = sgn[(9g,/0z),=(0,0)]
° 2. dﬂm’ s

dp "0
o 3.c#0, onde

1 1
¢= E(frm + fayy T Yooy + Gyyy) + m_w(fry(fm + fyy)

_gxy(gxx + gyy) - fm:g:ca: + fyygyy)

em que 0s indices representam derivadas parciais. Com as condigoes satisfeias,
garante-se uma bifurcacdo de Hopf para valores de p > 0 quando ad < 0 e p <0
quando ad > 0.

12



3.5.3 Implementacao: sistema de Liénard

A implementacao do exemplo escolhido seguiu as verificagoes das condigoes basicas
para ocorréncia de bifurcacao. Tome o sistema:

i=—x+(p—2°)i
ou, equivalentemente,

i =
y=—x+(u—2a%y

Note que:
o 1\ [k o\| ..
(4 ) )] w -
d
Portanto as raizes serdo da forma § (uti/—p? + 4, com a(0) = 0,b(0) # 0, # =
L

1
1/2#0,c= 3 i.e., todas as condigoes de formacao do ciclo sao satisfeitas. Como

ad < 0 temos que para qualquer valor positivo de u ocorrera bifurcagao. Escolhe-se
o valor u = 1.5 e plotam-se dois graficos, um com valor inicial dentro do ciclo, e
outro por fora:

13



In[1211= GraphicsRow [ {

StreamPlot[{v, -x+ (1.5 -x"2) «vy}, {x, -5, 5}, {v, -8, 8}1,

ParametricPlot[{x[t], y[t]} /. s12, {t, @, 17}, PlotRange - {{-5, 5}, {-8, 8}}1],

ParametricPlot[{x[t], y[t]} /. s22, {t, @, 17}, PlotRange -» {{-5, 5}, {-8, 8}}]

1]

2]
T

outf121)=

3.6 Meétodo da Média [10][11]

Até o momento, os sistemas apontados tinham uma caracteristica em comum, a
autonomia em relacao ao tempo. Para eles, as equacoes polinomiais eram depen-
dentes apenas das funcoes = e y, o que facilitava a descricao do retrato de fase.
No entanto, uma maioria dos modelos nao possui esse perfil, e assim surge a ne-
cessidade do método da média.

Em suma, ele é responsavel por fornecer uma aproximacao auténoma satisfatéria
para um sistema oscilante nao-auténomo fazendo uso do comportamento médio
do tempo. Historicamente falando, seu uso occore antes mesmo da formalizagao
matematica do procedimento, que foi concluida décadas depois.

Vale ressaltar que o método da média é valido majoritariamente para anélises
qualitativas tais como a estabiliade, invariancia e, no caso, periodicidade.

Teorema 2. (Método da Média de primeira ordem): Considere que, para cada
D C R? aberto e g > 0 existe L > 0 e € < ¢ tal que o sistema nao auténomo seja

14



periddico, com periodo T, dado por
t=c¢f(x,te), a €D, 0<e<<1,

tem solugao z(t,€), com f € C'. Entao existe uma constante ¢ tal que a solugao
y(t, €) do sistema médio:

i=cp | 15)ds =€), y(0.0 =a

seja
||ZE(t,€) - y<t7 €)|| < ce

h

para 0 < e<e el <t < —
€
Durante o estudo, foi considerado o sistema em coordenadas polares, ja que o
periodo é facilmente obtido: 2.

3.6.1 Implementacao

A implementacdo do método da média no software Mathematica seguiu natural-
mente os passos indicados pela construcao da proposicao acima. O programa
consistiu em etapas que incluiam: definir o campo alterar as coordenadas do sis-
tema de cartesianas para polares (r,0), efetuar a divisdo do sistema pela equacao
relativa a y (o que facilitou a resolugdo, mas tornou o sistema ndo-autéonomo),
integrar o sistema com relacao a 6 eliminando essa varidvel. Depois, o objetivo

foi encontrar funcao polinomial que fornecesse os ciclos limite do problema: foi

6425
encontrado o polinémio —15876 + x + 1011622 + 323 — 752x* — 25 + ’

os coeficientes dos termos de grau par foram consequéncia do processo computaci-
onal, enquanto os de grau impar foram definidos arbitrariamente. Como solucao,
encontrou-se trés ciclos, com r valendo 3,6 e 7, respectivamente, como a figura
abaixo:

em que
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inEsa;= GraphicsRow[ {StreamPlot[Z, {x, -10, 18}, {y, -10, 10}],
ParametricPlot [{{x[t], y[t]1} /. sl, {x[t], y[t]} /. s2, {x[t], y[t]} /. s3}, {t, @, 20},

PlotRange -» {{-8, 8}, {-8, 8}}1}]

[y}
T

n
T

Out[684]=

Vale ressaltar que os valores de € para os quais a aproximacao é suficientemente
precisa variaram conforme o ciclo. O interior foi obtido com € < ﬁ, o exterior
com € < m e o central com € < m; para fins de visualizacao, o gréafico exibido
foi plotado com o menor valor para garantir as condicoes em todos os ciclos. Vale
ressaltar também que o ciclo central apresentou maior instabilidade conforme a

evolucao do tempo que os outros.

4 Conclusao

Conclui-se que, apesar da improbabilidade de ocorréncia, ha intiimeras formas de
encontrar ciclos limites algebricamente de acordo com a caracteristica que um sis-
tema apresenta, podendo fornecer indicativos dos valores esperados dentro do 16°
Problema de Hilbert.

Durante a pesquisa, houveram poucas dificuldades, relacionadas principlalmente
a complexidade do contetido e a parte computacional; a tltima se enquadrava em
meta pessoal da aluna, cuja evolucao foi significativa. O prosseguimento da pes-
quisa nao foi afetado pela pandemia, ja que é um estudo majoritariamente teérico
e sem dependéncia de laboratorio. Vale ressaltar também que a pesquisa continu-
ard em desenvolvimento no proximo ano, com énfase em variedades compactas de
dimensao 2.
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