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Segunda Prova de M A311 - Calculo III - Matutino

ATENCAO:
e Esta prova consiste em quatro questoes, valendo no total no maximo 10 pontos.
e A duracao da prova sera de 1 hora e 40 minutos.
e E essencial justificar detalhadamente todas as respostas.

e Nao é permitido o uso de calculadoras, smartwhatches, celulares ou qualquer outro material de

consulta.
e Escreva suas respostas de forma clara.
e Use o verso das péaginas se necessario.
e Nao destaque as folhas da prova!
e Usar somente lapis, lapiseira e/ou caneta azul ou preta

e Nao é permitido sair durante a prova.

BOA PROVA!

1 3,0

2 2,5

3 2,5

4 3,0
Total | 10,0




Questao 1: (3,0 pontos) Considere a equagao
(z—1y" +y=0.
a) Mostre que a equagao tem ponto ordindrio em x = 0.

b) Encontre duas solugdes linearmente independentes por séries de poténcias em torno de x = 0.

Expresse explicitamente os 5 primeiros termos de cada uma das solugoes.

Solugao:

a) Como os coeficientes da EDO s@o polinoémios e o coeficiente de y” s6 se anula no ponto x = 1, o

Unico ponto singular desta EDO é z = 1. Portanto, x = 0 é ponto ordinério. 0,5cm
(o) o]
b) Seja y = Z cpx™. Entao y” = Z n(n — 1)c,z™ 2.
n=0 n=2
Substituindo na EDO temos,
o o0
0=(x—-1) Z n(n —1)e,z" 2 + Z cnx”
n=2 n=0
o o0 o
= Z n(n —1)cz" ' — Z n(n —1)cz™ 2 + Z ez
n=2 n=2 n=0
(o] (o] (o]
= Z k(k 4 1)cpq2® — Z(k + 1)(k + 2)cpaoz® + Z cpa
k=1 k=0 k=0

=co—2c2+ Y _[ex +k(k + gy — (b + 1) (k + 2)cpyo] 2*
k=1

1,0cm
Deste modo,

co = 2¢9

E, para k > 1,
¢k + k(k+ D)cper — (B + 1)(k + 2)cpq2 = 0.
Esta equacao pode ser reescrita como

- ek + k(k+ 1)k
PTG D(k+2)

0,5cm



Deste modo, tomando ¢y #0 e ¢y =0

02260/2

c1 + 2co co co

“T 723 T23° 6

04_ = = — =

3.4 3.4 2.4 8
c3 + 3.4cy . 00/6+3C(]/2 <
T 45 T 34 12
Tomando cg =0ec; #0
Cy = 0
aa
“T237 %6
233 a
“4T 34 T34 12
_c3+34cqs /bt Ta/6 T
=745 T 45 45 456
_ + 4.5¢5 o 10cy + 140c¢q _a
CT 756 T 12056 0 24

Se a solugao geral é da forma y = coy1(z) + c1y2(x), entao

@1+ 4+ T T T
I =Ty T T T 12

c2+23c3  co/2+co  co o

_Ta
120

0,5cm

0,5cm



Questao 2: (2,5 pontos) Encontre a solugao geral do sistema linear homogéneo

Solugao:

Comecemos achando os autovalores da matriz de coeficientes.

2—X -1

det(A — \I) =
1 —-A

Donde temos autovalores reais repetidos A\ = Ao = 1.

Agora encontremos um autovetor associado a A = 1.

Y| MR R P

Tomando y = 1 temos o autovetor

Entao, uma solugao sera da forma

=-A2-AN)+1=X-22+1=(A-1)*=0.

0,5cm

0,5cm

Como nao encontramos dois autovetores L.I. correspondentes ao autovalor A = 1 de multiplicidade

2, a segunda solucao que buscamos sera da forma
Xy = Kte' + Pe

Com

(A-—MI)P=K

1 -1 D1 1 p1—p2=1
= ~ = p1 =1+ po.
1 -1 D2 1 p1—p2=1

Tomando py = 0, temos p; = 1. Donde

Isto é,

1
P =
0
1 1
XQZ [ t€t+ et
1

1,0cm



Assim, a solucao geral é da forma

0,5cm



Questao 3: (2,5 pontos) Considere o sistema linear nao-homogéneo
/ -1 2 1
X = X+ .
0 1 0
Sabendo que a solugao geral do sistema linear homogéneo associado é

Xp(t) = cl<(1)>e_t+02< 1 )et,

encontre uma solucao particular do linear nao-homogéneo dado usando variagcao de parametros e

apresente a solucao geral do mesmo.

Solugao: Procuremos por uma solugao particular na forma

onde U(t) = (u1(t),us(t)), ¥(t) é uma matriz fundamental e

V(U (t) =g(t) = < é ) : (0.0.1)

0,5cm

Utilizando a solugao geral da equagao homogénea associada, temos que uma matriz fundamental

Calculando a inversa, segue que
_ 1 et —et et —et
1/} 1(t) = —t = —t :
detyp(t) \ 0 e 0 e

Assim, por (0.0.1), temos

0,5cm

U'tty = ¢ (t)g(t)

t

o que nos leva a u} = e’ e uf), = 0. 0,5¢cm

Integrando, e escolhendo as constantes de integracao nulas, obtemos uma solugao particular com
U(t) = (et,0) dada por

0,5cm



e entao a solucao geral é dada por

X(t)—Xh(t)—f—Y}J(t)_q((l))et+62<1>€t+<(1)>.

0,5cm



Questao 4: (3,0 pontos) Considere a funcao

f(x):{o se —1<z<0

1 sel0<z<l1
periédica de periodo 2L = 2.
(a) Encontre a série de Fourier de f(x).
(b) Utilize a série de Fourier encontrada no item (a) para calcular a soma da série

— (-1)"
Z 2n —1°

n=1

Solugao:

(a) Calculando os coeficientes da série de Fourier

1 L 1
ag = / f(x)dx:/ lde = 2|y =1,
LJ-p 0

an = T /_L f(zx)cos ?dw = /0 cos(nmx) dx = Esen(nm@) ) =0,
1 [t ! 1 ! 1
by = 7 /L f(x)sen%d:z = /0 sen(nmx) dr = - cos(nmz) . = —— (cos(nm) — 1)
1 0 se n é par
= La-cyy={" !
nmw — sen éimpar
1,5cm
Série de Fourier de f(z):
L (2n — 1)
- ———sen(2n — )7z
2 2n—1)r 4
n=1
0,5cm

(b) Calculando a série de Fourier de f(x) em x = 1/2 e levando em consideracao que f(x) é continua

neste ponto, temos

[ 2 2n—Dr
§+Z(2 e = £(1/2)

1,0cm



