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Assinatura: Turma:

EXAME de MA311 - Calculo III - Matutino

Esta prova esta sendo feita como Prova Substitutiva?

Em caso afirmativo, de qual prova?

ATENCAO:
e Esta prova consiste em quatro questoes, valendo no total no maximo 10 pontos.
e A duracao da prova sera de 1 hora e 40 minutos.
e E essencial justificar detalhadamente todas as respostas.

e Nao é permitido o uso de calculadoras, smartwhatches, celulares ou qualquer outro material de

consulta.
e Escreva suas respostas de forma clara.
e Use o verso das paginas se necessario.
e Nio destaque as folhas da prova!
e Usar somente ldpis, lapiseira e/ou caneta azul ou preta

e Nao é permitido sair durante a prova.

BOA PROVA!

1 2,5

2 2,5

3 2,5

4 2,5
Total | 10,0




Questao 1: (2,5 pontos)

(a) Encontre a solucao geral da equagao

y' = cos(z)y?

(b) Mostre que a equagao abaixo é exata e encontre sua solugao geral.

(2zy + seny)dz + (2 + xcosy — 1)dz = 0

Resolugao:
(a) A equacdo dada é separdvel com g(z) = cos(z) e h(y) = 2.

Primeiramente observemos que h(y) = y? = 0 se, e somente se, y = 0. Logo, y = 0 é solucio
estaciondria da equacao dada.

Agora, para y # 0,

y' = cos(x)y’
/;2dy = /cos(:z)da:
1
—— =sen(z) +C
Y
B 1
v= sen(x) + C
1

Logo a solugao geral da equacgao é y = — 0.

sen(z) + C V=
(b) Neste caso M = M(z,y) = 2xy +seny e N = N(z,y) = 2% + 2z cosy — 1. Entdo,
My =2z +cosy = N,.

Logo a equacao é exata.

Portanto, existe ¥ = ¥(z,y) tal que ¥, = M e ¥, = N. Entao,

U = /M(:U, y)dx = /(2:Ey + seny)dz = 2y + zseny + g(y).
Derivando em relacao a y e igualando a N,
U, =a+acosy+g(y) =Ny =2"+zcosy—1 = ¢dy)=-1 = gy)=-v

Logo,
U = 2%y + zseny — y.

Solugao geral (implicita):

2%y 4+ zseny —y = C.



Questao 2: (2,5 pontos) Encontre a solugao geral da equagao linear homogénea de ordem superior

abaixo
y(5) _ 2y(4) + 5y(3) — 8y 4y =0

sabendo que 7% — 2r* + 513 — 872 +r = r(r? — 2r + 1)(r2 + 4).

Resolugao:
Equacdo caracteristica: r® — 2r* +5r3 — 82 4+ =0
Como 7° — 2r4 + 573 —8r2 +r =r(r? = 2r + 1)(1? +4) = r(r — 1)2(r? + 4), temos que

r1 =0, ro=r3=1, 14 =24, rs = —21.

De onde,

y1=1, yo=¢e', y3 =te’, ys = cos(2t), y5 = sen (2t).

Solucao geral:

y(t) = c1 + o€’ + cst.e’ + ¢4 cos(2t) + c5sen (2t).



Questao 3: (2,5 pontos) Considere o sistema linear nao-homogéneo
/ 1 -2 0
X = X+ .
2 1 -1
Sabendo que a solugao geral do sistema linear homogéneo associado é

cos 2t sen?2t
Xp(t) =1 + ¢o ,
sen2t —cos 2t

encontre uma solucao particular do linear nao-homogéneo dado usando variagcao de parametros e

apresente a solucao geral do mesmo.

Resolugao: Procuremos por uma solucao particular na forma

onde U(t) = (u1(t),us(t)), ¥(t) é uma matriz fundamental e

V(U'(t) =g(t) = ( 0 ) . (0.0.1)

—1

Utilizando a solucao geral da solugao geral dada da equacao homogénea associada, temos que uma

o(t) = ( cos2t sen2t ) .

sen2t —cos2t

matriz fundamental é

Calculando a inversa, segue que
¢_1(t) - 1 —cos2t —sen2t _ 1 —cos2t —sen2t B cos2t  sen2t
det v (t) —sen2t cos2t "\ —sen2t cos2t sen2t —cos2t |
Assim, por (0.0.1), temos

U't)y = ¢ ' (t)g(t)
B cos2t  sen2t 0 B —sen 2t
sen2t —cos2t -1 cos 2t ’

o que nos leva a v} = —sen2t e uy) = cos2t. Integrando, e escolhendo as constantes de integracao

)

1
nulas, obtemos uma solugao particular com U (t) = §(COS 2t, sen 2t) dada por

1 cos 2t sen 2t cos 2t
Y(t) = W@U(t) = - -
2 sen2t —cos2t sen 2t

S Nl



e entao a solucao geral é dada por

cos 2t sen2t 1
X(t)=a + ¢z +1 2 ).
sen2t —cos 2t 0

0,5cm



Questao 4: (2,5 pontos) Usando o método de separacao de varidveis, resolva a equacao da onda
abaixo:

Ut — AUz =0, 0 < x <7, t>0;

u(0,t) =0, u(m,t) =0, t > 0;

ur(x,0) =0, u(z,0) = 3sen (2z) — 2sen (8z), 0 < z < 7.

Resolucao: Sejam a2 =4, L = 7, (1) a®uge = uy, 0 <2 < L, t > 0e (2) u(0,t) = 0, u(L,t) =
0, t > 0. Tomamos u(x,t) = X (z)T'(t) e por (1) obtemos
X" (3) X" +0X =0;

—~ = —5- = —o(constante) =
X a7 (4) T + a20T = 0.

Segue pelas condigoes de contorno (2) que u(0,t) = X(0)T(t) = 0 e u(L,t) = X(L)T(t) = 0, para
qualquer t > 0 e assim, como u(z,t) nao é nula, devemos ter X (0) = X(L) = 0.

Suponhamos o = 0. Pela equagao (3) temos X" = 0 e assim X = kjx + ka. Como X(0) =
X (L) = 0 obtemos que X (x) = 0 para qualquer z e portanto u(z,t) = 0 para qualquer x e qualquer
t, o que é uma contradigao.

Suponhamos ¢ < 0, ¢ = =A%, A > 0. Pela equacio (3) temos X” — X\2X = 0 e assim X =
k1eM + ke, Como X (0) = X (L) = 0 obtemos que X (z) = 0 para qualquer z e portanto u(z,t) = 0
para qualquer x e qualquer ¢, o que é uma contradicgao.

Suponhamos agora ¢ > 0, 0 = A2, A > 0. Pela equacdo (3) temos X” + A2X = 0 e assim
X = kycos(Ax) + kasen (Az). Como X (0) = 0 obtemos que k1 = 0 e como X (L) = 0 obtemos que
ko =0 ou sen (AL) = 0. Mas u(z,t) nao é nula e logo sen (AL) = 0, isto é, AL = nm, n € N. Portanto
A =nn/L, n € N. Tomamos

nwr

Xp(x) = sen (T) , neN.

Substituindo o = A\? = n?7?/L? na equacio (4) obtemos

2.2 2
a“n°m antt antt
T, + 72 T, =0= T,(t) = o cos <L> + B, sen < 7 > , neN.
A funcao
> > nmwx antt anmt
u(x,t) = nE_l Xn(2)T,(t) = ng_l sen (T) (an cos (L> + By sen ( T >>

= Z sen (nz) (ay, cos (2nt) + B, sen (2nt))

n=1

(pois a =2 e L = m) é uma solugao da equacao da onda (1) que satisfaz as condigoes de contorno (2)

e verifica

ug(z,t) = Z 2nsen (nx) (—ay, sen (2nt) + 5, cos (2nt)) .
n=1



Da condigao inicial us(xz,0) = 0 segue que (3, = 0, para todo n € N e da condigao inicial
u(z,0) = 3sen (2z) — 2sen (8x) segue que ae = 3, ag = —2 e a,, = 0 para n # 2 e n # 8. Portanto a
solucao procurada é

u(x,t) = Z ap sen (nx) cos (2nt) = 3sen (2x) cos (4t) — 2sen (8zx) cos (16t) .

n=1



