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Introdução

As equações diferenciais fuzzy fornecem uma alternativa aos modelos
determińısticos tendo em vista a imprecisão dos dados obtidos de
determinado fenômeno, como o número diário de infectados pela
COVID-19 por exemplo. Este trabalho envolve a derivada de Hukuhara
generalizada (derivada gH).

Conceitos preliminares

Considere o problema de valor inicial fuzzy{
x′(t) = F (t, xt), t ≥ t0
x(t) = φ(t− t0), t0 − τ ≤ t ≤ t0,

(1)

onde F : [0,∞)× Cτ → RF , φ ∈ Cτ = C([−τ, 0];RF , t0 ≥ 0 e τ > 0.
Dizemos que uma solução é gH-1 (gH-2) quando é solução de (1) e é
(i)-gH-diferenciável ((ii)-gH-diferenciável) em t ≥ t0.

[x′(t)]α = [(x−α )
′(t), (x+α)

′(t)] (solução gH-1)

[x′(t)]α = [(x+α)
′(t), (x−α )

′(t)] (solução gH-2)

▶ métrica para números fuzzy:

d∞(A,B) = sup
α∈[0,1]

(|a−α − b−α |, |a+α − b+α|)

▶ métrica em Cτ :
Dτ(ϕ, ψ) = sup

θ∈[−τ,0]
d∞(ϕ(θ), ψ(θ))

▶ dados B > 0 e um funcional V : [0,∞)× S(B) → R+, onde S(B) é o
conjunto das funções cont́ınuas ϕ : [−τ, 0] → RF tais que Dτ(ϕ, 0) < B,
definimos

D+V (t, ϕ) := lim sup
h→0+

1

h

[
V (t + h, xt+h)− V (t, xt)

]
como a derivada superior à direita de V (t, ϕ) sobre a solução x(·; t, ϕ)

▶ uma função a(w) é de classe K se a ∈ C([0, B),R+), a(0) = 0 e a(w) é
estritamente crescente em w.

Teorema (estabilidade)

Suponha que D+V (t, ϕ) ≤ 0 e que exista b ∈ K tal que
b(d∞(ϕ(0), 0)) ≤ V (t, ϕ) para quaisquer t ≥ 0 e ϕ ∈ S(B). Então a
solução trivial x ≡ 0 de (1) é estável.

Teorema (estabilidade uniforme)

Assuma que D+V (t, ϕ) ≤ 0 e que existam a, b ∈ K tal que
b(d∞(ϕ(0), 0)) ≤ V (t, ϕ) ≤ a(Dτ(ϕ, 0)) para quaisquer t ≥ 0 e
ϕ ∈ S(B). Então a solução trivial x ≡ 0 de (1) é uniformemente estável.

Teorema (estabilidade assintótica uniforme)

Suponha que existam a, b, c ∈ K tais que
b(d∞(ϕ(0), 0)) ≤ V (t, ϕ) ≤ a(Dτ(ϕ, 0)) e D

+V (t, ϕ) ≤ −c(d∞(ϕ(0), 0))
para quaisquer t ≥ 0 e ϕ ∈ S(B). Então a solução x ≡ 0 de (1) é
uniformemente assintoticamente estável.

Teorema (estabilidade assintótica uniforme global)

Seja B = ∞ (S(B) = Cτ). Se existem a, b, d ∈ K tais que

b(D0(ϕ(0), 0)) ≤ V (t, ϕ) ≤ a(Dτ(ϕ, 0))

e
D+V (t, ϕ) ≤ −d(D0(ϕ(0), 0))

para quaisquer t ≥ 0 e ϕ ∈ Cτ . Se lim
r→∞

b(r) = ∞, então a solução x ≡ 0

é globalmente uniformemente assintoticamente estável.

Modelo Malthusiano

x′(t) = −λx(t− τ ) , λ > 0 (2)

▶ se τ < (λe)−1, o modelo malthusiano crisp (escalar) com delay possui
solução positiva, garantindo, assim, a existência de solução gH-2 do
problema fuzzy (2)

▶ apesar de ser um modelo bastante simples, é dif́ıcil analisar a estabilidade
sem olhar para os α-ńıveis

▶ as soluções gH-1 satisfazem{
(x−α )

′(t) = −λx+α(t− τ ) ,
(x+α)

′(t) = −λx−α (t− τ ) , t ≥ t0

▶ da teoria de estabilidade de EDRs, temos que o sistema acima é instável

▶ as soluções gH-2 satisfazem{
(x−α )

′(t) = −λx−α (t− τ ) ,
(x+α)

′(t) = −λx+α(t− τ ) , t ≥ t0

▶ da teoria de estabilidade de EDRs, temos que o sistema acima é (globalmente)
uniformemente assintoticamente estável

Figura: Soluções gH-1 (esquerda) e gH-2 (direita) da equação (2) com λ = −1, τ = −0, 3 e
condição inicial constante triangular ϕ(θ) = (1; 3; 5).

Considerações Finais

Trabalhar com os funcionais de Lyapunov não é tão simples no caso
clássico e, como pôde ser observado, é muito menos prático no caso fuzzy.
Olhar para os α-ńıveis, ou seja, trabalhar com os sistemas para metrizados
em α, facilita a análise de estabilidade do problema. Este trabalho é parte
de um estudo envolvendo cálculo fuzzy e equações diferenciais com
retardamento.
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Agradeço à oportunidade de participar do ENCPOS. Agradeço ao meu
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