ŇŐŚŁŐĆŚŁĹĽ ČŐŚŞĎĂŘŚŠĆĚŊŊŻĽ ŞŊĹĆĚŘŚĹŠĚŠ ĺňěŋĺ Ň.Ć.ŃŐŇŐŊŐŚŐĆĂ

Ňěţăŋĺłő-ňăšěňăšĺůěśłĺľ ťăłşńĳšěš

Ŋă ŕřăćăţ řşłőŕĺśĺ

Ŕőŕőć Śěřčěľ đřĳěćĺů

ŇĂŘŠĹŊČĂŃĲŊŻĽ ŔŐĎŢŐĎ Ł ĹŚŚŃĚĎŐĆĂŊĹđ ŚŮĚŠŊŻŢ ŰĚŔĚĽ ŇĂŘŁŐĆĂ Ĺ ŇĂŘŁŐĆŚŁĹŢ ŔŘŐŰĚŚŚŐĆ Ć ŚŃŞŮĂĽŊŻŢ ŚŘĚĎĂŢ

(01.01.05 | šěőřĺ£ ćěřő£šŋőśšěľ ĺ ňăšěňăšĺůěśłă£ śšăšĺśšĺłă)

ĎĹŚŚĚŘŠĂŰĹ§ ŋă śőĺśłăŋĺě şůěŋőľ śšěŕěŋĺ łăŋďĺďăšă ťĺğĺłő-ňăšěňăšĺůěśłĺţ ŋăşł

Ŋăşůŋżľ řşłőćőďĺšěńĳ ďőłšőř ťĺğĺłő-ňăšěňăšĺůěśłĺţ ŋăşł, ŕřőťěśśőř Ň.Ć. Ňěŋĳÿĺłőć

ŇŐŚŁĆĂ, 1997

Őčńăćńěŋĺě

Ććěďěŋĺě 4

1. Śšěŕěŋŋżě őűěŋłĺ ďń£ űěŕěľ Ňăřłőćă 8

1.1. Őďŋőňěřŋőě śńşůăľŋőě ąńşęďăŋĺě ś ăśĺňŕšőšĺůěśłĺ ŋşńěćżň śŋőśőň : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 8 1.1.1. Ğăďăůă Ńăňŕěřšĺ : : : : : : : : : : : : : : : : : : 8 1.1.2. Ňěďńěŋŋő şążćă¿źĺľ śŋőś : : : : : : : : : : : : 16 1.2. Śłőřőśšĳ śţőďĺňőśšĺ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 18 1.3. Ĺğşůěŋĺě ŕőćěďěŋĺ£ śšăűĺőŋăřŋżţ ňěř śůěšŋżţ űěŕěľ Ňăřłőćă ůěřěğ ťşŋłűĺĺ Ń£ŕşŋőćă : : : : : : : : : : : : 22 1.4. Ŕřĺńőęěŋĺ£: śńşůăľŋőě ąńşęďăŋĺě ć Z^2_+ ś őšřăęěŋĺěň, ĺ ś ŋşńěćżň śŋőśőň ćŋşšřĺ : : : : : : : : : : : : : : : : 25 1.5. Šěőřěňă ő ňőňěŋšăţ ćřěňěŋ ďőśšĺęěŋĺ£ łőŋěůŋżţ ňŋőęěśšć : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 28

2. Ňăřłőćśłĺě ŕřőűěśśż ć śńşůăľŋżţ śřěďăţ 31

2.1. Łřĺšěřĺĺ ďń£ śůěšŋżţ űěŕěľ Ňăřłőćă : : : : : : : : : : 31 2.2. Śńşůăľŋőě ąńşęďăŋĺě ć Z_+ ć śńşůăľŋőľ śřěďě : : : : : 33 2.2.1. Őŕĺśăŋĺě ŕřőűěśśă : : : : : : : : : : : : : : : : : 33 2.2.2. Ćőğćřăšŋőśšĳ, šřăŋğĺěŋšŋőśšĳ, ĺ ăśĺňŕšőšĺůěśłőě ŕőćěďěŋĺě ŕřőűěśśă : : : : : : : : : : : : : : 33 2.3. Śšřşŋż ć śńşůăľŋőľ śřěďě : : : : : : : : : : : : : : : : : 37 2.3.1. Ďĺŋăňĺłă śšřşŋż : : : : : : : : : : : : : : : : : : 37 2.3.2. Ŕőłăğăšěńĺ Ń£ŕşŋőćă ĺ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ śńşůăľŋżţ ňăšřĺű : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 39 2.3.3. Őśŋőćŋżě řěğşńĳšăšż : : : : : : : : : : : : : : : 41 2.3.4. Ďőłăğăšěńĳśšćő Šěőřěňż 2.4 : : : : : : : : : : : 42 2.3.5. Ďőłăğăšěńĳśšćő Šěőřěňż 2.5 : : : : : : : : : : : 45 2.3.6. Ďőłăğăšěńĳśšćő Šěőřěňż 2.6 : : : : : : : : : : : 46 2.4. Śńşůăľŋżě ąńşęďăŋĺ£ ś ćěšćńěŋĺěň : : : : : : : : : : : 47 2.4.1. Őŕĺśăŋĺě ŕřőűěśśă : : : : : : : : : : : : : : : : : 47 2.4.2. Łńăśśĺťĺłăűĺ£ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 48 2.4.3. Śńşůăľŋă£ śřěďă : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 51 2.4.4. Őśŋőćŋżě řěğşńĳšăšż : : : : : : : : : : : : : : : 52 2.4.5. Ďőłăğăšěńĳśšćő Šěőřěňż 2.11 : : : : : : : : : : : 54

2.4.6. Ďőłăğăšěńĳśšćă Šěőřěň 2.9 ĺ 2.10 : : : : : : : : : 56 2.5. Ňŋőčőňěřŋżě ś.ą.ć. ć śńşůăľŋőľ śřěďě : : : : : : : : : : 60 2.5.1. Ťőřňşńĺřőćłă ğăďăůĺ : : : : : : : : : : : : : : : 60 2.5.2. Łńăśśĺťĺłăűĺ£ ĺ őśŋőćŋżě řěğşńĳšăšż : : : : : 61 2.5.3. Őąőąźěŋŋżě śńşůăľŋżě ąńşęďăŋĺ£ ś ćěšćńěŋĺěň 62 2.5.4. Ďőłăğăšěńĳśšćő Šěőřěň 2.12, 2.13, ĺ 2.14 : : : : 65

Ńĺšěřăšşřă 75

Ććěďěŋĺě

Šěőřĺ£ śůěšŋżţ űěŕěľ Ňăřłőćă ć ŋăśšő£źěě ćřěň£ řăğćĺćăěšś£ ć řăğńĺůŋżţ ŋăŕřăćńěŋĺ£ţ. Őďŋő ĺğ ŋĺţ | ¡šő łăůěśšćěŋŋżľ ăŋăńĺğ űěŕěľ Ňăřłőćă ŋă śůěšŋőň ŕřőśšřăŋśšćě śőśšő£ŋĺľ śő śńőęŋőľ śšřşłšşřőľ. Ňż şŕőň£ŋěň ŋěśłőńĳłő šăłĺţ ňőďěńěľ. Ňŋőčőňěřŋżě űěŕĺ Ňăřłőćă ś ůăśšĺůŋżňĺ ńĺŋěľŋżňĺ ŋěőďŋőřőďŋőśš£ňĺ řăśśňăšřĺćăńĺśĳ ć [12, 18]. Űěŕĺ Ňăřłőćă ŋă ŕřőśšřăŋśšćě śőśšő£ŋĺľ, řăćŋőň ňŋőęěśšćş ćśěţ łőŋěůŋżţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ ąşłć ŋěłőšőřőčő ăńťăćĺšă (šăł ŋăğżćăěňżě śšřşŋż) ĺğşůă¿šś£ ć [1, 19]. Ŕřěďňěš śšăšěľ [22, 23, 28] | šăł ŋăğżćăěňőě śńşůăľŋőě ąńşęďăŋĺě ś ćěšćńěŋĺěň, łőšőřőě šăłęě £ćń£ěšś£ űěŕĳ¿ Ňăřłőćă ć ŋěłőšőřőň şśńőęŋěŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě śőśšő£ŋĺľ. Ďń£ ¡šĺţ ŕřőąńěň ążń řăğřăąőšăŋ ňăřšĺŋčăńĳŋżľ ňěšőď (ňěšőď ťşŋłűĺľ Ń£ŕşŋőćă).

Ć Čńăćě 1 ĺśśńěďşěšś£ ŕőćěďěŋĺě śšăűĺőŋăřŋőľ ňěřż ďń£ řăğńĺůŋżţ łńăśśőć śůěšŋżţ űěŕěľ Ňăřłőćă. Ňż ŕőńşůăěň šőůŋş¿ ăśĺňŕšőšĺłş ďń£ řăğńĺůŋżţ ŕřőąńěň ąőńĳÿĺţ őšłńőŋěŋĺľ ďń£ ¡šĺţ łńăśśőć. Ć řăąőšăţ [10] ĺ [12] ążńĺ şśšăŋőćńěŋż şśńőćĺ£ łőŋěůŋőśšĺ ĺńĺ ąěśłőŋěůŋőśšĺ ňăšěňăšĺůěśłőčő őęĺďăŋĺ£ őš p-ľ śšěŕěŋĺ ňőňěŋšă ćřěňěŋĺ ďőśšĺęěŋĺ£ ŋěłőšőřőľ łőŋěůŋőľ őąńăśšĺ. Ć ¡šőľ řăąőšě ňż ďőłăğżćăěň, ůšő ć řăśśňăšřĺćăěňżţ ğăďăůăţ śšăűĺőŋăřŋă£ ňěřă şążćăěš ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő ś şćěńĺůěŋĺěň łőőřďĺŋăšż. Łřőňě šőčő, ŕőłăğăŋő, ůšő śłőřőśšĳ śţőďĺňőśšĺ ł śšăűĺőŋăřŋőśšĺ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋă ŕő ćřěňěŋĺ, ĺ ňż őŕřěďěńĺň šőůŋş¿ ăśĺňŕšőšĺłş.

Šěţŋĺłă ăŋăńĺğă ¡šőľ ŕřőąńěňż ąăğĺřşěšś£ ŋă šăł ŋăğżćăěňőň ňěšőďě ťşŋłűĺľ Ń£ŕşŋőćă (ĺńĺ ŕřőąŋżţ ťşŋłűĺľ). İšőš ňăřšĺŋčăńĳŋżľ ňěšőď śőćěřÿěŋŋő ěśšěśšćěŋěŋ ďń£ šăłĺţ ğăďăů.

Ć Řăğďěńě 1.1.1 ňż řăśśňăšřĺćăěň őďŋőňěřŋş¿ ćěřśĺ¿ ğăďăůĺ Ńăňŕěřšĺ [26]. Ğăďăůă Ńăňŕěřšĺ | ¡šő śńşůăľŋőě ąńşęďăŋĺě ć Z_+, ćěłšőř śŋőśă łőšőřőčő m(x) ść£ğăŋ śńěďş¿źĺň śőőšŋőÿěŋĺěň śő ćšőřżň ňőňěŋšőň b(x) śłăůłă ĺğ šőůłĺ x:

m(x) ≃

„b(x) 2x : Ďń£ ¡šőľ ğăďăůĺ ňż ŋăţőďĺň šőůŋżě ăśĺňŕšőšĺůěśłĺě őűěŋłĺ ďń£ śšăűĺőŋăřŋżţ ćěřő£šŋőśšěľ (Šěőřěňż 1.1 ĺ 1.2). Ă ĺňěŋŋő, ŕřĺ ŋěłőšőřżţ ěśšěśšćěŋŋżţ ďőŕőńŋĺšěńĳŋżţ ŕřěďŕőńőęěŋĺ£ţ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕěřěţőďŋżţ ćěřő£šŋőśšěľ, ďőłăğăŋő, ůšő ďń£ ń¿ąőčő " > 0 śşźěśšćşěš łőŋśšăŋšă C > 0, šăłă£, ůšő śšăűĺőŋăřŋżě ćěřő£šŋőśšĺ ı_n şďőćńěšćőř£¿š śńěďş¿źěňş śőőšŋőÿěŋĺ¿:

Cn^{−θ−ε} ≤ ı_n ≤ Cn^{−θ+ε}:

Ć Řăğďěńě 1.1.2 ňż śŋőćă ĺğşůăěň ăśĺňŕšőšĺůěśłőě ŕőćěďěŋĺě śšăűĺőŋăřŋżţ ćěřő£šŋőśšěľ ďń£ őďŋőňěřŋőčő śńşůăľŋőčő ąńşęďăŋĺ£ ś ăśĺňŕšőšĺůěśłĺ ŋşńěćżň śŋőśőň. Őšńĺůĺě őš ŕřěďżďşźěčő řăğďěńă, śőśšőĺš ć šőň, ůšő śŋőś ĺňěěš ŕőř£ďőł x^{−α}, čďě 0 < ¸ < 1 (ć ğăďăůě Ńăňŕěřšĺ ¸ = 1). Ć ¡šőň śńşůăě ňż ďőłăęěň, ůšő śšăűĺőŋăřŋă£ ňěřă ĺňěěš ťőřňş ı_n ≃ exp{−‚n^β }, čďě ‚ > 0, 0 < ˛ < 1.

Ć Řăğďěńě 1.2 ďőłăğżćăěšś£, ůšő śłőřőśšĳ śţőďĺňőśšĺ ł śšăűĺőŋăřŋőśšĺ ć ğăďăůě Ńăňŕěřšĺ | ŕőńĺŋőňĺăńĳŋă£. Ąőńěě šőůŋő, ňż ŕőńşůĺň, ůšő őšłńőŋěŋĺě n-ÿăčőćżţ ŕěřěţőďŋżţ ćěřő£šŋőśšěľ P^n_{00} őš śšăűĺőŋăřŋőľ ćěřő£šŋőśšĺ ı_0 ĺňěěš ŕőř£ďőł n^{−(θ−1)/2}, ĺ ňż ŕőńşůĺň śőőšćěšśšćş¿źĺě ćěřţŋĺě ĺ ŋĺęŋĺě őűěŋłĺ. Ś ¡šőľ űěńĳ¿ ňż ĺśŕőńĳğşěň řěğşńĳšăšż Ą. Řőčőğĺŋă. Ć [7] őŋ ŕőłăğăń, ůšő ć őąźěň śńşůăě śłőřőśšĳ śţőďĺňőśšĺ ğăćĺśĺš őš ţćőśšőć řăśŕřěďěńěŋĺ£ ňőňěŋšőć ŕěřćőčő ďőśšĺęěŋĺ£ ŋěłőšőřżţ łőŋěůŋżţ ňŋőęěśšć. Ăŋăńĺğ ţćőśšőć řăśŕřěďěńěŋĺ£ ňőňěŋšőć ďőśšĺęěŋĺ£ łőŋěůŋőčő ňŋőęěśšćă ňőęěš ążšĳ ŋăľďěŋ ć řăąőšăţ [10] ĺ [12]. Ğăňěšĺň, ůšő šěśŋő ść£ğăŋŋżě ś [7] řěğşńĳšăšż ňőčşš ążšĳ őąŋăřşęěŋż ć [29], ŋő ďń£ ŋăÿĺţ űěńěľ ążńő ąőńěě şďőąŋő ŕřĺňěŋ£šĳ [7].

Řăğďěń 1.3 őąőąźăěš řěğşńĳšăšż Řăğďěńőć 1.1, 1.2 ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋżţ śůěšŋżţ űěŕěľ Ňăřłőćă _t ŕőśřěďśšćőň ťşŋłűĺľ Ń£ŕşŋőćă. Ňż ďőłăęěň, ůšő ěśńĺ śşźěśšćşěš ťşŋłűĺ£ f(x) šăłă£, ůšő őďŋőňěřŋżľ ŕřőűěśś f(_t) ŕő śćőĺň ţăřăłšěřĺśšĺłăň śţőę ś ğăďăůěľ Ńăňŕěřšĺ, šő šőčďă řěğşńĳšăšż őšŋőśĺšěńĳŋő ğăďăůĺ Ńăňŕěřšĺ, łăśă¿źĺěś£ śšăűĺőŋăřŋőľ ňěřż ĺ śłőřőśšĺ śţőďĺňőśšĺ ł ŋěľ, ŕěřěŋőś£šś£ (ŕřĺ ŋěłőšőřżţ ďőŕőńŋĺšěńĳŋżţ ŕřěďŕőńőęěŋĺ£ţ) ĺ ŋă śńşůăľ ¡šőľ űěŕĺ Ňăřłőćă _t.

Ć Řăğďěńě 1.4 ňż ŕřĺňěŋ£ěň ¡šĺ řěğşńĳšăšż ł śńşůăľŋőňş ąńşęďăŋĺ¿ ś őšřăęěŋĺěň ć Z^2_+ ś ŋşńěćżň śŋőśőň ćŋşšřĺ, ĺ ňż ŕőńşůăěň šőůŋş¿ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋş¿ ăśĺňŕšőšĺłş śšăűĺőŋăřŋőľ ňěřż, ă šăłęě ďőłăğżćăěň, ůšő śłőřőśšĳ śţőďĺňőśšĺ ł ¡šőľ ňěřě šőęě ŕőńĺŋőňĺăńĳŋă. Ğăňěšĺň, ůšő ć řăąőšě [11] ŋăľďěŋă ćěřţŋ££ őűěŋłă ďń£ śłőřőśšĺ śţőďĺňőśšĺ ďń£ šőľ ęě ğăďăůĺ.

Ďřşčă£ ćăęŋă£ ćěšćĳ šěőřĺĺ Ňăřłőćśłĺţ ŕřőűěśśőć | ¡šő šěőřĺ£ śůěšŋżţ űěŕěľ Ňăřłőćă ć śńşůăľŋőľ śřěďě. Ć Čńăćě 2 ňż ĺğşůĺň řăğńĺůŋżě ŕřĺňěřż, ĺśŕőńĳğş£ ŕřĺ ¡šőň ťşŋłűĺĺ Ń£ŕşŋőćă. Ďăćăľšě łřăšłő őŕĺÿěň, ůšő ňż ŕőŋĺňăěň ŕőď \śńşůăľŋőľ śřěďőľ". Ďăŋŋă£ śůěšŋă£, őďŋőřőďŋă£ ŕő ćřěňěŋĺ űěŕĳ Ňăřłőćă L = {”_n; n ≥ 0} ňőęěš ążšĳ őŕřěďěńěŋă śćőĺň ŕřőśšřăŋśšćőň śőśšő£ŋĺľ X = {x_i} ĺ ŋăąőřőň ćěřő£šŋőśšěľ ŕěřěţőďă P_{ij} = P{”_{n+1} = x_j | ”_n = x_i}. Ďőŕşśšĺň, ůšő ć ŋěłőšőřőň ćěřő£šŋőśšŋőň ŕřőśšřăŋśšćě (˙; A; P) ňż ĺňěěň ŋăąőř śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ P_{ij} (!), i; j ∈ N, ! ∈ ˙, šăłĺţ, ůšő ďń£ ń¿- ąőčő ťĺłśĺřőćăŋŋőčő ! (łőšőřőě ňż ŋăğżćăěň řěăńĺğăűĺěľ śńşůăľŋőľ śřěďż) ůĺśńă P_{ij} (!) £ćń£¿šś£ ćěřő£šŋőśš£ňĺ ŕěřěţőďă. Ćňěśšě ś ŕřőśšřăŋśšćőň śőśšő£ŋĺľ X, ¡šĺ ćěřő£šŋőśšĺ ŕěřěţőďă őŕřěďěń£¿š űěŕĳ Ňăřłőćă L(!). Ňőęŋő śůĺšăšĳ űěŕĳ Ňăřłőćă ŕěřěňěźěŋĺěň ůăśšĺűż ć ŕřőśšřăŋśšćěŋŋő ŋěőďŋőřőďŋőľ śřěďě (P_{i,.}(!))_i. Ĺŋšěřěśş¿źĺľ ŋăś łőŋłřěšŋżľ śńşůăľ | łőčďă ŕőńě (P_{i,.}(!))_i, řăśśňăšřĺćăěňőě łăł śńşůăľŋőě ŕőńě, ąşďěš őďŋőřőďŋő ŕő ŕřőśšřăŋśšćş; šőčďă śřěďă őąńăďăěš śćőľśšćőň őďŋőřőďŋőśšĺ ŕő ŕřőśšřăŋśšćş ŋă śšăšĺśšĺůěśłőň şřőćŋě.

Ŋěłőšőřżě ěśšěśšćěŋŋżě ćőŕřőśż ćőğŋĺłă¿š ďń£ šăłőľ ňőďěńĺ ś ğăňőřőęěŋŋżň ąěśŕőř£ďłőň: łăłőćă ćěřő£šŋőśšĳ (ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ ł ćěřő£šŋőśšŋőľ ňěřě P) ďń£ űěŕĺ Ňăřłőćă L(!) ążšĳ ćőğćřăšŋőľ (šřăŋğĺěŋšŋőľ, ¡řčőďĺůěśłőľ, ĺńĺ őąńăďă¿źěľ ŋěłőšőřżň ďřşčĺň śćőľśšćőň)? Őďŋăłő, ć ¡šőľ őąźěľ ťőřňşńĺřőćłě ¡šă ŕřőąńěňă ěďćă ńĺ ňőęěš ążšĳ řěÿěŋă.

Ć ŋěďăćŋĺţ śšăšĳ£ţ [12, 18, 23, 28] ążńő ŕőłăğăŋő, ůšő ňěšőď ťşŋłűĺľ Ń£ŕşŋőćă őůěŋĳ ŕőńěğěŋ (ĺ ĺŋőčďă ěďĺŋśšćěŋěŋ) ďń£ ĺśśńěďőćăŋĺ£ śůěšŋżţ űěŕěľ Ňăřłőćă ĺ śńşůăľŋżţ ąńşęďăŋĺľ ś ćěšćńěŋĺěň. İšőš ňěšőď śćőďĺšś£ ł ăŋăńĺğş űěŕĺ ůěřěğ ŋěłőšőřżě ţőřőÿő ŕőďőąřăŋŋżě őďŋőňěřŋżě ŕřőěłűĺĺ. Ć Čńăćě 2 ňż ŕřĺňěŋĺň ¡šőš ňěšőď ł šřěň ňőďěń£ň: śńşůăľŋőňş ąńşęďăŋĺ¿ ć śńşůăľŋőľ śřěďě, śńşůăľŋżň śšřşŋăň ć śńşůăľŋőľ śřěďě, ĺ śńşůăľŋőňş ąńşęďăŋĺ¿ ś ćěšćńěŋĺěň ć śńşůăľŋőľ śřěďě. Őśŋőćŋă£ ĺďě£ ŋăÿěčő ňěšőďă śńěďş- ¿źă£: ďń£ ďăŋŋőčő ! ∈ ˙ řăśśňőšřĺň űěŕĳ Ňăřłőćă L(!). Ďń£ ¡šőľ űěŕĺ Ňăřłőćă ňż śšřőĺň ťşŋłűĺ¿ Ń£ŕşŋőćă f(x) = f(x; !). Őłăğżćăěšś£, ůšő ďń£ řăśśňăšřĺćăěňżţ ňőďěńěľ ¡šă ťşŋłűĺ£ £ćń£ěšś£ ŕřőśšřăŋśšćěŋŋő őďŋőřőďŋżň śńşůăľŋżň ŕőńěň, šăł ůšő ňż ňőęěň ĺśśńěďőćăšĳ ěčő ăśĺňŕšőšĺůěśłőě ŕőćěďěŋĺě. Ŕőśšřőěŋĺě ťşŋłűĺĺ Ń£ŕşŋőćă ŋě £ćń£ěšś£ śšăŋďăřšŋőľ ğăďăůěľ. Ğŋăůĺšěńĳŋő ńěčůě ŕřőăŋăńĺğĺřőćăšĳ ěě ăśĺňŕšőšĺůěśłőě ŕőćěďěŋĺě, łőčďă ŕěřćżľ ÿăč şęě ćżŕőńŋěŋ. Ďăńěě, ğŋă£ śćőľśšćă ťşŋłűĺĺ Ń£ŕşŋőćă ďń£ ťĺłśĺřőćăŋŋőčő !, ĺ ĺśŕőńĳğş£ łřĺšěřĺĺ ďń£ śůěšŋżţ űěŕěľ Ňăřłőćă, ňż šăłĺň őąřăğőň ŕőńşůăěň łăůěśšćěŋŋş¿ łńăśśĺťĺłăűĺ¿ ďń£ űěŕĺ Ňăřłőćă L(!).

Ňőďěńĺ, łőšőřżě ňż řăśśňăšřĺćăěň, ĺňě¿š śńěďş¿źěě őąźěě śćőľśšćő:

P{! : L(!) ćőğćřăšŋă} = 0 ĺńĺ 1:

Ğăłőŋ ŋşń£ ĺńĺ ěďĺŋĺűż ćżŕőńŋ£ěšś£ šăłęě ďń£ šřăŋğĺěŋšŋőśšĺ, ¡řčőďĺůŋőśšĺ, ĺ ŋěłőšőřżţ ďřşčĺţ ţăřăłšěřĺśšĺł űěŕĺ Ňăřłőćă.

Čńăćă 2 őřčăŋĺğőćăŋă śńěďş¿źĺň őąřăğőň.

Ć Řăğďěńě 2.1 ňż ŕřĺćőďĺň ŋěłőšőřżě ňăřšĺŋčăńĳŋżě łřĺšěřĺĺ ďń£ łńăśśĺťĺłăűĺĺ śůěšŋżţ űěŕěľ Ňăřłőćă.

Řăğďěń 2.2 ŕőść£źěŋ śńşůăľŋőňş ąńşęďăŋĺ¿ ć śńşůăľŋőľ śřěďě; ¡šă ňőďěńĳ, ććěďěŋŋă£ ć [30], ł ŋăśšő£źěňş ňőňěŋšş şęě ďőćőńĳŋő ţőřőÿő ĺśśńěďőćăŋă. Ćśě ŋăÿĺ ďőłăğăšěńĳśšćă ůřěğćżůăľŋő łőřőšłĺ, šăł ůšő ńěčłő ŕőŋ£šĳ őśŋőćŋżě ĺďěĺ ŋăÿěčő ňěšőďă. Łřőňě łńăśśĺťĺłăűĺĺ ąńşęďăŋĺ£ ňż ŕőńşůăěň ć Šěőřěňě 2.2 řěğşńĳšăš, ŕőďőąŋżľ řěğşńĳšăšş §.Č. Śĺŋă£ [8].

Ć Řăğďěńě 2.3 ňőďěńĳ śńşůăľŋżţ śšřşŋ, łőšőřă£ ążńă řăśśňőšřěŋă ć řăąőšăţ [1, 19], őąőąźăěšś£ ŋă śńşůăľ śńşůăľŋőľ śřěďż. Ŕőďůěřłŋěň, ůšő ňőďěńĳ śšřşŋ ć śńşůăľŋőľ śřěďě £ćń£ěšś£ őąőąźěŋĺěň śńşůăľŋőčő ąńşęďăŋĺ£ ć śńşůăľŋőľ śřěďě. Šěň ŋě ňěŋěě, ¡šő őąőąźěŋĺě śĺńĳŋő ňěŋ£ěš śşšĳ ďěńă. Ďń£ ¡šőľ ňőďěńĺ ŋěőąţőďĺňő ĺňěšĳ ďěńő ś ŕřőĺğćěďěŋĺ£ňĺ ŋ.ő.ř. śńşůăľŋżţ ňăšřĺű, šăł ůšő řěğşńĳšăšż ěśšěśšćěŋŋő ćżřăęă¿šś£ ć šěřňĺŋăţ ŕőłăğăšěńěľ Ń£ŕşŋőćă. İšĺ ŕőłăğăšěńĺ Ń£ŕşŋőćă ŋěćőğňőęŋő ćżůĺśńĺšĳ ć £ćŋőň ćĺďě, ğă ĺśłń¿ůěŋĺěň ŋěłőšőřżţ šřĺćĺăńĳŋżţ śńşůăěć, šăł ůšő řěğşńĳšăšż őšŋőśĺšěńĳŋő ¡šőľ ğăďăůĺ ŋěłőŋśšřşłšĺćŋż ŕő śćőěľ ŕřĺřőďě.

Ć Řăğďěńě 2.4 ňż řăśśňăšřĺćăěň ňőďěńĳ, ŋăğćăŋŋş¿ śńşůăľŋżň ąńşęďăŋĺěň ś ćěšćńěŋĺěň. Őŋő ŕřěďśšăćń£ěš ĺğ śěą£ ŋěłőšőřş¿ łőňŕőğĺűĺ¿ ćěšć£źěčőś£ ŕřőűěśśă ĺ śńşůăľŋőčő ąńşęďăŋĺ£, š.ě. ąńşęďă¿źă£ ůăśšĺűă ňőęěš ěźě ŕőřőęďăšĳ ŕőšőňłőć. Ňż ććőďĺň ěśšěśšćěŋŋş¿ łńăśśĺťĺłăűĺ¿ ďń£ ¡šőľ ňőďěńĺ ĺ ďăěň ŋěłőšőřżě ňăřšĺŋčăńĳŋżě łřĺšěřĺĺ ć Řăğďěńě 2.4.2. Ŕőćěďěŋĺě ąńşęďăŋĺ£ ć śńşůăľŋőľ śřěďě őłăğżćăěšś£ őšůăśšĺ őšńĺůŋżň őš ŕőćěďěŋĺ£ ąńşęďăŋĺ£ ć ŋěśńşůăľŋőľ śřěďě (ć őďŋőřőďŋőň, ĺńĺ ć śńăąő ŋěőďŋőřőďŋőň śńşůăě).

Ŕő śřăćŋěŋĺ¿ ś Řăğďěńőň 2.3, ¡šĺ řěğşńĳšăšż £ćń£¿šś£ łőŋśšřşłšĺćŋżňĺ. Šăłęě ňż śőćěšşěň ůĺšăšěń¿ őąřăšĺšĳ śŕěűĺăńĳŋőě ćŋĺňăŋĺě ŋă Ŕřĺňěř ć Řăğďěńě 2.4.4, ŕőśłőńĳłş őŋ ŕőłăğżćăěš, ůšő ŋăÿĺ řěğşńĳšăšż ŋőś£š ŋě őůěŋĳ ĺŋšşĺšĺćŋżľ ţăřăłšěř.

Ŕřěďňěš Řăğďěńă 2.5 | ¡šő ňŋőčőňěřŋőě śńşůăľŋőě ąńşęďăŋĺě ć śńşůăľŋőľ śřěďě. Řăśśňăšřĺćăěšś£ ŕřőśšőě śńşůăľŋőě ąńşęďăŋĺě

ć Z^d. Ŕěřěď ŋăůăńőň ŕřőűěśśă ňż řăğąřăśżćăěň ŕő ŕřőśšřăŋśšćş

\őśőążě" šőůłĺ, ć łőšőřżţ ůăśšĺűż ňőčşš ŕőřőęďăšĳ ŕőšőňłőć. Šőůłă x śšăŋőćĺšś£ őśőąőľ ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ p(x). Ňż ĺśśńěďşěň ćőŕřőś ő šřăŋğĺěŋšŋőśšĺ ĺńĺ ćőğćřăšŋőśšĺ šăłőčő ąńşęďăŋĺ£ ć ğăćĺśĺňőśšĺ őš ćĺďă ťşŋłűĺĺ p(x), ĺ őš śřěďŋěčő łőńĺůěśšćă ŕőšőňłőć, ŕőřőęďăěňżţ ůăśšĺűěľ ć őśőążţ šőůłăţ.

Řăğďěńż 2.4, 2.5 ňőčşš ążšĳ ŕřőůĺšăŋż ŋěğăćĺśĺňő őš Řăğďěńőć 2.1, 2.2, ĺ 2.3. Řăğďěń 2.1 śőďěřęĺš łřĺšěřĺĺ ŋěőąţőďĺňżě, ůšőąż ŕőŋ£šĳ Řăğďěńż 2.2 ĺ 2.3, ŋő ŕőśńěďŋĺě ďćă ňőčşš šăłęě ążšĳ ŕřőůĺšăŋż ŋěğăćĺśĺňő.

Řěğşńĳšăšż ć Řăğďěńě 2.2 | ţőřőÿő ĺğćěśšŋż, ŋő řěğşńĳšăšż śńěďş¿źĺţ řăğďěńőć | ŋőćżě. Łřőňě ĺśśńěďőćăŋĺ£ ¡šĺţ šřěţ ňőďěńěľ, ŋăÿă űěńĳ ć Čńăćě 2 | ŕřőĺńń¿śšřĺřőćăšĳ šěţŋĺłş ťşŋłűĺľ Ń£ŕşŋőćă, ĺ ŕőłăğăšĳ ěě ŕőńĳğş ć śńşůăě śńşůăľŋőľ śřěďż.

1. Śšěŕěŋŋżě őűěŋłĺ ďń£ űěŕěľ Ňăřłőćă

1.1. Őďŋőňěřŋőě śńşůăľŋőě ąńşęďăŋĺě ś ăśĺňŕšőšĺůěśłĺ ŋşńěćżň śŋőśőň 1.1.1. Ğăďăůă Ńăňŕěřšĺ

Řăśśňőšřĺň őďŋőřőďŋş¿ ŕő ćřěňěŋĺ, ŋěŕřĺćőďĺňş¿, ăŕěřĺőďĺůěśłş¿ űěŕĳ Ňăřłőćă {_t}, t = 0; 1; 2; : : : ś ďĺśłřěšŋżň ćřěňěŋěň;

t ∈ Z+, čďě Z+ | ňŋőęěśšćő ćśěţ ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ űěńżţ ůĺśěń.

Őąőğŋăůĺň ůěřěğ P_{ij} = P{_n = j | _{n−1} = i} ćěřő£šŋőśšĺ ŕěřěţőďă űěŕĺ Ňăřłőćă {_t}. Ňż ŕřěďŕőńăčăěň, ůšő śńěďş¿źěě şśńőćĺě ćżŕőńŋěŋő.

Şśńőćĺě D. Śşźěśšćşěš d ∈ Z+ šăłőě, ůšő Pij = 0 ěśńĺ |i − j| > d.

Őąőğŋăůĺň

m(x) = E(n+1 − n | n = x) ; x ∈ Z+ (1) ĺ b(x) = E((_{n+1} − _n)^2 | _n = x) ; x ∈ Z_+: (2) Ďőŕşśšĺň, ůšő śşźěśšćşěš "_0 > 0 šăłőě, ůšő b(x) > "_0 ďń£ ń¿ąőčő x. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő śńěďş¿źěě ŋěřăćěŋśšćő ćżŕőńŋ£ěšś£ ďń£ ŋěłőšőřżţ „_1 > „_2 > 1 ĺ ďń£ ćśěţ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ x: − „_1b(x) 2x ≤ m(x) ≤ −

„_2b(x) 2x : (3)

İřčőďĺůŋőśšĳ űěŕĺ Ňăřłőćă _n śńěďşěš ĺğ (3) ĺ Şśńőćĺ£ D (ďőłăğăšěńĳśšćő śň. ć [26], ĺ šăłęě ć [5]). Ğăŕĺÿěň

ı_j = lim_{n→∞} P^n_{0j} :

Őśŋőćŋă£ űěńĳ ¡šőčő řăğďěńă | ŕőńşůĺšĳ ăśĺňŕšőšĺłş ı_j, ŕřĺ j → ∞. Ďăńěě ňż ťőřňşńĺřşěň ďćă őśŋőćŋżţ řěğşńĳšăšă ¡šőčő řăğďěńă.

Šěőřěňă 1.1. Ďń£ ń¿ąőčő " > 0 śşźěśšćşěš C = C(") ∈ R+ šăłőě,

ůšő ďń£ ćśěţ n ı_n ≤ Cn^{−θ2+ε}: (4)

Ďń£ šőčő, ůšőąż ďőłăğăšĳ őąřăšŋőě ŋěřăćěŋśšćő, ŋăň ŋşęŋő ďőŕőńŋĺšěńĳŋőě şśńőćĺě.

Şśńőćĺě A(ńőłăńĳŋă£ ăŕěřĺőďĺůŋőśšĳ). Śşźěśšćşěš ‹ > 0 šăłőě,

ůšő ďń£ ćśěţ i; j, čďě |i − j| < d, śşźěśšćşěš n = n(i; j) šăłőě, ůšő P^n_{ij} > ‹.

Šěőřěňă 1.2. Ŕřĺňěň Şśńőćĺě A. Šőčďă ďń£ ń¿ąőčő " > 0 śşźě-

śšćşěš C ∈ R_+, šăłőě, ůšő ďń£ ćśěţ n

ı_n ≥ Cn^{−θ1−ε}: (5)

Ďń£ ŋăůăńă ňż śťőřňşńĺřşěň ĺ ďőłăęěň ďćě ŕőńěğŋżţ ńěňňż. Ňěšőď ďőłăğăšěńĳśšćă ąăğĺřşěšś£ ŋă ňăřšĺŋčăńĳŋőľ šěţŋĺłě, łőšőřă£ ążńă řăğřăąőšăŋă Č. Ťăľőńńěň, Ć.Ă. Ňăńżÿěćżň ĺ M.Ć. Ňěŋĳÿĺłőćżň ć [18].

Ŕşśšĳ (˙; F; P) | ćěřő£šŋőśšŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, śŋăąęěŋŋőě ťĺńĳšřăűĺěľ {F_n}_{n≥0}. Ŕşśšĳ {S_i; i ≥ 0} | ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ, śőčńăśőćăŋŋă£ ś ŕőšőłőň {F_n}, ďěľśšćĺšěńĳŋżţ ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ; S_0 ≡ const. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ fi ňőňěŋš ŕěřćőčő ŕőŕăďăŋĺ£ ć [0; C], š.ě.

fi(!) = min{n ≥ 1 : S_n ≤ C} :

Ććěďěň śőőšćěšśšćş¿źş¿ őśšăŋőćńěŋŋş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ~S_n = S_{n∧τ} , čďě n ∧ fi = n; ěśńĺ n ≤ fi; fi; ěśńĺ n > fi:

Ńěňňă 1.1. Ďőŕşśšĺň, ůšő S0 > C ĺ ůšő ďń£ ŋěłőšőřőčő ‹ > 0 ĺ

ćśěţ n ≥ 0 E( ~S_{n+1} − ~S_n | F_n) ≤ −‹1_{{τ >n}} ŕ.ŋ. (6)

Šőčďă Efi ≤

S_0 ‹ < ∞: (7)

Ďőłăğăšěńĳśšćő śň. ć [18] 2 Ŋăň ąşďěš šăłęě ŋşęŋő őąřăšŋőě ł (7) ŋěřăćěŋśšćő.

Ńěňňă 1.2. Ŕşśšĳ {”k}, k = 1; 2; : : : , | ŕřőĺğćőńĳŋă£ űěŕĳ Ňăřłőćă

ś łőŋěůŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň śőśšő£ŋĺľ M = Z ∩ [−l; m], čďě l; m | ŕőńőęĺšěńĳŋżě űěńżě ůĺśńă. Ďń£ x ∈ M, x > 0, ŕőńőęĺň

fi_x = min{n ≥ 1 : ”_n ≤ 0 | ”_0 = x} :

Ŕşśšĳ f(n) | šăłă£ ťşŋłűĺ£, ůšő f(n) > 0 ďń£ ćśěţ n > 0, f(n) ≤ 0 ďń£ n ≤ 0, ĺ őŋă şďőćńěšćőř£ěš śńěďş¿źěňş ŋěřăćěŋśšćş:

E(f(”_{n+1}) − f(”_n) | ”_n = x) ≥ −‹ (8)

ďń£ x = 1; 2; : : :m. Šőčďă

Efi_x ≥ f (x) ‹ : (9)

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ ~”_n = ”_{n∧τ} ĺ ~S_n = f(~”_n). Řăďĺ łřăšłőśšĺ ňż ŋě şůĺšżćăěň ğăćĺśĺňőśšĳ őš x ć ŋăÿĺţ őąőğŋăůěŋĺ£ţ, ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ fi = fi_x. Ĺňěěň E( ~S_{n+1} − ~S_n | ~S_n) ≥ −‹1_{{τ >n}} ŕ.ŋ. (10) Ąěř£ ňăšěňăšĺůěśłőě őęĺďăŋĺě őš (10), ĺňěěň E( ~S_{n+1} − ~S_n) ≥ −‹P{fi > n} ĺ, ĺšěřĺřş£ ¡šő ŋěřăćěŋśšćő, ňż ŕőńşůăěň E ~S_{n+1} = E( ~S_{n+1} − ~S_n + ~S_n − · · · − ~S_0 + ~S_0) ≥ −‹^{n∑}_{i=0} P{fi > i} + ~S_0 :

Śńěďőćăšěńĳŋő,_n ∑ i=0 P{fi > i} ≥ S^0 ‹ − E ~S_{n+1} ‹ : Ŕőśłőńĳłş űěŕĳ Ňăřłőćă łőŋěůŋă ĺ fi < ∞ ŕ.ŋ. (ěśńĺ ąż ŕőśńěďŋěě ŋě ążńő ĺśšĺŋŋő, šő ňż ąż ĺňěńĺ Efi = ∞ ĺ (9)), ŕőńşůăěň, ůšő ~S_n^{L1}−→ S_τ ; ŕřĺ n → ∞ ĺ, ŕőśłőńĳłş ES_τ ≤ 0, ∞∑ i=0 P{fi > i} = Efi_x ≥ S^0 ‹ : İšĺň ğăćěřÿăěšś£ ďőłăğăšěńĳśšćő Ńěňňż 1.2 2

Ďăńěě ňż ĺğşůĺň ćřěň£ śřěďŋěčő ďőśšĺęěŋĺ£ łőŋěůŋżţ ňŋőęěśšć. Ďń£ ŕőńşůěŋĺ£ ŋěłőšőřżţ ŕőńěğŋżţ őűěŋőł, ňż ąşďěň ĺśŕőńĳğőćăšĳ ďćě ńěňňż, ďőłăğăŋŋżě ćżÿě. Ććěďěň ŋěłőšőřżě őąőğŋăůěŋĺ£. Ďń£

x ∈ Z+, B ⊂ Z+ ŕőńőęĺň

fi_{x,B} = min{n ≥ 1 : _n ∈ B | _0 = x} ; (11) fi_{x,B} = min{n ≥ 0 : _n ∈ B | _0 = x} ; (12) ĺ Efi_{x,B} = m_{x,B}; Efi_{x,B} = m_{x,B}: (13) Őąőğŋăůĺň ůěřěğ B_n = {n; : : :n + d − 1}. Šěŕěřĳ ňż śťőřňşńĺřşěň ĺ ďőłăęěň śńěďş¿źş¿ ćăęŋş¿ ńěňňş.

Ńěňňă 1.3. Ďń£ ń¿ąőčő " > 0 śşźěśšćş¿š C1, C2, C3 ∈ R+ šăłĺě,

ůšő ďń£ ćśěţ n ĺ ďń£ ćśěţ x, šăłĺţ, ůšő n − d < x < n, ňż ĺňěěň

m_{x,Bn} ≥ C_1n^{θ2−ε}; (14)

m_{x,Bn} ≤ C_2n^{θ1+ε}; (15) ĺ ďń£ ćśěţ x šăłĺţ, ůšő n + d − 1 < x ≤ n + 2d − 1, ňż ĺňěěň

m_{x,Bn} ≤ C_3n: (16)

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďőłăęěň śŋăůăńă ŋěřăćěŋśšćő (16). Řăśśňőšřĺň ťşŋłűĺ¿ f(n) = n^2. Ŕőśłőńĳłş b(x) őšďěńěŋő őš ŋşń£, ĺ ĺğ (3), ňż ĺňěěň ďń£ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ x, ůšő

E(f(_{n+1}) − f(_n) | _n = x) = E(^2_{n+1} − ^2_n | _n = x) = E(^2_{n+1} − 2_{n+1}_n + ^2_n

+ 2_n(_{n+1} − _n) | _n = x) = b(x) + 2xm(x) ≤ b(x)(1 − „_1) < −‹_0;

čďě ‹_0 | ŕőńőęĺšěńĳŋő ĺ ŋě ğăćĺśĺš őš x. Ďăńěě, řăśśňőšřĺň x šăłőě, ůšő n + d ≤ x ≤ n + 2d − 1 , š.ě. x = n + d + l ďń£ ŋěłőšőřőčő l, őąńăďă¿źěčő śćőľśšćőň 0 ≤ l ≤ d − 1. Ŕşśšĳ f_1(y) = f(y) − n^2. Ďőŕşśšĺň, ůšő _0 = x. Ŕşśšĳ fi = fi_x | ňőňěŋš ŕěřćőčő ŕőŕăďăŋĺ£ ć B_n. Ŕřĺňěŋ££ Ńěňňş 1.1 ł ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ S_n = f_1(_n), ňż ŕőńşůăěň, ůšő Efi <

S_0 ‹ < C_3n;

ŕőśłőńĳłş

S_0 = f_1(_0) = f_1(x) = (n + d + l)^2 − n^2 < Cn

ďń£ ŋěłőšőřőčő C > 0. İšĺň ďőłăğżćăěšś£ (16).

Ďőłăęěň (14). Ŕşśšĳ _0 = x_1 ďń£ n − d < x_1 ≤ n − 1, ĺ ŕşśšĳ fi | ňőňěŋš ŕěřćőčő ŕőŕăďăŋĺ£ ć B_n. Řăśśňőšřĺň ťşŋłűĺ¿ f(l) = n^{θ2+1−ε} −l^{θ2 +1−ε} ŋă ňŋőęěśšćě {0; : : :n+d−1} ĺ ňŋőęěśšćő S_k = f(_k ). Ďń£ ďőśšăšőůŋő ňăńőčő " ŕřőćěřĺň ćżŕőńŋěŋĺě şśńőćĺľ Ńěňňż 1.2.

Ŕşśšĳ x ∈ Z_+ ĺ 0 < x ≤ n−1. Ŕřĺŋĺňă£ ćő ćŋĺňăŋĺě őčřăŋĺůěŋŋőśšĳ ŕěřěţőďőć ĺ ĺśŕőńĳğş£ ťőřňşńş Šěľńőřă, ňż ĺňěěň

E(f(_{k+1}) − f(_k) | _k = x) = E(^{θ2+1−ε}_k − ^{θ2+1−ε}_{k+1} | _k = x) = E(x^{θ2 +1−ε}(1 − (_{k+1}=x)^{θ2+1−ε}) | _k = x) = x^{θ2 +1−ε}E(1 − (1 + (_{k+1} − _k)=x)^{θ2+1−ε} | _k = x) = x^{θ2 +1−ε}E(1 − (1 + („_2 + 1 − ") k_{+1} − _k x + +o(x^{−2})) | _k = x) = −x^{θ2 +1−ε}(

(„_2 + 1 − ")m(x) x + („_2 − ")(„_2 + 1 − ")b(x) 2x^2

+ o(x^{−2})) ≥ −(„_2 + 1 − ")x^{θ2 −1−ε}(−„_2b(x) + („_2 − ")b(x)) + o(x^{−θ2 −1−ε}) = („_2 + 1 − ")x^{θ2−1−ε}"b(x) + o(x^{−θ2 −1−ε}):

Śńěďőćăšěńĳŋő, śşźěśšćşěš x_0 (ŋě ğăćĺś£źěě őš n) šăłőě, ůšő ďń£ x_0 ≤ x ≤ n − 1 E(f(_{k+1}) − f(_k) | _k = x) ≥ 0:

Ďăńěě, ćżąĺřă£ ‹_1 = max_{x≤x0} E( |f(_{k+1}) − f(_k)| | _k = x) ňż ŕőńşůăěň E(f(_{k+1}) − f(_k) | _k = x) ≥ −‹_1 ĺ ğŋăůĺš, şśńőćĺ£ Ńěňňż 1.2 ćżŕőńŋ£¿šś£. Śńěďőćăšěńĳŋő, ďń£ n − d < x_1 ≤ n − 1

m_{x1,Bn} = Efi_{x1,Bn} ≥ C(n^{θ2+1−ε} − x_1^{θ2+1−ε}) ≥ C_1n^{θ2−ε} ďń£ ŋěłőšőřőčő C_1 > 0, ďőłăğżćă£ šăłĺň őąřăğőň (14).

Őąřăšĺňś£ ďăńěě ł ŋěřăćěŋśšćş (15). Ăŋăńőčĺůŋő, ěśńĺ ňż řăśśňőšřĺň ťşŋłűĺ¿ f(k) = (n + d − 1)^{θ1+1+ε} − k^{θ1+1+ε} ŋă ňŋőęěśšćě {0; : : :n+d−1}, ŋěšřşďŋő ďőłăğăšĳ, ůšő śşźěśšćşěš x_0 (ŋě ğăćĺś£źěě őš n), šăłőě, ůšő f(_k) | śšřőčĺľ śşŕěřňăřšĺŋčăń ŋă {x_0 < _k < n}, šő ěśšĳ ďń£ ŋěłőšőřőčő ‹_2 > 0 E(f(_{k+1}) − f(_k) | _k = x) ≤ −‹_2 ďń£ ćśěţ n > x > x_0 (ŕřěďŕőńăčă£, ůšő n | ďőśšăšőůŋő ćěńĺłő). Ŕőśłőńĳłş űěŕĳ Ňăřłőćă _t | ŋěŕřĺćőďĺňă£ ĺ ăŕěřĺőďĺůěśłă£, śşźěśšćşěš ŋěłőšőřőě ŕőńőęĺšěńĳŋőě űěńőě ůĺśńő q_0 šăłőě, ůšő ďń£ ŋěłőšőřőčő ‹_3 > 0 P{_{q0} > x_0 | _0 = x} > ‹_3

ďń£ ćśěţ x ≤ x_0. Ŕőńőęĺň ‹ = min{‹_2; ‹_3}.

Řăśśňőšřĺň śńěďş¿źş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ňőňěŋšőć őśšăŋőćłĺ N_i:

1) N_0 = 0.

2) Ěśńĺ _{Nk} > x_0, šő N_{k+1} = N_k + 1.

3) Ěśńĺ _{Nk} ≤ x_0, šő N_{k+1} = N_k + q_0.

Řăśśňőšřĺň ťşŋłűĺ¿ f_1(k) = f(k) ∧ f(x_0) ĺ ććěďěň ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ {S_k}, k = 0; 1; 2; : : : , őŕřěďěńěŋŋżţ śńěďş- ¿źĺň őąřăğőň: S_k = f_1(_{Nk} );

čďě _0 = const ĺ n − d ≤ _0 < n.

Ŕşśšĳ ďń£ ťĺłśĺřőćăŋŋőčő n

fi^∗ = min{k > 0 : _{Nk} ∈ B_n}

ĺ ~S_k = S_{k∧τ} ∗. Ŋěšřşďŋő ćĺďěšĳ, ůšő

E( ~S_{k+1} − ~S_k | ~S_k) ≤ −‹1_{{τ} ∗_{>k}} ŕ.ŋ. ;

šăł ůšő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ { ~S_k} şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ£ň Ńěňňż 1.1. Śńěďőćăšěńĳŋő, śşźěśšćşěš łőŋśšăŋšă C_4 > 0 šăłă£, ůšő

Efi^∗ ≤ S^0 ‹ ≤ C_4n^{θ1+ε}:

Ŕőśłőńĳłş ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ňőňěŋšőć őśšăŋőćłĺ N_i šăłőćă, ůšő ďń£ ćśěţ i N_{i+1} − N_i ≤ q_0 ŕ.ŋ. ;

ňż ŕőńşůăěň (15). İšĺň ğăćěřÿăěšś£ ďőłăğăšěńĳśšćő Ńěňňż 1.3. 2 Šěŕěřĳ ňż ňőęěň ğăćěřÿĺšĳ ďőłăğăšěńĳśšćő őśŋőćŋżţ řěğşńĳšăšőć ¡šőľ śěłűĺĺ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő Šěőřěň 1.1 ĺ 1.2. Ŕřěęďě ćśěčő, śťőřňşńĺřşěň śńěďş¿źĺľ ŕřőśšőľ, ŋő ŕőńěğŋżľ řěğşńĳšăš.

Ńěňňă 1.4. Ěśńĺ Şśńőćĺě A ćżŕőńŋěŋő, šő šőčďă śşźěśšćşěš C ∈ R+ šăłőě, ůšő ďń£ ćśěţ i; j: |i − j| ≤ d

ı_i ≤ Cı_j: (17) Ďőłăğăšěńĳśšćő. İšő ŕőůšĺ őůěćĺďŋő. Ńěčłő ŕőńşůĺšĳ, ůšő P^k_{ji} > ‹ ďń£ ŋěłőšőřőčő k őğŋăůăěš, ůšő ı_i ≥ ‹ı_j. Ŋěřăćěŋśšćő (17) śńěďşěš őšś¿ďă ŋěňěďńěŋŋő.2

Ŕřőďőńęĺň ďőłăğăšěńĳśšćő Šěőřěň 1.1 ĺ 1.2. Ğăŕĺÿěň D^1_n = {n − d; : : :n − 1} ĺ D^2_n = {n + d; : : : n + 2d − 1} :

Ňż ĺśŕőńĳğşěň őąőğŋăůěŋĺ£, ććěďěŋŋżě řăŋěě ć ¡šőň řăğďěńě, ůšőąż ćżŕĺśăšĳ ďćě śńěďş¿źĺě ťőřňşńż (śň. Ŕřěďńőęěŋĺě 6.24 [3]): ∑ i∈B ı_im_{i,B} = 1 (18) ĺ m_{i,B} =^∑_j P_{ij} m_{j,B} + 1; (19)

čďě B ⊂ Z_+. Ŕőďśšăćń££ (19) ć (18), ĺ ŕřĺŋĺňă£ ćő ćŋĺňăŋĺě őčřăŋĺůěŋŋőśšĳ śłăůłőć, ňż ŕőńşůăěň ∑ i∈B_n ı_i(^∑_{j∈D1n} P_{ij} m_{j,Bn} +^∑_{j∈D2n} P_{ij} m_{j,Bn} + 1) = 1 ; (20)

čďě ňż ĺśŕőńĳğőćăńĺ šőš ťăłš, ůšő m_{i,B} = m_{i,B} ďń£ i ∉ B.

Ďăńěě ňż ďőłăęěň Šěőřěňş 1.1. Ĺśŕőńĳğş£ (20), ĺňěěň ı_n^∑_{j∈D1n} P_{nj} m_{j,B} ≤ 1 ĺ ı_n^∑_{j∈D1n} P_{nj} min_{j∈D1n} m_{j,B} ≤ 1:

Ŕőśłőńĳłş b(x) őšďěńěŋő őš ŋşń£, ĺ šăł łăł m(x) śšřěňĺšś£ ł ŋşń¿, śşźěśšćşěš v > 0 šăłőě, ůšő ∑ j∈D^1_n P_{nj} ≥ v

ďń£ ćśěţ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ n. Śńěďőćăšěńĳŋő,

vı_n min_{j∈D1n} m_{j,B} ≤ 1:

Ĺśŕőńĳğş£ (14) (śň. Ńěňňş 1.3), ňż ŕőńşůăěň (4), ğăćěřÿă£ šăłĺň őąřăğőň ďőłăğăšěńĳśšćő Šěőřěňż 1.1. 2

Ďăćăľšě šěŕěřĳ ďőłăęěň Šěőřěňş 1.2. Ĺśŕőńĳğş£ Ńěňňş 1.4 ĺ şřăćŋěŋĺě (20), ňż ŕőńşůăěň, ůšő śşźěśšćşěš F_1 > 0, šăłőě, ůšő ďń£ ćśěţ n

F_1ı_n^∑_{i∈Bn}(^∑_{j∈D1n} P_{ij} m_{j,B} +^∑_{j∈D2n} P_{ij} m_{j,B} + 1) ≥ 1 ĺ F_1ı_nd (^∑_{j∈D1n} m_{j,B} +^∑_{j∈D2n} m_{j,B} + 1) ≥ 1:

Ĺśŕőńĳğş£ őűěŋłĺ (15) ĺ (16), ňż ŕőńşůăěň (5). İšĺň ğăłăŋůĺćăěšś£ ďőłăğăšěńĳśšćő Šěőřěňż 1.2. 2

Ğăňěůăŋĺě 1.1. Ćőőąźě čőćőř£, Şśńőćĺě A śşźěśšćěŋŋő. Ěśńĺ

Şśńőćĺě A ŋě ćżŕőńŋěŋő, šő ćőğňőęŋő ŕřĺćěśšĺ ŕřĺňěř űěŕĺ Ňăřłőćă _t, ďń£ łőšőřőľ m(x) = − b(x) x ; (š.ě. „ = 2), ĺ ı_{2n} > Cn^{−2} ; ı_{2n+1} < Cn^{−4}:

1.1.2. Ňěďńěŋŋő şążćă¿źĺľ śŋőś

İšőš řăğďěń ąşďěš őůěŋĳ łřăšłĺň ĺ śţěňăšĺůěśłĺň. Űěńĳ ŋăÿěľ řăąőšż | ¡šő łřĺšĺůěśłĺľ śńşůăľ, ć łőšőřőň śšăűĺőŋăřŋă£ ňěřă şążćăěš ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő; őďŋăłő ğďěśĳ ňż łőśŋěňś£ ŋěłřĺšĺůěśłőčő śńşůă£. Ŕőśłőńĳłş ğďěśĳ ŕřőśńěęĺćăěšś£ šěśŋőě śţőďśšćő ś łřĺšĺůěśłĺň śńşůăěň, ňż ďăďĺň šőńĳłő ťőřňşńĺřőćłş řěğşńĳšăšőć ĺ őśŋőćŋżţ ĺďěľ.

Ć ¡šőň řăğďěńě ňż ĺğşůĺň őďŋőňěřŋőě śńşůăľŋőě ąńşęďăŋĺě, şďőćńěšćőř£¿źěě Şśńőćĺ¿ D, ŋő şśńőćĺě (3) ąşďěš ğăňěŋěŋő ŋă ďřşčőě. Śŋőćă ŋăś ĺŋšěřěśşěš ăśĺňŕšőšĺłă śšăűĺőŋăřŋőľ ňěřż ı_n ŕřĺ n → ∞, ĺ ňż ŕőłăęěň, ůšő ŋăÿĺ ňěšőďż šăłęě ŕřĺňěŋĺňż ĺ ć ¡šőň śńşůăě.

Ćňěśšő şśńőćĺ£ (3) ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő śńěďş¿źěě ŋěřăćěŋśšćő ćżŕőńŋěŋő − „_1b(x) x^α

≤ m(x) ≤ −

„_2b(x) x^α

(21)

ďń£ ŋěłőšőřőčő ¸ < 1, ŋěłőšőřżţ „_1 > „_2 > 0 ĺ ďń£ ćśěţ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ x, čďě m(x) ĺ b(x) ążńĺ ććěďěŋż ć (1) ĺ (2). Ĺŋőčďă şśńőćĺě (21) őłăğżćăěšś£ śńĺÿłőň śĺńĳŋżň, šăł ůšő ćňěśšő (21) ňż řăśśňăšřĺćăěň ěčő őąőąźěŋŋş¿ ćěřśĺ¿. Ŕşśšĳ śńěďş¿źěě ŋěřăćěŋśšćő − „_1b(x) x^α

≤ m(x) ≤ −

„_2b(x) x^β

(22)

ćěřŋő ďń£ ŋěłőšőřżţ ¸ ≤ ˛ < 1, ŋěłőšőřżţ „_1; „_2 > 0, ĺ ďń£ ćśěţ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ x. Šăłęě ňż ŕřěďŕőńăčăěň, ůšő ťşŋłűĺ£ b(x) őšďěńěŋă őš ŋşń£ (łăł ĺ ć ŕřěďÿěśšćş¿źěľ śěłűĺĺ).

Őśŋőćŋőľ řěğşńĳšăš ¡šőčő řăğďěńă | ¡šő śńěďş¿źă£ šěőřěňă.

Šěőřěňă 1.3. Ŕşśšĳ ćżŕőńŋěŋő şśńőćĺě (22). Šőčďă ďń£ ń¿ąőčő " >

0 śşźěśšćşěš ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿőě N, šăłőě, ůšő ďń£ ćśěţ n ≥ N śńěďş¿źěě ŋěřăćěŋśšćő ćżŕőńŋěŋő: exp{− ( 2„_1 1 −¸ + " ) n^{1−α}} ≤ ı_n ≤ exp{−

( 2„_2 1 −˛ − " ) n^{1−β} }: (23)

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďőłăğăšěńĳśšćő ¡šĺţ ďćşţ ŋěřăćěŋśšć ŕőţőęě ŋă ďőłăğăšěńĳśšćő Šěőřěň 1.1 ĺ 1.2, ğă ĺśłń¿ůěŋĺěň őďŋőľ ďěšăńĺ: ťşŋłűĺĺ Ń£ŕşŋőćă ć ¡šőň śńşůăě őšńĺůă¿šś£ őš šěţ, łőšőřżě ňż ĺśŕőńĳğőćăńĺ ć ŕřěďÿěśšćş¿źěň řăğďěńě. Ćňěśšő ťşŋłűĺľ ćĺďă f(n) = n^γ łőšőřżě ĺśŕőńĳğőćăńĺśĳ, ůšőąż ŕőśšřőĺšĳ śőőšćěšśšćş¿- źĺě ťşŋłűĺĺ Ń£ŕşŋőćă ć Ńěňňě 1.3, ňż ďőńęŋż ĺśŕőńĳğőćăšĳ ťşŋłűĺĺ ćĺďă f(n) = exp{Cn^{1−β}} ĺ g(n) = { ~Cn^{1−α}} ďń£ ďřşčĺţ C ĺ ~C. Ďń£ ŕřĺňěřă, ŕőłăęěň, ůšő ć ğăćĺśĺňőśšĺ őš ćěńĺůĺŋż C, f(_n) śšăŋőćĺšś£ śşŕěřňăřšĺŋčăńőň ŋă {_n > x_0} ďń£ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿőčő x_0.

Ŕşśšĳ f(n) = exp{

( 2„_2 1 −˛ − " ) n^{1−β}} ĺ ďőŕşśšĺň, ůšő (21) ćżŕőńŋ£ěšś£. Ďăćăľšě ďőłăęěň, ůšő ďń£ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿőčő x

E(f(_{n+1}) − f(_n) | _n = x) ≤ −‹f(x)x^{−2β} (24)

ďń£ ŋěłőšőřőčő ‹ > 0.

Ć śăňőň ďěńě, ğăŕĺśżćă£ K = (2„_2)=(1 − ˛) − ", ňż ŕőńşůăěň

E(f(_{n+1}) − f(_n) | _n = x) = f(x)E(exp{K(^{1−β}_{n+1} − ^{1−β}_n )} − 1 | _n = x) = f(x)E(exp{Kx^{1−β} ((1 + (_{n+1} − _n)=x)^{1−β} − 1)} − 1 | _n = x) = f(x)E(exp{(1 − ˛)Kx^{−β} (_{n+1} − _n) + O(x^{−(β+1)})} − 1 | _n = x) = f(x)E((1 − ˛)Kx^{−β} (_{n+1} − _n) + + ((1 − ˛)K)^2 2 x^{−2β} (_{n+1} − _n)^2 + o(x^{−2β} ) | _n = x)

= f(x)x^{−β} K(1 − ˛)(m(x) +

(1 − ˛)K 2 b(x)x^{−β} + o(x^{−β} ))

≤ f(x)x^{−2β} K(1 − ˛)(−„_2b(x) +

(1 − ˛)K 2 b(x) + o(1)) ≤ −‹x^{−2β} f(x)

ďń£ ŋěłőšőřőčő ‹ > 0, šăł ůšő (24) ćżŕőńŋěŋő.

Łăł ążńő şŕőň£ŋşšő ćżÿě, őśšăšőł ďőłăğăšěńĳśšćă ĺňěěš śţőďśšćő ś Šěőřěňăňĺ 1.1 ĺ 1.2, šăł ůšő ňż őŕşśšĺň ďăńĳŋěľÿĺě ďěšăńĺ. 2 1.2. Śłőřőśšĳ śţőďĺňőśšĺ

Ć ŕřěďÿěśšćş¿źěň řăğďěńě ňż ŕőńşůĺńĺ őűěŋłĺ ŋă śšăűĺőŋăřŋş¿ ňěřş ı_n ŕřĺ n → ∞. Ŋő ňż ćśě ěźě ŋě ĺňěěň ŋĺłăłőľ ĺŋťőřňăűĺĺ ő śłőřőśšĺ, ś łőšőřőľ n-ÿăčőćżě ćěřő£šŋőśšĺ P^n_{ii} śţőď£šś£ ł ı_i. Śşźěśšćşěš ąőńĳÿőě łőńĺůěśšćő ŕřĺňěřőć űěŕěľ Ňăřłőćă ś ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋőľ śłőřőśšĳ¿ śţőďĺňőśšĺ ł śšăűĺőŋăřŋőśšĺ. Ŋő ňż ŕőłăęěň, ůšő ć ŋăÿěň śńşůăě śłőřőśšĳ śţőďĺňőśšĺ ŋě ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋă£, ă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋă£.

Ďăćăľšě ććěďěň ŋěłőšőřżě őąőğŋăůěŋĺ£. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ R_n = P^n_{00} − ı_0 ćěńĺůĺŋş, łőšőřş¿ ŋşęŋő őűěŋĺćăšĳ. Ğăŕĺÿěň fi = fi_{0,{0}} ĺ m = m_{0,{0}}, čďě fi_{0,{0}} ĺ m_{0,{0}} ążńĺ őŕřěďěńěŋż ć (11) ĺ (13). Šőčďă ı_0 = m^{−1} (śň. [15]). Ďőłăęěň śńěďş¿źş¿ šěőřěňş.

Šěőřěňă 1.4. Ěśńĺ (3) ćżŕőńŋ£ěšś£, šő šőčďă ďń£ ń¿ąőčő " > 0

śşźěśšćş¿š ŕőńőęĺšěńĳŋżě ůĺśńă C_1, C_2 šăłĺě, ůšő ďń£ ćśěţ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ n śńěďş¿źěě ŋěřăćěŋśšćő ćżŕőńŋěŋő:

C_1n^{−(θ1−1+ε)/2} ≤ |R_n| ≤ C_2n^{−(θ2−1−ε)/2} : (25)

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ

H_n = m^{−2 ∞∑}_{k=n+1} P{fi ≥ k + 1} :

Šěőřěňă 1 [7] őğŋăůăěš (ć ŋăÿĺţ őąőğŋăůěŋĺ£ţ), ůšő R_n ňőęěš ążšĳ ŕřěďśšăćńěŋő śńěďş¿źĺň őąřăğőň:

R_n = H_n + G_n;

čďě G_n ĺňěěš ŕőř£ďőł ňěŋĳÿě, ůěň H_n, ŕřĺ şśńőćĺĺ, ůšő ˛ > ¸ > 1, Efi^α < ∞ ĺ Efi^β = ∞. Ěďĺŋśšćěŋŋőě, ůšő őśšăńőśĳ | ¡šő ŕőńşůĺšĳ ćěřţŋĺě ĺ ŋĺęŋĺě čřăŋĺűż ďń£ P{fi > k}.

Ĺğ ďőłăğăšěńĳśšćă Ńěňňż 1.3 śńěďşěš, ůšő (3) ćńěůěš ďń£ ń¿ąőčő " > 0 śşźěśšćőćăŋĺě ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿőčő x_0, šăłőčő, ůšő ^{θ2+1−ε}_t | śşŕěřňăřšĺŋčăń ŋă {_t > x_0}, š.ě. ďń£ x > x_0

E(^{θ2+1−ε} t+1 − ^{θ2+1−ε}_t | _t = x) ≤ 0;

ĺ ^{θ1+1+ε} t | śăąňăřšĺŋčăń ŋă {_t > x_0}. Ňż ĺśŕőńĳğşěň ¡šőš ťăłš, ůšőąż śťőřňşńĺřőćăšĳ ĺ ďőłăğăšĳ śńěďş¿źş¿ ńěňňş.

Ńěňňă 1.5. Ďń£ ń¿ąőčő " > 0 śşźěśšćşěš łőŋśšăŋšă C1 > 0 šă-

łă£, ůšő ďń£ ćśěţ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ k

P{fi > k} ≥ C_1k^{−(θ1+1+ε)/2}: (26)

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ňż ďőńęŋż ććěśšĺ ŋěłőšőřżě ďőŕőńŋĺšěńĳŋěż őąőğŋăůěŋĺ£. Ďń£ śőśšő£ŋĺľ i, j ĺ ďń£ ňŋőęěśšćă B őŕřěďěńĺň nÿăčőćżě ŕěřěţőďŋżě šăąş-ćěřő£šŋőśšĺ

BP^n_{ij} = P{_n = j; _k ∉ B ďń£ k = 1; : : :n − 1 | _0 = i} (27)

ś ğăŕřěšŋżň ňŋőęěśšćőň B. Ďń£ B = {k} ňż, ěśšěśšćěŋŋő, ğăŕĺÿěň {k}P^n_{ij} ≡ kP^n_{ij} . Ŕşśšĳ ć ďăńĳŋěľÿěň

f(k) = k^{−(θ1 +1+ε)/2}:

Ĺśŕőńĳğş£ Śńěďśšćĺě 1 [10] ňż ŕőńşůăěň ć ŋăÿěň śńşůăě ďń£ ŋěłőšőřőčő ňŋőęěśšćă A = {0; 1; 2; : : :a_0} ĺ ďń£ ŋěłőšőřőčő x_0 > a_0, śşźěśšćőćăŋĺě łőŋśšăŋšż C_2 > 0 šăłőľ, ůšő P{fi_{x0,A} > k} ≥ C_2f(k):

Ŕőśłőńĳłş ŋăÿă űěŕĳ Ňăřłőćă | ŋěŕřĺćőďĺňă£ ĺ ăŕěřĺőďĺůěśłă£, šő śşźěśšćşěš ‹ > 0 ĺ n_0 šăłĺě, ůšő

0P^{n0}_{0x0} > ‹:

Šăł łăł 0 ∈ A,

P{fi_{0,{0}} > s} ≥ ‹P{fi_{x0,{0}} > s − n_0} ≥ ‹P{fi_{x0,A} > s − n_0} ≥ ‹C_2f(s − n_0) ≥ C_1f(s)

ďń£ ŋěłőšőřżţ C_1 > 0 ĺ s > n_0. İšő ďőłăğżćăěš Ńěňňş 1.5. 2 Śşňňĺřş£ (26) ŕő ćśěň k > n, ňż ŕőńşůăěň ŕěřćőě ŋěřăćěŋśšćő ć (25).

Łăł ŕőłăğżćăěš Šěőřěňă 1 [12], ć ŋăÿěň śńşůăě ďń£ ŋěłőšőřőčő x_0, ŋěłőšőřőčő ňŋőęěśšćă

A = {0; 1; 2; : : :a_0};

ĺ ďń£ ń¿ąőčő x > x_0 > a_0, ďń£ ń¿ąőčő " > 0 śşźěśšćşěš ňăšěňăšĺůěśłőě őęĺďăŋĺě Efi^{(θ2+1−ε)/2} x,A . Ŋő ňż ĺŋšěřěśşěňś£ łőŋěůŋőśšĳ¿ ňőňěŋšőć śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż fi ≡ fi_{0,{0}}. Śńěďőćăšěńĳŋő, ůšőąż ŋăłőŋěű ğăćěřÿĺšĳ ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż, ŋăň ąşďěš ŋşęŋă ěźě őďŋă ńěňňă.

Ńěňňă 1.6. Ŕşśšĳ {t} | ŋěŕřĺćőďĺňă£, ăŕěřĺőďĺůěśłă£ űěŕĳ Ňăř-

łőćă ŋă śůěšŋőň ŕřőśšřăŋśšćě śőśšő£ŋĺľ X, śő śńěďş¿źĺňĺ śćőľśšćăňĺ.

1) Ďń£ ćśěţ i ćěřŋő, ůšő P_{ij} ≠ 0 šőńĳłő ďń£ łőŋěůŋőčő ůĺśńă śőśšő- £ŋĺľ j.

2) Ďń£ ŋěłőšőřőčő ¸ > 1, ŋěłőšőřőčő ňŋőęěśšćă I ĺ ŋěłőšőřőčő łőŋěůŋőčő ňŋőęěśšćă B

Efi^α_{i,B} < ∞ (28)

ďń£ ćśěţ i ∈ I.

3) Ňŋőęěśšćő X \ I łőŋěůŋő.

Šőčďă ďń£ ń¿ąőčő ňŋőęěśšćă C ĺ ń¿ąőčő śőśšő£ŋĺ£ l ∈ X

Efi^α_{l,C} < ∞: (29)

Ďőłăğăšěńĳśšćő. İšő | ŕř£ňőě śńěďśšćĺě Šěőřěňż 1.9, łőšőřă£ ąşďěš ďőłăğăŋă ć Řăğďěńě 1.5. 2

Ŕřĺňěŋ££ ¡šş ńěňňş ł ŋăÿěľ śĺšşăűĺĺ, ňż ŋěňěďńěŋŋő ŕőńşůăěň łőŋěůŋőśšĳ ňăšěňăšĺůěśłőčő őęĺďăŋĺ£ Efi^{(θ2+1−ε)/2}. Ďőłăęěň śńěďş- ¿źěě ŕřőśšőě ŕřěďńőęěŋĺě, ůšőąż ĺğćńěůĳ ŕőńĳğş ĺğ ¡šőčő ťăłšă.

Ńěňňă 1.7. Ŕşśšĳ fi | ŋěłőšőřă£ ŕőńőęĺšěńĳŋă£ űěńőůĺśńěŋŋă£

śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă. Ŕşśšĳ Efi^α < ∞ ďń£ ŋěłőšőřőčő ¸ > 1. Šőčďă śşźěśšćşěš ŕőńőęĺšěńĳŋă£ łőŋśšăŋšă L šăłă£, ůšő ďń£ ćśěţ k > 0 P{fi > k} ≤ Lk^{−α}: (30)

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ć śăňőň ďěńě, ĺśŕőńĳğş£ ŋěřăćěŋśšćő Ůěążÿěćă, ŕőńşůăěň, ůšő P{fi > k} = P{fi^α > k^α} ≤

Efi^α k^α ; ďőłăğżćă£ šěň śăňżň Ńěňňş 1.7. 2

Śşňňĺřş£ (30) ŕő ćśěň k > n, ňż ć łőŋűě łőŋűőć ŕőńşůăěň ćšőřőě ŋěřăćěŋśšćő ć (25), ĺ ŕő¡šőňş ďőłăğăšěńĳśšćő Šěőřěňż 1.4 ğăćěřÿěŋő. 2

1.3. Ĺğşůěŋĺě ŕőćěďěŋĺ£ śšăűĺőŋăřŋżţ ňěř śůěšŋżţ űěŕěľ Ňăřłőćă ůěřěğ ťşŋłűĺĺ Ń£ŕşŋőćă

Ć ŕřěďÿěśšćş¿źěň řăğďěńě ňż řăśśňőšřěńĺ őďŋőňěřŋżě űěŕĺ Ňăřłőćă. Őśŋőćŋă£ űěńĳ ŋăśšő£źěčő řăğďěńă | ŕőłăğăšĳ, ůšő ŋăÿĺ ĺďěĺ ŕřĺňěŋĺňż ć ąőńěě őąźěľ śĺšşăűĺĺ.

Śŋăůăńă ňż ďőłăęěň őďĺŋ őąźĺľ řěğşńĳšăš. Ŕşśšĳ {_n} | ŋěŕřĺćőďĺňă£, ăŕěřĺőďĺůěśłă£ űěŕĳ Ňăřłőćă ś ďĺśłřěšŋżň ćřěňěŋěň ĺ ŋă śůěšŋőň ŕřőśšřăŋśšćě śőśšő£ŋĺľ X. Ďőŕşśšĺň, ůšő ¡šă űěŕĳ Ňăřłőćă ¡řčőďĺůŋă, ĺ őąőğŋăůĺň ůěřěğ {ı_k} ěě śšăűĺőŋăřŋş¿ ňěřş. Ŕşśšĳ f : X → R_+ | ŋěłőšőřă£ ťşŋłűĺ£. Řăśśňőšřĺň šřĺ śńěďş¿- źĺţ şśńőćĺ£:

Şśńőćĺě L. Śşźěśšćşěš łőŋśšăŋšă L > 0, šăłă£, ůšő

|f(_{n+1}) − f(_n)| < L ŕ.ŋ.

Şśńőćĺě V. Śşźěśšćş¿š ďěľśšćĺšěńĳŋżě ůĺśńă p0 > 0 ĺ v > 0,

šăłĺě, ůšő P{f(_{n+1}) ≤ f(_n) − v | _n = x} ≥ p_0 ďń£ ćśěţ x ∈ X, łřőňě, ążšĳ ňőęěš, łőŋěůŋőčő ĺţ łőńĺůěśšćă.

Şśńőćĺě F. Ěśńĺ A ∈ R+ | őčřăŋĺůěŋŋőě ňŋőęěśšćő, šő ňŋőęěśšćő

f^{−1}(A) łőŋěůŋő.

Ğăňěůăŋĺě 1.2. Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő Şśńőćĺ£ L ĺ F őğŋăůă¿š, ůšő

ďń£ ćśěţ x ∈ X śşźěśšćşěš šőńĳłő łőŋěůŋőě ůĺśńő śőśšő£ŋĺľ y ∈ X šăłĺţ, ůšő P_{xy} ≠ 0.

Ŕěřěď šěň, łăł śťőřňşńĺřőćăšĳ őąźĺľ řěğşńĳšăš, ććěďěň ŋěłőšőřżě ďőŕőńŋĺšěńĳŋżě őąőğŋăůěŋĺ£. Ŕşśšĳ

B_n = f^{−1}([n; n + L]) ;

D_n = f^{−1}([n; n + v]) ;

čďě ćěńĺůĺŋż L ĺ v ćğ£šż ĺğ Şśńőćĺľ L ĺ V. Ďń£ ń¿ąőčő B ⊂ X ŕşśšĳ ı_B =^∑_{i∈B} ı_i:

Ąşďěň ŕĺśăšĳ ć ďăńĳŋěľÿěň Z_n = f(_n).

Šěőřěňă 1.5. Ŕřĺňěň Şśńőćĺ£ L, V ĺ F. Ďőŕşśšĺň, ůšő ďń£ ŋěłő-

šőřżţ a_0 > 0, 2 < ˛_1 < ˛_2 śşźěśšćş¿š ‹_1; ‹_2 > 0 šăłĺě, ůšő

E(Z^{β1}_{n+1} − Z^{β1}_n | Z_n = x) ≤ −‹_1x^{β1−2} (31) E(Z^{β2}_{n+1} − Z^{β2}_n | Z_n = x) ≥ ‹_2x^{β2−2} (32)

ďń£ ćśěţ x ∈ f(X) šăłĺţ, ůšő x ≥ a_0. Šőčďă śşźěśšćş¿š ŕőńőęĺšěńĳŋżě łőŋśšăŋšż C_1, C_2 šăłĺě, ůšő ďń£ ćśěţ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ n ı_{Bn} ≥ C_1 n^{β2−1}

; (33) ı_{Dn} ≤ C_2 n^{β1−1}

: (34)

Śńěďśšćĺě 1.1. Ŕşśšĳ En = f^{−1}([n; +∞)). Šőčďă śşźěśšćş¿š ŕő-

ńőęĺšěńĳŋżě łőŋśšăŋšż C_3 ĺ C_4, šăłĺě, ůšő C_3 n^{β2−2} ≤ ı_{En} ≤ C_4 n^{β1−2} : Ďőłăğăšěńĳśšćő Šěőřěňż 1.5. Ććěďěň ŋěłőšőřżě ďőŕőńŋĺšěńĳŋżě őąőğŋăůěŋĺ£. Ďń£ ń¿ąőčő ňŋőęěśšćă C ŕşśšĳ —C = {j ∈ X | ∃i ∈ C : P_{ij} ≠ 0} ∪ C ĺ ~C = —C \ C:

Łřőňě šőčő, ŕőńőęĺň

B^−_n = {j ∈ ~B_n | f(j) < n} B^+_n = {j ∈ ~B_n | f(j) > n + L}:

Łăł ĺ ć ďőłăğăšěńĳśšćě Ńěňňż 1.3, ĺ ĺśŕőńĳğş£ Ńěňňż 1.1 ĺ 1.2, ňż ňőęěň ďőłăğăšĳ šřĺ śńěďş¿źĺţ ŋěřăćěŋśšćă (ďń£ ćśěţ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ n):

ďń£ j ∈ B^−_n śşźěśšćş¿š K_1; K_2 > 0 šăłĺě, ůšő

m_{j,Bn} ≥ K_1n^{β1−1}; (35)

m_{j,Bn} ≤ K_2n^{β2−1}; (36) ĺ ďń£ j ∈ B^+_n śşźěśšćşěš K_3 > 0 šăłőě, ůšő

m_{j,Bn} ≤ K_3n: (37)

Ąńăčőďăř£ Şśńőćĺ£ň L ĺ V, ďőśšăšőůŋő řăśśňőšřěšĳ šőńĳłő śőśšő£- ŋĺ£ j, šăłĺě, ůšő f(j) ∈ [n − L; n − v], ĺńĺ f(j) ∈ [n + L + v; n + 2L].

Ŕěřěŕĺÿěň ťőřňşńş (20) śńěďş¿źĺň őąřăğőň: ∑ i∈B_n ı_i(^∑_{j∈B̃} n P_{ij} m_{j,Bn} + 1) = 1: (38)

Ňż ďőłăğżćăěň ŋěřăćěŋśšćő (33). Ć śăňőň ďěńě, ĺśŕőńĳğş£ (36) ĺ (37), ňż ŕőńşůăěň, ůšő ∑ j∈B̃_n P_{ij} m_{j,Bn} ≤^∑_{j∈B̃} n P_{ij} K_4n^{β2−1} ≤ K_4n^{β2−1}

ĺ, ŕőďśšăćń££ ¡šő ć (38), ňż ŕőńşůăěň, ůšő

ı_{Bn} =^∑_{i∈Bn} ı_i ≥ 1 K_4n^{β2−1} + 1 ≥ C_1 n^{β2−1}

ďń£ ŋěłőšőřőčő C_1 > 0, ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, (33) ďőłăğăŋő.

Őąřăšĺňś£ šěŕěřĳ ł ŋěřăćěŋśšćş (34). Ĺśŕőńĳğş£ (35) ĺ Şśńőćĺě V, ňż ňőęěň ğăŕĺśăšĳ

1 =^∑_{i∈Bn} ı_i(^∑_{j∈B̃} n P_{ij} m_{j,Bn} + 1) ≥^∑_{i∈Dn} ı_i^∑_{j∈B̃} n P_{ij} m_{j,Bn} ≥ p_0K_1n^{β1−1 ∑}_{i∈Dn} ı_i = p_0K_1n^{β1−1}ı_{Dn} :

Śńěďőćăšěńĳŋő, ı_{Dn} ≤ C^2

n^{β1−1} ďń£ ŋěłőšőřőčő C_2 > 0, ĺ ŕő¡šőňş (34) ďőłăğăŋő. İšĺň ğăłăŋůĺćăěšś£ ďőłăğăšěńĳśšćő Šěőřěňż 1.5. 2

Ďőłăğăšěńĳśšćő Śńěďśšćĺ£ 1.1 őůěćĺďŋő, ĺ ňż ěčő őŕşśšĺň. 2 Ďăńěě ňż ŕőńşůăěň řěğşńĳšăš ő śłőřőśšĺ śţőďĺňőśšĺ ć ¡šőň śńşůăě.

Šěőřěňă 1.6. Ŕşśšĳ i ∈ X | ŕřőĺğćőńĳŋőě śőśšő£ŋĺě. Ďőŕşśšĺň,

ůšő ćżŕőńŋěŋż ćśě şśńőćĺ£ Šěőřěňż 1.5. Šőčďă śşźěśšćş¿š ďćă ŕőńőęĺšěńĳŋżţ ůĺśńă C_1 = C_1(i) ĺ C_2 = C_2(i), ŋě ğăćĺś£źĺţ őš n, šăłĺě, ůšő

C_1n^{−(β2 −1)/2} ≤ |ı_i − P^n_{ii} | ≤ C_2n^{−(β1−1)/2}

ďń£ ćśěţ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ n.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ğăňěšĺň, ůšő řěğşńĳšăšż ĺğ [10] ĺ [12], łőšőřżě ĺśŕőńĳğőćăńĺśĳ ŕřĺ ďőłăğăšěńĳśšćě Šěőřěňż 1.4, ąăğĺřőćăńĺśĳ ŋă ŋěřăćěŋśšćăţ, ŕőďőąŋżţ (31) ĺ (32). Śńěďőćăšěńĳŋő, řěğşńĳšăšż ĺğ [10] ĺ [12] ćěřŋż ć ďăŋŋőľ śĺšşăűĺĺ. Šăł ůšő ďőłăğăšěńĳśšćő ďăŋŋőľ šěőřěňż ŕőďőąŋő ďőłăğăšěńĳśšćş Šěőřěňż 1.4. Ďěšăńĺ ňż őŕşśłăěň.2

1.4. Ŕřĺńőęěŋĺ£: śńşůăľŋőě ąńşęďăŋĺě ć Z2+ ś őšřăęěŋĺěň, ĺ ś ŋşńěćżň śŋőśőň ćŋşšřĺ

Ňż ŕřĺňěŋĺň őąźĺě řěğşńĳšăšż ŕřěďÿěśšćş¿źěčő řăğďěńă ł śńşůăľŋőňş ąńşęďăŋĺ¿ ć łćăďřăŋšě ś ŋşńěćżň śŋőśőň ćŋşšřĺ. Ďăćăľšě őŕĺÿěň ¡šő śńşůăľŋőě ąńşęďăŋĺě (ňż śńěďşěň ğďěśĳ řăąőšăň [5, 12]).

Řăśśňőšřĺň őďŋőřőďŋş¿ űěŕĳ Ňăřłőćă ś ďĺśłřěšŋżň ćřěňěŋěň L = {_n; n ≥ 0} ŋă řěÿěšłě ć ůěšćěřšĺ ŕńőśłőśšĺ

Z^2_+ = {(x; y) : x; y ≥ 0 - űěńżě }:

Ňż ŕřěďŕőńăčăěň, ůšő őŋă ŋěŕřĺćőďĺňă£ ĺ ăŕěřĺőďĺůěśłĺ£. Ďőŕşśšĺň, ůšő ćěřő£šŋőśšĺ ŕěřěţőďă ğăćĺś£š őš ŕőńőęěŋĺ£ _n śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Ďń£ ćŋşšřěŋŋĺţ šőůěł (x; y ≥ 1)

P {_{n+1} = (x + k; y + m) | _n = (x; y)} = r_{k,m};

ďń£ šőůěł ŋă őś£ţ (x = 0; y ≥ 1 ĺńĺ y = 0; x ≥ 1)

P {_{n+1} = (x + k; m) | _n = (x; 0)} = q_{k,m};

P {_{n+1} = (k; y + m) | _n = (0; y)} = p_{k,m} ĺ P {_{n+1} = (k; m) | _n = (0; 0)} = r^0_{k,m}:

Łřőňě šőčő, ŕőšřěąşěň ćżŕőńŋěŋĺ£ śńěďş¿źĺţ şśńőćĺľ:

1) (Őčřăŋĺůěŋŋőśšĳ śŋĺğş) rk,m = 0; ěśńĺ k < −1 ĺńĺ m < −1; q_{k,m} = 0; ěśńĺ k < −1 ĺńĺ m < 0; p_{k,m} = 0; ěśńĺ k < 0 ĺńĺ m < −1; r^0_{k,m} = 0; ěśńĺ k; m < 0:

2) (Őčřăŋĺůěŋŋőśšĳ śćěřţş)

r^0_{k,m} = r_{k,m} = q_{k,m} = p_{k,m} = 0 ; ěśńĺ max{k; m} > N_0 ďń£ ťĺłśĺřőćăŋŋőčő N_0 ∈ Z_+.

Ňż ŕřěďŕőńăčăěň, ůšő ∑ i,j ir_{i,j} =^∑_{i,j} jr_{i,j} = 0:

Ďăćăľšě őŕřěďěńĺň ćěńĺůĺŋż –_x, –_y ĺ R śńěďş¿źĺň őąřăğőň: –_x =^∑_{i,j} i^2r_{i,j} ; –_y =^∑_{i,j} j^2r_{i,j} ; R =^∑_{i,j} ijr_{i,j}:

Ďőŕşśšĺň, ůšő ňăšřĺűă –_x R

R –_y ŋěćżřőęďěŋă. Łřőňě šőčő, ğăŕĺÿěň u_1 =^∑_{i,j} iq_{i,j} ; u_2 =^∑_{i,j} jq_{i,j} ĺ w_1 =^∑_{i,j} ip_{i,j} ; u_2 =^∑_{i,j} jp_{i,j} ;

ŕşśšĳ b = –_y –_x

; r = R√ –_x–_y

; = 1 √ –_y(1 − r^2) ĺ ‚ = arccos(−r); ‚ ∈ (0; ı) :

Ććěďěň ďćă şčńă ¸_1; ¸_2 ∈ (−ı=2; ı=2) (śň. ć [12] ĺţ čěőňěšřĺůěśłş¿ ĺŋšěřŕřěšăűĺ¿):

¸_1 = arctan { 1√ 1 − r^2 ( r − b u_1 u_2 )} ; ¸_2 = arctan { 1√ 1 − r^2 ( r − w_2 bw_1 )} : Ďăńěě ňż őŕřěďěńĺň ţăřăłšěřĺśšĺłş ŋăÿěľ űěŕĺ Ňăřłőćă, łőšőřă£ ĺčřăěš ćăęŋş¿ řőńĳ ć ĺśśńěďőćăŋĺĺ ěě śćőľśšć. İšő

¸ = ¸^1 + ¸^2 ‚ : Ć řăąőšě [12] ŕőłăğăŋő, ůšő űěŕĳ Ňăřłőćă _n ¡řčőďĺůŋă, ěśńĺ ¸ > 2. Őąőğŋăůĺň šăłęě ůěřěğ

W_n = {(i; j) ∈ Z^2 :^√i^2 + j^2 > n}:

Ňż ňőęěň šěŕěřĳ śťőřňşńĺřőćăšĳ őśŋőćŋőľ řěğşńĳšăš ¡šőčő řăğďěńă.

Šěőřěňă 1.7. Ŕşśšĳ n ąşďěš őŕřěďěńěŋŋă£ ćżÿě űěŕĳ Ňăřłőćă, ĺ

ŕşśšĳ ¸ > 2. Šőčďă ďń£ ń¿ąőčő " > 0 śşźěśšćş¿š łőŋśšăŋšż C_1; C_2 > 0 šăłĺě, ůšő

C_1 n^{α−2+ε} ≤ ı_{Wn} ≤ C_2 n^{α−2−ε} (39)

ďń£ ćśěţ n.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Őąőğŋăůĺň ˛_1 = ¸ − ", ˛_2 = ¸ + ". Ć řăąőšě [12] ążńĺ £ćŋő ŕőśšřőěŋż ťşŋłűĺĺ _{1,2} : Z^2_+ → R_+, şďőćńěšćőř£¿- źĺě (31) ĺ (32) śőőšćěšśšćěŋŋő. Ĺśŕőńĳğş£ ŕřőśšżě čěőňěšřĺůěśłĺě řăśśşęďěŋĺ£, ŋěšřşďŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő ¡šĺ ťşŋłűĺĺ šăłęě şďőćńěšćőř£¿š Şśńőćĺ£ň L, V ĺ F. Ĺśŕőńĳğş£ šěţŋĺłş ďőłăğăšěńĳśšćă Šěőřěňż 1.5, ňż ćĺďĺň, ůšő Śńěďśšćĺě 1.1 ŕřĺňěŋĺňő ł ŋăÿěľ śĺšşăűĺĺ. Šăł ůšő, ŕřĺňěŋ££ Śńěďśšćĺě 1.1 ĺ ğăňěůă£, ůšő ďń£ ŋěłőšőřżţ ŋě ğăćĺś£źĺţ őš n ůĺśěń t_1; t_2

E_{t1n} ⊂ W_n ⊂ E_{t2n}

(ć śăňőň ďěńě, ¡šő ńěčłő śńěďşěš ĺğ čěőňěšřĺůěśłĺţ řăśśşęďěŋĺľ) ňż ŋěňěďńěŋŋő ŕőńşůăěň (39). İšĺň ğăćěřÿăěšś£ ďőłăğăšěńĳśšćő Šěőřěňż 1.7.2

Ć ğăćěřÿěŋĺě, ňż łřăšłő łőśŋěňś£ ćőŕřőśă ő śłőřőśšĺ śţőďĺňőśšĺ ć ¡šőň śńşůăě. Ďăćăľšě śťőřňşńĺřşěň śńěďş¿źş¿ šěőřěňş.

Šěőřěňă 1.8. Ďń£ ń¿ąőčő " > 0 ĺ ń¿ąőčő śőśšő£ŋĺ£ ~s = (i; j) śşźě-

śšćş¿š ďćă ŕőńőęĺšěńĳŋżţ ůĺśńă C_1 = C_1(~s) ĺ C_2 = C_2(~s) šăłĺě, ůšő C_1n^{−α+1−ε} ≤ |ı_{s̃} − P^n_{s̃s̃}| ≤ C_2n^{−α+1+ε}

ďń£ ćśěţ n.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. İšő | ŕř£ňőě śńěďśšćĺě Šěőřěňż 1.6. 2

1.5. Šěőřěňă ő ňőňěŋšăţ ćřěňěŋ ďőśšĺęěŋĺ£ łőŋěůŋżţ ňŋőęěśšć

Ňż śťőřňşńĺřşěň ĺ ďőłăęěň šěţŋĺůěśłĺľ řěğşńĳšăš, ŋěőąţőďĺňżľ ć Řăğďěńě 1.2.

Šěőřěňă 1.9. Ŕşśšĳ {t} | ŋěŕřĺćőďĺňă£ űěŕĳ Ňăřłőćă ŋă śůěš-

ŋőň ŕřőśšřăŋśšćě śőśšő£ŋĺľ X śő śńěďş¿źĺňĺ śćőľśšćăňĺ.

1) Ďń£ ćśěţ i ćěřŋő, ůšő P_{ij} ≠ 0 šőńĳłő ńĺÿĳ ďń£ łőŋěůŋőčő ůĺśńă śőśšő£ŋĺľ j.

2) Ďń£ ŋěłőšőřőčő ¸ > 0, ŋěłőšőřőčő ňŋőęěśšćă I, ĺ ŋěłőšőřőčő łőŋěůŋőčő ňŋőęěśšćă B

Efi^α_{i,B} < ∞ (40)

ďń£ ćśěţ i ∈ I.

3) Śşźěśšćşěš łőŋěůŋőě ňŋőęěśšćő D šăłőě, ůšő ĺńĺ ňŋőęěśšćő X \(B ∪D ∪I) ŕşśšő, ĺńĺ ďń£ ćśěţ j ∈ X \(B ∪D ∪I) śşźěśšćş¿š i ∈ I ĺ n_0 šăłĺě, ůšő_B P^{n0}_{ij} > 0.

Šőčďă ďń£ ń¿ąőčő ňŋőęěśšćă C ĺ ń¿ąőčő śőśšő£ŋĺ£ l ∈ X

Efi^α_{l,C} < ∞: (41)

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Őůěćĺďŋő, ąěğ ŕőšěřĺ őąźŋőśšĺ ňż ňőęěň ďőŕşśšĺšĳ, ůšő B ∩ D = ∅. Śŋăůăńă ňż ďőłăęěň, ůšő Efi^α_{j,B} < ∞ ďń£ ćśěţ j. Ěśńĺ j ∈ I, šő šőčďă ¡šő | ŕř£ňőě śńěďśšćĺě şśńőćĺľ šěőřěňż, šăł ůšő őśšăěšś£ šőńĳłő ďćă ćőğňőęŋżţ śńşůă£: j ∈ X \ (B ∪ D ∪ I) ĺ j ∈ D (śńşůăľ j ∈ B ńěčłő śńěďşěš ĺğ ¡šĺţ ďćşţ).

Śńşůăľ 1: j ∈ X \ (B ∪ D ∪ I). Ďőŕşśšĺň, ůšő Efi^α_{j,B} = ∞. Šőčďă śşźěśšćş¿š i ∈ I ĺ n_0 šăłĺě, ůšő_B P^{n0}_{ij} > 0. Šőčďă

Efi^α_{i,B} ≥_B P^{n0}_{ij} E(n_0 + fi_{j,B})^α: (42)

Ŋő ŕřăćă£ ůăśšĳ (42) řăćŋă ∞, ă ğŋăůĺš Efi^α_{i,B} = ∞. Ŋő ¡šő ŕřőšĺćőřěůĺš (40).

Śńşůăľ 2: j ∈ D. Ŕşśšĳ ff ≡ fi_{j,X\D} | ¡šő ŕěřćżľ ňőňěŋš ćřěňěŋĺ, łőčďă _t ŕőłĺďăěš ňŋőęěśšćő D. Ŕőśłőńĳłş D łőŋěůŋő ĺ P{ff < ∞} = 1, śşźěśšćşěš ‚ > 0 šăłőě, ůšő

P{ff = k} ≤ e^{−γk}:

Ŕőńăčă£ s = max_{k∈D̃} Efi^α_{k,B};

ŕőńşůăěň, ůšő

Efi^α_{j,B} =^{∞∑}_{k=1} P{ff = k}E(fi^α_{j,B} | ff = k):

Ŋő, šăł łăł _σ ∈ ~D (ňż ğďěśĳ ĺśŕőńĳğşěň őąőğŋăůěŋĺ£, ććěďěŋŋżě ć ŋăůăńě ďőłăğăšěńĳśšćă Šěőřěňż 1.5), ĺňěěň

E(fi^α_{j,B} | ff = k) = E((fi_{ξσ ,B} + k)^α | ff = k) ≤ 2^α(E(fi^α_{ξσ,B} | ff = k) + k^α) ≤ 2^α(s + k^α)

(ğďěśĳ ĺśŕőńĳğőćăŋő ŕřőśšőě ŋěřăćěŋśšćő

(a_1 + · · · + a_n)^α ≤ n^α(a^α_1 + · · · + a^α_n) (43)

ďń£ ¸ > 0 ĺ a_i ≥ 0.)

Ňż ğăłń¿ůăěň, ůšő

Efi^α_{j,B} ≤^{∞∑}_{k=1} e^{−γk}2^α(s + k^α) < ∞ ĺ, šăłĺň őąřăğőň, ďőłăğăŋő, ůšő ďń£ ń¿ąőčő j ∈ X Efi^α_{j,B} < ∞: (44) Ŕřőďőńęĺň ďőłăğăšěńĳśšćő Šěőřěňż 1.9. Ňż ţőšĺň ďőłăğăšĳ, ůšő ďń£ ń¿ążţ l; q ∈ X Efi^α_{l,{q}} < ∞: Őůěćĺďŋő, ąěğ ŕőšěřĺ őąźŋőśšĺ ňż ňőęěň ďőŕşśšĺšĳ, ůšő q ∈ B.

Ć śăňőň ďěńě, ěśńĺ ¡šő ŋě šăł, šő šőčďă ňż řăśśňőšřĺň ňŋőęěśšćő B^′ = B ∪ {q}, ĺ ŋěšřşďŋő ćĺďěšĳ, ůšő fi_{j,B}′ ≤ fi_{j,B} ďń£ ćśěţ j.

Ŕşśšĳ ff_1 ≡ fi_{l,B} , ĺ ff_{k+1} = min{n : n > ff_k ; _n ∈ B}; k ≥ 1;

čďě ff_k | ňőňěŋš k-čő ğăţőďă ć ňŋőęěśšćő B. Őůěćĺďŋő, ĺğ (44) śńěďşěš, ůšő ŋăÿă űěŕĳ Ňăřłőćă ćőğćřăšŋă. Śńěďőćăšěńĳŋő, ff_k < ∞ ŕ.ŋ., ďń£ ćśěţ k. Řăśśňăšřĺćăěň ŋőćş¿ űěŕĳ Ňăřłőćă {”_k} ŋă ŕřőśšřăŋśšćě śőśšő£ŋĺľ B, łőšőřă£ ŕőńşůăěšś£ ĺğ {_k} śńěďş¿źĺň őąřăğőň: ”_k = _{σk} . Őąőğŋăůĺň ůěřěğ w = min{k > 0 : ”_k = q | _0 = l}:

§śŋő, ůšő Efi^α_{l,{q}} = Eff^α_w ĺ ňż ĺňěěň Eff^α_w =^{∞∑}_{k=1} P{w = k}E(ff^α_k | w = k): (45) Ŕőśłőńĳłş űěŕĳ Ňăřłőćă {_k} ćőğćřăšŋă, šő {”_k} šőęě ćőğćřăšŋă, ĺ šăł łăł ŕřőśšřăŋśšćő śőśšő£ŋĺľ {”_k} łőŋěůŋő, šő śşźěśšćş¿š łőŋśšăŋšż K_1 > 0 ĺ ‹ > 0 šăłĺě, ůšő P{w = k} ≤ K_1e^{−δk}: (46) Ďăćăľšě őűěŋĺň E(ff^α_k | w = k). Ďń£ m; n ∈ B őąőğŋăůĺň ůěřěğ Q_{mn} ćěřő£šŋőśšĺ ŕěřěţőďă űěŕĺ Ňăřłőćă {”_k}. Ŕşśšĳ r_1 = min_{m,n∈B:} Q_{mn}≠0 Q_{mn}:

Őąőğŋăůĺň u_k = ff_{k+1} − ff_k. Ĺğ (44) śńěďşěš, ůšő ďń£ ćśěţ m ∈ B E(u^α_k | ”_k = m) < ∞: (47)

Ďăćăľšě ďőłăęěň, ůšő ďń£ ćśěţ m; n ∈ B šăłĺţ, ůšő Q_{mn} ≠ 0 E(u^α_k | ”_k = m; ”_{k+1} = n) < ∞:

Ć śăňőň ďěńě, E(u^α_k | ”_k = m) ≥ Q_{mn}E(u^α_k | ”_k = m; ”_{k+1} = n);

ĺ ŕő¡šőňş

E(u^α_k | ”_k = m; ”_{k+1} = n) ≤ 1 r_1

E(u^α_k | ”_k = m) < ∞:

Śńěďőćăšěńĳŋő, šăł łăł B łőŋěůŋő, śşźěśšćşěš r_2 > 0 šăłőě, ůšő E(u^α_k | ”_k; ”_{k+1}) ≤ r_2 ŕ.ŋ.

Ŕřĺňěŋ££ (43), ĺňěěň

E(ff^α_k | w = k) = E((ff_1 + u_1 + · · · + u_{k−1})^α | w = k) ≤ k^αEff_1 + k^αE(u^α_1 + · · · + u^α_{k−1} | ”_1 ≠ q; : : :”_{k−1} ≠ q; ”_k = q) ≤ k^αEff_1 + k^αr_2(k − 1) ≤ r_3k^{α+1};

ďń£ ćśěţ k ĺ ŋěłőšőřőčő r_3 > 0.

Šăł ůšő, ĺśŕőńĳğş£ (45) ĺ (46), ňż ĺňěěň Efi^α_{l,{q}} ≤^{∞∑}_{k=1} K_1e^{−δk}r_3k^{α+1} < ∞:

Ůšőąż ğăćěřÿĺšĳ ďőłăğăšěńĳśšćő Šěőřěňż 1.9, őśšăńőśĳ ğăňěšĺšĳ, ůšő fi_{l,{q}} ≥ fi_{l,C} ďń£ q ∈ C, ĺ ŕő¡šőňş Efi^α_{l,C} ≤ Efi^α_{l,{q}} < ∞: Šăłĺň őąřăğőň, ňż ďőłăğăńĺ Šěőřěňş 1.9. 2

2. Ňăřłőćśłĺě ŕřőűěśśż ć śńşůăľŋżţ śřě- ďăţ 2.1. Łřĺšěřĺĺ ďń£ śůěšŋżţ űěŕěľ Ňăřłőćă

Ć ¡šőň řăğďěńě ňż ťőřňşńĺřşěň šřĺ ňăřšĺŋčăńĳŋżţ łřĺšěřĺ£ ďń£ śůěšŋżţ ŋěŕřĺćőďĺňżţ űěŕěľ Ňăřłőćă. Őŋĺ ŕřĺćěďěŋż ć ďőćőńĳŋő şŕřőźěŋŋőľ ťőřňě, łőšőřă£ šěň ŋě ňěŋěě ďőśšăšőůŋă ďń£ ŋăÿĺţ ŋşęď. Ąőńěě őąźĺě łřĺšěřĺĺ ňőčşš ążšĳ ŋăľďěŋż ć [18], ă šăłęě ć [12].

Ŕřěďńőęěŋĺě 2.1. Ŕşśšĳ ”t | śůěšŋă£, őďŋőřőďŋă£ ŕő ćřěňěŋĺ

űěŕĳ Ňăřłőćă śő śůěšŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň śőśšő£ŋĺľ X, ĺ šőůłă 0 ∈ X. Ďőŕşśšĺň, ůšő śşźěśšćşěš ťşŋłűĺ£ f : X → R śő śńěďş¿- źĺňĺ śćőľśšćăňĺ:

• f(x) ≠ const;

• śşźěśšćşěš ŋěłőšőřőě M_0 šăłőě, ůšő |f(x)| < M_0 ďń£ ćśěţ x ∈ X;

• ďń£ ćśěţ x ≠ 0

E(f(”_{t+1}) − f(”_t) | ”_t = x) = 0: (48)

Šőčďă űěŕĳ Ňăřłőćă ”_t šřăŋğĺěŋšŋă (š.ě. ŋěćőğćřăšŋă).

İšő | śńěďśšćĺě Šěőřěňż 2.2.2 [18]. Ďěšăńĺ őŕşźěŋż. Śńěďş¿źĺě ŕřěďńőęěŋĺ£ ěśšĳ ŕřőśšő şŕřőźěŋŋżě ťőřňż Šěőřěň 2.2.1 ĺ 2.2.3 [18] śőőšćěšśšćěŋŋő.

Ŕřěďńőęěŋĺě 2.2. Ŕşśšĳ ”t | őďŋőřőďŋă£ ŕő ćřěňěŋĺ űěŕĳ Ňăř-

łőćă ś ďĺśłřěšŋżň ćřěňěŋěň ĺ śő śůěšŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň śőśšő- £ŋĺľ X, 0 ∈ X. Ďőŕşśšĺň, ůšő śşźěśšćşěš ťşŋłűĺ£ f : X → R šăłă£, ůšő f(x) → +∞ ŕřĺ x → ∞, ĺ ďń£ ćśěţ x ≠ 0

E(f(”_{t+1}) − f(”_t) | ”_t = x) ≤ 0: (49)

Šőčďă űěŕĳ Ňăřłőćă ”_t ćőğćřăšŋă.

Ŕřěďńőęěŋĺě 2.3. (Foster) Ŕşśšĳ ”t | őďŋőřőďŋă£ ŕő ćřěňěŋĺ

űěŕĳ Ňăřłőćă ś ďĺśłřěšŋżň ćřěňěŋěň ĺ śő śůěšŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň śőśšő£ŋĺľ X, 0 ∈ X. Ďőŕşśšĺň, ůšő śşźěśšćş¿š ťşŋłűĺ£ f : X → R, f(x) ≥ 0, ĺ ‹ > 0 šăłĺě, ůšő ďń£ ćśěţ x ≠ 0

E(f(”_{t+1}) − f(”_t) | ”_t = x) ≤ −‹; (50)

ĺ E(f(”_{t+1}) | ”_t = 0) < ∞. Šőčďă űěŕĳ Ňăřłőćă ”_t ¡řčőďĺůŋă.

2.2. Śńşůăľŋőě ąńşęďăŋĺě ć Z+ ć śńşůăľŋőľ śřěďě 2.2.1. Őŕĺśăŋĺě ŕřőűěśśă

Ğďěśĳ ňż őŕĺÿěň ňőďěńĳ, łőšőřă£ ćŕěřćżě ążńă řăśśňőšřěŋă M.Ć. Łőğńőćżň [4] ĺ Ť. Śőńőňőŋőň [30].

Ŕşśšĳ {_i}_{i=1,2,...} | ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŋ.ő.ř. śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ ŋă ˙ śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć [0; 1]. Ďőŕşśšĺň šăłęě, ůšő

P{1 = 0} = P{1 = 1} = 0:

Ďăńěě, ďń£ ťĺłśĺřőćăŋŋőľ śřěďż, š.ě. ďń£ ďăŋŋőľ řěăńĺğăűĺĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ŋ.ő.ř. śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ {_i}, řăśśňőšřĺň űěŕĳ Ňăřłőćă ”_t ŋă Z_+, őŕřěďěńěŋŋş¿ śńěďş¿źĺň őąřăğőň: ”_0 = 0,

p_n = P{”_{t+1} = n − 1 | ”_t = n} = _n;

q_n = P{”_{t+1} = n + 1 | ”_t = n} = 1 − _n; n = 1; 2 : : :;

ĺ P{”_{t+1} = 1 | ”_t = 0} = 1. Ťăłšĺůěśłĺ, ”_t ňőęěš ążšĳ őŕĺśăŋő łăł ŕřőűěśś řőęďěŋĺ£ ĺ čĺąěńĺ ś ŕăřăňěšřăňĺ řőęďěŋĺ£, śőőšćěšśšćěŋŋő čĺąěńĺ řăćŋżňĺ p_n ĺ q_n = 1 − p_n.

İšă ňőďěńĳ ĺŋšěŋśĺćŋő ĺśśńěďőćăńăśĳ ĺ ňŋőčĺě ěě śćőľśšćă ĺğćěśšŋż, śň. ŋăŕřĺňěř [24], ĺńĺ ć [25] ćőğňőęŋżě őąőąźěŋĺ£. Ć ¡šőľ ůăśšĺ řăąőšż (š.ě. ć Řăğďěńě 2.2) ŋăÿěľ űěńĳ¿ ŋě £ćń£ěšś£ ŕőńşůĺšĳ ŋěłőšőřżě ŋőćżě řěğşńĳšăšż, ŋő ŕřőĺńń¿śšřĺřőćăšĳ, łăł řăąőšăěš ňěšőď ťşŋłűĺľ Ń£ŕşŋőćă, ă šăłęě ŕőłăğăšĳ, ůšő ďőłăğăšěńĳśšćă ňőčşš ążšĳ ćěśĳňă łőřőšłĺ ŕřĺ ĺśŕőńĳğőćăŋĺĺ ¡šőčő ňěšőďă. Ňż ąşďěň ĺśŕőńĳğőćăšĳ őąőğŋăůěŋĺ£ P; E, ůšőąż őąőğŋăůĺšĳ ćěřő£šŋőśšĳ ĺ ňăšěňăšĺůěśłőě őęĺďăŋĺě ďń£ śńşůăľŋőľ śřěďż !, śőţřăŋ££ őąőğŋăůěŋĺ£ P; E ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ďń£ űěŕĺ Ňăřłőćă ”_t.

2.2.2. Ćőğćřăšŋőśšĳ, šřăŋğĺěŋšŋőśšĳ, ĺ ăśĺňŕšőšĺůěśłőě ŕőćěďěŋĺě ŕřőűěśśă

Ŕşśšĳ ”_t | śńşůăľŋőě ąńşęďăŋĺě ć śńşůăľŋőľ śřěďě, ććěďěŋŋőě ć Řăğďěńě 2.2.1. Őąőğŋăůĺň “_n = log(p_n=q_n). Śńěďş¿źă£ šěőřěňă ŕřĺŋăďńěęĺš Śőńőňőŋş [30]. Ŋő ňż ďőłăęěň ¡šş šěőřěňş, ĺśŕőńĳğş£ ňěšőď ťşŋłűĺľ Ń£ŕşŋőćă.

Šěőřěňă 2.1. Ŕşśšĳ E|“1| < ∞.

• Ěśńĺ E“_1 < 0, šő śńşůăľŋőě ąńşęďăŋĺě šřăŋğĺěŋšŋő ďń£ ŕőůšĺ ćśěţ ! (ďń£ ŕőůšĺ ćśěţ śřěď).

• Ěśńĺ E“_1 ≥ 0, šő śńşůăľŋőě ąńşęďăŋĺě ćőğćřăšŋő ďń£ ŕőůšĺ ćśěţ !.

• Łřőňě šőčő, ěśńĺ E“_1 > 0, šő šőčďă śńşůăľŋőě ąńşęďăŋĺě ¡řčőďĺůŋő ďń£ ŕőůšĺ ćśěţ !.

Śţěňă ďőłăğăšěńĳśšćă. Śŋăůăńă ňż ďőłăęěň ćőğćřăšŋőśšĳ ĺ šřăŋğĺěŋšŋőśšĳ. Ďăćăľšě ŕőŕżšăěňś£ ŕőśšřőĺšĳ ťşŋłűĺ¿ f(x), şďőćńěšćőř£¿źş¿ (48) ďń£ ťĺłśĺřőćăŋŋőčő !. Őąőğŋăůĺň ´_i = f(i)−f(i− 1) ĺ ŕşśšĳ ´_0 = 1. Ďăńěě, ňż ĺňěěň

E(f(”_{t+1}) − f(”_t) | ”_t = x) = −p_x´_x + q_x´_{x+1}; (51)

ŕő¡šőňş ´_{x+1} = p^x

q_x

´_x; (52)

ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, ´_{x+1} = exp {^{x∑}_{i=1} “_i}:

Ŕőńőęĺň f(0) = 0. Ďăńěě, ŕőśłőńĳłş

f(x) =^{x∑}_{i=1} ´_i;

£śŋő, ůšő ťşŋłűĺ£ f(x) ŕőńőęĺšěńĳŋă, ĺ ůšő ěśńĺ E“_1 ≥ 0, šő ďń£ ŕőůšĺ ćśěţ ! ňż ĺňěěň f(x) → +∞, ĺ ěśńĺ E“_1 < 0, šő f(x) őčřăŋĺůěŋă. Ŕřĺňěŋ££ Ŕřěďńőęěŋĺ£ 2.1 ĺ 2.2, ňż ğăćěřÿăěň ďőłăğăšěńĳśšćő ŕěřćżţ ďćşţ şšćěřęďěŋĺľ Šěőřěňż 2.1.

Ďń£ šőčő, ůšőąż ďőłăğăšĳ ¡řčőďĺůŋőśšĳ, ňż śšřőĺň ťşŋłűĺ¿ Ń£- ŕşŋőćă f(s) ďřşčĺň śŕőśőąőň. Ŕşśšĳ f(x) =^{∑x}_{i=1} ´_i, čďě

´_i = 1 p_i + q_i p_ip_{i+1} + q_iq_{i+1} p_ip_{i+1}p_{i+2} + q_iq_{i+1}q_{i+2} p_ip_{i+1}p_{i+2}p_{i+3}

+ · · · (53)

Ďăńěě, ňőęŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ěśńĺ E“_1 > 0, šő

i) ř£ď ć ŕřăćőľ ůăśšĺ (53) śţőďĺšś£, šăł ůšő ťşŋłűĺ£ f(x) łőřřěłšŋő őŕřěďěńěŋă;

ii) f(x) şďőćńěšćőř£ěš (50) ś ‹ = 1.

Ňż őŕşśłăěň ďěšăńĺ ğďěśĳ, śśżńă£śĳ ŋă Řăğďěń 2.3.5, čďě ďăŋő ŕőńŋőě ďőłăğăšěńĳśšćő ć ąőńěě őąźěľ śĺšşăűĺĺ. Ŕřĺňěŋ££ šěŕěřĳ Ŕřěďńőęěŋĺě 2.3, ňż ğăćěřÿăěň ďőłăğăšěńĳśšćő ŕőśńěďŋěčő şšćěřęďěŋĺ£ Šěőřěňż 2.1. 2

Šěŕěřĳ ňż řăśśňőšřĺň śńşůăľ E“_1 = 0 ąőńěě ŕőďřőąŋżň őąřăğőň. Ňőęěš ńěčłő ążšĳ ďőłăğăŋő, ůšő śńşůăľŋőě ąńşęďăŋĺě ŋşńĳćőğćřăšŋő (ďń£ ŕőůšĺ ćśěţ śřěď). Ćőğňőęŋőě ďőłăğăšěńĳśšćő ąăğĺřşěšś£ ŋă £ćŋőň ćżŕĺśżćăŋĺĺ śšăűĺőŋăřŋőľ ňěřż ďń£ ¡šőľ űěŕĺ Ňăřłőćă. Ňż šěŕěřĳ śťőłşśĺřşěň ćŋĺňăŋĺě ŋă ăśĺňŕšőšĺůěśłőň ŕőćěďěŋĺĺ ŕřőűěśśă ŕřĺ t → ∞. Ňż ŕőńşůĺň őďĺŋ řěğşńĳšăš, łőšőřżľ ŋěňŋőčő śńăąěě, ůěň řěğşńĳšăš [8], ŋő ěčő ďőłăğăšěńĳśšćő ŕřőśšő ĺ łőřőšłő.

Šěőřěňă 2.2. Ŕşśšĳ E“1 = 0 ĺ 0 < E“^2_1 < ∞. Šőčďă ďń£ ń¿ąőčő

űěńőčő k ≥ 1 ĺ ďń£ ń¿ąőčő " > 0, ňż ĺňěěň ”_t (log t log_2 t : : : log^{1+ε}_k t)^2

−→ 0 (54)

ŕőůšĺ ŋăćěřŋőě ŕřĺ t → ∞, čďě log_1 t := log t, log_{m+1} t = log(log_m t), m ≥ 1. Šăłęě, ďń£ ń¿ąőčő " > 0 ĺ ďń£ ń¿ąőčő p > 0, ňż ĺňěěň ”_t log^{2+ε} t

−→ 0 (55)

ć L^p, ŕřĺ t → ∞.

Ć ćżÿěŕřĺćěďěŋŋżţ şšćěřęďěŋĺ£ţ, \ŕőůšĺ ŋăćěřŋőě" őğŋăůăěš \ďń£

P-ŕőůšĺ łăęďőľ śřěďż ¡šő ćżŕőńŋěŋő P-ŕ.ŋ." ĺ \śţőďĺňőśšĳ ć L^p"

őğŋăůăěš \śţőďĺňőśšĳ ć L^p(P) ďń£ P-ŕ.ć. !". P. Deheuvels ĺ P. Rev«esz ďőłăğăńĺ (54) ć [17], Šěőřěňă 4, ŕőńŋőśšĳ¿ ďřşčĺň ňěšőďőň, ŋő ŋăÿě ďőłăğăšěńĳśšćő ğŋăůĺšěńĳŋő łőřőůě. Ŕőśńě ğăćěřÿěŋĺ£ ¡šőľ řăąőšż ňż şğŋăńĺ, ůšő Y. Hu ĺ Z. Shi [21] ŋăÿńĺ šőůŋżľ ćěřţŋĺľ ŕřěďěń

lim sup t→∞ ”_t log^2 t log_3 t = 8 ı^2ff^2 ŕ.ŋ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ůšőąż ďőłăğăšĳ ¡šş šěőřěňş, ňż śŋőćă ĺśŕőńĳğşěň ťşŋłűĺ¿, ŕőśšřőěŋŋş¿ ŕřĺ ďőłăğăšěńĳśšćě Šěőřěňż 2.1. Ŕşśšĳ

f(x) =^{x∑}_{i=1} exp {^{i−1∑}_{j=1} “_j}:

Łăł ążńő ŕőłăğăŋő ć ďőłăğăšěńĳśšćě Šěőřěňż 2.1, ŕřőűěśś f(”_t) £ćń£- ěšś£ ňăřšĺŋčăńőň ćěğďě, łřőňě šőůłĺ 0 (¡šő őğŋăůăěš, ůšő (48) ćżŕőńŋ£ěšś£ ďń£ ćśěţ x ≠ 0). Šăłĺň őąřăğőň, ĺňěěň, ůšő ďń£ ŋěłőšőřőľ łőŋśšăŋšż C^′ (ğăćĺś£źěľ őš śřěďż)

E(f(”_t) − f(”_{t−1})) ≤ C^′

ďń£ ćśěţ t ≥ 1. (Ňőęŋő ćğ£šĳ C^′ = p_1(!)=q_1(!).) Śńěďőćăšěńĳŋő, ďń£ ćśěţ t ≥ 1 ňż ĺňěěň Ef(”_t) ≤ C^′t: (56) Ďń£ šőčő, ůšőąż ŕřőďőńęĺšĳ ďőłăğăšěńĳśšćő, ŋěőąţőďĺňő ŋăľšĺ ŋĺęŋ¿¿ őűěŋłş ďń£ ťşŋłűĺĺ f(x). Ś ¡šőľ űěńĳ¿ ňż ĺśŕőńĳğşěň šăł ŋăğżćăěňżľ \ĺŋćěřśŋżľ ğăłőŋ ŕőćšőřŋőčő ńőčăřĺťňă", ĺ ňż ŕřĺćěďěň řěğşńĳšăš E. Cs«aki:

Ńěňňă 2.1. ([16], Šěőřěňă 3.1). Ŕşśšĳ {“i}i=1,2,... | ŕőśńěďőćăšěńĳ-

ŋőśšĳ ŋ.ő.ř. śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ, ĺ ŕşśšĳ E“_1 = 0, 0 < E“^2_1 < ∞. Őąőğŋăůĺň S_0 = 0, S_n =^{∑n}_{i=1} “_i ďń£ n ≥ 1. Ŕşśšĳ a : [y_0; ∞) → (0; ∞) şążćă¿źă£ ťşŋłűĺ£, ĺ šăłă£, ůšő a(y)y^{1/2} ćőğřăśšăěš, ĺ šăłęě ∫ ∞ 1 a(y) y dy < ∞

Šőčďă

lim_n max_{i≤n} S_i (n) √ n = +∞ ŕ:ŋ: (57)

Ĺğ ¡šőčő śńěďşěš, ůšő ďń£ ń¿ąőľ šăłőľ ťşŋłűĺĺ a śşźěśšćşěš ŕőńőęĺšěńĳŋă£ łőŋśšăŋšă C = C(a; !) (ğďěśĳ ! őğŋăůăěš śřěďş) šăłă£, ůšő f(x) ≥ g(x) := C exp {x^{12} a(x)} (58) ďń£ ćśěţ x. Ćőğĳňěň ďń£ ŋăůăńă a(x) = (x + K)^{1/2−ε1} x^{−1/2} ĺ, ďń£ p > 0 ňż őąőğŋăůĺň šăłęě

g_p(x) = C exp {(x + K)^{1p ( 12 −ε1)}};

čďě K ćżąřăŋő šăłĺň őąřăğőň, ůšőąż ťşŋłűĺ£ g_p(x) ążńă ćżŕşłńă ćŋĺğ ŋă [0; ∞). Ĺśŕőńĳğş£ (56), (58), ĺ ŋěřăćěŋśšćő Ľěŋśěŋă, ĺňěěň

C^′t ≥ Ef(”_t) ≥ Eg(”_t) = Eg_p(”^p_t ) ≥ g_p(E”^p_t );

šăł ůšő (E”^p_t )^{1/p} ≤ (g^{−1}_p (C^′t))^{1/p} ≤ C_3 log^{2+ε2} t;

ďń£ ŋěłőšőřżţ C_3 ĺ "_2 = (4"_1)=(1 − 2"_1), šăłĺň őąřăğőň ďőłăğżćă£ śţőďĺňőśšĳ ć L^p.

Ďăćăľšě ďőłăęěň śţőďĺňőśšĳ ŕ.ŋ. Ĺśŕőńĳğş£ ŋěřăćěŋśšćő Ůěążÿěćă ĺ (56), ňż ĺňěěň

P{f(”_t) > t^3} ≤

Ef(”_t) t^3 ≤ C^′ 1 t^2 : Ŕőďśšăćń££ šěŕěřĳ a(y) = (log y log_2 y : : : log^{1+ε}_{k−1} y)^{−1} ć (58), ňż ŕőńşůăěň

P{f(”_t) > t^3} ≥ P{g(”_t) > t^3} = P{”_t > g^{−1}(t^3)} ≥ P{”_t > C_4(log t log_2 t : : : log^{1+ε}_k t)^2}

ďń£ ŋěłőšőřőčő C_4 > 0. Ĺśŕőńĳğş£ ńěňňş Ąőřěń£-Łăŋšěńńĺ, ňż ďőłăğżćăěň śţőďĺňőśšĳ ŕ.ŋ., ğăćěřÿă£ šăłĺň őąřăğőň ďőłăğăšěńĳśšćő Šěőřěňż 2.2. 2

2.3. Śšřşŋż ć śńşůăľŋőľ śřěďě 2.3.1. Ďĺŋăňĺłă śšřşŋż

Řăśśňőšřĺň łőŋěůŋżľ ăńťăćĺš S = {1; : : :; k}. Śšřşŋă | ¡šő ŕřőśšő łőŋěůŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ śĺňćőńőć ĺğ S. Ňż őąőğŋăůăěň ůěřěğ |s| ďńĺŋş śšřşŋż s, š.ě. ěśńĺ s = s_1 : : : s_n, s_i ∈ S, šő |s| = n.

Řăśśňőšřĺň őďŋőřőďŋş¿ ŕő ćřěňěŋĺ űěŕĳ Ňăřłőćă ś ŕřőśšřăŋśšćőň śőśšő£ŋĺľ, řăćŋżň ňŋőęěśšćş ćśěţ łőŋěůŋżţ śšřşŋ. Ňż őŕĺśżćăěň ňăšřĺűş ŕěřěţőďă ¡šőľ űěŕĺ Ňăřłőćă śńěďş¿źĺň őąřăğőň: ŕşśšĳ s = s_1 : : : s_n, ĺ s_n = i ∈ S. Ďăńěě,

• ňż śšĺřăěň śăňżľ ŕřăćżľ śĺňćőń i śšřşŋż s ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ r^{(n)}_i ;

• ňż ğăňěŋ£ěň śăňżľ ŕřăćżľ śĺňćőń i ŋă j ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ q^{(n)}_{ij} ;

• ĺ ňż ďőąăćń£ěň śĺňćőń j ł ŕřăćőňş łőŋűş śšřşŋż ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ p^{(n)}_{ij} .

Řăğşňěěšś£, ňż ŕřěďŕőńăčăěň, ůšő ďń£ ćśěţ i ĺ ďń£ ćśěţ n = 1; 2; : : :

r^{(n)}_i +^∑_j q^{(n)}_{ij} +^∑_j p^{(n)}_{ij} = 1: (59)

İšĺ ŕăřăňěšřż ŋě őŕřěďěń£¿š ¡ćőń¿űĺ¿, łőčďă śšřşŋă ŕşśšă (ěě ďńĺŋă řăćŋă 0), ŋő ňż ŕřőśšő ďőŕşśłăěň, ůšő ŕěřěţőďż ĺğ ŕşśšőľ śšřşŋż łăł-ŋĺąşďĳ őŕřěďěńěŋż ĺ ňőčşš śńşůĺšĳś£ šőńĳłő ć śšřşŋż ďńĺŋż 1. Őůěćĺďŋő, ¡šĺ \čřăŋĺůŋżě şśńőćĺ£" ŋě ćőğďěľśšćş¿š ŋă ăśĺňŕšőšĺůěśłőě ŕőćěďěŋĺě śšřşŋż. Šăłĺň őąřăğőň, ňż ćĺďĺň, ůšő ŕřőűěśś ŕőńŋőśšĳ¿ őŕřěďěńěŋ ŋăąőřőň ůĺśěń {r^{(n)}_i ; q^{(n)}_{ij} ; p^{(n)}_{ij} }, n = 1; 2; : : :, i = 1; : : :; k, ĺ j = 1; : : :; k.

Ďń£ śńşůă£, łőčďă ćěńĺůĺŋż r^{(n)}_i , q^{(n)}_{ij} ĺ p^{(n)}_{ij} ŋě ğăćĺś£š őš n, ¡šă ňőďěńĳ ĺśśńěďőćăńăśĳ Ă.Ś. Čăľřăšőň, Ć.Ă. Ňăńżÿěćżň, M.Ć. Měŋĳÿĺłőćżň ĺ K.Ď. Ŕěńĺţőň ć [1]. Ťăłšĺůěśłĺ, őŋĺ ĺśśńěďőćăńĺ ďăęě ąőńěě őąźş¿ ňőďěńĳ, łőčďă ňăłśĺňăńĳŋă£ ćěńĺůĺŋă ŕěřěţőďă ňőęěš ążšĳ ąőńĳÿě ěďĺŋĺűż. Ćśě ¡šő | ňőďěńĺ ďń£ LIFO-śĺśšěň ňăśśőćőčő őąśńşęĺćăŋĺ£ [1], ĺ őŋĺ ęě | śńşůăľŋżě ąńşęďăŋĺ£ ŋă ďěřěćĳ£ţ. Ć śńşůăě k = 1 ňż śŋőćă ŕőńşůăěň śńşůăľŋőě ąńşęďăŋĺě ĺğ Řăğďěńă 2.2.

Ňż řăśśňăšřĺćăěň ğďěśĳ šőńĳłő őďŋőśšőřőŋŋ¿¿ (ŕřăćőśšőřőŋŋ¿¿) ¡ćőń¿űĺ¿ śšřşŋż. Ďćşśšőřőŋŋĺě őďŋőřőďŋżě śšřşŋż ążńĺ ĺğşůěŋż A.Ś. Čăľřăšőň, Ć.A. Măńżÿěćżň ĺ A.A. Ğăň£šĺŋżň ć [19].

Ďăćăľšě šěŕěřĳ őŕĺÿěň śńşůăľŋş¿ śřěďş. Ňż ąşďěň őŕĺśżćăšĳ ćěłšőřż x ∈ R^{k+2k2} łăł x = (x^R; x^Q; x^P ), čďě x^R = (x^R_1 ; : : : ; x^R_k ), x^Q = (x^Q_{ij} )_{1≤i,j≤k}, x^P = (x^P_{ij} )_{1≤i,j≤k}. Ďń£ x = (x^R; x^Q; x^P ) ąşďěň čőćőřĺšĳ, ůšő x ≥ 0, ěśńĺ ćśě ěčő łőňŕőŋěŋšż ŋěőšřĺűăšěńĳŋż. Řăśśňőšřĺň 2k^2-ňěřŋőě ňŋőčőőąřăğĺě ć R^{k+2k2} :

M = {x ∈ R^{k+2k2} : x ≥ 0; x^R_i +^{k∑}_{j=1}(x^Q_{ij} + x^P_{ij} ) = 1 ďń£ ćśěţ i = 1; : : :; k}:

ĺ ŕşśšĳ^~Q | ŋěłőšőřă£ ćěřő£šŋőśšŋă£ ňěřă ŋă M. Ŕşśšĳ _n, n = 1; 2; : : :, | ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŋ.ő.ř. śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ śő ğŋăůěŋĺ- £ňĺ ć R^{k+2k2} , ĺ ś řăśŕřěďěńěŋĺěň^~Q (¡šő őğŋăůăěš, ůšő ďń£ K ⊂ M ňż ĺňěěň P{_n ∈ K} =^~Q(K)). Őŕřěďěńĺň ćěřő£šŋőśšĺ r^{(n)}_i , q^{(n)}_{ij} ĺ p^{(n)}_{ij} ůěřěğ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ćěńĺůĺŋ _n śńěďş¿źĺň őąřăğőň: őąőğŋăůă£ x = _n, ňż ŕőńăčăěň

r^{(n)}_i = x^R_i ; q^{(n)}_{ij} = x^Q_{ij} ; p^{(n)}_{ij} = x^P_{ij} :

Ŕőśłőńĳłş _n = x ∈ M, şśńőćĺě (59) ćżŕőńŋ£ěšś£. Šăłĺň őąřăğőň, ďń£ łăęďőčő ťĺłśĺřőćăŋŋőčő ! = {_1; _2; : : :} (ďń£ ťĺłśĺřőćăŋŋőľ śřěďż) ňż őŕřěďěńĺńĺ űěŕĳ Ňăřłőćă, őŕĺśżćă¿źş¿ ¡ćőń¿- űĺ¿ śšřşŋż. Ňż ĺŋšěřěśşěňś£ śćőľśšćăňĺ ¡šőčő ŕřőűěśśă, łőšőřżě ćěřŋż ďń£ ŕőůšĺ ćśěţ !, ć ůăśšŋőśšĺ, šřăŋğĺěŋšŋőśšĳ¿, ćőğćřăšŋőśšĳ¿, ĺńĺ ¡řčőďĺůŋőśšĳ¿ ŕřőűěśśă.

2.3.2. Ŕőłăğăšěńĺ Ń£ŕşŋőćă ĺ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ śńşůăľŋżţ ňăšřĺű

Ć ¡šőľ řăğďěńě ňż ŕřĺćőďĺň ŋěłőšőřżě śćőľśšćă ŕřőĺğćěďěŋĺľ śńşůăľŋżţ ňăšřĺű, ŋěőąţőďĺňżě, ůšőąż ĺňěšĳ ďěńő ś śšřşŋăňĺ ć śńşůăľŋőľ śřěďě.

Ŕşśšĳ ⟨·; ·⟩ | ¡šő śšăŋďăřšŋőě śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ć R^k. Ďń£

x ∈ R^k őŕřěďěńĺň ěčő ŋőřňş łăł ‖x‖ = ⟨x; x⟩^{1/2}. Ňăšřĺűă, šřăŋś-

ŕőŋĺřőćăŋŋă£ ł ňăšřĺűě A, őąőğŋăůěŋă ůěřěğ A^∗. Ěćłńĺďőćă (őŕěřăšőřŋă£) ŋőřňă ďěľśšćĺšěńĳŋőľ ňăšřĺűż A řăğňěřă k×k ňőęěš ążšĳ őŕřěďěńěŋă ń¿ążň ĺğ śńěďş¿źĺţ śŕőśőąőć (ŋěšřşďŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő őŋĺ ¡łćĺćăńěŋšŋż):

‖A‖ := sup_{‖x‖=1} ‖Ax‖

= sup ‖x‖=‖y‖=1 ⟨Ax; y⟩

= [ŋăĺąőńĳÿěě śőąśšćěŋŋőě ğŋăůěŋĺě A^∗A]^{1/2}:

Řăśśňőšřĺň ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŋ.ő.ř. śńşůăľŋżţ ňăšřĺű A_n. Ďőŕşśšĺň, ůšő ňăšřĺűż A_n şďőćńěšćőř£¿š śńěďş¿źěňş şśńőćĺ¿:

Şśńőćĺě G. E log^+ ‖A‖ < ∞, čďě log^+ x = max{log x; 0}.

Ŕşśšĳ (A_1(!); A_2(!); : : :) | ¡šő řěăńĺğăűĺ£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ŋ.ő.ř. śńşůăľŋżţ ňăšřĺű. Ŕşśšĳ a_1(n) ≥ a_2(n) ≥ · · · ≥ a_k(n) ≥ 0 | łćăďřăšŋżě łőřŋĺ (śńşůăľŋżţ) śőąśšćěŋŋżţ ğŋăůěŋĺľ ňăšřĺűż (A_n : : : A_1)^∗(A_n : : :A_1). Šőčďă śńěďş¿źĺľ ŕřěďěń śşźěśšćşěš ďń£ ŕőůšĺ ćśěţ ! (ĺ őŋ őďĺŋ ĺ šőš ęě ďń£ ŕőůšĺ ćśěţ !): lim_{n→∞} 1 n log a_j(n) = ‚_j (A) (60)

ďń£ j = 1; : : :; k (śň. Ŕřěďńőęěŋĺě 5.6 [14], ňăšřĺűă A ŋě őą£ğăŋă ążšĳ őąřăšĺňőľ). Ůĺśńă ‚_j ; −∞ ≤ ‚_k ≤ · · · ≤ ‚_1 < ∞ ŋăğżćă¿šś£ ŕőłăğăšěń£ňĺ Ń£ŕşŋőćă ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ śńşůăľŋżţ ňăšřĺű {A_n}. Ć ůăśšŋőśšĺ,

‚_1(A) = lim_{n→∞} 1 n log a_1(n) = lim_{n→∞} 1 n ‖A_n : : : A_1‖ ŕ.ŋ. (61)

| ¡šő ćěřţŋĺľ ŕőłăğăšěńĳ Ń£ŕşŋőćă.

Śńěďş¿źă£ ŕřőśšă£ ńěňňă şśšăŋăćńĺćăěš őšŋőÿěŋĺ£ ňěęďş ŕőłăğăšěń£ňĺ Ń£ŕşŋőćă ňăšřĺű A ĺ A^{−1}.

Ńěňňă 2.2. Ďőŕşśšĺň, ůšő ňăšřĺűă A őąřăšĺňă ŕ.ŋ., ĺ ůšő łăł

A, šăł ĺ A^{−1} şďőćńěšćőř£¿š Şśńőćĺ¿ G. Šőčďă ďń£ j = 1; : : :; k

‚_j (A^{−1}) = −‚_{k−j+1}(A): (62)

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ a_1(n; A^{−1}); : : :; a_k(n; A^{−1}) | ¡šő łćăďřăšŋżě łőřŋĺ śőąśšćěŋŋżţ ğŋăůěŋĺľ ňăšřĺűż

(A^{−1}_n : : :A^{−1}_1 )^∗(A^{−1}_n : : : A^{−1}_1 ) = [(A_1 : : :A_n)(A_1 : : : A_n)^∗]^{−1}:

Ŕőśłőńĳłş ŕřőĺğćěďěŋĺě ďćşţ ňăšřĺű UV ĺňěěš šě ęě śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£, ůšő ĺ V U, šő (a_1(n; A^{−1}))^{−1}; : : :; (a_k(n; A^{−1}))^{−1} | ¡šő łćăďřăšŋżě łőřŋĺ śőąśšćěŋŋżţ ğŋăůěŋĺľ (A_1 : : :A_n)(A_1 : : : A_n)^∗. Ŋő A_1 : : :A_n ĺňěěš šőš ęě ğăłőŋ řăśŕřěďěńěŋĺ£, ůšő ĺ A_n : : : A_1. Ğŋăůĺš, ďń£ ćśěţ j = 1; : : :; k ňż ĺňěěň (a_j(n; A^{−1}))^{−1} = a_{k−j+1}(n; A) ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, ‚_j(A^{−1}) = −‚_{k−j+1}(A). 2

Ŋăň šăłęě ŕőŋăďőąĺšś£ śńěďş¿źă£ šěőřěňă

Šěőřěňă 2.3. (İřčőďĺůěśłă£ šěőřěňă Őśěńěďűă) Ŕşśšĳ An, n =

1; 2; : : : | śšăűĺőŋăřŋă£ ¡řčőďĺůěśłă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ďěľśšćĺšěńĳŋżţ ňăšřĺű řăğňěřă k × k ŋă ćěřő£šŋőśšŋőň ŕřőśšřăŋśšćě (˙; B; m), ĺ ďőŕşśšĺň, ůšő E log^+ ‖A_1‖ < ∞. Ŕşśšĳ ‚_1 ≥ ‚_2 ≥ · · · ≥ ‚_k | ¡šő ŕőłăğăšěńĺ Ń£ŕşŋőćă ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ A_n. Ćőğĳňěň śšřőčő ćőğřăśšă¿źş¿ ŋěśńşůăľŋş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ űěńżţ ůĺśěń 1 = i_1 < i_2 < · · · < i_p < i_{p+1} = k + 1

šăłş¿, ůšő ‚_{iq−1} > ‚_{iq} , ěśńĺ q = 2; 3; : : :; p, ĺ ‚_i = ‚_j , ěśńĺ i_q ≤ i, j < i_{q+1} ( i_q ňăřłĺřş¿š šőůłĺ şążćăŋĺ£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ‚_i). Šőčďă ďń£ ŕőůšĺ ćśěţ ! ∈ ˙:

• ďń£ łăęďőčő v ∈ R^k lim_{n→∞} 1 n log ‖A_n : : : A_1v‖

śşźěśšćşěš ĺńĺ řăćěŋ −∞;

• ďń£ q ≤ p

V (q; !) = {v ∈ R^k : lim_{n→∞} 1 n log ‖A_n : : : A_1v‖ ≤ ‚_{iq} }

ěśšĳ śńşůăľŋőě ćěłšőřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő R^k, ĺňě¿źěě řăğňěřŋőśšĳ k − i_q;

• ěśńĺ V (0; !) őąőğŋăůăěš R^k, šő v ∈ V (q − 1; !) ⊖ V (q; !) ćńěůěš ğă śőąőľ, ůšő lim_{n→∞} 1 n log ‖A_n : : :A_1v‖ = ‚_q:

2.3.3. Őśŋőćŋżě řěğşńĳšăšż

Ććěďěň ďćě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ śńşůăľŋżţ k × k-ňăšřĺű {B_n} ĺ {D_n} śńěďş¿źĺň őąřăğőň: B_n = (p^{(n)}_{ij} )_{i,j=1,...,k} ĺ D_n = (d^{(n)}_{ij} )_{i,j=1,...,k}, čďě d^{(n)}_{ij} = −q^{(n)}_{ij} ďń£ i ≠ j ĺ

d^{(n)}_{ii} = r^{(n)}_i +^∑_{j:j≠i} q^{(n)}_{ij} ;

čďě p^{(n)}_{ij} , q^{(n)}_{ij} ĺ r^{(n)}_i ążńĺ őŕřěďěńěŋż ć Řăğďěńě 2.3.1. Ćăęŋş¿ řőńĳ ć ŋăÿěň ĺśśńěďőćăŋĺĺ ĺčřăěš śńěďş¿źă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŋ.ő.ř. śńşůăľŋżţ ňăšřĺű A_n: A_n = D^{−1}_n B_n ĺ ěě ŕőłăğăšěńĺ Ń£ŕşŋőćă ‚_1; : : : ; ‚_k. Łřőňě Şśńőćĺ£ G, ňż řăśśňőšřĺň

Şśńőćĺě D. E log(1=r^1_i ) < ∞, i = 1; : : :; k.

Ŕőńěğŋőśšĳ ¡šőčő şśńőćĺ£ ĺńń¿śšřĺřşěš śńěďş¿źěě şšćěřęďěŋĺě:

Ŕřěďńőęěŋĺě 2.4. Ěśńĺ Şśńőćĺě D ćżŕőńŋěŋő, šő šőčďă ňăšřĺűă

D ŕ.ŋ. őąřăšĺňă, ćżŕőńŋěŋő Şśńőćĺě G, ĺ E log^+ ‖D^{−1}‖ < ∞

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ ěďĺŋĺűă r_i > 0, i = 1; : : :; k, ĺ ğŋăůĺš, ń¿ąőľ ŋě řăćŋżľ ŋşń¿ ćěłšőř v ĺňěěš ŋě řăćŋżľ ŋşń¿ őąřăğ Dv: ěśńĺ |v_i| = max(|v_j |; j = 1; : : :; k), ňż ňőęěň ŕřĺŋ£šĳ v_i > 0 ąěğ ŕőšěřĺ őąźŋőśšĺ, ĺ ňż ĺňěěň (Dv)_i = r_iv_i +^∑_{j≠i} q_{ij} (v_i −v_j ) ≥ r_iv_i > 0. Łřőňě šőčő, ‖Dv‖ ≥ (Dv)_i ≥ r_iv_i ≥ k^{−1/2}r_i‖v‖

ůšő ćńěůěš ğă śőąőľ ‖D^{−1}‖ ≤ k^{1/2} max_i(1=r_i).

Śńěďőćăšěńĳŋő, E log^+ ‖D^{−1}‖ ≤^∑_i E log(1=r_i) < ∞. Ŕőśńěďŋěě şšćěřęďěŋĺě ńěčłő śńěďşěš ĺğ ¡šőčő, ă šăłęě ĺğ šőčő, ůšő ‖A‖ = ‖D^{−1}B‖ ≤ ‖D^{−1}‖‖B‖, ĺ ĺğ őčřăŋĺůěŋŋőśšĺ B. 2

Šěŕěřĳ ňż čőšőćż ł šőňş, ůšőąż śťőřňşńĺřőćăšĳ őśŋőćŋżě řěğşńĳšăšż. Ć śńěďş¿źěň şšćěřęďěŋĺĺ ňż ĺśŕőńĳğşěň ďćă řăğńĺůŋżţ ŋăąőřă ŕřěďŕőńőęěŋĺľ, łăęďőě ĺğ łőšőřżţ ŕřěďśšăćń£ěš ĺŋšěřěś ďń£ ŕřĺńőęěŋĺľ.

Šěőřěňă 2.4. Ďőŕşśšĺň, ůšő Şśńőćĺě G ćżŕőńŋěŋő ďń£ ňăšřĺűż

A_n, ĺ ůšő

• ĺńĺ B_n ŕ.ŋ. őąřăšĺňă, ĺ Şśńőćĺě G ćżŕőńŋ£ěšś£ ďń£ A^{−1}_n

• ĺńĺ E log(1=p_{ii}) < ∞, i = 1; : : :; k

Ěśńĺ ‚_1 > 0, šő űěŕĳ Ňăřłőćă, őŕĺśżćă¿źă£ ¡ćőń¿űĺ¿ śšřşŋż šřăŋğĺěŋšŋă (ďń£ ŕőůšĺ ćśěţ !).

Šěőřěňă 2.5. Ŕşśšĳ Şśńőćĺě D ćżŕőńŋěŋő ďń£ An. Ěśńĺ ‚1 < 0, šő

šőčďă ŕřőűěśś ¡řčőďĺůěŋ ŕ.ŋ.

Šěőřěňă 2.6. Ŕşśšĳ ‚1 = 0. Łřőňě šőčő, ć ďőŕőńŋěŋĺě ł Şśńő-

ćĺ¿ D ďőŕşśšĺň, ůšő A_1 ŕ.ŋ. őąřăšĺňă, ĺ ůšő ŋĺłăłőě łőŋěůŋőě őąžěďĺŋěŋĺě śőąśšćěŋŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć R^k ŋě ŕ.ŋ. śšăąĺńĳŋő őšŋőśĺšěńĳŋő A_1.

Šőčďă ŕřőűěśś £ćń£ěšś£ ćőğćřăšŋżň ŕ.ŋ.

2.3.4. Ďőłăğăšěńĳśšćő Šěőřěňż 2.4

Ć ¡šőň řăğďěńě ňż ćŋőćĳ ĺśŕőńĳğşěň Ŕřěďńőęěŋĺě 2.1. Ďőłăğăšěńĳśšćő Šěőřěňż 2.4. Ňż ŋăůĺŋăěň śő śńşůă£, łőčďă B (ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, A) | őąřăšĺňă ŕ.ŋ., ĺ łőčďă E log^+ ‖A^{−1}‖ < ∞.

Ćśě, ůšő ŋăň ŋşęŋő | ¡šő ŕőśšřőĺšĳ ťşŋłűĺ¿ f(s) šăłş¿, łăł ć Ŕřěďńőęěŋĺĺ 2.1. Ŕőłăęěň, ůšő śşźěśšćşěš ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ćěłšőřőć-śšőńąűőć v_n = (v^i_n)_{i=1,...,k} šăłĺţ, ůšő ťşŋłűĺ£ f(s) ňőęěš ążšĳ őŕřěďěńěŋă łăł f(s) =^{|s|∑}_{j=1} v^{sj}_j : (63)

Ć śăňőň ďěńě, ďń£ f(s), őŕřěďěń£ěňőľ ŕőśřěďśšćőň (63), ňż ĺňěěň E(f(”_{t+1}) − f(”_t) | ”_t = s; |s| = n; s_n = i) = − r^{(n)}_i v^i_n +^{k∑}_{j=1} q^{(n)}_{ij} (−v^i_n + v^j_n) +^{k∑}_{j=1} p^{(n)}_{ij} v^j_{n+1};

šăł ůšő

E(f(”_{t+1}) − f(”_t) | ”_t = s; |s| = n; s_n = ·) = −D_nv_n + B_nv_{n+1}: (64) Šăłĺň őąřăğőň, ŕőśłőńĳłş f(s) ďőńęŋă şďőćńěšćőř£šĳ (48), ş ŋăś ěśšĳ śńěďş¿źěě őšŋőÿěŋĺě ňěęďş v_n ĺ v_{n+1} (śřăćŋĺšě ¡šő ś (51) ĺ (52); A^{−1}_n | ¡šő ăŋăńőč p_n=q_n):

v_{n+1} = A^{−1}_n v_n; (65) čďě ňăšřĺűż A_n, B_n, ĺ D_n ążńĺ ććěďěŋż ć Řăğďěńě 2.3.3. Ĺğ (65) śńěďşěš, ůšő v_{n+1} = A^{−1}_n : : : A^{−1}_1 v_0 ďń£ ŋěłőšőřőčő ćěłšőřă v_0. Śőčńăśŋő Šěőřěňě 2.3, ďń£ śřěďż ! śşźěśšćşěš śńşůăľŋżľ ćěłšőř v_0 = v_0(!) ≠ 0 šăłőľ, ůšő lim_{n→∞} 1 n log ‖A^{−1}_n : : :A^{−1}_1 v_0‖ = ‚_k(A^{−1}) = −‚_1: (66)

Ĺğ ŕőśńěďŋěčő őšŋőÿěŋĺ£ śńěďşěš, ůšő śşźěśšćş¿š ďćě łőŋśšăŋšż C_{1,2} = C_{1,2}(!) > 0 šăłĺě, ůšő ‖v_n‖ ≤ C_1 exp{−C_2n} ďń£ ćśěţ n ≥ 0. Şůĺšżćă£ (63), ňż ŕőńşůăěň

|f(s)| ≤ C^1 exp{−C_2} 1 − exp{−C_2} : Šăł ůšő ¡šă ťşŋłűĺ£ şďőćńěšćőř£ěš ćśěň şśńőćĺ£ň Ŕřěďńőęěŋĺ£ 2.1, ĺ Šěőřěňă 2.4 ďőłăğăŋă ďń£ ŕěřćőčő ŋăąőřă ŕřěďŕőńőęěŋĺľ.

Ďń£ ćšőřőčő ŕřěďŕőńőęěŋĺ£ ňż śřăćŋĺćăěň ĺŋšěřěśş¿źş¿ ŋăś śńşůăľŋş¿ śšřşŋş, śłăęěň, (”_t)_{t=0,1,...}, ś śěňěľśšćőň ŋőćżţ śńşůăľŋżţ śšřşŋ, (”^ε_t )_{t=0,1,...} ĺŋďěłśĺřőćăŋŋżţ ŕěřěňěŋŋőľ " ∈ (0; 1), ś ćěřő- £šŋőśš£ňĺ ŕěřěţőďă

r^{(n,ε)}_i = r^n_i ; q^{(n,ε)}_{ij} = q^{(n)}_{ij} ; p^{(n,ε)}_{ij} = p^{(n)}_{ij} − ‹_{ij} " min_i p^{(n)}_{ii} ∈ (0; p^{(n)}_{ij} ];

čďě ‹_{ij} | śĺňćőń Łřőŋěłěřă, ĺ ŋőćă£ śšřşŋă őśšăěšś£ ć šőň ęě śőśšő£ŋĺĺ ś ćěřő£šŋőśšĳ¿^∑_j(p^{(n)}_{ij} − p^{(n,ε)}_{ij} ) = " min_i p^{(n)}_{ii} .

Őůěćĺďŋő, ŋőćă£ śšřşŋă ”^ε_. | \ąőńěě ćőğćřăšŋă", ůěň ”_. ďń£ " > 0, ĺ ňż ŕřőśšő ďőńęŋż ďőłăğăšĳ, ůšő ”^ε_. | šřăŋğĺěŋšŋă ďń£ ŋěłőšőřőčő ". Ŕşśšĳ ’(–) = det(B − –I) | ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ŕőńĺŋőň ňăšřĺűż B. Ćśŕőňĺŋă£, ůšő ‖(B − –I)^{−1}‖^2 | ¡šő ŋăĺąőńĳÿőě śőąśšćěŋŋőě ğŋăůěŋĺě (B^∗ − –I)^{−1}(B − –I)^{−1}, ňż ćĺďĺň, ůšő

’(–) = [det(B − –I)(B^∗ − –I)]^{1/2} ≤ ‖(B − –I)^{−1}‖^{−1}‖(B − –I)‖^{k−1}

Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ŕőśłőńĳłş ’ | ŕőńĺŋőň ś čńăďłĺňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ŕő B_{1∫} 0 log^+(1=’(–))d– ≤ C(‖B‖) < ∞:

Śőőšćěšśšćěŋŋő ŋőćőľ śšřşŋě ňż őŕřěďěń£ěň B^ε = B − " min_i(p_{ii})I. Ĺğ ŕőśńěďŋĺţ ďćşţ őűěŋőł ňż ŕőńşůăěň

E^{1∫}_0 log^+ ‖B^ε‖^{−1}d" ≤ C^′ + E^{1∫}_0 log^{+ (}1=’(" min_i pii)^) d"

≤ C^′ + E(min_i p_{ii})^{−1} 1∫

0 log^+ (1=’(–)) d–

≤ C^′ + C(1)^∑_i E(p^{−1}_{ii} ) < ∞

Śńěďőćăšěńĳŋő, ďń£ ŕ.ć. (őšŋőśĺšěńĳŋő ňěřż Ńěąěčă) ", ňăšřĺűă A^ε_n - ~Q őąřăšĺňă ŕ.ŋ., ĺ E log^+ ‖B^ε_n‖^{−1}, E log^+ ‖A^ε_n‖^{−1} | łőŋěůŋż.

Šăłęě, ĺğ ŋěŕřěřżćŋőśšĺ ćěřţŋěčő ŕőłăğăšěń£ Ń£ŕşŋőćă ć ŕőďţőď£źěľ śńăąőľ šőŕőńőčĺĺ, ‚_1(A^ε) → ‚_1(A) > 0 ŕřĺ " → 0 (ůĺšăšěńĳ őšśżńăěšś£ ł Śńěďśšćĺ¿ III.1.2 ć [27]; ŋěšřşďŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő śőďěřęăźěěś£ šăň ďőłăğăšěńĳśšćő ăďăŕšĺřşěšś£ ŋă ŋăÿ śńşůăľ, ĺśŕőńĳğş£ śńěďş¿źěě ğăňěůăŋĺě: ťőřňşńă Ť¿řśšěŋąěřčă III.1.1 ďń£ ‚_1 ćěřŋă ďń£ ŕőńőęĺšěńĳŋżţ ňăšřĺű ś ń¿ąőľ ĺŋćăřĺăŋšŋőľ ćěřő£šŋőśšŋőľ ňěřőľ, śłőŋűěŋšřĺřőćăŋŋőľ ŋă P^{d−1}_+ = {_t ∈ P^{d−1} : ∃t ∈ R^d; _t = t=‖t‖; t_i > 0; i = 1; : : :; k}).

Ćżąĺřă£ " ďőśšăšőůŋő ňăńżň, ňż ćĺďĺň, ůšő ŕěřćżľ ŋăąőř ŕřěďŕőńőęěŋĺľ ćżŕőńŋěŋ, ĺ ňż ćżćőďĺň ĺğ ŕřěďÿěśšćş¿źěčő ďőłăğăšěńĳśšćă, ůšő śšřşŋă ”^ε_. šřăŋğĺěŋšŋă, ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, ”_. ĺňěěš šő ęě śăňőě śćőľśšćő. 2

2.3.5. Ďőłăğăšěńĳśšćő Šěőřěňż 2.5

Ňż ąşďěň ĺśŕőńĳğőćăšĳ Ŕřěďńőęěŋĺě 2.3, ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă ¡řčőďĺůŋőśšĺ. Šăłęě ŋăň ŋşęěŋ őďĺŋ ćśŕőňőčăšěńĳŋżľ ťăłš.

Ńěňňă 2.3. Ňăšřĺűă D^{−1}_1 ŕőůšĺ ŋăćěřŋőě ŋěőšřĺűăšěńĳŋă.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ňż ďőńęŋż ďőłăğăšĳ, ůšő ń¿ąőľ ćěłšőř w ś ŕő łřăľŋěľ ňěřě őďŋőľ őšřĺűăšěńĳŋőľ łőňŕőŋěŋšőľ ĺňěěš őąřăğ Dw ś őšřĺűăšěńĳŋőľ łőňŕőŋěŋšőľ. Ŕşśšĳ śŋăůăńă

d_{ii} > −^∑_{j:j≠i} d_{ij} ; i = 1; : : :; k (67)

Ć ¡šőň śńşůăě şšćěřęďěŋĺě ńěčłő ŕřőćěř£ěšś£: (Dw)_i < 0 ěśńĺ w_i = min_{j≠i} w_j < 0. Ć őąźěň śńşůăě, D £ćń£ěšś£ ŕřěďěńőň ňăšřĺű, şďőćńěšćőř£¿źĺţ (67); ĺţ őąřăźěŋĺ£ ŋěőšřĺűăšěńĳŋż, ĺ ğŋăůĺš, D^{−1} | šőęě ŋěőšřĺűăšěńĳŋă ŕő ŋěŕřěřżćŋőśšĺ. 2 Ďőłăğăšěńĳśšćő Šěőřěňż 2.5. Ć őšńĺůĺě őš ŕřěďÿěśšćş¿źěčő řăğďěńă, ğďěśĳ ňż £ćŋő śšřőĺň ťşŋłűĺ¿ f(s). Őąőğŋăůĺň ůěřěğ I ěďĺŋĺůŋş¿ ňăšřĺűş ŕőř£ďłă k, ĺ ůěřěğ 1 | ćěłšőř-śšőńąěű ś ćśěňĺ łőőřďĺŋăšăňĺ, řăćŋżňĺ 1. Ďăńěě, ňż śŋőćă őŕřěďěńĺň f(s) ťőřňşńőľ (63), čďě

v_n = D^{−1}_n 1 +^∑_{m:m≥n} A_n : : : A_mD^{−1}_{m+1}1

= (D^{−1}_n + A_nD^{−1}_{n+1} + A_nA_{n+1}D^{−1}_{n+2} + · · ·)1

(śřăćŋĺšě ¡šş ťőřňşńş ś (53)). Ůšőąż ďőłăğăšĳ, ůšő v_n | łőŋěůŋő, ňż śŋăůăńă ğăňěšĺň, ůšő śćőľśšćő

E log^+ ‖D^{−1}‖ =^{∞∫}_0 P^(log(‖D^{−1}‖ > u^) du < ∞

ćńěůěš, ůšő ďń£ łăęďőčő C > 0 ∑ m>0 P^(C^{−1} log(‖D^{−1}‖ > m^) < ∞

ĺ ĺğ ńěňňż Ąőřěń£-Łăŋšěńńĺ ňż ŕőńşůăěň, ůšő ‖D^{−1}‖ < exp mC ďń£ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿőčő m. Šăłęě, ŕőśłőńĳłş ‚_1 < 0, ňőęŋő ńěčłő ŕőńşůĺšĳ, ĺśŕőńĳğş£ (61) ĺ ćżąĺřă£ C < −‚_1, ůšő ‖v_n‖ ≤ (‖D^{−1}_n ‖+‖A_n‖ ‖D^{−1}_{n+1}‖+‖A_nA_{n+1}‖ ‖D^{−1}_{n+2}‖+· · ·)‖1‖ < ∞ ŕ.ŋ. ďń£ ćśěţ n. Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ňż ĺňěěň v_n ≥ 0; v_n ≠ 0 śőčńăśŋő Ńěňňě 2.3. Śőčńăśŋő (64), ĺ ĺňě£ ć ćĺďş, ůšő A_n = D^{−1}_n B_n, ňż ĺňěěň E(f(”_{t+1}) − f(”_t) | ”_t = s; |s| = n; s_n = ·) = (−I − D_nA_nD^{−1}_{n+1} − D_nA_nA_{n+1}D^{−1}_{n+2} − · · ·)1

+ (B_nD^{−1}_{n+1} + B_nA_{n+1}D^{−1}_{n+2} + B_nA_{n+1}A_{n+2}D^{−1}_{n+3} + · · ·)1 = −I1 − D_n(A_nD^{−1}_{n+1} − A_nA_{n+1}D^{−1}_{n+2} − · · ·)1

+ D_n(A_nD^{−1}_{n+1} + A_nA_{n+1}D^{−1}_{n+2} + · · ·)1

= −1:

Ŕő¡šőňş ťşŋłűĺ£ f(s) şďőćńěšćőř£ěš ćśěň şśńőćĺ£ň Ŕřěďńőęěŋĺ£ 2.3, ĺ Šěőřěňă 2.5 ďőłăğăŋă. 2

2.3.6. Ďőłăğăšěńĳśšćő Šěőřěňż 2.6

Ĺğ šěőřěňż, śőďěřęăźěľś£ ć [13], śńěďşěš, ůšő lim inf n→∞ ‖A_1 : : : A_n‖ = 0 ŕ:ŋ:

ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő,

B1A2 : : : An1 ≤ D11 ďń£ ŋěłőšőřőčő łőŋěůŋőčő n: (68) Őŕřěďěńĺň řěłşřśĺćŋő śńşůăľŋżě ćřěňěŋă fi_0 = 1, ĺ

fik+1 = min{n > fik : −Dτ_k 1 + Bτ_k Aτ_k+1 : : : An1 ≤ 0} ďń£ k = 0; 1; : : : Ĺğ (68) śńěďşěš, ůšő ćřěňěŋă fi_k - ŕ.ŋ. łőŋěůŋż. Ňż őŕřěďěń£ěň f(s) ŕőśřěďśšćőň (63), čďě v_{τk} = 1, ĺ

v_n = A_nA_{n+1} : : :A_{τk+1} 1 ; fi_k < n ≤ fi_{k+1}: (69)

Śńěďőćăšěńĳŋő, ňż ĺňěěň v_n = A_nv_{n+1}, łőčďă fi_k < n < fi_{k+1}, k = 0; 1; : : :, ĺ

−D_{τk} v_{τk} + B_{τk} v_{τk+1} = −D_{τk} 1 + B_{τk} A_{τk+1} : : : A_{τk+1} 1 ≤ 0

ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ fi_{k+1}. Ĺğ (64) śńěďşěš, ůšő ¡šő őğŋăůăěš, ůšő f(”_t) | śşŕěřňăřšĺŋčăń ćěğďě, łřőňě x = 0, śň. (49). Ĺğ Ńěňňż 2.3 ĺ ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ (69) śńěďşěš, ůšő ćěłšőř v_n ŋěőšřĺűăšěńěŋ, ĺ ğŋăůĺš, f(·) ≥ 0. Ŋăłőŋěű, ŕőśłőńĳłş ćřěňěŋă fi_k ŕ.ŋ. łőŋěůŋż ĺ v_{τk} = 1, f(x) → ∞ ŕřĺ (ďńĺŋă) x → ∞. Ŕřĺňěŋ££ Ŕřěďńőęěŋĺě 2.2, ňż ćĺďĺň, ůšő śńşůăľŋă£ śšřşŋă ćőğćřăšŋă. 2

2.4. Śńşůăľŋżě ąńşęďăŋĺ£ ś ćěšćńěŋĺěň 2.4.1. Őŕĺśăŋĺě ŕřőűěśśă

Ŕşśšĳ L | űěŕĳ Ňăřłőćă ś ďĺśłřěšŋżň ćřěňěŋěň ĺ śő śůěšŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň śőśšő£ŋĺľ X. Ŕřěďŕőńőęĺň šăłęě, ůšő ¡šă űěŕĳ Ňăřłőćă őďŋőřőďŋă ŕő ćřěňěŋĺ ĺ ŋěŕřĺćőďĺňă. Ůěřěğ P_{ij} ňż őąőğŋăůĺň ŋăąőř ŕěřěţőďŋżţ ćěřő£šŋőśšěľ űěŕĺ L. Ŕşśšĳ ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő x ∈ X ş ŋăś ěśšĳ ŋăąőř ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ ůĺśěń r_{(i)}(x), i = 1; 2; : : :, šăłĺţ, ůšő ∞∑ i=1 r_{(i)}(x) = 1;^{∞∑}_{i=1} ir_{(i)}(x) < ∞

ďń£ ćśěţ x ∈ X. Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő ŋăąőř ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ ůĺśěń

{r_{(1)}(x); r_{(2)}(x); : : :}

őŕřěďěń£ěš ŋěłőšőřş¿ űěńőůĺśńěŋŋş¿ śńşůăľŋş¿ ćěńĺůĺŋş ś łőŋěůŋżň ňăšěňăšĺůěśłĺň őęĺďăŋĺěň.

Ňż őŕĺÿěň ŕřőűěśś śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Ŕşśšĳ ć ňőňěŋš 0 ěśšĳ šőńĳłő őďŋă ůăśšĺűă, ĺ őŋă ŋăţőďĺšś£ ć šőůłě x_0; łőčďă ůăśšĺűă ŋăţőďĺšś£ ć šőůłě x, őŋă ŕőřőęďăěš i − 1 ŕőšőňłőć ć ¡šőľ ęě šőůłě ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ r_{(i)}(x). Ćśě ¡šĺ ŕőšőňłĺ (ă šăłęě ŕőřőďĺćÿă£ ĺţ ůăśšĺűă) ŕőśńě ¡šőčő śőćěřÿă¿š śńşůăľŋőě ąńşęďăŋĺě śőčńăśŋő űěŕĺ Ňăřłőćă L, ĺ šőęě ŕőřőęďă¿š śćőĺţ ŕőšőňłőć. Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő ¡šőš ŕřőűěśś šăłęě £ćń£ěšś£ űěŕĳ¿ Ňăřłőćă ŋă śůěšŋőň ŕřőśšřăŋśšćě śőśšő£ŋĺľ X^′ = X ∪ X^2 ∪ X^3 ∪ : : :

Śőśšő£ŋĺě ŕřőűěśśă ć ňőňěŋš ćřěňěŋĺ t ěśšĳ ŋăąőř łőőřďĺŋăš ~x(t) = {x_1(t); x_2(t); : : :; x_{N (t)}(t)}, čďě x_i(t) őąőğŋăůăěš ŕőńőęěŋĺě i-ľ ůăśšĺűż, ŕřĺ şśńőćĺĺ, ůšő ćśěčő ş ŋăś ěśšĳ N(t) ůăśšĺű ć ňőňěŋš ćřěňěŋĺ t.

Ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ ¡šş ňőďěńĳ śńşůăľŋżň ąńşęďăŋĺěň ś ćěšćńěŋĺěň (ś.ą.ć.) ŋă X.

2.4.2. Łńăśśĺťĺłăűĺ£

Ŋěšřşďŋő ďőłăğăšĳ, ůšő ¡šőš ŕřőűěśś, řăśśňăšřĺěňżľ łăł űěŕĳ Ňăřłőćă ŋă X^′, ćśěčďă £ćń£ěšś£ šřăŋğĺěŋšŋżň (š.ě. ŋěćőğćřăšŋżň). Ůšőąż ¡šő őąž£śŋĺšĳ, ďőśšăšőůŋő ğăňěšĺšĳ, ůšő ć ŋěšřĺćĺăńĳŋżţ śńşůă£ţ łőńĺůěśšćő ůăśšĺű N(t) ŕőůšĺ ŋăćěřŋőě śšřěňĺšś£ ł ąěśłőŋěůŋőśšĺ ŕřĺ t → ∞. Ŕő¡šőňş ňż ĺśŕőńĳğşěň ďřşčőľ ŕőďţőď ł łńăśśĺťĺłăűĺĺ šăłĺţ ŕřőűěśśőć. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő 0 ∈ X £ćń£ěšś£ ŕőčńőźă¿źĺň śőśšő£ŋĺěň, š.ě. r_{(1)}(0) = 1 ĺ P_{00} = 1. Őŕřěďěńĺň śńşůăľŋş¿ ćěńĺůĺŋş n_t(x) łăł łőńĺůěśšćő ůăśšĺű ć šőůłě x ć ňőňěŋš ćřěňěŋĺ t. Ŕőśłőńĳłş n_t(0) ŋě şążćăěš ŕřĺ t → ∞ ďń£ ćśěţ řěăńĺğăűĺľ ŕřőűěśśă, ňż ćĺďĺň, ůšő śşźěśšćşěš (ŋěőą£ğăšěńĳŋő łőŋěůŋă£) śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă m = lim_{t→∞} n_t(0):

Őąőğŋăůĺň ůěřěğ Em ňăšěňăšĺůěśłőě őęĺďăŋĺě śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż m. Őŕřěďěńĺň ňăřłőćśłĺľ ňőňěŋš fi łăł ňőňěŋš, łőčďă ćśě ůăśšĺűż ŋăţőď£šś£ ć ŕőčńőźă¿źěň śőśšő£ŋĺĺ 0, š.e. fi | ¡šő ňőňěŋš, łőčďă ś.ą.ć. ŕőńŋőśšĳ¿ őśšăŋăćńĺćăěšś£. Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő P{fi < ∞} > 0, ŕřĺ şśńőćĺĺ ůšő L £ćń£ěšś£ ŋěŕřĺćőďĺňőľ.

Őŕřěďěńěŋĺě 2.1. Ąşďěň čőćőřĺšĳ, ůšő ś.ą.ć. £ćń£ěšś£

• ćőğćřăšŋżň, ěśńĺ P{m > 0} = 1;

• śĺńĳŋő ćőğćřăšŋżň, ěśńĺ őŋő ćőğćřăšŋő, fi < ∞ ŕ.ŋ. ĺ Em < ∞;

• šřăŋğĺěŋšŋżň, ěśńĺ P{m > 0} < 1;

• śĺńĳŋő šřăŋğĺěŋšŋżň, ěśńĺ P{m > 0} < 1 ĺ Em < ∞.

Ŋěšřşďŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ŕőńőęěŋĺě x_0 ůăśšĺűż ć ŋăůăńĳŋżľ ňőňěŋš ćřěňěŋĺ ŋěśşźěśšćěŋŋő ďń£ ¡šőčő őŕřěďěńěŋĺ£. Ğăňěšĺň, ůšő ¡šő ŋě ěďĺŋśšćěŋŋżľ śŕőśőą łńăśśĺťĺűĺřőćăšĳ śńşůăľŋżě ąńşęďăŋĺ£ ś ćěšćńěŋĺěň. Ďřşčőľ ŕőďţőď ł ¡šőľ ŕřőąńěňě ňőęěš ążšĳ ŋăľďěŋ ć [28].

Ććěďěň őąőğŋăůěŋĺě

r(x) =^{∞∑}_{i=1} ir_{(i)}(x):

Šěőřěňż 2.7 ĺ 2.8 ďă¿š ŋăň (ŋě śőćśěň ŕőńŋş¿) łńăśśĺťĺłăűĺ¿ ŕřőűěśśă.

Šěőřěňă 2.7. Ďń£ šőčő, ůšőąż Em ążńő łőŋěůŋżň, ŋěőąţőďĺňő ĺ

ďőśšăšőůŋő, ůšőąż śşźěśšćőćăńă ŕőńőęĺšěńĳŋă£ ťşŋłűĺ£ f(x), x ∈ X, šăłă£, ůšő ďń£ ćśěţ x ≠ 0 ćżŕőńŋ£ńőśĳ śńěďş¿źěě şśńőćĺě ∑ y P_{xy}f(y) = f(x) r(x)

: (70)

Šěőřěňă 2.8. Ďń£ šőčő, ůšőąż Em ążńő łőŋěůŋżň, ďőśšăšőůŋő,

ůšőąż śşźěśšćőćăńă ŕőńőęĺšěńĳŋă£ ťşŋłűĺ£ f(x), x ∈ X, šăłă£, ůšő ďń£ ćśěţ x ≠ 0 ćżŕőńŋ£ńőśĳ śńěďş¿źěě şśńőćĺě ∑ y P_{xy}f(y) ≤ f(x) r(x)

: (71)

Ąőńěě šőčő, ěśńĺ f(x) → 0, šő ś.ą.ć. śĺńĳŋő šřăŋğĺěŋšŋő. Ěśńĺ f(x) → ∞, šő ś.ą.ć. śĺńĳŋő ćőğćřăšŋő.

Ťőřňşńă (70) ćŕěřćżě ŕő£ćĺńăśĳ ć [22], čďě őŋă ążńă ĺśŕőńĳğőćăŋă ďń£ łńăśśĺťĺłăűĺĺ őďŋőňěřŋżţ śńşůăľŋżţ ąńşęďăŋĺľ ś ćěšćńěŋĺěň. Šěőřěňż 2.7 ĺ 2.8 ć ąőńěě őąőąźěŋŋőľ ťőřňě ňőčşš ążšĳ ŋăľďěŋż ć [28]. Ğďěśĳ ňż ďăěň šőńĳłő őśŋőćŋżě ĺďěĺ ĺţ ďőłăğăšěńĳśšćă, ĺ ňż řěłőňěŋďşěň ůĺšăšěń¿ őąřăšĺšĳś£ ł [28], čďě řăśśşęďěŋĺ£ ŕřőćěďěŋż ąőńěě ŕőďřőąŋő.

Ďőłăğăšěńĳśšćő Šěőřěň 2.7 ĺ 2.8. Ŕřěďŕőńőęĺň ďń£ ŋăůăńă, ůšő Em < ∞. Ňż őŕřěďěńĺň f(x) łăł śřěďŋěě łőńĺůěśšćő ŕőčńőźěŋŋżţ ć šőůłě 0 ůăśšĺű, ŕřĺ şśńőćĺĺ, ůšő ć ŋăůăńĳŋżľ ňőňěŋš ş ŋăś ążńă őďŋă ůăśšĺűă ć šőůłě x. Ňőęŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ¡šă ťşŋłűĺ£ şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ¿ (70). Ŋěőąţőďĺňőśšĳ ć Šěőřěňě 2.7 ďőłăğăŋă.

Ŕřěďŕőńőęĺň šěŕěřĳ, ůšő śşźěśšćşěš ťşŋłűĺ£ f(x), şďőćńěšćőř£¿źă£ (71). Ŕőłăęěň, ůšő Em < ∞. Řăśśňőšřĺň ŕřőűěśś Q(t), őŕřěďěńěŋŋżľ śńěďş¿źĺň őąřăğőň:

Q(t) =^{N (t)∑}_{i=1} f(x_i(t));

čďě {x_1(t); x_2(t); : : :; x_{N (t)}(t)} ěśšĳ śőśšő£ŋĺě ŕřőűěśśă, ććěďěŋŋőčő ć Řăğďěńě 2.4.1.

Ňőęŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő Q(t) £ćń£ěšś£ śşŕěřňăřšĺŋčăńőň ĺ, ŕőśłőńĳłş őŋ ŋěőšřĺűăšěńĳŋżľ, Q(t) ŕőůšĺ ŋăćěřŋőě śţőďĺšś£ ł ŋěłőšőřőľ śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋě Q_∞. Ŕřĺňěŋ££ ńěňňş Ťăšş, ňż ŕőńşůăěň, ůšő EQ_∞ ≤ EQ(0) = f(x_0);

čďě x_0 | ¡šő ŕőńőęěŋĺě ŋăůăńĳŋőľ ůăśšĺűż. Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ďń£ ćśěţ t Q(t) ≥ n_t(0)f(0);

čďě śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă n_t(0) ążńă őŕřěďěńěŋă ć ŋăůăńě ¡šőčő řăğďěńă. Ŕěřěţőď£ ł ŕřěďěńş, ĺňěěň m ≤ Q_∞=f(0), šăł ůšő

Em ≤

EQ_∞ f(0) ≤ Q (0) f(0) = f (x_0) f(0)

< ∞; (72)

šěň śăňżň ďőłăğżćă£, ůšő (71) £ćń£ěšś£ ďőśšăšőůŋżň ďń£ Em < ∞.

Ůšőąż ďőłăğăšĳ, ůšő ĺğ f(x) → 0 śńěďşěš, ůšő P{m ≥ 1} < 1, ňż ŕřőśšő ćżąěřěň x_0 šăłĺň őąřăğőň, ůšő f(x_0)=f(0) < 1, ĺ ŕřĺňěŋĺň (72).

Ďăńěě, ŕşśšĳ f(x) → ∞. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ś ŕőńőęĺšěńĳŋőľ ćěřő- £šŋőśšĳ¿ fi = ∞. İšő őğŋăůăěš, ůšő ŕő łřăľŋěľ ňěřě őďŋă ůăśšĺűă şţőďĺš ć ąěśłőŋěůŋőśšĳ ś ŕőńőęĺšěńĳŋőľ ćěřő£šŋőśšĳ¿. Őďŋăłő ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő ¡šő ŕřőšĺćőřěůĺš šőňş ťăłšş, ůšő EQ_∞ ≤ EQ(0). Šăłęě, őůěćĺďŋő, ůšő ěśńĺ fi < ∞ ŕ.ŋ., šő ś.ą.ć. ćőğćřăšŋő. 2

2.4.3. Śńşůăľŋă£ śřěďă

Ć ¡šőľ čńăćě ňż řăśśňőšřĺň śńşůăľŋőě ąńşęďăŋĺě ś ćěšćńěŋĺěň (ććěďěŋŋőě ć Řăğďěńě 2.4.1), ŋő ć śńşůăľŋőľ śřěďě. Ğăťĺłśĺřşěň ďćă űěńżţ ŕőńőęĺšěńĳŋżţ ůĺśńă: d ĺ k; őŋĺ őąőğŋăůă¿š ňăłśĺňăńĳŋş¿ ďńĺŋş śłăůłă ĺ ňăłśĺňăńĳŋőě łőńĺůěśšćő ŕőšőňłőć śőőšćěšśšćěŋŋő. Řăśśňőšřĺň (2d + k − 1)-ňěřŋőě ňŋőčőőąřăğĺě ć R^{2d+k+1}:

M = {x ∈ R^{2d+k+1} : x_i ≥ 0;^{2d+1∑}_{i=1} x_i = 1;^{2d+k+1∑}_{i=2d+2} x_i = 1}:

Ŕşśšĳ^~Q | ¡šő ŋěłőšőřă£ ćěřő£šŋőśšŋă£ ňěřă ŋă M. Ěśńĺ ∈ M, šő ňż ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő

= (p^ξ_{−d}; : : :; p^ξ_d; r^ξ_{(1)}; : : : ; r^ξ_{(k)}):

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ňěřă^~Q şďőćńěšćőř£ěš śńěďş¿źĺň ďćşň şśńőćĺ£ň (őŋĺ ŋěőąţőďĺňż ďń£ šőčő, ůšőąż śőőšćěšśšćşěźěě ś.ą.ć., łőšőřőě ňż őŕřěďěńĺň ŋĺęě, ążńő ŋěćżřőęďěŋŋżň).

Şśńőćĺě R.^~Q{ ∈ M :^{∑k}_{i=1} ir^ξ_{(i)} = 1} < 1.

Şśńőćĺě P.^~Q{ ∈ M :^{∑d}_{i=1} p^ξ_{−i} = 0} =^~Q{ ∈ M :^{∑d}_{i=1} p^ξ_i = 0} = 0.

Ŕşśšĳ ŕřőśšřăŋśšćő śőśšő£ŋĺľ X = {0; 1; 2; : : :}, 0 | ŕőčńőźă¿źěě śőśšő£ŋĺě. Ŕşśšĳ ěśšĳ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ _i ∈ M, i = 1; 2; : : :, ŋěğăćĺśĺňżţ, őďĺŋăłőćő řăśŕřěďěńěŋŋżţ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ, ĺňě¿źĺţ řăśŕřěďěńěŋĺě^~Q. Ďń£ łőŋłřěšŋőľ řěăńĺğăűĺĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ {_x} őŕřěďěńĺň ś.ą.ć. śńěďş¿źĺň őąřăğőň: ŕőńőęĺň r_{(i)}(x) = r^{ξx}_{(i)} ĺ

• ěśńĺ x ≥ d, šő P_{x,x+j} = p^{ξx}_j ;

• ěśńĺ 0 < x < d, šő ďń£ j šăłĺţ, ůšő x + j > 0 ňż őŕ£šĳ ŕőńőęĺň P_{x,x+j} = p^{ξx}_j , ĺ P_{x,0} =^∑_{j:x+j≤0} p^{ξx}_j :

Ććěďěň őąőğŋăůěŋĺě p_j (x) = P_{x,x+j}. Ĺšăł, ďń£ łăęďőľ ťĺłśĺřőćăŋŋőľ řěăńĺğăűĺĺ ! = {_1; _2; : : :}, ŋăňĺ ŕőśšřőěŋő śńşůăľŋőě ąńşęďăŋĺě ś ćěšćńěŋĺěň. Ňż ĺŋšěřěśşěňś£ šěňĺ śćőľśšćăňĺ ¡šőčő ś.ą.ć., łőšőřżě ćżŕőńŋ£¿šś£ ďń£ ŕőůšĺ łăęďőčő !.

2.4.4. Őśŋőćŋżě řěğşńĳšăšż

Ć ¡šőľ čńăćě ňż ĺśśńěďşěň ćőŕřőś ő łőŋěůŋőśšĺ ĺńĺ ąěśłőŋěůŋőśšĺ Em. Ďń£ ťĺłśĺřőćăŋŋőľ řěăńĺğăűĺĺ śńşůăľŋőľ śřěďż !, m £ćń£ěšś£ śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋőľ, ĺ ňż ţőšĺň ğŋăšĳ, ąşďěš ńĺ łőŋěůŋő Em ďń£ ŕőůšĺ ćśěţ !.

Ğăňěůăŋĺě. Łőčďă ňż ŕĺÿěň Em < ∞, šő ¡šő őğŋăůăěš, ůšő Em <

∞ ďń£ ŕőůšĺ ćśěţ !. Šőůŋő šăłęě, ěśńĺ ňż ŕĺÿěň P{m > 0} < 1, šő śńěďşěš ŕőŋĺňăšĳ ¡šő łăł P{m > 0} < 1 ďń£ ŕőůšĺ ćśěţ !. Ěśńĺ ňż čőćőřĺň, ůšő ś.ą.ć. £ćń£ěšś£ šřăŋğĺěŋšŋżň (śĺńĳŋő šřăŋğĺěŋšŋżň, ćőğćřăšŋżň, śĺńĳŋő ćőğćřăšŋżň), šő ¡šő őğŋăůăěš, ůšő őŋő £ćń£ěšś£ šřăŋğĺěŋšŋżň (śĺńĳŋő šřăŋğĺěŋšŋżň, ćőğćřăšŋżň, śĺńĳŋő ćőğćřăšŋżň) ďń£ ŕőůšĺ ćśěţ !.

Ŋăň ŕőšřěąş¿šś£ ŋěłőšőřżě őŕřěďěńěŋĺ£. Őŕřěďěńĺň ďń£ ćěłšőřă ∈ M ěčő ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ, łőšőřżľ őążůŋő řăśśňăšřĺćăěšś£ ć šěőřĺĺ řăğŋőśšŋżţ şřăćŋěŋĺľ:

hξ (–) =^{d∑}_{j=−d} p^ξ_j –^j − 1 r^ξ ; čďě r^ξ =^{∑k}_{i=1} ir^ξ_{(i)}. Ďăńěě, őąőğŋăůĺň

K() = {– > 0 : h_ξ (–) ≤ 0} ⊂ (0; +∞) ĺ K_{~Q} =^⋂_{ξ∈supp ~Q} K():

Őśŋőćŋżňĺ řěğşńĳšăšăňĺ £ćń£¿šś£ śńěďş¿źĺě šěőřěňż.

Šěőřěňă 2.9. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ćżŕőńŋěŋż Şśńőćĺ£ R ĺ P. Šőčďă

ěśńĺ K_{~Q} ≠ ∅, šő Em < ∞. Ąőńěě šőčő,

i) ěśńĺ K_{~Q} ⊂ [1; +∞), šő ś.ą.ć. śĺńĳŋő ćőğćřăšŋő ďń£ ŕőůšĺ ćśěţ łőŋťĺčşřăűĺľ ! = {_1; _2; : : :};

ii) ěśńĺ K_{~Q} ⊂ (0; 1), šő P{m > 0} < 1, š.e. ś.ą.ć. śĺńĳŋő šřăŋğĺěŋšŋő.

Ğăňěůăŋĺě. İšă šěőřěňă ďăěš ŕőńŋş¿ łńăśśĺťĺłăűĺ¿ ś.ą.ć. ć śńş-

ůăě K_{~Q} ≠ ∅, łăł ňż ŕőłăęěň ć Ńěňňě 2.4 ŋĺęě: ěśńĺ K_{~Q} ≠ ∅, šő ňż ĺňěěň ńĺąő K_{~Q} ⊂ (0; 1), ńĺąő K_{~Q} ⊂ (1; ∞).

Šěőřěňă 2.10. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ćżŕőńŋěŋż Şśńőćĺ£ R ĺ P, ĺ d =

1. Ŕşśšĳ K_{~Q} = ∅. Šőčďă Em = ∞.

Ůšőąż ŕřőĺńń¿śšřĺřőćăšĳ śŕěűĺťĺůěśłĺľ ţăřăłšěř ś.ą.ć. ć śńşůăľŋőľ śřěďě, ňż ďăěň śńěďş¿źĺľ ŕřĺňěř.

Ŕřĺňěř. Ŕşśšĳ k = 3, d = 1, ĺ ş ŋăś ěśšĳ ďćă řăğńĺůŋżţ šĺŕă

śőśšő£ŋĺľ

1) r_{(2)}(x) = 1 (š.e. r(x) = 2) ĺ p_{±1}(x) = (2 ± √ 3)=4;

2) r_{(3)}(x) = 1 (š.e. r(x) = 3) ĺ p_{±1}(x) = (3 ± 2 √ 2)=6.

Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, ňŋőęěśšćő supp^~Q śőśšőĺš ĺğ ďćşţ šőůěł:

(1) = ( 2 − √ 3 4 ; 0; 2 + √ 3 4 ; 0; 1; 0);

(2) = (

3 − 2 √ 2 6 ; 0;

3 + 2 √ 2 6 ; 0; 0; 1):

Ć ¡šőň śńşůăě ¡ńěňěŋšăřŋżě ćżůĺśńěŋĺ£ ŕőłăğżćă¿š, ůšő K(^{(1)}) = {2− √ 3}, K(^{(2)}) = {3−2 √ 2}, śńěďőćăšěńĳŋő K_{~Q} = K(^{(1)})∩K(^{(2)}) = ∅. Ěśńĺ ćśě šőůłĺ ĺňě¿š őďĺŋ ĺ šőš ęě šĺŕ (1 ĺńĺ 2), šő šăłőě ŕřőśšřăŋśšćěŋŋő őďŋőřőďŋőě ś.ą.ć. ąşďěš šřăŋğĺěŋšŋżň (śň. [22]). Ŕřěďŕőńőęĺň őďŋăłő, ůšő ňż \śňěÿăńĺ" ¡šĺ ďćă šĺŕă šőůěł, š.e. ~Q{^{(1)}} = »,^~Q{^{(2)}} = 1 − » ďń£ ŋěłőšőřőčő » ∈ (0; 1). Ć ¡šőň śńşůăě ś.ą.ć. ć šăłőľ śńşůăľŋőľ śřěďě ąşďěš ćőğćřăšŋő (ŋő ŋě śĺńĳŋő ćőğćřăšŋő).

Ć śńěďş¿źěľ šěőřěňě ňż ŕőńşůăěň ŋěłőšőřżě śńěďśšćĺ£ šőčő, ůšő Em = ∞.

Šěőřěňă 2.11. Ŕşśšĳ ďń£ ś.ą.ć. ć śńşůăľŋőľ śřěďě (łőšőřőě ążńő

ććěďěŋő ć Řăğďěńě 2.4.3) Em = ∞. Šőčďă

P{m > 0} = 1 ; (73)

š.e. ś.ą.ć. ćőğćřăšŋő.

Ğăňěůăŋĺě. Šěőřěňă 2.11 ŋě ćżŕőńŋ£ěšś£ ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ś.ą.ć., łőšőřőě ążńő ććěďěŋő ć Řăğďěńě 2.4.1, š.e. ćőőąźě čőćőř£, ĺğ Em = ∞ ŋě śńěďşěš P{m > 0} = 1. Ňż ďăďĺň śőőšćěšśšćş¿źĺľ łőŋšřŕřĺňěř ŕőśńě ďőłăğăšěńĳśšćă Šěőřěňż 2.11.

2.4.5. Ďőłăğăšěńĳśšćő Šěőřěňż 2.11

Ňż řěÿĺńĺ ďőłăğżćăšĳ śŋăůăńă Šěőřěňş 2.11, ŕőśłőńĳłş ěě ďőłăğăšěńĳśšćő ňěŋěě šěţŋĺůěśłőě, ĺ ŋőśĺš ąőńěě ĺŋšşĺšĺćŋżľ ţăřăłšěř, ůěň ďőłăğăšěńĳśšćă Šěőřěň 2.9 ĺ 2.10.

Ďőłăğăšěńĳśšćő Šěőřěňż 2.11. Őśŋőćŋă£ ĺďě£ ďőłăğăšěńĳśšćă śőśšőĺš ć šőň, ůšőąż ňĺŋőřĺřőćăšĳ ŋăÿě ś.ą.ć. ŋěłőšőřżň ŋőćżň ŕřőűěśśőň, łőšőřżľ ňż ŋăğőćěň ğăňěďńěŋŋőě ś.ą.ć. Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, ňż ŕőśšřőĺň ŋőćżľ ŕřőűěśś, łőšőřżľ ć ŋěłőšőřőň śňżśńě ňěŋěě ćőğćřăšěŋ, ůěň ŋăÿě ś.ą.ć., ă ğăšěň ďőłăęěň, ůšő ¡šőš ŋőćżľ ŕřőűěśś £ćń£ěšś£ ćőğćřăšŋżň.

Ćő-ŕěřćżţ, ňőďĺťĺűĺřşěň ĺśţőďŋőě ś.ą.ć. śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Ŕşśšĳ šőůłă 0 ŋě £ćń£ěšś£ ąőńěě ŕőčńőźă¿źĺň śőśšő£ŋĺěň; ŕőńőęĺň, ŋăŕřĺňěř, p_1(0) = 1. Šăł łăł űěŕĳ Ňăřłőćă L ŋěŕřĺćőďĺňă, šő ůšőąż ďőłăğăšĳ, ůšő ś.ą.ć. őą£ğăšěńĳŋő ŕőŕăďěš ć šőůłş 0, ďőśšăšőůŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő śşźěśšćşěš ţőš£ ąż őďŋă šőůłă x, łőšőřă£ ŕőśěźăěšś£ ąěśłőŋěůŋő ůăśšő.

Őŕřěďěńĺň šěŕěřĳ ğăňěďńěŋŋőě ś.ą.ć. Ŕşśšĳ s^{(k)}_i , i = 0; 1; 2; : : :, k = 1; 2; : : :, | ŋăąőř ňăřłőćśłĺţ ňőňěŋšőć śő śńěďş¿źĺňĺ śćőľśšćăňĺ.

1) Ěśńĺ k < l, šő s^{(k)}_0 ≤ s^{(l)}_0 .

2) Ěśńĺ i < j, šő s^{(k)}_i ≤ s^{(k)}_j ďń£ ćśěţ k ≤ 1. Ěśńĺ šăłęě s^{(k)}_i < ∞, šő s^{(k)}_i < s^{(k)}_j .

Ŕěřěŋşňěřşěň ćśě ůăśšĺűż, š.e. ňż ŕřĺśćőĺň ŋőňěř 1 ŋăůăńĳŋőľ ůăśšĺűě, ŋőňěřă 2; 3; : : :; j_1 +1 ůăśšĺűăň, łőšőřżě ążńĺ ŕőřőęďěŋż ć ňőňěŋš t = 1 (ŕřĺ şśńőćĺĺ, ůšő ŕőřőęďěŋő ążńő j_1 ÿšşł) ĺ š.ď. Őŕřěďěńĺň s^{(1)}_0 = 0 ĺ s^{(k)}_0 łăł ňőňěŋš ćřěňěŋĺ, łőčďă k-£ ůăśšĺűă ćŕěřćżě ŕő£ćń£ěšś£. Ďăńěě, s^{(k)}_i , i = 1; 2; : : :, | ¡šő ňőňěŋšż ćřěňěŋĺ, łőčďă k-ľ ůăśšĺűě ŕőğćőńěŋő ŕőřőęďăšĳ śćőĺţ ŕőšőňłőć, ĺ ďćĺčăšĳś£ śőčńăśŋő ŕěřěţőďŋżň ćěřő£šŋőśš£ň P_{ij} ňăřłőćśłőľ űěŕĺ L. (Ďń£ \őążůŋőčő" ś.ą.ć., ććěďěŋŋőčő ć Řăğďěńě 2.4.1, ňż ĺňěěň s^{(k)}_i = s^{(k)}_0 +i.) Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, k-£ ůăśšĺűă \ğăňőřőęěŋă" ć ŕřőňěęşšłě ňěęďş ňőňěŋšăňĺ s^{(k)}_i ĺ s^{(k)}_{i+1}.

Śńěďş¿źěě şšćěřęďěŋĺě £ćń£ěšś£ őůěćĺďŋżň, šăł ůšő ňż ďăěň ěčő ąěğ ďőłăğăšěńĳśšćă.

Ŕřěďńőęěŋĺě 2.5. Ěśńĺ ğăňěďńěŋŋőě ś.ą.ć. ćőğćřăšŋő, šő ĺ ĺśţőď-

ŋőě ś.ą.ć. ćőğćřăšŋő. Ěśńĺ ğăňěďńěŋŋőě ś.ą.ć. ŕőśěźăěš ŋěłőšőřş¿ šőůłş ąěśłőŋěůŋő ůăśšő, šő ĺ ĺśţőďŋőě ś.ą.ć. ŕőśěźăěš šş ęě šőůłş ąěśłőŋěůŋő ůăśšő. Ąőńěě šőčő, ěśńĺ ćśě ňőňěŋšż s^{(k)}_i ŕőůšĺ ŋăćěřŋőě łőŋěůŋż, šő ĺśţőďŋőě ĺ ğăňěďńěŋŋőě śńşůăľŋżě ąńşęďăŋĺ£ ś ćěšćńěŋĺěň ¡łćĺćăńěŋšŋż ś šőůłĺ ğřěŋĺ£ šřăŋğĺěŋšŋőśšĺ ĺ ćőğćřăšŋőśšĺ.

Śěľůăś ňż £ćŋő ŕőśšřőĺň ćżÿěşŕőň£ŋşšőě ğăňěďńěŋŋőě ś.ą.ć. ĺ ŕőłăęěň, ůšő őŋő ŕőśěźăěš ţőš£ ąż őďŋş šőůłş ąěśłőŋěůŋő ůăśšő. Ğăťĺłśĺřşěň ŕřőĺğćőńĳŋőě — > 1. Ćőğĳňěň ŕřőĺğćőńĳŋőě űěńőě ůĺśńő l_1 > d ĺ őąőğŋăůĺň U_1 = [l_1; l_1 + d − 1]. Ŕşśšĳ fi_1 | ¡šő ňőňěŋš ŕěřćőčő ŕőŕăďăŋĺ£ ć U_1. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ ”^{(1)}_0 łőńĺůěśšćő ůăśšĺű, łőšőřżě ŋăţőď£šś£ ć ňŋőęěśšćě U_1 ć ňőňěŋš fi_1. Ŕőšőň ňż ŕőğćőń£ěň ¡šĺň ůăśšĺűăň őďĺŋ řăğ ŕőřőďĺšĳ ŕőšőňłőć ĺ ďćĺŋşšĳś£. Ŕőśńě ¡šőčő ňż řăśśňőšřĺň šőńĳłő šě ůăśšĺűż, łőšőřżě ŕěřěśłőůĺńĺ ć ŕřăćş¿ śšőřőŋş őš ňŋőęěśšćă U_1, š.e. łőšőřżě ŕőŕăńĺ ć ĺŋšěřćăń [l_1 + d; l_1 + 2d − 1]. Ďăńěě, ć ňőňěŋšż fi_1 + 2; : : : ; fi_1 + k_1, čďě ŕăřăňěšř k_1 ąşďěš ćżąřăŋ ŋĺęě, ňŋőęěśšćő U_1 śšăŋőćĺšś£ ŕőčńőźă- ¿źĺň (ĺńĺ ğăďěřęĺćă¿źĺň), š.e. ćśě ůăśšĺűż, łőšőřżě ŕőŕăďă¿š ć U_1, ğăňőřăęĺćă¿šś£ ďő ňőňěŋšă ćřěňěŋĺ fi_1 + k_1 + 1. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ ”^{(1)}_1 łőńĺůěśšćő ůăśšĺű, ŕőřőęďěŋŋżţ šěňĺ, łőšőřżě ŕěřěśłőůĺńĺ ć ŕřăćş¿ śšőřőŋş őš ňŋőęěśšćă U_1 ć ňőňěŋš fi_1 + 1, ĺ łőšőřżě ŋăţőď£šś£ ć ňŋőęěśšćě U_1 ć ňőňěŋš fi_1 + k_1. Ŕőśłőńĳłş Em = ∞, šő ňőęŋő ćżąřăšĳ k_1 ŋăśšőńĳłő ąőńĳÿĺň, ůšőąż śńěďş¿źěě şśńőćĺě ążńő ćżŕőńŋěŋő:

E{”^{(1)}_1 | ”^{(1)}_0 } > —”^{(1)}_0 : (74)

Ďăńěě ňż ŕőćšőř£ěň ¡šş ŕřőűěďşřş śŋőćă, ĺ ć ňőňěŋš fi_1 + 2k_1 ş ŋăś ěśšĳ ”^{(1)}_2 ůăśšĺű, ŋăţőď£źĺţś£ ć U_1, ĺ š.ď. Ĺšăł, ňż ŕőśšřőĺńĺ ŕřőűěśś ”^{(1)}_i , i = 0; 1; 2; : : :

Ğăňěšĺň, ůšő ćśě ţăřăłšěřĺśšĺłĺ ŕřőűěśśă ”^{(1)}_i ğăćĺś£š őš ğŋăůěŋĺľ, ŕřĺŋ£šżţ śńşůăľŋőľ śřěďőľ _n šőńĳłő ć šőůłăţ n ∈ V_1 = {l_1; : : :; l_1+d(k_1 +1)}. Ŕő¡šőňş ňż ćőğĳňěň ŋěłőšőřőě l_2 > l_1+d(k_1 +1) ĺ őąőğŋăůĺň U_2 = [l_2; l_2 + d − 1]. Ďăńěě, ŕőďőąŋő šőňş, ůšő śďěńăŋő ćżÿě, ňż śšřőĺň ŕřőűěśś ”^{(2)}_i ğăćĺś£źĺľ šőńĳłő ńĺÿĳ őš ňŋőęěśšćă V_2 = {l_2; : : : ; l_2 + d(k_2 + 1)}. Ŕřőďőńęă£ ŕőďőąŋżň ęě őąřăğőň, ňż śšřőĺň ďćě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ňŋőęěśšć U_j ĺ V_j , ă šăłęě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŕřőűěśśőć ”^{(j)}_. , j = 1; 2; : : :

Ćśě ŕřőűěśśż ”^{(j)}_. ňőčşš ążšĳ ŕřőňĺŋőřĺřőćăŋż ŕřőűěśśăňĺ Čăńĳšőŋă-Ćăšśőŋă śő śřěďŋĺň ůĺśńőň ŕř£ňżţ ŕőšőňłőć — > 1. Šăł ůšő ďń£ ťĺłśĺřőćăŋŋőčő j ćěřő£šŋőśšĳ šőčő, ůšő ”^{(j)}_i = 0 ŕő łřăľŋěľ ňěřě ďń£ őďŋőčő i, śšřőčő ňěŋĳÿě 1. Őąőğŋăůĺň ¡šş ćěřő£šŋőśšĳ ůěřěğ _j. Ćěńĺůĺŋă _j ğăćĺśĺš šőńĳłő őš ğŋăůěŋĺľ, ŕřĺŋ£šżţ śńşůăľŋőľ śřěďőľ ŋă ňŋőęěśšćě V_j, śńěďőćăšěńĳŋő _j £ćń£¿šś£ ŋěğăćĺśĺňżňĺ, őďĺŋăłőćő řăśŕřěďěńěŋŋżňĺ śńşůăľŋżňĺ ćěńĺůĺŋăňĺ. Ĺğ ¡šőčő şęě ńěčłő ŕőńşůĺšĳ, ůšő ţőš£ ąż őďĺŋ ĺğ ŕřőűěśśőć ”^{(j)} ŋĺłőčďă ŋě ćżřőďĺšś£, šăł ůšő ţőš£ ąż őďŋă šőůłă ŕőśěźăěšś£ ğăňěďńěŋŋżň ś.ą.ć. ąěśłőŋěůŋő ůăśšő. Ŕřĺňěŋ££ Ŕřěďńőęěŋĺě 2.5, ňż ğăłăŋůĺćăěň ďőłăğăšěńĳśšćő Šěőřěňż 2.11. 2

Ă śěľůăś ňż ďăďĺň łőŋšřŕřĺňěř, łőšőřżľ ŕőłăğżćăěš, ůšő, ćőőąźě čőćőř£, Em = ∞ ŋě ćńěůěš ğă śőąőľ P{m > 0} = 1.

Ŕřĺňěř. Ŕşśšĳ r_{(2)}(x) = 1 (š.e. r(x) = 2) ďń£ ćśěţ x, 0 | ŕőčńőźă¿-

źěě śőśšő£ŋĺě. Ňż őŕřěďěńĺň ŕěřěţőďŋżě ćěřő£šŋőśšĺ śńěďş¿źĺň őąřăğőň: p_{−1}(1) = p_1(1) = 1=8, p_0(1) = 3=4, ĺ p_{±1}(x) = (2 ± √ 3)=4 ďń£ x ≥ 2. İšő ś.ą.ć. šřăŋğĺěŋšŋő, ŕőśłőńĳłş ŕřőśšřăŋśšćěŋŋő őďŋőřőďŋőě ś.ą.ć. ś r(x) = 2 ĺ p_{±1}(x) = (2 ± √ 3)=4 šřăŋğĺěŋšŋő (śň. [23]).

Ůšőąż ďőłăğăšĳ, ůšő Em = ∞, ňż őąőğŋăůĺň ůěřěğ ”_k łőńĺůěśšćő ůăśšĺű, ŋăţőď£źĺţś£ ć šőůłě 1 ć ňőňěŋš k. Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ”_k ňőęěš ążšĳ ŕřőňĺŋőřĺřőćăŋő ŕřőűěśśőň Čăńĳšőŋă-Ćăšśőŋă śő śřěďŋĺň ůĺśńőň ŕř£ňżţ ŕőšőňłőć řăćŋżň 3=2 > 1. Ŕő¡šőňş, ś ŕőńőęĺšěńĳŋőľ ćěřő£šŋőśšĳ¿ ”_k → ∞ ŕřĺ k → ∞, ĺ őšś¿ďă ňż ŕőńşůaěň, ůšő Em = ∞.

2.4.6. Ďőłăğăšěńĳśšćă Šěőřěň 2.9 ĺ 2.10

Ďőłăğăšěńĳśšćő Šěőřěňż 2.9. Ŕěřćżň ďěńőň, śťőřňşńĺřşěň ĺ ďőłăęěň őďŋş ŕőńěğŋş¿ ńěňňş.

Ńěňňă 2.4. Ďćă ŋĺęěŕěřěůĺśńěŋŋżţ şśńőćĺ£

K_{~Q} ∩ (0; 1) ≠ ∅ (75) ĺ K_{~Q} ∩ [1; +∞) ≠ ∅; (76) ŋě ňőčşš ążšĳ ćěřŋż őďŋőćřěňěŋŋő.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ć śăňőň ďěńě, ďń£ – > 0 ňż ĺňěěň h^{′′}_ξ (–) > 0, šăł ůšő şřăćŋěŋĺě h_ξ(–) = 0 ŋě ňőęěš ĺňěšĳ ąőńěě ďćşţ řěÿěŋĺľ, ĺ śńěďőćăšěńĳŋő, ňŋőęěśšćő K() £ćń£ěšś£ ść£ğŋżň. Ŕřĺŋĺňă£ ćő ćŋĺňăŋĺě Şśńőćĺě R, ňż ćĺďĺň, ůšő ś ŕőńőęĺšěńĳŋőľ ćěřő£šŋőśšĳ¿ h_ξ (1) = 1 − 1=r > 0, ă ğŋăůĺš (75) ĺ (76) ŋě ňőčşš ćżŕőńŋ£šĳś£ őďŋőćřěňěŋŋő. Ńěňňă 2.4 ďőłăğăŋă. 2

Ďőłăęěň šěŕěřĳ Šěőřěňş 2.9. Ŕşśšĳ –_0 ∈ K_{~Q}. Ćőğĳňěň f(x) = –^x_0 . Ŋěšřşďŋő ćĺďěšĳ, ůšő (71) ćżŕőńŋěŋő, ĺ, ŕřĺňěŋ££ Šěőřěňş 2.8, ňż ğăłăŋůĺćăěň ďőłăğăšěńĳśšćő Šěőřěňż 2.9. 2 Ďőłăğăšěńĳśšćő Šěőřěňż 2.10. Śőčńăśŋő Šěőřěňě 2.7, ŋăň ŋăďő ďőłăğăšĳ ŋěśşźěśšćőćăŋĺě ŕőńőęĺšěńĳŋőľ ťşŋłűĺĺ f(x), şďőćńěšćőř£- ¿źěľ (70). Ŋăň ŕőšřěąşěšś£

Ńěňňă 2.5. Ěśńĺ K ~_Q = ∅, šő šőčďă śşźěśšćş¿š ‹ > 0, ff > 0,

łőŋěůŋżľ ŋăąőř ňŋőęěśšć G_i ⊂ M, i = 1; : : :; n_0, šăłĺě, ůšő

1) Ďń£ ćśěţ i = 1; : : :; n_0 ňż ĺňěěň^~Q(G_i) ≥ ff.

2) Ďń£ ń¿ąőčő –_0 ∈ R_+ śşźěśšćşěš i, 1 ≥ i ≥ n_0, šăłőě, ůšő ďń£ ćśěţ ∈ G_i 1 p^ξ_1 h_ξ (–_0) ≥ ‹: (77)

Ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ ¡šő ůĺśńő i ůěřěğ i(–_0).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ ȷ(·; ·) | ¡šő śšăŋďăřšŋă£ Ěćłńĺďőćă ňěšřĺłă ć R^{2d+k+1}. Ďń£ y ∈ R^{2d+k+1} őąőğŋăůĺň O_ε(y) = {z : ȷ(y; z) < "}. Ćőğĳňěň ŕřőĺğćőńĳŋżě ∈ supp^~Q ĺ ‹_1 > 0. Šőčďă śşźěśšćşěš –_1 > 0 šăłőě, ůšő 1 p^ξ_1 h_ξ (–) ≥ ‹_1 (78)

ďń£ ćśěţ – > –_1.

Ďăńěě, őůěćĺďŋő, ůšő śşźěśšćşěš " > 0 šăłőě, ůšő 1 p^{ξ′}_1 h_ξ′ (–) ≥ ‹_1 ďń£ ćśěţ ^′ ∈ O_ε() ∩ M ĺ – > –_1. Šăł łăł ∈ supp^~Q, ňż ĺňěěň ~Q(O_ε() ∩ M) > 0. Šăł ůšő ňż ŕőńőęĺň G_1 = O_ε() ∩ M ĺ ff_1 = ~Q(G_1). Šăłĺň ęě śŕőśőąőň ňőęŋő ďőłăğăšĳ, ůšő śşźěśšćşěš –_2 > 0 ĺ G_2 ⊂ M šăłĺě, ůšő (78) ćżŕőńŋ£ěšś£ ďń£ ćśěţ 0 < – < –_2 ĺ ďń£ ćśěţ ∈ G_2, ĺ ňż ŕőńőęĺň ff_2 =^~Q(G_2) > 0. Ŕşśšĳ šěŕěřĳ – ∈ [–_2; –_1]. Šăł łăł K_{~Q} = ∅, šő śşźěśšćş¿š ∈ supp^~Q ĺ ‹_λ > 0 šăłĺě, ůšő 1 p^ξ_1 h_ξ (–) > ‹_λ:

Ŋěšřşďŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő śşźěśšćş¿š ďćă ŕőńőęĺšěńĳŋżţ ůĺśńă " ĺ "^′ šăłĺě, ůšő 1 p^{ξ′}_1 h_ξ′ (–^′) ≥ ‹_λ

ćżŕőńŋ£ěšś£ ďń£ ćśěţ –^′ ∈ I_λ = (– − "; – + ") ĺ ďń£ ćśěţ ^′ ∈ G_λ = O_ε′ () ∩ M. Ŋăąőř ĺŋšěřćăńőć {I_λ} ěśšĳ ŕőłřżšĺě őšřěğłă [–_2; –_1]; ŕşśšĳ {I_{λ3} ; : : : ; I_{λn0} } | łőŋěůŋőě ŕőďŕőłřżšĺě. Ďń£ i = 3; : : :; n_0 ŕőńőęĺň G_i = G_{λi} . Ŕşśšĳ ff_i =^~Q(G_i). Ňż ŕőńőęĺň ff = min_i ff_i, ‹ = min_i ‹_{λi}. Ńěňňă ďőłăğăŋă. 2

Ŕěřěľďěň šěŕěřĳ ł ďőłăğăšěńĳśšćş šěőřěňż. Ŕőśłőńĳłş (70) ňőęěš ążšĳ šěŕěřĳ ŕěřěŕĺśăŋő ć śńěďş¿źěň ćĺďě:

p_{−1}(x)f(x − 1) + p_0(x)f(x) + p_1(x)f(x + 1) − f(x) r(x)

= 0; (79)

šő ťşŋłűĺ£ f(x) ŕőńŋőśšĳ¿ őŕřěďěń£ěšś£ śćőĺňĺ ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć ń¿- ążţ ďćşţ śőśěďŋĺţ šőůłăţ f(n) ĺ f(n + 1).

Ňż ŕőłăęěň, ůšő śşźěśšćşěš šăłă£ \łőŋťĺčşřăűĺ£" (s_1; : : :; s_N ), s_i ∈ {1; : : :; n_0}, ůšő ěśńĺ _i ∈ G_{si} , šő ďń£ ń¿ążţ ŋăůăńĳŋżţ şśńőćĺľ f(0) ĺ f(1) ďń£ řěÿěŋĺ£ (79) śşźěśšćşěš űěńőě ůĺśńő n_1 ≤ N, šăłőě, ůšő f(n_1) < 0. (Ůĺśńő n_0 ĺ ňŋőęěśšćă G_i ⊂ M ążńĺ ććěďěŋż ć Ńěňňě 2.5.) Ğăňěšĺň, ůšő N ŋě ğăćĺśĺš őš ŋăůăńĳŋżţ şśńőćĺľ f(0) ĺ f(1), ă n_1, řăğşňěěšś£, ğăćĺśĺš.

Ďń£ šőčő, ůšőąż ŕřőďőńęĺšĳ ďőłăğăšěńĳśšćő, ŋăň ŕőŋăďőąĺšś£ ěźě őďŋă ńěňňă.

Ńěňňă 2.6. Ŕşśšĳ ěśšĳ ďćă řěÿěŋĺ£ şřăćŋěŋĺ£ (79): f1(x) ĺ f2(x),

šăłĺě, ůšő f_1(0) = f_2(0) > 0 ĺ 0 < f_1(1) < f_2(1). Ŕőńőęĺň

^x = max{x : f_1(x^′) > 0 ďń£ ćśěţ x^′ ≤ x}:

Šőčďă f_1(x) < f_2(x) ďń£ ćśěţ x ≤ ^x.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕőńőęĺň –^{(1)}_n = f_1(n + 1)=f_1(n) ĺ –^{(2)}_n = f_2(n + 1)=f_2(n) ďń£ n = 0; : : :; ^x − 1. Ďń£ i = 1; 2 ňż ĺňěěň

p_{−1}(n) f_i(n) –^{(i)}_{n−1}

+ p_0(n)f_i(n) + p_1(n)f_i(n + 1) − f_i(n) r(n)

= 0; ĺńĺ h_{ξn} (–^{(i)}_{n−1})f_i(n) − –^{(i)}_{n−1}p_1(n)f_i(n) = −p_1(n)f_i(n + 1);

šăł ůšő f_i(n + 1) = –^{(i)}_{n−1}f_i(n) − 1 p_1(n) h_{ξn} (–^{(i)}_{n−1})f_i(n):

Ŕőśłőńĳłş –^{(i)}_n = f_i(n + 1)=f_i(n), šő ňż ĺňěěň

–^{(i)}_n = –^{(i)}_{n−1} − 1 p_1(n) h_{ξn} (–^{(i)}_{n−1})^{def}= g(–^{(i)}_{n−1}):

Ňőęŋő £ćŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ŕřőĺğćőďŋă£ g^′(–) > 0, šăł ůšő ťşŋłűĺ£ g(–) ćőğřăśšăěš. Ďăńěě, ŕőśłőńĳłş –^{(1)}_0 < –^{(2)}_0 , ňż ŕőńşůăěň ŕő ĺŋďşłűĺĺ, ůšő –^{(1)}_n < –^{(2)}_n ďń£ ćśěţ n. Ŕřĺňěŋ££ ¡šőš ťăłš, ňż ğăłăŋůĺćăěň ďőłăğăšěńĳśšćő Ńěňňż 2.6. 2

Ŕřőďőńęĺň ďőłăğżćăšĳ Šěőřěňş 2.10. Ćő-ŕěřćżţ, ňż ĺňěěň

f(2) = 1 p_1(1)

( − p_{−1}(1)f(0) − p_0(1)f(1) + f(1) r(1)

) ≤ f(1) 1 r(1)p_1(1) : Ŋěšřşďŋő ćĺďěšĳ, ůšő śşźěśšćşěš šăłőě –^′ > 0, ůšő

~Q{ : (r^ξp^ξ_1)^{−1} ≤ –^′} ≥ ff; (80)

čďě ff ążńő őŕřěďěńěŋő ć Ńěňňě 2.5.

Ŕőńőęĺň G_0 = { : (r^ξp^ξ_1)^{−1} ≤ –^′} ĺ –_1 = f(2)=f(1). Ěśńĺ _1 ∈ G_0, šő –_1 ≤ –^′. Ńěňňă 2.6 ŕőłăğżćăěš, ůšő ďőśšăšőůŋő ŕőśšřőĺšĳ šăłş¿ łőŋťĺčşřăűĺ¿ (s_1; : : :; s_N ), ůšő řěÿěŋĺě şřăćŋěŋĺ£ (79) śšăŋőćĺšś£ őšřĺűăšěńĳŋżň ŋě ŕőğďŋěě, ůěň ůěřěğ N ÿăčőć, ďń£ f(0), f(1) šăłĺţ, ůšő f(1)=f(0) = –^′, ĺ ŕőśńě ¡šőčő ćğ£šĳ łőŋťĺčşřăűĺ¿ (0; s_1; : : :; s_N ).

Śőčńăśŋő Ńěňňě 2.5, śşźěśšćşěš šăłőě s_1 = i(–^′), ůšő 1 p^ξ_1 h_ξ(–^′) ≥ ‹ ďń£ ćśěţ ∈ G_{s1} . Ŕőńőęĺň –_1 = f(2)=f(1). Ŕřěďŕőńăčă£, ůšő _1 ∈ G_i, ŋěšřşďŋő ŕőńşůĺšĳ (łăł ć ďőłăğăšěńĳśšćě Ńěňňż 2.6), ůšő

–_1 = –^′ − 1 p_1(1) h_{ξ1} (–^′) ≤ –^′ − ‹:

Ďăńěě, ňż ŕřőďőńęăěň ¡šőš ŕřőűěśś, ćżąĺřă£ s_2 = i(–_1), _2 ∈ G_{s2} , ĺ š.ď. Ňż ŕőńşůĺň śńěďş¿źĺľ ťăłš: ěśńĺ –_j > 0, šő –_{j+1} ≤ –_j − ‹. Ŕő¡šőňş őůěćĺďŋő, ůšő ťşŋłűĺ£ f(x) = f(0)–^′–_1 : : : –_{x−1} śšăŋěš őšřĺűăšěńĳŋőľ ŋě ŕőğďŋěě, ůěň ůěřěğ N ÿăčőć, čďě N = [–^′=‹] + 1. Ĺšăł, ňż ŕőśšřőĺńĺ łőŋťĺčşřăűĺ¿ (s_0; s_1; : : :; s_N ), s_i ∈ {1; : : :; n_0}, s_0 = 0, šăłş¿, ůšő ěśńĺ _i ∈ G_{si} , šő řěÿěŋĺě şřăćŋěŋĺ£ (79) śšăŋěš őšřĺűăšěńĳŋżň ŋě ŕőğďŋěě, ůěň ůěřěğ N ÿăčőć. Ŕőśłőńĳłş ćśě śńşůăľŋżě ćěńĺůĺŋż _i ŋěğăćĺśĺňż, ĺ^~Q(G_i) ≥ ff > 0, šő ďń£ ŕőůšĺ ćśěţ ! śşźěśšćşěš šăłőě j = j(!), ůšő _{i+j} ∈ G_{si} for i = 0; : : :; N. Śńěďőćăšěńĳŋő, ŕőńőęĺšěńĳŋă£ ťşŋłűĺ£, şďőćńěšćőř£¿źă£ (70) ŋě ňőęěš śşźěśšćőćăšĳ ďń£ ŕőůšĺ ćśěţ !. Šěőřěňă 2.10 ďőłăğăŋă. 2

Ğăňěůăŋĺě. Łőŋěůŋş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ {ui}i=1,...,l_0 , ui ∈ M ňż

ŋăğőćěň ąăřĳěřőň, ěśńĺ ĺğ _{j+i} = u_i, i = 1; : : :; l_0 ďń£ ŋěłőšőřőčő j, śńěďşěš, ůšő Em = ∞ (śřěďă ćő ćśěţ ďřşčĺţ šőůłăţ ňőęěš ążšĳ ń¿ąőľ, ŕřĺ şśńőćĺĺ, řăğşňěěšś£, ůšő śőőšćěšśšćş¿źă£ űěŕĳ Ňăřłőćă ŋěŕřĺćőďĺňă). Ťăłšĺůěśłĺ, ňż šőńĳłő ůšő ďőłăğăńĺ, ůšő ěśńĺ u_i ∈ s_i, i = 0; : : :; n_0, šő {u_i}_{i=0,...,n0} | ąăřĳěř. Ňőęŋő ğăňěšĺšĳ, ůšő ňŋőęěśšćă V_i ĺğ ďőłăğăšěńĳśšćă Šěőřěňż 2.11 šőęě £ćń£¿šś£ ąăřĳěřăňĺ ć ¡šőň śňżśńě.

2.5. Ňŋőčőňěřŋżě ś.ą.ć. ć śńşůăľŋőľ śřěďě 2.5.1. Ťőřňşńĺřőćłă ğăďăůĺ

Řăśśňăšřĺćăěšś£ śńşůăľŋőě ąńşęďăŋĺě ś ćěšćńěŋĺěň (ś.ą.ć.) ć Z^d, d ≥ 3. (Őŕřěďěńěŋĺě ĺ łńăśśĺťĺłăűĺ¿ śň. ćżÿě.) Śőőšćěšśšćş¿- źă£ űěŕĳ Ňăřłőćă ěśšĳ ŕřőśšőě śńşůăľŋőě ąńşęďăŋĺě (ś.ą.) ć Z^d, ĺ ćěšćńěŋĺě őŕĺśżćăěšś£ śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Ŕşśšĳ ş ŋăś ěśšĳ ŕőńőęĺšěńĳŋă£ ťşŋłűĺ£ p(x), x ∈ Z^d šăłă£, ůšő 0 < p(x) < 1 ďń£ ćśěţ x. Ŕěřćőŋăůăńĳŋő, ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ p(x) šőůłă x śšăŋőćĺšś£ őśőąőľ (ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ őśőążě šőůłĺ \ğěńěŋżňĺ"), ĺ ŋě ĺğňěŋ£ěš śćőľ śšăšşś ć ąşďşźěň. (İšő ŋăğżćăěšś£ ğăňőřőęěŋŋőľ ğăďăůěľ.) Ůăśšĺűă ňőęěš čěŋěřĺřőćăšĳ śćőĺţ ŕőšőňłőć šőńĳłő ć ğěńěŋżţ šőůłăţ. Ćěřő£šŋőśšĳ, ś łőšőřőľ ůăśšĺűă ŕőřőęďăěš ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ć k ŕőšőňłőć, őąőğŋăůěŋă r_k, őŋă ŕřěďŕőńăčăěšś£ řăćŋőľ ďń£ ćśěţ ğěńěŋżţ šőůěł. Őąőğŋăůĺň r =^∑_i ir_i, ĺ ďőŕşśšĺň, ůšő r_0 = 0 ĺ 1 < r < ∞.

2.5.2. Łńăśśĺťĺłăűĺ£ ĺ őśŋőćŋżě řěğşńĳšăšż

Ůšőąż łńăśśĺťĺűĺřőćăšĳ ś.ą.ć., ňż ĺśŕőńĳğşěň ňěšőď, řăğřăąőšăŋŋżľ ćżÿě. Ŕőśłőńĳłş ĺśţőďŋă£ űěŕĳ Ňăřłőćă šřăŋğĺěŋšŋă, ś.ą.ć. ŋě ňőęěš ążšĳ śĺńĳŋő ćőğćřăšŋżň. Šăł ůšő ňż čńăćŋżň őąřăğőň ğăĺŋšěřěśőćăŋż ć ćőŕřőśě, ąşďěš ńĺ ś.ą.ć. ćőğćřăšŋżň, ĺńĺ šřăŋğĺěŋšŋżň. Šăłęě ğăňěšĺň, ůšő ć ¡šőľ śšăšĳě ňż ĺğşůĺň šőńĳłő śńşůăľ řăďĺăńĳŋő śĺňňěšřĺůŋőľ ťşŋłűĺĺ p(x), šő ěśšĳ p(x) = p(‖x‖). Őąőğŋăůĺň ůěřěğ g(x; y) ťşŋłűĺ¿ Čřĺŋă ďń£ ŕřőśšőčő śńşůăľŋőčő ąńşęďăŋĺ£, š.ě.

g(x; y) =^{∞∑}_{k=0} P{_k = y | _0 = x};

čďě _k | ¡šő ŕřőśšőě śńşůăľŋőě ąńşęďăŋĺě ć Z^d. Ŋăÿ ŕěřćżľ řěğşńĳšăš | ¡šő śńěďş¿źă£

Šěőřěňă 2.12. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő

r > (1 − 1 g(0; 0)

)^{−1}: (81)

Ć ¡šőň śńşůăě ś.ą.ć. ćőğćřăšŋő šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őŋő ŕőůšĺ ŋăćěřŋőě ŕőŕăďăěš ć ŕő łřăľŋěľ ňěřě őďŋş ğěńěŋş¿ šőůłş (šő ěśšĳ, ğěńěŋżě šőůłĺ | ¡šő ňăśśĺćŋőě ňŋőęěśšćő). Ğăňěšĺň, ůšő ğěńěŋżě šőůłĺ | ňăśśĺćŋőě ňŋőęěśšćő šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă_{∞∫} 1 up(u)du = ∞ (82)

(śň. [20]). Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, ŋăÿă ğăďăůă śćőďĺšś£ ł ğăďăůě ś ńőćşÿłăňĺ, łőšőřă£ ążńă ĺğşůěŋă ć [20].

Ďőŕşśšĺň šěŕěřĳ, ůšő

r < (1 − 1 g(0; 0)

)^{−1}: (83)

Ňż śőąĺřăěňś£ ŕőłăğăšĳ, ůšő łřĺšĺůěśłĺľ śńşůăľ ĺňěěš ňěśšő, łőčďă p(x) ≃ ¸=‖x‖^2.

Šěőřěňă 2.13. Ďń£ ń¿ąőčő r > 1 śşźěśšćşěš ¸ = ¸(r) šăłőě, ůšő

ěśńĺ ďń£ ćśěţ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ x ňż ĺňěěň p(x) ≥ ¸=‖x‖^2, šő ś.ą.ć. ćőğćřăšŋő.

Šěőřěňă 2.14. Ŕşśšĳ d = 3 ĺ

r < (1 − 1 g(0; 0)

)^{−1}:

Šőčďă śşźěśšćşěš ¸^′ = ¸^′(r) šăłőě, ůšő ěśńĺ ďń£ ćśěţ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ x ňż ĺňěěň p(x) ≤ ¸^′=‖x‖^2, šő ś.ą.ć. šřăŋğĺěŋšŋő.

Ğăňěůăŋĺě. Őůěŋĳ ĺŋšěřěśěŋ šőš ťăłš, ůšő (81) ĺ (83) ćńěłşš ğă

śőąőľ řăğńĺůŋőě łřĺšĺůěśłőě ŕőćěďěŋĺě ťşŋłűĺĺ p(x).

2.5.3. Őąőąźěŋŋżě śńşůăľŋżě ąńşęďăŋĺ£ ś ćěšćńěŋĺěň

Ğďěśĳ ňż řăśśňőšřĺň ňőďěńĳ, łőšőřă£ £ćń£ěšś£ ěśšěśšćěŋŋżň őąőąźěŋĺěň ŕőŋ£šĺ£ śńşůăľŋőčő ąńşęďăŋĺ£ ś ćěšćńěŋĺěň. Řěğşńĳšăšż ¡šőľ čńăćż ąşďşš ĺśŕőńĳğőćăšĳś£ ć ďőłăğăšěńĳśšćě Šěőřěňż 2.14.

Ŕşśšĳ X = {0; 1; 2; : : :}. Ğăťĺłśĺřşěň ŋěłőšőřőě űěńőě ůĺśńő d ≥ 1. Ŕşśšĳ ďń£ ćśěţ x ∈ X \ {0} ňż ĺňěěň ŋăąőř ůĺśěń p_l(x), čďě l = (l_{−d}; : : :; l_d) ∈ Z^{2d+1} | ňşńĳšĺĺŋďěłś ďńĺŋż 2d + 1, śő śńěďş¿źĺňĺ śćőľśšćăňĺ:

1) p_l(x) = 0 ďń£ l = (0; : : :; 0);

2)^∑_l p_l(x) = 1;

3) ěśńĺ x < d, šő p_l(x) = 0 ćś£łĺľ řăğ, łőčďă ŕő łřăľŋěľ ňěřě őďĺŋ ĺğ ĺŋďěłśőć l_{−d}; : : : ; l_{−d+x−1} ŋě řăćěŋ 0.

Ňż őŕĺśżćăěň őąőąźěŋŋőě ś.ą.ć. śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Ŕěřćőŋăůăńĳŋő ěśšĳ šőńĳłő őďŋă ůăśšĺűă, łőšőřă£ řăśŕőńőęěŋă ć ŋěłőšőřőľ šőůłě x_0 ≠ 0. Ěśńĺ ć ňőňěŋš ćřěňěŋĺ t ěśšĳ ůăśšĺűă ć x, šőčďă ć ňőňěŋš ćřěňěŋĺ t + 1 ňż ğăňěŋ£ěň ¡šş ůăśšĺűş ŋă l_{−d} ůăśšĺű ć x − d, l_{−d+1} ůăśšĺű ć x − d + 1, : : : , l_d ůăśšĺű ć x + d ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ p_l(x). Ğăšěň ňż ŕőćšőř£ěň ¡šş ŕřőűěďşřş ś ćśěňĺ ¡šĺňĺ ŋěğăćĺśĺňżňĺ ŕőšőňłăňĺ, ĺ š.ď. Šőůłă 0 | ŕőčńőźă¿źěě śőśšő£ŋĺě, š.ě. p_l(0) = 1 ďń£ l_0 = 1, l_i = 0, i ≠ 0. İšő őğŋăůăěš, ůšő ń¿ąă£ ůăśšĺűă, ğăÿěďÿă£ ć 0, ŋě ŕőřőęďăěš ŋĺłăłĺţ ŕőšőňłőć ĺ őśšăěšś£ ć 0 ŋăćśěčďă. Ŋěśőňŋěŋŋő, ¡šőš ŕřőűěśś £ćń£ěšś£ űěŕĳ¿ Ňăřłőćă śő śůěšŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň śőśšő£ŋĺľ

X^′ = X ∪ X^2 ∪ X^3 ∪ : : :

Śőśšő£ŋĺě ŕřőűěśśă ć ňőňěŋš ćřěňěŋĺ t | ¡šő ŋăąőř łőőřďĺŋăš ~x(t) = {x_1(t); x_2(t); : : :; x_{N (t)}(t)}, čďě x_i(t) | ŕőğĺűĺ£ i-ľ ůăśšĺűż, ŕřĺ şśńőćĺĺ, ůšő ňż ĺňěěň ćśěčő N(t) ůăśšĺű ć ňőňěŋš ćřěňěŋĺ t.

Ďń£ šőčő, ůšőąż łńăśśĺťĺűĺřőćăšĳ őąőąźěŋŋżě ś.ą.ć., ňż ĺśŕőńĳğşěň ňěšőď, ăŋăńőčĺůŋżľ ŕřĺňěŋěŋŋőňş ćżÿě, ŋő śŋăůăńă ŋăň ŋşęŋő ŕőŋ£šĺě ŋěŕřĺćőďĺňőśšĺ ďń£ ŕřőűěśśőć šăłőčő šĺŕă.

Ďń£ x ∈ X őŕřěďěńĺň ňŋőęěśšćő

L(x) = {y ∈ X : ∃l šăłőě, ůšő p_l(x) > 0 ĺ l_{y−x} > 0}:

Ďń£ x; y ∈ X ňż ŕĺÿěň, ůšő x ; y, ěśńĺ śşźěśšćşěš łőŋěůŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ x_1; : : :; x_k, šăłă£, ůšő x_1 ∈ L(x), x_i ∈ L(x_{i−1}) ďń£ i = 2; : : : ; k, ĺ y ∈ L(x_k).

Őŕřěďěńěŋĺě 2.2. Ňż čőćőřĺň, ůšő őąőąźěŋŋőě ś.ą.ć. £ćń£ěšś£

ŋěŕřĺćőďĺňżň, ěśńĺ ďń£ ćśěţ x; y ≠ 0 ňż ĺňěěň x ; y ĺ y ; x.

Ďőŕşśšĺň, ůšő őąőąźěŋŋőě ś.ą.ć. ŋěŕřĺćőďĺňő. Őŕřěďěńĺň śńşůăľŋş¿ ćěńĺůĺŋş _t(x) łăł ůĺśńő ůăśšĺű ć šőůłě x ć ňőňěŋš ćřěňěŋĺ t. Ŕőśłőńĳłş _t(0) şćěńĺůĺćăěšś£ ŕřĺ t → ∞ ďń£ ćśěţ řěăńĺğăűĺľ ŕřőűěśśă, ňż ćĺďĺň, ůšő śşźěśšćşěš (ćőğňőęŋő ąěśłőŋěůŋă£) śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă = lim_{t→∞} t(0):

Őŕřěďěńěŋĺě 2.3. Ňż čőćőřĺň, ůšő őąőąźěŋŋőě ś.ą.ć. |

• ćőğćřăšŋő, ěśńĺ P{ > 0} = 1;

• śĺńĳŋő ćőğćřăšŋő, ěśńĺ őŋő ćőğćřăšŋő ĺ E < ∞;

• šřăŋğĺěŋšŋő, ěśńĺ P{ > 0} < 1;

• śĺńĳŋő šřăŋğĺěŋšŋő, ěśńĺ P{ > 0} < 1 ĺ E < ∞.

Ŋěśőňŋěŋŋő, ŕőńőęěŋĺě x_0 ŋăůăńĳŋőľ ůăśšĺűż ŋěśşźěśšćěŋŋő ďń£ ¡šőčő őŕřěďěńěŋĺ£.

Ŕşśšĳ ďń£ −d ≤ i ≤ d

r_i(x) =^{∞∑}_{j=1} j^∑_{l:li=j} p_l(x)

| śřěďŋěě ůĺśńő ŕőšőňłőć, śčěŋěřĺřőćăŋŋżţ ĺğ x ć šőůłě x + i. Ć ŕřěďěńăţ ¡šőčő řăğďěńă ňż ŕřěďŕőńăčăěň, ůšő ćżŕőńŋěŋő śńěďş¿źěě şśńőćĺě.

Şśńőćĺě X. Ďń£ ćśěţ x ĺ i ňż ĺňěěň ri(x) < ∞.

Őśŋőćŋőľ řěğşńĳšăš ¡šőčő řăğďěńă | ¡šő śńěďş¿źă£

Šěőřěňă 2.15. Ďń£ šőčő, ůšőąż E ążńő łőŋěůŋżň, ŋěőąţőďĺňő ĺ

ďőśšăšőůŋő, ůšőąż śşźěśšćőćăńă ŕőńőęĺšěńĳŋă£ ťşŋłűĺ£ f(x), x ∈ X, šăłă£, ůšő ďń£ ćśěţ x ≠ 0 d∑ i=−d r_if(x + i) − f(x) ≤ 0: (84)

Łřőňě šőčő, ěśńĺ f(x) → 0, šő šőčďă őąőąźěŋŋőě ś.ą.ć. śĺńĳŋő šřăŋğĺěŋšŋő. Ěśńĺ f(x) → ∞, šő šőčďă őąőąźěŋŋőě ś.ą.ć. śĺńĳŋő ćőğćřăšŋő.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďőłăğăšěńĳśšćő ¡šőľ šěőřěňż ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ őůěćĺďŋş¿ ăďăŕšăűĺ¿ ďőłăğăšěńĳśšćă Šěőřěň 2.7 ĺ 2.8. Ďěšăńĺ őŕşźěŋż. 2

Ňż šăłęě ďőłăęěň őďĺŋ ŕřőśšőľ řěğşńĳšăš, łőšőřżľ ąşďěš ĺśŕőńĳğőćăšĳś£ ć ďăńĳŋěľÿěň.

Ńěňňă 2.7. Ŕşśšĳ ş ŋăś ěśšĳ ŕřőśšřăŋśšćěŋŋő őďŋőřőďŋőě őąőą-

źěŋŋőě ś.ą.ć. šăł ůšő r_i ≠ 0 šőńĳłő ďń£ i = ±1 (¡šő őğŋăůăěš, ůšő ćśě ŕőšőňłĺ, śčěŋěřĺřőćăŋŋżě ĺğ x, řăśŕőńőęěŋż ć x − 1 ĺ ć x + 1). Šőčďă ďń£ ń¿ąőčő H > 1 śşźěśšćşěš h > 0, šăłőě, ůšő ěśńĺ r_1 ≤ H ĺ r_2 < h, šőčďă őąőąźěŋŋőě ś.ą.ć. śĺńĳŋő šřăŋğĺěŋšŋő.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ćőğĳňěň f(x) = –^x, čďě – | ňĺŋĺňăńĳŋżľ ŕőńőęĺšěńĳŋżľ łőřěŋĳ şřăćŋěŋĺ£

h − – + H–^2 = 0:

İńěňěŋšăřŋżě ćżůĺśńěŋĺ£ ŕőłăğżćă¿š, ůšő ďń£ ń¿ąőčő H > 1 śşźěśšćşěš h > 0 šăłőě, ůšő ¡šő şřăćŋěŋĺě ĺňěěš ďěľśšćĺšěńĳŋżě łőřŋĺ, ĺ ňĺŋĺňăńĳŋżľ ĺğ ŋĺţ ňěŋĳÿě 1. Ŕő¡šőňş ńěňňă śńěďşěš ĺğ Šěőřěňż 2.15. 2

İšă ňőďěńĳ ğăśńşęĺćăěš čőřăğďő ąőńěě ŕőďřőąŋőčő řăśśňőšřěŋĺ£, ŋő ć ¡šőľ řăąőšě ňż ďőłăğăńĺ šőńĳłő řěğşńĳšăšż, łőšőřżě ŋěőąţőďĺňż ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă Šěőřěňż 2.14.

2.5.4. Ďőłăğăšěńĳśšćő Šěőřěň 2.12, 2.13, ĺ 2.14

Ďőłăğăšěńĳśšćő Šěőřěňż 2.12. Ğăňěšĺň, ůšő ěśńĺ ś ŕőńőęĺšěńĳŋőľ ćěřő£šŋőśšĳ¿ őďŋă ůăśšĺűă ŋě ŕőŕăďăěš ć ğěńěŋőě ňŋőęěśšćő, šő ś.ą.ć. ŋě ňőęěš ążšĳ ćőğćřăšŋżň. Šăłĺň őąřăğőň, ňż ďőńęŋż ďőłăğăšĳ ćőğćřăšŋőśšĳ ŕřĺ şśńőćĺĺ, ůšő őďŋă ůăśšĺűă ŕőůšĺ ŋăćěřŋőě ŕőŕăďăěš ć ğěńěŋőě ňŋőęěśšćő, ĺ (81) ćżŕőńŋěŋő.

Ďń£ ŕřőśšőčő śńşůăľŋőčő ąńşęďăŋĺ£ _t ć Z^d, d ≥ 3,

P{_t = 0 ďń£ ŕő łřăľŋěľ ňěřě őďŋőčő t ≥ 1 | _0 = 0} = 1 − 1 g(0; 0) : Ďăćăľšě ŕřĺśćőĺň ĺŋďěłś 0 ŋăůăńĳŋőľ ůăśšĺűě. Ŕşśšĳ x_1 | ¡šő ŕěřćă£ ğěńěŋă£ šőůłă, čďě ¡šă ůăśšĺűă śčěŋěřĺřőćăńă ŕő łřăľŋěľ ňěřě őďŋőčő ŕőšőňłă, x_2 | ćšőřă£ šăłă£ šőůłă, ŕřĺ şśńőćĺĺ x_2 ≠ x_1, ĺ š.ď. Ŕőśłőńĳłş ňŋőęěśšćő ćśěţ ğěńěŋżţ šőůěł ňăśśĺćŋő, ĺ ćěřő£šŋőśšĺ r_k őďŋĺ ĺ šě ęě ďń£ ćśěţ ğěńěŋżţ šőůěł, ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ x_1; x_2; : : : ŕ.ŋ. ąěśłőŋěůŋă. Ŕřĺśćőĺň ĺŋďěłś i ćśěň ůăśšĺűăň, łőšőřżľ ążńĺ śčěŋěřĺřőćăŋż ŋăůăńĳŋőľ ůăśšĺűőľ ć šőůłě x_i. Šőčďă ňż ŕőğćőń£ěň ůăśšĺűăň ś ĺŋďěłśőň i čěŋěřĺřőćăšĳ śćőĺţ ŕőšőňłőć šőńĳłő ć šőůłě x_i, ¡šĺ ŕőšőňłĺ šăłęě ąşďşš ĺňěšĳ ĺŋďěłś i. Ŋěśőňŋěŋŋő, ¡šőš ŕřőűěśś | ňěŋěě ćőğćřăšŋżľ, ůěň ŋăůăńĳŋőě ś.ą.ć. Ďăćăľšě ďőłăęěň, ůšő őŋ ćőğćřăšěŋ. Ůăśšĺűă ś ĺŋďěłśőň i şţőďĺš ĺğ šőůłĺ x_i ŋăćśěčďă ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ g^{−1}(0; 0), ĺ ćőğćřăźăěšś£ ć x_i ĺ ŕőřőęďăěš k ŕőšőňłőć ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ r_k(1 − g^{−1}(0; 0)). Śńěďőćăšěńĳŋő, ş ŋăś ěśšĳ ŕřőűěśś Čăńĳšőŋă-Ćăšśőŋă ć x_i śő śřěďŋĺň ůĺśńőň ŕř£ňżţ ŕőšőňłőć řăćŋżň

r(1 − 1 g(0; 0)

) > 1:

Šăł łăł ćśě ¡šĺ ŕřőűěśśż ŋěğăćĺśĺňż, šő ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ 1 őďĺŋ ĺğ ŋĺţ ŋĺłőčďă ŋě őśšăŋőćĺšś£. Śńěďőćăšěńĳŋő, ŕő łřăľŋěľ ňěřě őďŋă šőůłă ŕőśěźăěšś£ ąěśłőŋěůŋő ůăśšő, ĺ, ŕőńĳğş£śĳ ŋěŕřĺćőďĺňőśšĳ¿, ňż ğăćěřÿăěň ďőłăğăšěńĳśšćő Šěőřěňż 2.12. 2

Ďń£ šőčő, ůšőąż ďőłăğăšĳ Šěőřěňż 2.13 ĺ 2.14, ŋăň ŋşęěŋ őďĺŋ ŋěśńőęŋżľ řěğşńĳšăš ő ŕřőśšőň śńşůăľŋőň ąńşęďăŋĺĺ ć Z^d. Ŕşśšĳ t | ¡šő ś.ą. ć Z^d, x ∈ Z^d ĺ B ⊂ Z^d. Őąőğŋăůĺň

p_B (x) = P{_t ∈ B ďń£ ŕő łřăľŋěľ ňěřě őďŋőčő t ≥ 1 | _0 = x}:

Ńěňňă 2.8. Ďń£ ń¿ąőčő "; "1 > 0 śşźěśšćşěš h = h(") < 1 ĺ

h_1 = h_1("_1) < 1 šăłĺě, ůšő ďń£ ćśěţ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ y ďćă śńěďş¿źĺţ ŋěřăćěŋśšćă ćěřŋż

P_{S(hy)}(x) > 1 − "; (85) P_{S(h1 y)}(x) < "_1; (86)

ďń£ ćśěţ x ∈ S(y), čďě

S(y) = {x ∈ Z^d : y < ‖x‖ ≤ y + 1}:

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Őąőğŋăůĺň Z_t = ‖_t‖. Ńěčłő ňőęěš ążšĳ ŕőłăğăŋő, ůšő E(Z_{t+1} − Z_t | _t = x) = d − 1 ‖x‖ + O(‖x‖^{−2}); (87) ĺ 1 d ≤ E((Z_{t+1} − Z_t)^2 | _t = x) ≤ 1: (88) Ďăćăľšě ŕőłăęěň, ůšő śşźěśšćş¿š ŋěłőšőřżě y_0 ĺ s > 0, šăłĺě, ůšő Z^{−s}_t | ¡šő śşŕěřňăřšĺŋčăń ŋă {y ≥ y_0}, š.ě. ďń£ y ≥ y_0, ňż ĺňěěň

E(Z^{−s}_{t+1} − Z^{−s}_t | Z_t = y) ≤ 0: (89)

Ć śăňőň ďěńě, őąőğŋăůă£ ´_t = Z_{t+1} − Z_t ĺ ĺśŕőńĳğş£ (87), (88) ĺ ťőřňşńş Šěľńőřă, ňż ĺňěěň

E(Z^{−s}_{t+1} − Z^{−s}_t | Z_t = y) = y^{−s}E((1 +

´_t Z_t

)^{−s} − 1 | Z_t = y)

≤ y^{−s}E(1 − s

´_t Z_t + s (s + 1) 2 ´^2_t Z^2_t

| Z_t = y) + O(y^{−s−3})

= −s(d − 1)y^{−s−2} + s(s + 1) 2 y^{−s−2} + O(y^{−s−3}) ≤ 0

ěśńĺ s < 2d − 3 ďń£ ćśěţ y ≥ y_0, ďń£ ŋěłőšőřőčő ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿőčő y_0.

Ďń£ h < 1 őąőğŋăůĺň fi_h = min{t > 0 : Z_t ≤ hy | Z_0 = y}. Őůěćĺďŋő, ůšő ěśńĺ ‖x‖ = y, šő šőčďă P_{S(hy)}(x) = P{fi_h < ∞}. Ćőğĳňěň ŋěłőšőřőě H > 1 ĺ őąőğŋăůĺň fi_H = min{t > 0 : Z_t ≥ Hy | Z_0 = y}, fi = min{fi_h; fi_H }. Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő Efi < ∞ ĺ ůšő p(H) := P{fi_h < fi_H } → P{fi_h < ∞} (90) ŕřĺ H → ∞. Ĺśŕőńĳğş£ (89), ĺňěěň

EZ^{−s}_τ = p(H)(hy)^{−s} + (1 − p(H))(Hy)^{−s} = (Hy)^{−s} + p(H)((hy)^{−s} − (Hy)^{−s}) ≤ EZ^{−s}_0 = y^{−s};

šăł ůšő p(H) ≤ y^{−s} − (Hy)^{−s}

(hy)^{−s} − (Hy)^{−s} = 1 − H^{−s} h^{−s} − H^{−s} → h^s ŕřĺ H → ∞. Śńěďőćăšěńĳŋő,

P{fi_h < ∞} ≤ h^s;

ĺ ňż ďőłăğżćăěň (86), ćżąĺřă£ h ďőśšăšőůŋő ňăńżň.

Ďăćăľšě šěŕěřĳ ďőłăęěň (85). Łăł ĺ ćżÿě, ňőęŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő śşźěśšćőćş¿š ŋěłőšőřżě y_1 ĺ s_1 > 0, šăłĺě, ůšő Z^{−s1}_t | śşąňăřšĺŋčăń ŋă {y ≥ y_1}, šő ěśšĳ ďń£ y ≥ y_1, ňż ĺňěěň

E(Z^{−s1}_{t+1} − Z^{−s1}_t | Z_t = y) ≥ 0: (91)

Ĺśŕőńĳğş£ šě ęě ăřčşňěŋšż, łăł ĺ ćżÿě, ňőęŋő ďőłăğăšĳ ůšő

P{fi_{h1} < ∞} ≥ h^{s1}_1 ;

ĺ (85) ňőęěš ążšĳ ďőłăğăŋő ŕőśřěďśšćőň ćżąőřă h_1 ďőśšăšőůŋő ąńĺğłĺň ł 1. 2 Ďőłăğăšěńĳśšćő Šěőřěňż 2.13. Ňż ďőłăęěň ¡šş šěőřěňş šőńĳłő ďń£ śńşůă£ d = 3. Őąőąźěŋĺě ŋă śńşůăľ Z^d ďőśšăšőůŋő ŕřőśšő. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ G ňŋőęěśšćő ćśěţ ğěńěŋżţ šőůěł. Ŋăň ŋşęŋő śńěďş¿- źěě Ŕřěďńőęěŋĺě 2.6. Ŕşśšĳ śşźěśšćş¿š " > 0 ĺ ąěśłőŋěůŋă£ ŕőśńě-

ďőćăšěńĳŋőśšĳ łőŋěůŋżţ ňŋőęěśšć B_1; B_2; : : :, šăłĺţ, ůšő B_i ⊂ G, B_i ∩ B_j = ∅ ďń£ i ≠ j, ś śńěďş¿źĺň śćőľśšćőň:

ďń£ ćśěţ x ∈ B_i p_{Bi} (x) > 1 r + ": (92)

Ďőŕşśšĺň šăłęě, ůšő ňŋőęěśšćő ∪_iB_i | ňăśśĺćŋő, šő ěśšĳ őďŋă ůăśšĺűă ŕőŕăďăěš ć ŋěčő ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ 1. Šőčďă ś.ą.ć. ćőğćřăšŋő.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďőłăğăšěńĳśšćő ¡šőčő ŕřěďńőęěŋĺ£ ăŋăńőčĺůŋő ďőłăğăšěńĳśšćş Šěőřěňż 2.12. Ŋěšřşďŋő ćĺďěšĳ, ůšő ěśńĺ ∪_iB_i | ňăśśĺćŋő, šő šőčďă ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ 1 őďŋă ůăśšĺűă ŕőŕăďăěš ąěśłőŋěůŋőě łőńĺůěśšćő řăğ ć ňŋőęěśšćő B_i. Šőčďă ćňěśšő šőůłĺ x_1 ňż ąěřěň ŋěłőšőřżě ňŋőęěśšćă B_{i1} , ćğăňěŋ šőůłĺ x_2 ňż ąěřěň B_{i2} ĺ š.ď. Ďěšăńĺ őŕşźěŋż. 2

Ďăćăľšě ŕřőďőńęĺň ďőłăğżćăšĳ Šěőřěňş 2.13. Őąőğŋăůĺň

W_n = {x ∈ Z^3 : 2^n < ‖x‖ ≤ 2^{n+1}}

ĺ ŕşśšĳ B_n = W_n ∩ G. Ňż ďőłăęěň, ůšő ďń£ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿőčő ¸ šőńĳłő ďń£ łőŋěůŋőčő ůĺśńă ňŋőęěśšć B_n ňőęěš ŋăřşÿăšĳś£ şśńőćĺě (92).

Řăśśňőšřĺň ňŋőęěśšćő W_n ĺ őąőğŋăůĺň ďń£ łřăšłőśšĺ m = 2^{n+1}. Ďń£ ˛ ∈ (1=2; 1) ŕşśšĳ

V^β_n = {x ∈ Z^3 : ˛m − 1 ≤ x ≤ ˛m}

| ¡šő \śťěřă" řăďĺşśă ˛m. Ĺğ Ńěňňż 2.8 śńěďşěš, ůšő ďń£ ń¿- ąőčő ‹ > 0 ňż ňőęěň ćżąřăšĳ ˛ ∈ (1=2; 1) šăłőě, ůšő ďń£ ćśěţ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ n ĺ ďń£ ćśěţ x ∈ W_n ňż ĺňěěň p_V β_n (x) > 1 − ‹. Šăł ůšő ďőśšăšőůŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő ďń£ ń¿ąőčő ‹ > 0 śşźěśšćşěš ¸ šăłőě, ůšő ďń£ ćśěţ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ n ćżŕőńŋěŋ śńěďş¿źĺľ ťăłš: ěśńĺ y ∈ V^β_n , šő p_{Bn} (y) > 1 − ‹: (93) Ůšőąż śďěńăšĳ ¡šő, ŋăň ŋşęŋă őďŋă ćśŕőňőčăšěńĳŋă£ ńěňňă. Ďń£

x ∈ Z^3 ĺ łőŋěůŋőčő ňŋőęěśšćă B ∈ Z^3 őąőğŋăůĺň

M_B(x) =^∑_{y∈B} g(x; y):

Ńěňňă 2.9. Ěśńĺ x ∈ B, šő śńěďş¿źěě ŋěřăćěŋśšćő ćżŕőńŋěŋő:

p_B (x) ≥ (M_B (x) − 1)(max_{y∈B} M_B (y))^{−1}: (94) Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő M_B (x) = E{#t : _t ∈ B | _0 = x}:

Ŕő¡šőňş, őąőğŋăůă£ fi_B = min{t ≥ 1 : _t ∈ B}, ňż ĺňěěň M_B(x) − 1 =^∑_{y∈B} P{fi_B < ∞; _{τB} = y}M_B (y) ≤ p_B (x) max_{y∈B} M_B(y):

Śńěďőćăšěńĳŋő, (94) ćżŕőńŋěŋő, ĺ Ńěňňă 2.9 ďőłăğăŋă. 2 Ňż ŕřőďőńęăěň ďőłăğżćăšĳ Šěőřěňş 2.13. Śŋăůăńă ğăňěšĺň, ůšő ěśńĺ B^′ ⊂ B, šő p_B′ (x) ≤ p_B (x). Őąőğŋăůĺň U^β_n = {x ∈ Z^3 : ‖x − y‖ ≤ m(1 − ˛)};

ĺ B^′_n(y) = B_n ∩ U^β_n . Ďń£ ŋěłőšőřőčő ‚ > 0 (łőšőřőě ąşďěš ćżąřăŋő ŕőğęě) ňż řăśśňőšřĺň řăğąĺěŋĺě Z^3 łşąăňĺ K_{ijk} = {x = (x_1; x_2; x_3) ∈ Z^3 : (i − 1)‚m^{2/3} ≤ x_1 < i‚m^{2/3};

(j − 1)‚m^{2/3} ≤ x_2 < j‚m^{2/3}; (k − 1)‚m^{2/3} ≤ x_3 < k‚m^{2/3}}: (95) Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ łşąż K_{ijk}, łőšőřżě ŕőńŋőśšĳ¿ ńěęăš ć ÿăřě U^β_n (y). Ůĺśńő l(‚; ˛) ĺţ řăćŋ£ěšś£^{4π}_3^{1−β}_γ3 m + o(m). Őąőğŋăůĺň ¡šĺ łşąż K^′_1; : : :; K^′_{l(γ,β)}. Ŕşśšĳ _i ąşďěš łőńĺůěśšćő ğěńěŋżţ šőůěł, łőšőřżě ńěęăš ćŋşšřĺ łşąă K^′_i. Őůěćĺďŋő, ůšő

P{i > 0} = 1 −^∏_{x∈K′i} (1 −^¸_{‖x‖2} )

≥ 1 − (1 −¸ m^2(1 − 2˛)^2

)^{γ3m2}

≃ 1 − exp { −

‚^3¸ (1 − 2˛)^2

}: (96)

Ňż śšřőĺň ňŋőęěśšćő B^{′′}_n(y) ⊂ B^′_n(y) śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Ěśńĺ ďń£ 1 ≤ i ≤ l(‚; ˛) łşą K^′_i śőďěřęĺš ŕő łřăľŋěľ ňěřě őďŋş ğěńěŋş¿ šőůłş x^′_i, šő šőčďă ňż ŕőńăčăěň B^{′′}_n(y) ∩ K^′_i = {x^′_i}. Šăłĺň őąřăğőň,

B^{′′}_n(y) =^⋃_{i:νi>0}{x^′_i};

šő ěśšĳ ňż ŕřőśšő şďăń£ěň ŋěłőšőřżě šőůłĺ ĺğ ňŋőęěśšćă B^′_n(y) šăłĺň śŕőśőąőň, ůšő łăęďżľ łşą K^′_i śőďěřęĺš šěŕěřĳ 0 ĺńĺ 1 ğěńěŋş¿ šőůłş. Ğăňěšĺň, ůšő ĺğ (96) ĺ ńěňňż Ąőřěń£-Łăŋšěńńĺ śńěďşěš, ůšő ďń£ ń¿ąőčő " > 0 ďőń£ łşąőć, śőďěřęăźĺţ ŕő łřăľŋěľ ňěřě őďŋş ğěńěŋş¿ šőůłş ąőńĳÿě ůěň

„^{def}= 1 − exp { − ‚^3¸ (1 − 2˛)^2

} − " (97)

ďń£ ń¿ąőčő B^′_n(y) ďń£ ćśěţ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ n.

Ĺğćěśšŋő (śň. [2]), ůšő ć šřěţňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě g(x; y) ≃^{C3}_{‖x−y‖} ŕřĺ ‖x − y‖ → ∞. Ŕőśłőńĳłş ć ňŋőęěśšćě B^{′′}_n(y) ğěńěŋżě šőůłĺ ďőśšăšőůŋő ďăńěłĺ ďřşč őš ďřşčă, ďń£ łřăšłőśšĺ ňż ŕřĺňěň ďń£ ŋăÿĺţ ćżůĺśńěŋĺľ, ůšő g(x; y) =^{C3}_{‖x−y‖} .

Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő ŕőśłőńĳłş łăęďżľ łşą K^′_i śőďěřęĺš ŋě ąőńěě ůěň őďŋş ğěńěŋş¿ šőůłş, ďń£ ďőśšăšőůŋő ňăńőčő ‚ ĺ ďń£ ćśěţ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ n ňż ĺňěěň

M_B′′_{n(y)}(x) ≤ 1 ‚^3m^2 ∫ ‖z‖≤m(1−β) C_3 ‖z − (x − y)‖ dz: Őůěćĺďŋő, ¡šă ćěńĺůĺŋă ňăłśĺňăńĳŋă, łőčďă x = y. Ŕő¡šőňş

max_x M_B′′_{n(y)}(x) ≤ 1 ‚^3m^2 ∫ ‖z‖≤m(1−β) C_3 ‖z‖ dz = 2ıC^3(1 − ˛)^2 ‚^3

: (98)

Ďăćăľšě ŕőńşůĺň őűěŋłş śŋĺğş ďń£ M_B′′_{n(y)}(y). Śăňżľ ŋěąńăčőŕřĺ- £šŋżľ śńşůăľ | łőčďă ćśě łşąż K^′_i, čďě ŋěš ğěńěŋżţ šőůěł (šő ěśšĳ i = 0), čřşŕŕĺřş¿šś£ ćőłřşč šőůłĺ y. Ŕőśłőńĳłş ďőń£ šăłĺţ łşąőć ňěŋĳÿě, ůěň „, ňż ňőęěň ďőŕşśšĺšĳ, ůšő őŋĺ ŕőńŋőśšĳ¿ ńěęăš ć ÿăřě ś űěŋšřőň ć y ĺ řăďĺşśőň „^{1/3}m(1 − ˛). Šăłĺň őąřăğőň (ďń£ ďőśšăšőůŋő ňăńőčő ‚)

M_B′′_{n(y)}(y) ≥ 1 ‚^3m^2 ∫

θ^{1/3}m(1−β)≤‖z‖≤m(1−β) C_3 ‖z‖ dz = 2ıC_3 ‚^3

(1 − ˛)^2(1 − „^{2/3});

šăł ůšő, ĺśŕőńĳğş£ Ńěňňş 2.9 ĺ (98), ňż ŕőńşůăěň

P_B′′_{n(y)}(y) ≥ 1 − „^{2/3} −

‚^3 2ıC_3(1 − ˛)^2 : Ŋěšřşďŋő ćĺďěšĳ ĺğ (97), ůšő ďń£ ťĺłśĺřőćăŋŋőčő ˛ ćśěčďă ćőğňőęŋő ćżąřăšĳ ¸ ĺ ‚ šăł, ůšőąż P_B′′_{n(y)}(y) śšăńő ŕřőĺğćőńĳŋő ąńĺğłő ł 1. Ŕő¡šőňş (93) ďőłăğăŋő ĺ ďőłăğăšěńĳśšćő Šěőřěňż 2.13 ğăćěřÿěŋő. 2 Ďőłăğăšěńĳśšćő Šěőřěňż 2.14. Ŕşśšĳ L | ŋěłőšőřőě ŕőńőęĺšěńĳŋőě ůĺśńő (łőšőřőě ąşďěš őŕřěďěńěŋő ŕőğęě), ĺ őąőğŋăůĺň

W_n = {x ∈ Z^3 : L^n < ‖x‖ ≤ L^{n+1}};

ĺ ŕşśšĳ B_n = W_n ∩ G, łăł ĺ ć ďőłăğăšěńĳśšćě Šěőřěňż 2.13. Őąőğŋăůĺň šăłęě m = L^{n+1}. Łń¿ůěćş¿ řőńĳ ć ŋăÿěň ďőłăğăšěńĳśšćě ĺčřăěš śńěďş¿źă£ ńěňňă.

Ńěňňă 2.10. Ďń£ ń¿ąőčő " > 0 śşźěśšćşěš ¸ = ¸(") šăłőě, ůšő

ěśńĺ p(x) ≤ ¸=‖x‖^2, šő ďń£ ŕőůšĺ ćśěţ n ňż ĺňěěň:

1) ďń£ ćśěţ x ∈ B_n

P_{Bn} (x) ≤ (1 − 1 g(0; 0)

)^{−1} + "; (99)

2) ďń£ ń¿ąőčő ťĺłśĺřőćăŋŋőčő ‹ > 0, ěśńĺ x =∈ B_n ĺ ŋě śşźěśšćşěš šăłőčő y ∈ B_n, ůšő ‖x − y‖ ≤ m^δ

P_{Bn} (x) ≤ "; (100)

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ůšőąż ďőłăğăšĳ ¡šş ńěňňş, ňż ĺśŕőńĳğşěň šě ęě ĺďěĺ, łăł ĺ ć ďőłăğăšěńĳśšćě Šěőřěňż 2.13. Ŕşśšĳ K_{ijk} | łşąż, őŕřěďěńěŋŋżě ŕőśřěďśšćőň (95), ĺ ŕşśšĳ K^′_1; : : :; K^′_{l(γ)} | łşąż, łőšőřżě ĺňě¿š ŋěŕşśšőě ŕěřěśěůěŋĺě ś W_n. Łăł ĺ ćżÿě, őąőğŋăůĺň ůěřěğ _j łőńĺůěśšćő ğěńěŋżţ šőůěł ć łşąě K^′_j. Ňőęŋő ğăňěšĺšĳ, ůšő j ňőęěš ążšĳ őčřăŋĺůěŋő śćěřţş ŕşăśśőŋőćśłőľ śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋőľ, š.ě.

P{j = i} <^{–ie−λ}_{i!}

ďń£ ŋěłőšőřőčő – šăłőčő, ůšő – → 0, łőčďă ‚ ťĺłśĺřőćăŋő ĺ ¸ → 0. Ŕşśšĳ

„_i = 1 l(‚) l(γ)∑ k=1 1{ν_k=i} | ¡šő ďőń£ łşąőć, ĺňě¿źĺţ ć šőůŋőśšĺ i ğěńěŋżţ šőůěł ćŋşšřĺ. Ćőğĳňěň ŋěłőšőřőě x ∈ B_n ĺ ŕőŕżšăěňś£ őčřăŋĺůĺšĳ śćěřţş ćěńĺůĺŋş M_{Bn} (x). Ĺňěěň

M_{Bn} (x) = g(0; 0) +^{∞∑}_{i=1} D_i; čďě D_i =^∑_{y∈K′j :} νj =i g(x; y):

Ćő-ŕěřćżţ, ğăňěšĺň, ůšő śşźěśšćşěš "_1 > 0 šăłőě, ůšő ŋě śşźěśšćşěš šăłĺţ x; y ∈ B_n, ůšő ‖x − y‖ < m^{ε1} (¡šő ńěčłő śńěďşěš ĺğ ńěňňż Ąőřěń£-Łăŋšěńńĺ). Ĺğ ńěňňż Ąőřěń£-Łăŋšěńńĺ śńěďşěš, ůšő ďń£ ń¿ąőčő " > 0 ňż ĺňěěň „_mε = 0 (ďń£ ćśěţ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ m). Ĺśŕőńĳğş£ ¡šő, ňż ćĺďĺň, ůšő ňż ňőęěň ŕřěŋěąřěůĳ ćśěňĺ ğěńěŋżňĺ šőůłăňĺ, łőšőřżě ŋăţőď£šś£ ć őďŋőň ĺ šőň ęě łşąě ś šőůłőľ x.

Ďăćăľšě őűěŋĺň D_i. Śăňżľ ŋěąńăčőŕřĺ£šŋżľ śńşůăľ | łőčďă ćśě łşąż K^′_j ś _j = i čřşŕŕĺřş¿šś£ ćőłřşč šőůłĺ x. Őąőğŋăůă£

ȷ = (3=4ı)^{1/3}‚m„^{1/3}_i ;

ŋěšřşďŋő ćĺďěšĳ, ůšő

D_i ≤ C_1 i

‚^3m^2 ∫ ‖z‖≤ρ dz ‖z‖ ≤ C_2i„^{2/3}_i :

Šăłĺň őąřăğőň, ňż ďőńęŋż őűěŋĺšĳ ćěńĺůĺŋş m =^{∞∑}_{i=1} i„^{2/3}_i :

Őąőğŋăůĺň p_i(v) = P{i„^{2/3}_i > v i^2 }: Ůšőąż ŕőńşůĺšĳ őűěŋłş ďń£ p_i(v), ŋăň ŋşęŋă śńěďş¿źă£ ńěňňă.

Ńěňňă 2.11. Ŕşśšĳ i | ŋ.ő.ř. śńşůăľŋżě ćěńĺůĺŋż, P{i = 1} = p ĺ P{i = 0} = 1 − p. Šőčďă ďń£ ń¿ąőčő n ĺ ďń£ ń¿ąőčő a > p P{^1_n^{n∑}_{i=1} i ≥ a} ≤ exp{−nH(a; p)}; (101) čďě H(a; p) = log a p + (1 − a) log

1 − a 1 − p : Ďőłăğăšěńĳśšćő. Cň. [9], Čń.I, §6. 2

Őűěŋĺň p_i(v). Ĺśŕőńĳğş£ Ńěňňş 2.11, ňż ĺňěěň

p_i(v) = P{i„^{2/3}_i > v i^2

} = P{„i >^{v3/2}_{i9/2} } = P{^1_{l(‚)}^{l(γ)∑}_{k=1} 1_{{νk=i}} >^{v3/2}_{i9/2} }

≤ exp { − l(‚)H(v 3/2 i^{9/2}

; –^ie^{−λ} i! )}: Ďăńěě, ğăňěšĺň, ůšő:

1) l(‚) = C_4m ďń£ ŋěłőšőřőčő C_4;

2) šăł łăł – → 0 ŕřĺ ¸ → 0, ďń£ ń¿ąőčő v ňż ňőęěň ćżąřăšĳ ¸ ďőśšăšőůŋő ňăńżň šăł, ůšőąż ŋěřăćěŋśšćő^{v3/2}_{i9/2} >^{λie−λ}_{i!} ćżŕőńŋ£ńőśĳ ďń£ ćśěţ i;

3) ¡ńěňěŋšăřŋżě ćżůĺśńěŋĺ£ ŕőłăğżćă¿š, ůšő H(^{v3/2}_{i9/2} ;^{λie−λ}_{i!} ) ≃ C_5i^{−7/2}.

Ćśŕőňĺŋă£ šěŕěřĳ, ůšő ňż ňőęěň ŕřĺŋ£šĳ i ≤ m^ε, ĺňěěň

p_i(v) ≤ exp{−m^{1−ε1} }; (102)

ďń£ ŋěłőšőřőčő 0 < "_1 < 1. Ŕő¡šőňş

P{i„^{2/3}_i >^v_{i2} ďń£ ţőš£ ąż őďŋőčő i ∈ [0; m^ε]} < m^ε exp{−m^{1−ε1} }:

Ĺśŕőńĳğş£ ńěňňş Ąőřěń£-Łăŋšěńńĺ, ŋěšřşďŋő ćĺďěšĳ, ůšő ŕőůšĺ ŋăćěřŋőě ďń£ ćśěţ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ m ňż ĺňěěň i„^{2/3}_i ≤^v_{i2} , šăł ůšő

m ≤^{∞∑}_{i=1} v i^2

= ı^2v 6 ďń£ ćśěţ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ m. Ćżąĺřă£ v ďőśšăšőůŋő ňăńżň, ňż ğăćěřÿăěň ďőłăğăšěńĳśšćő Ńěňňż 2.10 2

Ŕřőďőńęĺň ďőłăğăšěńĳśšćő Šěőřěňż 2.14. Őąőğŋăůĺň V_n = {x ∈

Z^3 : L^n ≤ x < L^n + 1}. Ćőğĳňěň ŋěłőšőřőě x ∈ Vn. Ŕşśšĳ ć ňőňěŋš

ćřěňěŋĺ 0 ş ŋăś ěśšĳ őďŋă ůăśšĺűă ć x ĺ ŋěš ŋĺłăłĺţ ďřşčĺţ ůăśšĺű ć ďřşčĺţ šőůłăţ. Ććěďěň ğăďěřęăŋŋőě ś.ą.ć. śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Ć ňőňěŋšż 1; 2; : : :; fi (čďě ňőňěŋš őśšăŋőćłĺ fi ąşďěš őŕřěďěńěŋ ŕőğęě) ňŋőęěśšćő V_{n−1} ∪ V_{n+1} śšăŋőćĺšś£ ŕőčńőźă¿źĺň (ĺńĺ ğăďěřęĺćă¿- źĺň), š.ě. ćśě ůăśšĺűż, ćţőď£źĺě ć ňŋőęěśšćő V_{n−1} ∪V_{n+1} śšăŋőć£šś£ \ğăňőřőęěŋŋżňĺ" ćŕńőšĳ ďő ňőňěŋšă fi. Ňż őŕřěďěńĺň fi łăł ŕěřćżľ ňőňěŋš, łőčďă ŋěš ŋĺ őďŋőľ ůăśšĺűż ć ňŋőęěśšćě W_n ∪ W_{n−1} \ V_{n−1}. Ŕőğęě ňż ďőłăęěň, ůšő ďń£ ń¿ąőčő L śşźěśšćşěš ďőśšăšőůŋő ňăńőě ¸ šăłőě, ůšő fi < ∞ ŕ.ŋ. Ďăńěě, ňż ŋěğăćĺśĺňő ŕőćšőř£ěň ¡šş ŕřőűěďşřş ś ćśěňĺ ŕőšőňłăňĺ ŋăůăńĳŋőľ ůăśšĺűż. Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő ěśńĺ fi < ∞ ŕ.ŋ., šő ğăďěřęăŋŋőě ś.ą.ć. ¡łćĺćăńěŋšŋő ŋăůăńĳŋőňş ś.ą.ć. ś šőůłĺ ğřěŋĺ£ šřăŋğĺěŋšŋőśšĺ ĺ ćőğćřăšŋőśšĺ.

Ďőłăęěň, ůšő fi < ∞ ŕ.ŋ. Őąőğŋăůĺň B^′_n = B_{n−1} ∪ B_n. Ĺśŕőńĳğş£ Ńěňňş 2.10, ňż ćĺďĺň, ůšő ňőęŋő ćżąřăšĳ ¸^′ ďőśšăšőůŋő ňăńżň, šăł, ůšő ďń£ ćśěţ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ n ňż ĺňěěň r < 1=P_B′_n (x) ďń£ ń¿ąőčő x ∈ B^′_n. Ŋă ňŋőęěśšćě {fi = ∞} ůăśšĺűă ŋě ćőğćřăźăěšś£ ć ňŋőęěśšćő W_{n−1} ∪ W_n \ V_n ŕőśńě ğăţőďă ŋă \čřăŋĺűş" V_{n−1} ∪ V_n. Ŋő ćěřő£šŋőśšĳ śőążšĺ£ {fi < ∞} ąőńĳÿě ĺńĺ řăćŋă ćěřő£šŋőśšĺ ćżřőęďěŋĺ£ ŕřőűěśśă Čăńĳšőŋă-Ćăšśőŋă śő śřěďŋĺň ůĺśńőň ŕř£ňżţ ŕőšőňłőć řăćŋżň max_{x∈B′n} rP_B′_n (x):

Ŋő ŕőśłőńĳłş rP_B′_n (x) < 1 ďń£ ćśěţ x ∈ B^′_n, ňż ĺňěěň fi < ∞ ŕ.ŋ.

Őąőğŋăůĺň ůěřěğ ”^{(n)}_0 (x) ůĺśńő ůăśšĺű, łőšőřżě ążńĺ ŕőřőęďěŋż ć ÿăřě ś űěŋšřőň ć x ĺ řăďĺşśőň m^δ , ĺ ůěřěğ ”^{(n)}_1 (x) ůĺśńő ůăśšĺű, łőšőřżě ążńĺ ŕőřőęďěŋż ğă ŕřěďěńăňĺ ¡šőčő ÿăřă. Őąőğŋăůĺň

h^0_n(k) = max_{x∈Vn} P{”^{(n)}_0 (x) ≥ k} (103) ĺ h^+_n (k) = max_{x∈Vn} P{”^{(n)}_+ (x) ≥ k}: (104)

Őąőğŋăůĺň šăłęě v = max_{x∈Vn} P_{Vn−1} (x). Šőčďă ğăďěřęăŋŋőě ś.ą.ć. ňőęěš ążšĳ śšőţăśšĺůěśłĺ ňĺŋőřĺřőćăŋő őďŋőňěřŋżň őąőąźěŋŋżň ś.ą.ć., őŕĺśăŋŋżň śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Ěśńĺ ążńă őďŋă ůăśšĺűă ć n, šő ňż śŋăůăńă čěŋěřĺřşěň “^n_0 ůăśšĺű ć šőůłě n, čďě śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă “^n_0 řăśŕřěďěńěŋă ć śőőšćěšśšćĺĺ ś (103). Ŕőšőň ¡šĺ ŕőšőňłĺ ŋěğăćĺśĺňő ŕěřěśłăłĺćă¿š ć šőůłş n − 1 ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ v, ĺ ć šőůłş n + 1 ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ 1 − v. Ŕőšőň ňż ďőąăćń£ěň “^n_1 ůăśšĺű ć šőůłş n − 1, čďě śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă “^n_1 řăśŕřěďěńěŋă ć śőőšćěšśšćĺĺ ś (104). Ĺğ Ńěňňż 2.8 śńěďşěš, ůšő śőőšćěšśšćş¿źĺň ćżąőřőň L ňż ňőęěň śďěńăšĳ v śłőńĳ şčőďŋő ňăńżň. Ńěňňă 2.10 ćńěůěš, ůšő ďń£ ¡šőčő L ĺ ďń£ ń¿ąőčő " > 0 ňż ňőęěň ćżąřăšĳ ¸^′ ďőśšăšőůŋő ňăńżň šăł, ůšőąż E“^n_1 < " ďń£ ćśěţ n. Śńěďőćăšěńĳŋő, ěśńĺ ňż řăśśňăšřĺćăěň ćěńĺůĺŋż r_{±1} ďń£ őąőąźěŋŋőčő ś.ą.ć., ćżąĺřă£ L ĺ ¸^′ śőőšćěšśšćş¿źĺň őąřăğőň, ňż őąěśŕěůĺćăěň, ůšő r_{−1} ďőśšăšőůŋő ňăńő, ć šő ćřěň£, łăł r_1 ğăťĺłśĺřőćăŋő. Ŕřĺňěŋ££ Ńěňňş 2.7, ňż ğăćěřÿăěň ďőłăğăšěńĳśšćő Šěőřěňż 2.14. 2

Ńĺšěřăšşřă

[1] Ă.Ś. Čăľřăš, Ć.Ă. Ňăńżÿěć, Ň.Ć. Ňěŋĳÿĺłőć ĺ Ł.Ď. Ŕěńĺţ.

Łńăśśĺťĺłăűĺ£ Ňăřłőćśłĺţ űěŕěľ, őŕĺśżćă¿źĺţ ¡ćőń¿űĺ¿ śńşůăľŋżţ śšřşŋ. // Şśŕěţĺ Ňăš. Ŋăşł 50 N. 2 (302), 5{24 (1995).

[2] Ě.Ą. Ďżŋłĺŋ, A.A. đÿłěćĺů Šěőřěňż ĺ Ğăďăůĺ ő Űěŕ£ţ Ňăřłőćă. // Ň., Ŋăşłă, (1967).

[3] Ďę. Kěňěŋĺ, Ďę. Śŋěńń ĺ A. Kŋěŕŕ. Śůěšŋżě Űěŕĺ Ňăřłőćă. // Ň., Ŋăşłă (1987).

[4] Ň.Ć. Łőğńőć. Ąńşęďăŋĺě ć őďŋőňěřŋőľ śńşůăľŋőľ śřěďě. // Šěőřĺ£ Ćěřő£šŋ. ĺ Ŕřĺňěŋ. 18, 406{407 (1973).

[5] M.Ć. Měŋĳÿĺłőć, Ĺ.M. İľśżňőŋš ĺ Ř. §śŋőčőřőďśłĺľ. Ňăřłőćśłĺě ŕřőűěśśż ś ŕőůšĺ ŋşńěćżň śŋőśőň. // Ŕřőąńěňż Ŕěřěďăůĺ Ĺŋť. 31, 60{75 (1995).

[6] Ĺ.Ć. Őśěńěďěű. Ňşńĳšĺŕńĺłăšĺćŋă£ ¡řčőďĺůěśłă£ šěőřěňă. Ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺě ŕőłăğăšěńĺ Ń£ŕşŋőćă ďĺŋăňĺůěśłĺţ śĺśšěň. // Šřşďż ŇŇŐ 19, 113{178 (1968).

[7] Ą. Řőčőğĺŋ. Őűěŋłă őśšăšőůŋőčő ůńěŋă ć ŕřěďěńĳŋżţ šěőřěňăţ šěőřĺĺ ćőśśšăŋőćńěŋĺ£. // Šěőřĺ£ Ćěřő£šŋ. ĺ Ŕřĺňěŋ. 18, (4), 703{717 (1973).

[8] §.Č. Śĺŋăľ. Ŕřěďěńĳŋőě ŕőćěďěŋĺě őďŋőňěřŋőčő śńşůăľŋőčő ąńşęďăŋĺ£ ć śńşůăľŋőľ śřěďě. // Šěőřĺ£ Ćěřő£šŋ. ĺ Ŕřĺňěŋ. 27, 247{258 (1982).

[9] Ă.Ŋ. Ÿĺř£ěć. Ćěřő£šŋőśšĳ. // Ň., Ŋăşłă, (1989).

[10] S. Aspandiiarov and R. Iasnogorodski. Tails of passage-times and an application to stochastic processes with boundary re‚ection in wedges. // Pr«epublication 251, Laboratoire de Probabilit«es de l’Universit«e Paris (1994).

[11] S. Aspandiiarov and R. Iasnogorodski. General criteria of integrability of functions of passage-times for non-negative stochastic processes and their applications. // Pr«epublication 258, Laboratoire de Probabilit«es de l’Universit«e Paris (1994).

[12] S. Aspandiiarov, R. Iasnogorodski and M.V. Menshikov. Passagetime moments for non-negative stochastic processes and an application to re‚ected random walk in a quadrant. // Ann. Prob. 24 (2), 932{960 (1996).

[13] P. Bougerol. Oscillation de produits de matrices al«eatoires dont l’exposant de Lyapunov est nul. // Ć śąőřŋĺłě: Lyapunov exponents (L. Arnold and V. Wihstutz, eds.) Lect. Notes Math. 1186, 27{36, Springer-Verlag, Berlin (1986).

[14] P. Bougerol and J. Lacroix. Products of Random Matrices with Application to Schr-odinger Operators. // Birkh-auser Boston (1985).

[15] K.-L. Chung. Markov Chains with Stationary Transition Probabilities. // Springer-Verlag (1967).

[16] E. Cs«aki. On the lower limits of maxima and minima of Wiener process and partial sums. // Z. Wahrsch. verw. Geb. 43, 205{221 (1978).

[17] P. Deheuvels and P. Rev«esz. Simple random walk on the line in random environment. // Probab. Th. Relat. Fields 72, 215{230 (1986).

[18] G. Fayolle, V.A. Malyshev and M.V. Menshikov. Constructive Theory of countable Markov Chains. // Cambridge University Press, Cambridge (1994).

[19] A.S. Gajrat, V.A. Malyshev and A.A. Zamyatin. Two-sided evolution of a random chain. // Markov Processes Relat. Fields 1, 281{316 (1995).

[20] F. den Hollander, M.V. Menshikov, S.E. Volkov. Two problems about Markov chains in a random ˛eld of traps. // Markov Processes Relat. Fields 1, 185{202 (1995)

[21] Y. Hu, Z. Shi. The limits of Sinai’s simple random walk in random environment. // Preprint Univ. Paris VI (1997).

[22] F.I. Karpelevich, M.Ya. Kelbert and Yu.M. Suhov. The boundedness of branching Markov processes. // Ć śąőřŋĺłě: The Dynkin Festschrift. Markov Processes and their Applications (M. Freidlin, ed.). Progress in Probability 34, 143{153. Boston, Birkhauser (1994).

[23] F.I. Karpelevich and Y.M. Suhov. A criterion of boundedness of discrete branching random walk. // Classical and Modern Branching Processes (eds. K. Athreya and P. Jagers). IMA volumes in mathematics and its applications 84, 141{156. N.Y., Springer-Verlag (1996).

[24] H. Kesten, M.V. Kozlov and F. Spitzer. A limit law for random walk in a random environment. // Compositio Mathematica 30, Fasc. 2, 145{168 (1975).

[25] E.S. Key. Recurrence and transience criteria for random walk in a random environment. // Ann. Prob. 12, No. 2, 529{560 (1984).

[26] J. Lamperti. Criteria for stochastic processes II. // J. Math. Anal.

Appl. 7, 127{145 (1963).

[27] F. Ledrappier. Quelques propri«et«es des exposants caract«eristiques.

// Lect. Notes Math. 1097, Springer, Berlin (1984).

[28] M.V. Menshikov and S.E. Volkov. Recurrence and transience criteria for branching random walks. // Markov Processes Relat. Fields 3, 225{241 (1997).

[29] E. Nummelin and P. Tuominen. The rate of convergence in Orey’s theorem for Harris recurrent Markov chains with applications to renewal theory. // Stoch. Proc. Appl. 15, 295{311 (1983).

[30] F. Solomon. Random walks in a random environment. // Ph.D. Thesis, Cornell University (1972). Śň. šăłęě Ann. Prob. 3, 1{31 (1975).

Řăąőšż ăćšőřă ŕő šěňě ďĺśśěřšăűĺĺ

1) M.V. Menshikov, S.Yu. Popov. Exact power estimates for countable Markov chains // Markov Processes and Related Fields, Volume 1, Number 1, 1995 (22 śšř.).

Ć ¡šőľ řăąőšě Ś.đ. Ŕőŕőćş ŕřĺŋăďńěęăš ďőłăğăšěńĳśšćă śńěďş- ¿źĺţ şšćěřęďěŋĺľ: Šěőřěň 1.1, 1.2, 1.3, 2.1, 3.2, 4.2, Ńěňň 1.1, 1.3, 1.4, 2.2; őśšăńĳŋżě řěğşńĳšăšż ŕřĺŋăďńěęăš Ň.Ć. Ňěŋĳÿĺłőćş.

2) Ś.đ. Ŕőŕőć. Śńşůăľŋżě ąńşęďăŋĺ£ ś ćěšćńěŋĺěň ć śńşůăľŋőľ śřěďě // Ďěŕ. ĆĹŊĹŠĹ ŘĂŊ, N2099{Ć97, 28 śšř., őš 26.06.97.