DM-IMECC-UNICAMP — Algebra Linear - MA327 - T. #
Prof. Marcelo M. Santos — 1a. prova, 21/05/2010
Aluno: RA:
Assinatura (idéntica a do RG):
Observagoes: Tempo de prova: 100min. Justifique sucintamente todas as
suas afirmagoes. (RESPOSTAS SEM JUSTIFICATIVAS NAO SERAO
CONSIDERADAS!). Ponha suas resoluges nas folhas em branco em ordem
crescente. NAO DESTAQUE AS PAGINAS DA PROVA. E proibido o uso
de qualquer equipamento eletronico; em particular do celular ou calculadora.
Desligar o celular! Cada questao vale 2,0 pontos.

Questao 1. Seja T : R?® — R? a transformacao linear dada por
T(x,y,z)=(z,z —y,—2).
a) Encontre uma base para o nicleo de T.
b) Sem encontrar uma base para a imagem de 7', calcule a dimensao da
imagem de 7.
2. Mostre que o operador T' : R* — R? definido por
T(l’,y, Z) = (l’ - Y 2y7 y+ Z)

é invertivel e determine o operador inverso 7! usando a matriz [T]g, onde
3 é a base candnica do R3.

3. Sejam V um espaco vetorial real de dimensao 3 com um produto interno
<+, - >, B ={uy,us, uz} uma base de V, S o subespago vetorial gerado por
v = {uy,us}, e T a transformagao de V' em S definida por
T(u) =< wu,u; >us+ <u,ug >us, uecV.
a) Calcule a matriz de T' em relagao as bases (3 e 7.
b) Mostre que T satisfaz
<Tu,v>=<u,Tv> YuveV
(i.e. T é um ‘operador simétrico’).
4. Considere o espaco vetorial real Py dos polinomios de grau menor do
que ou igual a dois, restritos ao intervalo [0, 1], munido do produto interno
<p,q>= fol p(t)q(t)dt. Use o processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt
para transformar a base {1,t, >} em uma base ortonormal de V.
5. Sejam V o subespaco do R* gerado pelos vetores u; = (1,1,1,1), up =
(—=1,1,0,0), us = (0,0,—1,1), e Py = (z0, Yo, 20, wo) um ponto (arbitrario)
do R*. Encontre o ponto (vetor) v de V tal que ||v — By|| < ||ju — P|| para
qualquer v € V', onde || - || ¢ a norma usual (Euclideana) do R*.
Boa proval



Gabarito

Questao 1 Seja T : R?® — R? a transformacao linear dada por
T(x,y,z) = (2,2 —y,—2).
a) Encontre uma base para o nicleo de T.
b) Sem encontrar uma base para a imagem de T, calcule a dimensdo da
mmagem de T

a)

Nucleo:
T(x,y,z) =0=(0,0,0)
(z,x —y,—2z) = (0,0,0)
z =0
r—y =0
—z =0
z=0,z=y

(0,5 pontos até aqui)

Entao N(T) = {(x,y,2) € R*; 2 = 0,z = y} = {(,2,0)z € R} =

{z(1,1,0) x € R}, logo, N(T') é gerado pelo vetor (1, 1,0), ou seja, {(1,1,0)}
¢ uma base para o nicleo N(T).

(+ 0,5 pontos)

b) Pelo Teorema da Dimensao do Ntcleo e da Imagem,

dimN(7T) 4+ dim/(7T") = dim Dom(T) = 3. (0,5 pontos até aqui)
Pelo item a), dimN(T") = 1, entao segue-se que a dimensao da imagem de T
é 2. (+ 0,5 pontos)



Questao 2. Mostre que o operador T : R?® — R? definido por

T(:U7y7 Z) = ([L’ - Y, 2ya Y+ Z)
¢ invertivel e determine o operador inverso T—! usando a matriz [T]g, onde
B3 € a base canonica do R>.

Como o dominio e o contra-dominio de 7" tém a mesma dimensao, por um
teorema da matéria, temos que T' é invertivel se, e somente se, o seu nicleo
é o espaco nulo. (0,5 pontos)
Calculemos entao o seu nicleo:

T(l’,y,Z) :OE (07070)
(x —y,2y,y +2) = (0,0,0)
z—y =0
2y =0
y+z =0

y=0,z=y=0,z=—-y=0.

N(T) = {0}. Entao T é invertivel. (+ 0,5 pontos).
A matriz [T]g: Sejam ey, ey, es os vetores da base canonica. Temos

T(el) = (1,0,0) = €y, T(eg) = (-1,2, ].), T(eg) = (0,0, ]_) = €3,

entao

(+ 0,25)

(+ 0,25)

Calculo de ([T]g)*lz Fazendo (poucas) operagoes elementares sobre as linhas
da matriz aumentada (as contas devem constar na prova)
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obtemos a matriz

100 ] 1 1/20
01010 1/2 0],
001 ] 0 —-1/2 1
logo
1 1/2 0
(M) =10 1/2 0
0 —-1/2 1
(+ 0,25)
Dali, temos
[Tz, y,2)ls = [T, v, 2)]s = (T15) " (=, v, 2)]s
1 12 0] [=
=0 1/2 0 Y
0 -1/2 1] | =2
x+%y
1
= §y1 )
L #7232y
logo, T !(z,y,2) = (z + 3y, 39, 2 — 39)- (+ 0,25)

Questao 3. Sejam V' um espago vetorial real de dimensao 3 com um produto
interno < -, - >, B = {uy,ug,uz} uma base de V, S o subespaco vetorial
gerado por v = {uy,us}, e T a transformagao de V- em S definida por
T(u) =< u,u; >us+ <u,ug >ug, uecV.
a) Calcule a matriz de T em relagdo as bases 3 e 7.
b) Mostre que T satisfaz
< Tu,v >=<u,Tv>, Yu,veV
(i.e. T € um ‘operador simétrico’).
a)
T(ul) =< U, U > U+ < Up, Uz > Usg
T(Ug) =< Ug, U1 > UL+ < Ug,Ug > Uy .
T(U3) =< uz,u; > U+ < usz,Uz > Uz
(0,5)
Entao a matriz de T em relagao as bases dadas é

< U, U > <Ug,ur > < uUuz,up >
<UL, U2 > < U, Uz > < U3, Uz >

(+0,5)



b) Pela defini¢ao de T e propriedades de produto interno, temos

<T(u),v> =(<u,uy >u+ <u,ug >us, v)
=< U,UL > UL,V >+ << UU > Uy, V >
=< U,U > UL,V >+ << UU > Uy, V >
=< u,u; >< U ,v >+ <Uu, Uy >< U,V > .

(0,5)
Dai, como o espaco V' ¢ real, segue-se que

<T(u),v> =< u, <u,v>u >+ < u, <ug,v>uy >
= (u, <up,v>u+ < ugv>uy) =<u,T(v)>.

(+0,5)



Questao 4. Considere o espaco vetorial real Py dos polinomios de grau
menor do que ou igual a dois, restritos ao intervalo [0, 1], munido do produto
interno < p,q >= fol p(t)q(t)dt. Use o processo de ortogonalizagao de Gram-
Schmidt para transformar a base {1,t,t*} em uma base ortonormal de V.

Sejam p; = 1, py = t, ps = %, os elementos (vetores) da base a ser
normalizada. Pelo processo de Gram-Schmidt, temos os vetores ortogonais:

¢ =p1=1
1
— <p2,91> t — fo tdt
% P2~ thll2 @ = Jy Lat
@),
=1 ~lo
t,
S 1
= 2
_ _ <p3,.q1> <p3,92>
@ = Ps = gz I gl P2

o fottdt  [reA(—1/2)dt .,
= f&(t—l/z)?dt (t=1/2)

(1,5 pontos até aqui)

g == (*/3)], - “—%<t—1/2>
((t-1/2) 3/3)\
- Wl
=3~ am—rimimt—1/2)

1

3

=17 — % (1/4)/3< - 1/2)

—e-1-(-})

=2 —t41

Para finalizar, basta dividirmos estes vetores pelas suas respectivas normas.

J4 calculamos acima, |12 =1 . [|l¢1]| = L e ||g2)|®> = 1/12 . ||go]| = 1/V/12.
(+ 0,5 pontos até aqui)

2 —t+3)%dt

Jo @ =23 + ¢ 4 312 — 2t + o) dt
Bt B 2 1
(3_3+4___+36>‘0
11,4 _
3—54—5——4—% 1/180

" gl = 1/(6V5). (+ 0,3 pontos)



Questao 5. Sejam V o subespago do R* gerado pelos vetores uy = (1,1,1,1),
us = (—1,1,0,0), us = (0,0,—1,1), e Py = (2o, Yo, 20, wo) um ponto (ar-
bitrdrio) do R*. Encontre o ponto (vetor) v de V tal que ||v— By|| < [J[u— Py|
para qualquer u € V', onde || - || € a norma usual (Euclideana) do R*.

O vetor v é a projecao ortogonal do ponto Fy no subespago V:
PO = U+Q, UV = QU + QoUg + (igUs, Q; < R, Q 1V (Q 1 U,j), j = 1,2,3.
(1,0 ponto até aqui)

Como os vetores u;, j = 1,2,3, sao (dois a dois) ortogonais (o aluno deve ter
verificado isto na prova), temos que os escalares «; sdo dados por (verificar)

< Py, U; > .
Qj = ||U||2 ) j:172737
j
onde < -, - > é o produto interno usual do R*. (+ 0,5 pontos)
<Pou1> _ zo+yo+zo+wo
ujulll2 B 4
<fou2> _ Yo—Zo
\LWIIQ 2
<Fo,uz3> _ wop—=20
fJusl®> 2

mOerOZZOerOU +y0; Us +w0;zou3

2 2 0 4

(+ 0,5 pontos)

vV =

_ ( 0+yo+20+w0 _ Yo— 170 wo+y0+zo+w0 4 Yo—2Zo 330+y0+20+’w0 _ wo Zo Zo+Yyo+2o+wo 4 Wo—zo
1
4

(33:0—yo—l—z0+wo,3yo—xo+zo+wo,xo+yo—|—320—wo,x0+yo+3wo—zo)



