
Questão 1.
(1 + |ξ|2)s|(∂αf)ˆ|2 = (1 + |ξ|2)s|(iξ)αf̂ |2 = (1 + |ξ|2)s|i|α|ξα1

1 · · · ξαn
n f̂ |2

= (1 + |ξ|2)s|ξ1|2α1 · · · |ξn|2αn|f̂ |2 ≤ (1 + |ξ|2)s(1 + |ξ|2)α1 · · · (1 + |ξ|2)αn|f̂ |2
≤ (1 + |ξ|2)s(1 + |ξ|2)|α||f̂ |2 ≤ (1 + |ξ|2)s+k|f̂ |2 ∈ L1, pois f ∈ Hs+k, logo,

∂αf ∈ Hs, e por estas contas também temos que
‖∂αf‖2Hs =

∫
(1 + |ξ|2)s|(∂αf)ˆ|2dξ ≤ const.‖f‖2

Hs+k .
Por outro lado, como s > n/2 e tendo que ∂αf ∈ Hs, usando que Hs ⊂ C∞,

com a inclusão cont́ınua, dáı também temos que ∂αf ∈ C∞ e
‖∂αf‖sup ≤ const.‖f‖Hs+k .

2. a) ẋ(s) = b(x(s), z(s)), ż(s) = −c(x(s), z(s))

b) x ≡ (ẋ1, ẋ2) = (z, 1), ż = 1 ⇒ z(s) = z0 + s = 1
2
x01 + s,

x1(s) = x01 +
∫ s
0
z(τ)dτ = x01 +

∫ s
0

(
1
2
x01 + τ

)
dτ = x01(1 + s

2
) + s2

2
,

x2(s) = x02 + s = x01 + s ⇒ s = x2 − x01, x1 = x01(1 +
x2−x01

2
) +

(x2−x01)2
2

=
x01 + 1

2
(x2 − x01)(x01 + x2 − x01) = x01 + 1

2
(x2 − x01)x2 = x01(1− x2/2) + x22/2

⇒ x01 = (x1 − x22/2)/(1− x2/2), s = x2 − (x1 − x22/2)/(1− x2/2),
u(x1, x2) = z(s) = x01/2+s = (x1−x22/2)/2(1−x2/2)+x2−(x1−x22/2)/(1−x2/2)
= [(x1 − x22/2) + 2x2(1− x2/2)− 2(x1 − x22/2)] /2(1− x2/2)
= [x1 − x22/2 + 2x2 − x22 − 2x1 + x22] /(2− x2) = (2x2 − x22/2− x1)/(2− x2)

u(x1, x2) = (4x2 − x22 − 2x1)/2(2− x2)

3. V. livro-texto [Iório].

4. a) H0f = λf ⇒ |ξ|2f̂ = λf̂ ⇒ (|ξ|2 − λ)f̂ = 0 ⇒ f̂(ξ) = 0 se |ξ|2 6=
λ ⇒ f̂ = 0 q.t.p. ⇒ f = 0 q.t.p. (onde usamos que a transformada de
Fourier é uma bijeção do L2 em L2; v. Teorema de Plancherel), logo, H0 não
tem autofunções em L2.

b) −∆ϕξ = |ξ|2ϕξ. Além disso, ϕξ ∈ S ′, pois ϕξ ∈ L∞ (|ϕξ| ≡ 1|) e Lp ⊂ S ′
(1 ≤ p ≤ ∞); v. livro-texto. Então qualquer função ϕξ é uma autofunção do
−∆ em S ′.


