DM-IMECC-UNICAMP, Geometria Analitica e Vetores - MA141 - Turma
7, Prof. Marcelo M. Santos
Exame Final, 15/07/2009

Aluno: RA: Ass.:

Observacoes:  Tempo de prova: 100min; Justifigue sucintamente todas as
suas afirmacgoes; Disponha as suas resolugoes das questoes nas folhas
em branco em ordem crescente e use somente uma folha em branco
(frente e verso) para cada questdo. A iltima folha pode ser usada para
rascunho.

Proibido usar calculadora. Nao desgrampear a prova. Desligar o celular.

Escolha 5 (cinco), e somente cinco, questoes.
Cada questao vale 2,0 pontos.

1. Considere o seguinte sistema linear:

r+2y—32 =4
3r—y+52 =2
Sr+y+(a®>—1)z =a+1.

Para que valores de a o sistema
a) admite uma soluc¢do dnica?
b) admite um conjunto solugdo com uma tnica variavel livre?
c¢) admite um conjunto solu¢ado com exatamente duas variaveis livres?
d) é impossivel (ndo admite solu¢ao)?

2. Considere asretasr: x =0,y—2=2—1; s:x=2+t,y=3,2=—1+t.
a) Determine a posi¢do relativa entre r e s (paralelas, reversas ou
concorrentes).
b) Calcule a distancia entre r e s.

3. Encontrar a equagdo do plano que passa pelo ponto P = (2,1,0) e é
perpendicular aos planos z +2y — 32 =0e¢ 2z —y + 42 = 1.

4. a) Escreva a conica 2? — 2zy + y* — 2x — 2y + 1 = 0 na forma matricial
X'AX + KX =0 (0,25 pontos).
b)  Determine os autovalores (det(A — A) = 0) e autovetores

((A—=X)X = 0) da matriz A = [ b=l

1 1 ] (0,25 pom‘os).



c¢) Determine um sistema de coordenadas cartesianas z'y’ em relagao ao
qual a conica acima se escreve como a(z')? + b(y')* + ¢ = 0; mostre como
chegar nesta equagao (1,25 pontos). Identifique a conica (0,25 pontos) .

5. Considere a conica dada pela equacio 7 = =—— em coordenadas polares.
2+4-cos 0

Determine a excentricidade, as coordenadadas cartesianas do(s) foco(s) e
do(s) vértice(s), e as equagoes em coordenadas cartesianas da conica e da
sua reta diretriz.

6. Identifique a quadrica e faca um esboco do seu grafico:

a) 2+ +22=1;, b)a?—422 =4
2

c)x:Z—— 2 d) 22 —y?* - 22 = 1.

4

7. Verifique se as afimacoes abaixo sao verdadeiras ou falsas. No caso
verdadeiro, prove, e no caso falso, dé um contra-exemplo.

a) Sejam wu,v,w vetores. Se u-v = w - v entdo u = w.

b) Um plano pode interceptar um elipsdide numa circunferéncia.

c) Se A é uma matriz quadrada tal que A* = 0 para algum k € N entao
A nao é invertivel.

d) Um sistema homogéneo de equagoes lineares sempre possui uma solugao
nao nula.

Nao se esqueca de justificar todas as suas afirmacoes.

Boa prova!



(Gabarito

Questao 1. Matriz aumentada do sistema:

1 2 -3 | 4
AB =3 -1 5 | 2
5 1 a*—=1 | a+1

(0,1 pontos)
Reducao a forma escalonada:
—3L1 +L2‘ = ,L27 —5L1+L3‘ = 7Lgi

1 2 -3 | 4
[AB]— |0 -7 14 | =10
0 -9 a2+14 | a—19

(0,1 pontos)

—3La*="Ly
1 2 =3 | 4
—-(0 1 -2 | 2
0 -9 a®>+14 | a—19

(0,1 pontos)
—2L2+L1‘ = ,Ll, 9L2+L3‘ = 7.[/32
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(0,1 pontos)
a) Sendo A a matriz so sistema, pelos célculos acima temos que det A = a?—4,
logo, o sistema admite solucao tinica, quando a® — 4 # 0, i.e. a # £2.

(0,4 pontos)
b) Se a? = 2, a matriz aumentada do sistema ¢é linha equivalente a



€ como, i2—4—73 # 0, temos que o sistema é impossivel. Portanto, ou o sistema
admite solu¢do tnica (quando a = £2) ou ¢é impossivel (quando a # +2).
Logo, a resposta do item b) é: para nenhum valor de a. (0,4 pontos)
Analogamente, a resposta do item c) também é: para nenhum valor de a.
(0,4 pontos)

d) a =+2; v. b). (0,4 pontos)

Questao 2. Pelas formas das equacoes dadas, vemos que vetores paralelos
as retas sdo, respectivamente, u = (0,1,1) //r e v = (1,0,1) // s, e pontos
pertencentes as mesmas sao P, = (0,2,1) e re P, = (2,3, —1) € s.
(0,4 pontos)
a) Calculando PP (u x v) = det [P;Pz u v], com o desenvolvimento do
determinante pela segunda coluna da matriz, temos:

P{PQ'(UXU)Z

DN = DD
e )

1
0
1

= {_; ”—H é]=(2+2)—(—1):5-

Como P;Pg - (u x v) # 0, concluimos que as retas sao reversas.
(0,8 pontos)

_ PP (uxv)]
lluxv]]

(0,2 pontos)

b) Pela formula da distancia d entre retas reversas, temos: d

Calculamos acima PPy - (u x v) = 5 (0,2 pontos)
e
11 01 01
uXU:(O,l,l)X(l,O,l):(‘ 01 ',—‘ 11 ‘,' 10 ‘):(1,1,—1),

(0,2 pontos)
donde, || u x v [|= v/3. Logo, d =5/v/3. (0,2 pontos)

Questao 3. Se o plano é perpendicular aos planos x + 2y — 3z = 0 e
2 —y + 4z = 1, entao ele é paralelo aos vetores normais dos mesmos,
Ny =(1,2,-3) e Ny = (2,—1,4). (0,5 pontos)



Dai, um vetor normal ao plano pedido é
N =N XN2:(1,27—3) X (2,—1,4)

1 -3 1 2
T Y -

(0,5 pontos)
Logo, a equagao do plano é da forma

b — 10y — 5z +d = 0.

(0,5 pontos)
Como o plano passa pelo ponto (2,1,0), substituindo suas coordenadas na
equacao acima, obtemos

10 —10+d =0,
logo, d = 0. (0,5 pontos)
Questao 4. a)
1 -1 T
S ER I M
K=[-2 —-2];

entao
XAX 4+ KX +1=0.

Na prova consta X'AX + KX = 0 (sem o “1”). Por isso todos receberam
0,25 pontos neste item.

b) e c) Se o aluno calculou (corretamente) sé os autovalores e autovetores,
e nao usou no item c), recebeu 0,25 pontos no item b).

Autovalores:
1—A -1
‘ 11— ‘ =0
(1-XN?=1=0, 1-A=+1, A=0,2.
Autovetores:
A=0:

EaiME



U, = (1,1)/v/2 é um autovetor normal associado ao autovalor A = 0;
(+ 0,5 pontos até aqui.)

EMEn

—r—y=0, r=-y

A=2

Us = (1,—1)/4/2 é um autovetor normal associado ao autovalor \ = 2;
(+ 0,25 pontos)

Novas coordenadas:

(+ 0,75 pontos.)
Substituindo estas relacoes na equacao inicial, obtemos

1 1
02+ () —2—=(@'+y) —2—=@" —y)+1=0

V2 V2

(y)? — V22" +1=0,

(+ 0,5 pontos)
A conica é uma parabola. (+ 0,25 pontos)

Questao 5.

3/2 de
7": =
1+%cos0 14 ecosf’

e=1/2,d=3;

(0,6 pontos)

(uma elipse com) diretriz © = 3 (em c.c.), excentricidade 1/2 e foco (0, 0).
(0,6 pontos)
Os vértices ocorrem em 6 = 0, logo, r = 1 e em 6 = 7, logo, r = 3, os
quais em c.c. sao (1,0) e (=3,0). (0,3 pontos.)



Equagao em c.c. (x =rcosf,y = send):

r(2+ cosf) =3

2r +rcost) = 3

2r+z =3

4r? = (3 — z)?

4(2* +y?) =9 — 6 + x?

32+ 4y* + 62 —9=0 ( 0,5 pontos)

Questao 6.
Identificacao da quadrica: 0,25 pontos;
Esboco do grafico: 0,25 pontos.
a) esfera;  b) cilindro hiperbolico, com ‘eixo 1’;
c¢) Paraboloide hiperbolico, com ‘eixo z7;
d) hiperbolbide de duas folhas, com ‘eixo z’.

Questao 7.
a) Falso (0,1 pontos). Um contra-exemplo: u = (1,0), v =w = (0,0).
(0,4 pontos)
b) Verdadeiro (0,1 pontos). Prova: A intersecdo do elipsoide
2?/4 +y?> + 2> = 1 com o plano z = 0 & a circunferéncia y* + 2z = 1 no

plano yz. (0,4 pontos)
c¢) Verdadeiro (0,1 pontos). Prova: A* = 0 = (det A)* = det A* =
det0 =0 = det A = 0 = A nao é invertivel. (0,4 pontos

)
d) Falso (0,1 pontos). Um contra-exemplo: { ;f (0,4 pontos)



