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Solucao de EDOs por séries II.

Ricardo Antonio Mosna, dezembro de 2020

1. Ache a solugdo geral das EDOs abaixo em termos de séries de poténcias generalizadas em

torno de =z = 0:
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(a) ?J”‘f‘gyl‘f‘ 822 y=0;
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(b) y —i—%y +;y=0;
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(c) 2%y + xy' + <x2 - 4> y=0.

Em cada caso, resolva as equagoes também pelo Mathematica e faga graficos verificando como

as somas truncadas de cada série se aproximam da respectiva solugao exata ou numérica.

2. Considere a equagao diferencial
z(z—1)y" + Bz —1)y +y=0.

(a) Determine uma solugao para esta EDO usando o método de Frobenius em torno de x = 0.

(b) Mostre que tal solugdo pode ser expressa em forma fechada (pode ser util aqui ter em

mente a expressao da soma de uma série geométrica).

(¢) Use redugao de ordem para obter uma segunda solucao, linearmente independente a que

vocé obteve no item anterior.
(d) Obtenha a solugao geral desta EDO.

(e) Obtenha a solugdo do PVI dado por esta EDO e pelas condiges iniciais y(1) = 1 e
y(3) =1
(f) Faga um gréfico de tal solugdo. Em qual ponto (aproximadamente) tal solugao atinge

seu valor minimo? Qual é esse valor minimo (aproximadamente)?
3. Considere a equagao de Laguerre
zy" + (1 —2)y' + Ay =0,
onde )\ é uma constante real.

(a) Encontre uma solu¢do em série de poténcias generalizada para tal equagao.



(b) Para quais valores de A vocé pode garantir que tal equagao tenha uma solugao polino-
mial ]

(c) Considere agora o caso em que A = 0: xy” + (1 — 2)y’ = 0. Exiba duas solugbes
linearmente independentes em termos de séries de poténcias (generalizadas) para esse
caso. Hsse item é mais dificil; uma dica é usar redugdo de ordem e calcular a integral

resultante s6 depois de expandir o integrando em série.

4. Considere a equagao de Legendre,
(1 —2%)y" — 22y + a(a+ 1)y =0.

(a) Ache duas solugoes independentes na forma de uma série de poténcias em torno de x = 0.

(b) Determine o raio de convergéncia destas séries. Vocé poderia ter previsto tais valores

mesmo antes de calcular explicitamente as séries?

(c) Mostre que se a = 2k, com k > 0 inteiro, entdo uma das séries se reduz a um polindémio

de ordem 2n.

(d) Mostre que se « = 2k+1, com k > 0 inteiro, entao a outra série se reduz a um polindémio
de ordem 2k + 1.

(e) Denotemos as solugdes polinomiais dos dois itens anteriores por P,(z), onde n é o grau
do polinémio correspondente. Normalize tais polindmios de maneira que P,(1) = 1.
Tais P,(z) sdo chamados de polindmios de Legendre. Mostre que os quatro primeiros

polinémios de Legendre sao dados por

Po(z) =1, Pi(z)==, Pox)= %(3:8 ~1), Py(a) = %(5:&* ~ 32).

!Tais solucdes tém papel importante no problema do d&tomo de hidrogénio em mecéanica quantica. Os polinémios

de Laguerre aparecem ainda como fungbes-base no método de integragdo numeérica de Gauss-Laguerre.



