Resultados Teoéricos - Soma de Subespacos

Proposigao: Considerando os subespagos U = [S1] e W = [S2], ou seja, U é gerado pelos ele-
mentos do conjunto S; e W é gerado pelos elementos do conjunto Sz, temos que U+W = [S1USy],
ou seja, a Soma dos subespagos U e W é gerada pela uniao dos conjuntos Sj e So.

Demonstragao: Vamos mostrar que [S1 U S2| = [S1] + [S2] demonstrando que um subespago
esta contido em outro e vice-versa, o que equivale a demonstrar que qualquer elemento de um
subespago pertence ao outro e vice-versa.

Sejam S1 = {v1,v2,...,vn} € Sy = {u1,ua, ..., uy } conjuntos finitos de um espago vetorial V.

Temos S1 U Sy = {v1,v2, ..., Up, U1, U2, .oy Uy }. Se w € [S1USe], entao: w = (ayvy + ... + apvp) +
(Biut + ... + Bmum). Mas [S1] e [S2] s@o subespagos vetoriais, entdo v = ajvy + ... + apvy, € [S1]
e u = PBiui + ... + Bum € [Se] e portanto, w = v + u pertence a [S1] + [Sa);

Agora, se w € [S1] + [S2], entdo, w = v+ u com v € [S1] e u € [S2]. Se v € [Si] entdao v
¢ combinagao linear dos elementos de S1, ou seja, v = a1v1 + ... + apv,. E; se u € [Sy] entdo u
é combinagao linear dos elementos de Ss, ou seja, u = S1u1 + ... + B lm.-

Temos entao que w = v +u = aqv1 + ... + apv, + Brur + ... + B, Ou seja, w é combi-
nacao linear dos elementos de S7 U Ss, assim w € S U Ss.

Assim, demonstramos que [S1 U S2] = [S1] + [S2].

Proposigao: Sejam U eV subespacos vetoriais de um espago vetorial V.. Entao, V =U&W
se, e somente se, cada elemento v € V pode ser escrito de forma unica pela combinacdo v = u+w,
comuelU eweW.

Demonstragao: (=) Considerando que V. = U & W ja temos a existéncia da decomposi-
¢ao, basta mostrar a unicidade. Supondo que v =u + w = u; + w; com u,u; € U e w,wy; € W.
Assim, temos: u —u; =w —wy. Comou —uy €U e w —wy =u—u; € W, temos:

w—w; € UNW = {e}

pois U @ W é soma direta. Logo, w —w; = e = w = w;. De modo anélogo, temos que
u—u] = e = u = uj, o que mostra a unicidade da decomposigao.

(<) Tomando por hipotese a unicidade da decomposi¢cdo v =u+w € V,comu € U e w € W,
vamos mostrar que V = U @& W. Supondo v € U N W, somando e subtraindo v em u + w temos
que:

utw=(u+v)+(w—0o)

Mas, pela unicidade da decomposi¢ao temos: v = u+v e w = w — v. Logo, v = e, com e o
elemento neutro de V. Assim, U N W = {e}. Portanto, mostramos que V.=U & W.



