Exemplos - Teorema do Nicleo e da Imagem

Exemplo 1: Considere a transformacao linear: T : R? — R dada por T(z,y,2) = x+y—z.
Vamos determinar uma base e a dimensao do nicleo e da imagem de T.

Um elemento (z,y, z) de R? pertence ao niicleo de T se T'(z,y,2) =x+y—2=0=2 = —y+ 2.
Assim um elemento do nucleo de T é da forma: (x,y,2) = (-y+2,y,2) = y(—1,1,0)+2(1,0,1).
Assim, {(-1,1,0),(1,0,1)} é um conjunto de geradores para o nicleo de T'. Escalonando, pode-
mos constatar que este conjunto é L.I. e assim, é uma base para N (T'), logo, dim(N(T)) = 2.

Vamos achar um conjunto de geradores para a imagem de T. A transformagdo T pode ser
escrita da forma:

T(z,y,2) =x4+y—z=1z+y—2)
Assim, {1} é um conjunto de geradores para a imagem e por ser L.I., ¢ uma base para Im(T),

assim, dim(Im(T)) = 1.

Observe que dim(N(T)) = 2 e dim(Im(T)) = 1, logo dim(N (T))+dim(Im(T)) = 3 = dim(R3),

como era de se esperar, pelo teorema do nicleo e da imagem.

Exemplo 2: Determinar uma transformacdo linear T : R? — R3 cuja imagem € gerada
por (2,1,1) e (1,—1,2).

Como os elementos (2,1,1) e (1,—1,2) sdo L.I. em R3, temos que eles formam uma base para a
imagem de T, logo, dim(Im(T)) = 2. Portanto, pelo teorema do nicleo e da imagem, sabemos
que dim(N(T)) = 1.

Desta forma, escolhemos uma base para R3, por exemplo, a base canonica
B =1{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} e podemos definir, por exemplo, a transformagao linear T' da
seguinte forma:

7(1,0,0) = (0,0,0), 7(0,1,0) = (2,1,1), 7(0,0,1) =(1,-1,2)

Desta forma, a imagem serd gerada pelo conjunto dado e o nicleo terd dimensdo 1. Assim,
teremos:

T(x,y,z) = 2T(1,0,0) +yT(0,1,0) + z7(0,0,1) = z(0,0,0) + y(2,1,1) + 2(1, -1,2) =

:>T(.’lf,y,2) = (2y+2’,y—z,y+22)

Observe que a resposta nio ¢ tnica e depende da escolha da base para R3 e também de quais
elementos da base serao levados nos geradores da imagem.

Exemplo 3: Determinar uma transformagcéo linear T : R? — R? tal que:

N(T):{(m,y,z)eRg|a:+y+z=0}

Um elemento (z,y, z) € R3 pertence ao ntcleo de T'se x +y + 2 =0 = x = —y — 2. Logo, um
elemento do ntcleo é da forma:

(CL’,y,Z) = (_y - %Y, Z) = y(_la 1,0) + Z(_lao, 1)

Assim, {(—1,1,0),(—1,0,1)} é um conjunto de geradores para o nucleo de T, e como é L.I., ¢
uma base para N (T'), portanto, dim(N(T')) = 2. Pelo teorema do niicleo e da imagem, sabemos



entdo que dim(Im(T)) = 1. Basta, portanto, completarmos a base {(—1,1,0),(—1,0,1)} do
niicleo e obter uma base para R3.

Podemos escolher, por exemplo, o elemento (1,0,0) e assim, o conjunto
{(-1,1,0),(-1,0,1),(1,0,0)} forma uma base para R3.

Agora, basta tomarmos a imagem dos geradores de niicleo como sendo o elemento neutro do
espaco de chegada, que no caso ¢ R3 e T(1,0,0) linearmente independente, ou seja, nesse caso,
qualquer elemento do R? que ndo seja o elemento neutro. Dessa forma, podemos definir, por
exemplo, a transformacao linear 7' da seguinte forma:

T(-1,1,0) = (0,0,0), T(—1,0,1)=(0,0,0), T(1,0,0) = (1,0,0)

Vamos obter as coordenadas de um elemento (z,y, z) € R? com relacdo a base
{(_17 17 O)’ (_L Oa 1)7 (17 07 0)}

-] —Qy+03 =T ap =y
(':vavz) = 061(—1, 1a0)+a2(_170> 1)+Oé3(1,0,0) g o=y = ay = 2
g =2 as=cr+y+z

Temos, portanto, (z,y,z) =y(—1,1,0) + 2(—=1,0,1) + (z + y + 2)(1,0,0). Logo,
T(z,y,2) = T(y(—1,1,0) + 2(~1,0,1) + (z + y + 2)(1,0,0)) =
=yT(-1,1,0) + 27(-1,0,1) + (x + y + 2)7(1,0,0) = (z + y + 2)(1,0,0) =
=T(z,y,2)=@+y+z,c+y+z,24+y+2)

Assim, temos explicitamente a transformagao 7. Note que a resposta nao é tnica e depende
da escolha para completar a base do espago de saida e da escolha dos elementos linearmente
independentes que serao imagens dos elementos desta base.

Exemplo 4: Sejam V um espago vetorial de dimensio finita e T : V. — R3 uma transfor-
magao linear nao-nula. Se dim(N(T)) = 2, determine as possiveis dimensées de V.

Sabemos que T é ndo-nula e que sua imagem estd contida no R3, logo a dimensdo da ima-
gem de 1" s6 pode ser 1,2 ou 3.
Pelo teorema do niicleo e da imagem, temos que:

dim(N(T)) + dim(Im(T)) = dim(V)
Logo, como dim(N(T)) = 2 as possiveis dimensoes de V serdao: 3,4 ou 5.

Exemplo 5: Determinar wma transformacao linear T : R? — R? cujo niicleo tem dimensao

1.

Pelo teorema do nicleo e da imagem, como dim(N(T)) = 1 e dim(R3) = 3, temos que ter
dim(Im(T)) = 2.

Escolhemos uma base qualquer para R3, por exemplo, B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} e as-
sim, definimos por exemplo, 7'(1,0,0) = (0,0,0), dessa forma o nucleo tera dimensao 1 como
desejado, e escolhemos 7(0,1,0) e T(0,0,1) linearmente independentes em R3. Por exemplo,
podemos definir a transformacao 7' da forma:

7(1,0,0) =(0,0,0), 17(0,1,0)=(1,1,0), 7(0,0,1)=(0,0,1)
Desta forma, teremos:

T(x,y,z) = «T(1,0,0) +yT(0,1,0) + 27(0,0,1) = (0,0,0) + y(1,1,0) + 2(0,0,1) =



= T(x,y,2) = (4,9, 2)

Note que a solucdo néo é tnica e depende da escolha da base para o R? e da escolha das imagens
dos elementos desta base pela transformacao.

Exemplo 6: Considere a transformagao linear: T : R? — R? dada por T'(z,y) = (2z, z+y).
A transformacdao T € bijetora.

Vamos verificar se T' ¢ injetora. Para isto, basta sabermos o nticleo de 7. Um elemento (x,y) € R?
estd no nucleo se:
z+y=20 y=20

T(w,y)—(2x,x+y)_(o,0)é{ 22 =0 {ﬂ::()

Assim, temos: N(T') = {(0,0)} e portanto, T' é injetora.

Vamos verificar se T' é sobrejetora. Como dim(N(T)) = 0 e dim(R?) = 2, pelo teorema do
nicleo e da imagem sabemos que dim(Im(T)) = 2, e como dim(Im(T)) = dim(R?) temos que
T é sobrejetora.

Como T € injetora e sobrejetora, temos que 1" é bijetora.

Exemplo 7: Determinar uma transformagao linear T : Po(R) — R? que satisfaca simul-
taneamente as condigoes:

(a) O elemento p(x) =1+ x pertence ao nicleo de T';
(b) O elemento q(x) = x nao pertence ao nicleo de T';
1

(¢) Im(T) = [(1,1,1)}.

Sabemos que dim(P2(R)) = 3 e como pela condi¢ao (c) temos que ter Im(T) = [(1,1,1)],
podemos verificar que {(1,1,1)} é uma base para Im(T'), logo, dim(Im(T)) = 1 e pelo teorema
do nicleo e da imagem temos que ter dim(N(T)) = 2.

Como ¢(x) = z nao pertence ao nicleo, podemos escolher T'(¢(x)) = (1,1,1), desta forma, ja
satisfazemos a condigao de que (1,1,1) gera a imagem de T' e que ¢(x) ndo esta no nicleo. Para
satisfazer a condigao (a) de que p(x) = 14 x esta no ntcleo, basta tomarmos T'(p(z)) = (0,0,0).

Agora, temos que escolher mais um elemento para gerar o nucleo. Mas, para isso, devemos
completar uma base para o P»(R) que contenha os elementos x e 1 + x. Podemos tomar, por
exemplo, B = {aj, 1+ :U,:E2} como base. Dessa forma, basta definirmos T'(z%) = (0,0, 0), desta
maneira satisfazemos todas as condigoes e as dimensdes do nicleo e da imagem.

Um elemento do P»>(RR) pode ser escrito como combinagao linear dos elementos da base B da
forma: a + br + cx? = (b — a)x + a(l + ) + cz?, assim, temos:

T(a+ bz +cx?) = (b—a)T(z) + aT(1 + z) + cT'(z?) = (b—a)(1,1,1) 4+ a(0,0,0) + ¢(0,0,0) =

= T(a+ bz +cz?) = (b—a,b—a,b— a)

Observe, novamente, que a solu¢ao nao é tnica e depende da escolha da base para P>(R) e das
imagens dos elementos da base pela transformacao linear T



