Exemplos - Polinémio Caracteristico

Exemplo 1: Considere a seguinte matriz 3 x 3:

3 2 -1
A=10 1 2
1 4 0
O polinémio caracteristico de A é dado por:
3—A 2 -1
p(A) = det(A — \3) = 0 1—-X 2 =@B=-NA1=-XN(-N+2+(1-X)—-8B—-A) =
1 4  0-—A

= A 3AZ N2 N 241 N —244 8 = 214X 14\ 21

que é um polindémio de grau 3.

0 2

11 ] . O polinémio caracteristico de A é dado por:

Exemplo 2: Considere a matriz A = [

0—A 2

p(A) = det(A — \p) = ‘ 1 1)

‘:—A(l—A)—2:)\2—)\—2

Os autovalores de uma matriz sdo as raizes do polinémio caracteristico:
pAN)=02XN-A-2=02)1=2ou A=—1

Portanto, Ay = 2 e Ay = —1 s80 os autovalores da matriz A. Para A\ = 2 os autovetores
associados sdo as solugdes X, ndo nulas, para:

AX — )\1X PN 0 2 I _ 2%1 PN 2.732 _ 2$1 o= 2%2 = 2%1
1 1 o 219 xr1 + X2 29 Tr1 + T2 = 229
O que implica em 1 = z2. Assim, os autovetores da matriz A associados ao autovalor A\ = 2

sao da forma:
X 1

Para Ay = —1 os autovetores associados sao as solugoes X, nao nulas, tais que:
0 2 — 2 — 219 = —
AX = X & 1 = 1 RN x2 — 1 PN L2 Z1
1 1 9 —I9 T+ T2 —I92 1+ T2 = —I2
O que implica em xo = —%-. Assim, os autovetores da matriz A associados ao autovalor Ay = —1

sao da forma:
1
[ 3]
2 2

Exemplo 3: Considere o operador linear T : R? — R? dado por T'(z,y) = (z + y,y).
Considerando B = {(1,0),(0,1)} a base canonica do R?. Escrevendo as imagens dos elementos
da base B, pela transformacio T', como combinacoes lineares dos elementos de B, temos:

T(1,0) = (1,0) = 1(1,0) + 0(0, 1)

T(0,1) = (1,1) = 1(1,0) + 1(0, 1)



1
01
polinémio caracteristico de T' é o polinémio caracteristico de (T')p dado por:

Assim, (T)p = [ ] é a matriz que representa o operador T com relacdo a base B. O

1—-A 1

p()\) = det((T)B — )\IQ) = ' 0 1 — /\

‘_(1—)\)2—)\2—2)\4—1

Os autovalores de T' sdo os A que sdo raizes do polinémio caracteristico, ou seja:
PN =0 XN -2 +1=0s1=1

Portanto, A = 1 é o autovalor de T'. Para encontrar os autovetores associados, devemos encontrar
solucdes v = (x,y) € R?, ndo nulas, para:

T(z,y) =1z, y) & (x+yy) =@y orty=rey=0
Assim, os autovetores de T associados ao autovalor A = 1 sdo da forma v = (z,0) = z(1,0).

Exemplo 4: Considere o operador linear T sobre o R3 definido por:
T(x,y,z) = (1’ + 2y - Z73y + 2742)

Considerando B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} a base canonica do R3. Escrevendo as imagens
dos elementos da base B, pela transformacao T, como combinagoes lineares dos elementos de B,
temos:

7(1,0,0) = (1,0,0) = 1(1,0,0) 4+ 0(0,1,0) + 0(0,0,1)

7(0,1,0) = (2,3,0) = 2(1,0,0) 4+ 3(0,1,0) + 0(0,0,1)

T(0,0,1) = (—1,1,4) = —1(1,0,0) + 1(0,1,0) + 4(0,0,1)

1 2 -1
Logo, a matriz que representa 7' com relagdo a base B¢ (T)p=| 0 3 1 |. O polinémio
00 4
caracteristico de T" é o polinémio caracteristico de (T') g, dado por:
1—A 2 -1
p(A) =det((T)p — M\I3) = 0 3—A 1 =(1-=-XNB-XN4-2N

0 0 4-2A
Os autovalores de T' sdo as raizes do polindmio caracteristico, ou seja,
p(A) =0 (1-XM)B-AN4-N)=0&)A=10u A=3 ou A=4

Portanto, Ay = 1, Ao = 3 e A3 = 4 sao os autovalores de T.
Para A1 = 1, os autovetores associados sdo tais que:

T+2y—z==x r=u=x
T(x,y,z):(x,y,z)@(x+2y—z,3y+z,4z):(:r,y,z)<:> 3y+z:y = y:O
4z = z z=0

Assim, os autovetores de T" associados ao autovalor Ay = 1 sdo da forma v; = (z,0,0) = z(1,0,0).
Para Ay = 3, os autovetores associados sdo tais que:

T(z,y,2) =3(x,y, 2) & (x+2y—=z,3y+z,42) = (3z,3y,3z2) & 3y+z2=3y =

r+2y—z=3zx {
4z = 3z



Assim, os autovetores de T" associados ao autovalor Ay = 3 sdo da forma ve = (z,2,0) = z(1,1,0).
Para A3 = 4, os autovetores associados sao tais que:

3x =y

T(x,y,2) =4(x,y,2) & (24+2y—=z,3y+z,4z) = (4z,4y,42) & Jy+z=4y = Y= 2

r+2y—z=4x {
4z = 4z

Assim, os autovetores de T' associados ao autovalor A3 = 4 sao da forma vs = (x,3z,3z) =
z(1,3,3).

Exemplo 5: Considere o operador linear T : R? — R? definido por T(z,y, 2) = (z, —2,y).
A matriz (T)p que representa T com relagio a base canonica B do R3 ¢ dada por:

O polinémio caracteristico de T' ¢ dado por:

1I-Xx 0 0
p(N) =det(T)p—MN3)=| 0 0—-X -1 |[=0=XM)XN2+1-XN=0-NA2+1)
0 10—\

Calculando as raizes do polindmio caracteristico, obtemos:
PAN=01-MNN+1)=021-A=0r=1o0u N >4+1=0 =i

Se considerarmos o operador linear 7' sobre o espaco vetorial complexo C3, temos que \; = 1,
Ao = 1 e A3 = —i sdo autovalores de 1. Mas, como estamos considerando o operador linear
T sobre o espaco vetorial real R3, temos que A\ = 1 é o tnico autovalor de 7. Nesse caso, os
autovetores associados sao tais que:

_ B _ —z=y y=0
T(z,y,2) = (x,y,2) < (z, z,y)-(x,y,z)@{ Y= = <:>{ L —0
Assim, os autovetores de T' associados ao autovalor Ay = 1 sao da forma v = (2,0,0) = 2(1,0,0).

Exemplo 6: Considere T'um operador linear sobre R? cuja matriz em ralacdo a base canonica
B do R* ¢ dada por:

31 0 6

01 -2 3

Ms=190 2 5

00 0 -1

O polinémio caracteristico de T' é dado por:

3—A 1 0 6

0 1—X -2 3

0 0 0 —1—-2X

Calculando as raizes do polinémio caracteristico de T', obtemos:
pA) =0 B-N1-XN)2=-XN(-1-N)=0&A=30ou A=10ou A=2ou A=-1

Portanto, A1 =3, Ao =1, A3 =2 e A\y = —1 sdo os autovalores do operador linear 7T'.



