Exemplos - Matriz de uma Transformacao
Linear

Exemplo 1: Seja F : R? — R2, definida por F(x,y,z) = (z +y,2z2). Determine a matriz
da transformagdo linear F', isto é, (F)p,c com B e C as bases candnicas de R? e R2, respecti-
vamente.

Escrevendo as imagens dos elementos da base canénica B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} do R3,
pela transformacao F', como combinagoes lineares dos elementos da base C' = {(1,0),(0,1)} do
R2, temos:

F(1,0,0) = (1,0) = 1(1,0) + 0(0, 1)
F(0,1,0) = (1,0) = 1(1,0) + 0(0, 1)
F(0,0,1) = (0,2) = 0(1,0) +2(0,1)

Assim, pela definicdo da matriz de uma transformacao linear, obtemos:

(F)B,C:|:(1) (1) g]

Exemplo 2: Seja F : R® — R?, definida por F(z,y,z) = (v +y,2z2). Determine (F)p ¢
com B ={(1,1,0),(1,0,1),(0,0,—1)} base de R® e C = {(1,0),(1,1)} base de R2.

Escrevendo as imagens dos elementos da base B, pela transformagio linear F', como combi-
nacoes lineares dos elementos da base C, temos:

_ _ o1 +agp =2 1] = 2
F(l, 1,0) = (2,0) = 0411(1,0) +0421(1, 1) = { g1 = 0 = { PR—
a2 +ap =1 ae = —1
F(l,O, 1) = (1,2) = Oqg(l,()) +0622(1, 1) = _ 9 = .
Qoo = Qo =2

F(0,0,~1) = (0, -2) = a3(1,0) + azs(1,1) & { i tazn =0 { a3 =2

93 — —2
Assim, obtemos:

wme=[2 3 2]

Exemplo 3: Determinar o operador linear F do R? cuja matriz em relagdo a base B =

{(1,2),(0,5)} é:
en-[3 ]

Pela definicdo da matriz de uma transformacao linear, sabemos que:

F(1,2) = 3(1,2) 4+ 2(0,5) = (3,16)

F(0,5) = 1(1,2) — 1(0,5) = (1,-3)

Considere um elemento (z,y) € R?, escrevendo esse elemento como combinacdo linear da base
B, temos:
] =X { o] =&

201 + bag =y y—2z

(z,y) = a1(1,2) + a2(0,5) & { an = 1=



Desse modo, temos que:

Yy — 2T Yy — 2

F(a:,y)zF(a:(l,Q)—i— F(0,5) =
-2 -2 -2 13 86xr — 3
— 2(3,16) + 2 - x(17—3)=<3z+y - $,16az—3<y - x>)=< x;y, x5 y);»

1
= F(x,y) = 5(1395 + y, 862 — 3y)

(0,5)) — 2F(1,2) +

Exemplo 4: Seja F : Po(R) — P3(R) wma transformagao linear, dada por:
F(p(x)) = (z 4+ 1)p(x), Vp(x) € P2(R). Determine a matriz de F com relagio as bases
B={1,(z—1),(z —1)*} de P2(R) e C = {1,z,2% 2} de P3(R).

Vamos escrever as imagens dos elementos da base B, pela transformacao linear F', como combi-
nacoes lineares dos elementos da base C:

F)=(z+Dl=(zx+1)=1+ 12+ 022 + 023
Flz—1)=(@+1)(z—-1)=(22-1)=—~1+0x+ 12% + 023
F((x—1)?) = F(22—22+1) = (v+1)(22-22+1) = (23 —2?—2+1) = 1-1o—12%+123

Assim, obtemos:

1 -1
1 0 -

Flec=1o 1 4
0 0 1

Exemplo 5: Considere o operador linear F' : Ma(R) — Ma(R), definido por:

el al) =1

Considerando Ma(R) com a base candnica B, determine a matriz da transforma¢ao F com re-
lagdo a base B.

Vamos escrever as imagens dos elementos da base B, pela transformacao linear F', como combi-
nagoes lineares dos elementos de B, isto é:

r([a 5] =12 0]=2[5 o] +o[o 3] +ol ¥ 5]0[5 %)
([0 o])=[oo]=t[o o]#2[0 o] +o[ 3 o]o[5 1]
([ 0D)=[5 0]=olo of+olo o] #2 [T ][5 1)
(8 8)=8 5] =05 b]+o[8 3] +ol ¥ o] +s[0 V]

Desse modo, pela definicao da matriz de uma transformacao linear, obtemos:

2 0 0

(F)p =

o O O
S O N =

00
20
0 3



Exemplo 6: Considere os operadores lineares do R?: F(z,y) = (x + 2y,y) e G(z,y) =
(—x, —y). Determinar as matrizes dos operadores lineares: F+G, 2F, FoG e F%, com relagdo
a base canonica B do R2.

Vamos determinar as matrizes das transformacoes F' e G. Escrevendo as imagens, pela transfor-
macdo F, dos elementos da base canonica B do R?, como combinacio linear dos elementos de
B, temos:

F(1,0) = (1,0) = 1(1,0) 4 0(0, 1);
F(0,1) = (2,1) = 2(1,0) 4+ 1(0, 1)

Assim, obtemos: (F)p = [ (1) ? ]

Agora, escrevendo as imagens, pela transformacao G, dos elementos da base B, como combinagao
linear dos elementos de B, temos:

G(1,0) = (—1,0) = —1(1,0) + 0(0, 1);

G(0,1) = (0,—1) =0(1,0) — 1(0,1)

-1
0
e F? estdao bem definidas, temos que:

.(F+G)B=(F)B+(G)B:[1 2]+[_1 O]:[O 2]

Assim, obtemos: (G)p = [ _(1) ] Desse modo, como todas as aplicacées: F+G,2F, FoG

01 0 -1 0 0

. (2F)B=2(F)B:2H ﬂ:{g 421}
veon-men-[1 ][4 )41

o(F2)B:(FOF)B:(F)B(F)B:[(1) ?Hé ?]:[(1) ﬂ

Exemplo 7: Considere o operador linear F' sobre R3, definido por:
F(z,y,2) = (x — y,2y,y + 2). Determine o isomorfismo inverso F~', utilizando a matriz da
transformacio F, (F)p, com B a base candnica do R3.
Sabemos que (F)5z' = (F~!)p. Assim, vamos determinar a matriz da transformacio linear
F. Temos que:
F(1,0,0) = (1,0,0) = 1(1,0,0) + 0(0,1,0) + 0(0,0, 1)

F(0,1,0) =(-1,2,1) = —1(1,0,0) +2(0,1,0) + 1(0,0,1)
F(0,0,1) =(0,0,1) = 0(1,0,0) + 0(0,1,0) + 1(0,0, 1)
1 -1 0
Dessa forma, obtemos: (F)p= | 0 2 0 [. Portanto, calculando a inversa, temos:

0 11

1 30

(Fhp =) =0 1o

0 —5 1



Assim, sabemos como o isomorfismo inverso F~! age nos elementos da base B. Temos:

F~(1,0,0) = 1(1,0,0) +0(0,1,0) +0(0,0, 1) = (1,0,0);

Portanto, considerando um elemento (z,y, z) € R?, temos que:

F~Y(2,y,2) = F~1(x(1,0,0) + y(0,1,0) + 2(0,0,1)) =

11 1
= Z'F_l(L0,0) +yF_1(07170) +ZF_1(07071) - .’IJ(L0,0) +ty <2727_2> +Z(07071) =
vy oy ) 2x+y y —y+2z
= —_—, =, — = - :>
<x+2’2’ g T2 ( 2 2 2

1
= F(z,y,2) = 520+ 9.y, -y +22)

Ficando, assim, determinado o isomorfismo inverso da transformacao linear F'.



