Exemplo - Isomorfismo e Automorfismo

Exemplo 1: A transformagdo linear T : R? — R? dada por: T(z,y) = (x — 2y,y) € um
isomorfismo (automorfismo do R?).

Para mostrar que T ¢ injetora, basta determinar o ntcleo de 7. Um elemento do R? pertence
ao nicleo se:

z—2y=0 é{ =0

T(rv,y)—(w—2y,y)—(0,0)<i’{ y=0 y=0

Assim, N (T) = {(0,0)} e portanto, T é injetora. Pelo teorema do nticleo e da imagem, temos:

dim(R?) = dim(N(T)) + dim(Im(T)) = dim(R?) = dim(Im(T)). Logo, como a dimensdo da
imagem de T é igual a dimensao do espaco de chegada, entao 1" é sobrejetora.

Sendo injetora e sobrejetora, temos que 1" é bijetora e portanto é um isomorfismo.

Exemplo 2: A transformacao linear T : R? — R? dada por:
T(x,y,2) = (x — 3y — 22,y — 4z, 2)

¢ um isomorfismo (automorfismo do R3).

Vamos mostrar que T é sobrejetora e injetora, assim mostrando que é um automorfismo do
R3.

Vamos determinar o niicleo de 7. Um elemento do R3 pertence ao niicleo se:

z—3y—22=0 z=0
T(z,y,2) = (x — 3y — 22,y — 4z,2) = (0,0,0) < y—4z=0 =< y=0
z=0 z=0

Assim, N (T') = {(0,0,0)} e portanto, T" & injetora.

Pelo teorema do niicleo e da imagem, temos que dim(R3) = dim(N(T)) + dim(Im(T)) =
dim(Im(T)) = dim(R?) e portanto, T é sobrejetora.

Como T é injetora e sobrejetora, ela é bijetora e logo, € um isomorfismo, e nesse caso, como os
espagos vetoriais de saida e chegada sao iguais, dizemos que 1" é um automorfismo.

Se usarmos o teorema que diz que dois espagos vetoriais sdo isomorfos se, e somente se, eles
tem a mesma dimensao, entao o resultado seria imediato.

Exemplo 3: Determinar o isomorfismo inverso de T : R® — R? dado por: T(z,y,2) =
(x — 3y — 2z,y — 4z, 2).

Vamos encontrar uma expressao para 7!, o isomorfismo inverso de T. Lembrando que se
T-! ¢ isomorfismo inverso de T, entdo T(u) = v = u = T !(v). Assim, supondo que
T Y(x,y,2) = (a,b,c) temos que:

a—3b—2c==x a=z+3y+ 142
(x,y,2z) =T(a,b,c) = (a —3b—2¢,b—4c,c) & b—dc=y =< b=y+4z
c=z c=z

Logo, temos: T~ (x,y,2) = (x +3y + 142,y + 4z, 2), e esta é a expressdo do isomorfismo inverso
de T.



Exemplo 4: A transformacdo linear T : R? — R* dada por T(z,y, 2) = (v, —y,y — 2, 2)
NAO ¢é um isomorfismo.

Um elemento pertence ao nucleo de T se:

z=0
r—y=20 0
T(xvsz):(xvx_y7y_z7z):(0707070)<:> y—Z_O =0
o 0

z=0

Assim, N(T) = {(0,0,0)} e portando T é injetora. Porém, pelo teorema do nicleo e da ima-
gem teremos: dim(R3) = dim(N(T)) + dim(Im(T)) = dim(Im(T)) = 3. O que implica que
Im(T) # R* e portanto, T NAO ¢é sobrejetora, logo T nao é bijetora e nio é um isomorfismo.

Exemplo 5: A transformacao linear T : R® — R dada por T(z,y,2) =z +y+ 2 NAO ¢
um isomorfismo.

De fato, T' nao é injetora, pois um elemento pertence ao nucleo de T se:
T(x,y,2)=x+y+2z=0=>2=—-y—=z

Assim, N(T) = {(z,y,2) | # = —y — 2}, logo T NAO ¢ injetora, pois dim(N(T)) # 0. Dessa
forma, T nao é bijetora e portando nao é um isomorfismo.

Exemplo 6: A transformacdo linear T : R3 — Py(R) definida por:
T(a,b,c) = (a—b) + (c — a)x + (b+ c)x*
¢ um isomorfismo de R? em Po(R).

Vamos mostrar que T ¢ injetora. Um elemento (a,b,c) € R? pertence ao niicleo de T se sua
imagem pela transformacao T for o elemento neutro de P»(RR), ou seja, se:

T(a,b,c) = (a—b) + (c —a)zr + (b+c)x? = 0+ 0z + 02? <

a —b =0 a —b =0 a —b =0 a=0
&9 —a +c = 0 = b +c = 0 = —b c = 0 = =
b +¢ = 0 b +¢c = 0 +2¢c = 0 0

Assim, N (T') = {(0,0,0)} e portanto, T" é injetora.
Pelo teorema do nticleo e da imagem, temos dim(R3) = dim(N(T))+dim(Im(T)) = dim(Im(T))
3 logo dim(Im(T')) = dim(P»(R)) e portanto, T' & sobrejetora.

Como T ¢ injetora e sobrejetora ela é bijetora, logo ¢ um isomorfismo de R3 em P (R).

Vamos determinar o isomorfismo inverso 771 : Po(R) — R3.
Suponha que T~ !(a; + aoz + a32?) = (a,b, c). Logo, temos:

(o1 + asz + az2®) = T(a,b,¢) = (a —b) + (c—a)z + (b+ ¢)a? &

a —b = o a —b = o a —b = o
& —a +c = oy = b +¢c = agta = —b c = ays+ o
b +c¢ = o3 b +c¢ = o3 +2¢ = a3+ ag+ aq



Deste sistema linear obtemos ¢ = . Logo, temos:

a1+0422+a37 b — _(O¢2+0421—Oé3) eq=

al—aztas
2

ar —oag+az (a4 ap —a3) a1+a2+a3>
2 : 2 ’ 2

T_l(oq +a2x—|—oz33:2) = < —

T~! ¢ uma transformacao linear que leva um polinémio de grau menor ou igual que 2 em um
vetor do R3.

Exemplo 7: Considere a transformacio linear T : R®> — R? dada por T(x,y,z) =
(x,z —y,2x —y — z). Mostre que T € inversivel e determine o isomorfismo inverso.

Para mostrar que T é inversivel, basta mostrar que é um isomorfismo, para isso mostramos
que T é injetora e sobrejetora.

Um elemento pertence ao nicleo de T se:

T(ﬂl‘,y,Z):($,$—y,2$—y—2):(07070)<:> x_yzo = y:O
20 —y—2=0 z=0

Assim, N (T) = {(0,0,0)} e portanto, T ¢ injetora. Pelo teorema do nicleo e da imagem temos
que dim(Im(T)) = dim(R3) e portanto, T' é sobrejetora.

Desse forma, mostramos que 7" é um isomorfismo. Vamos determinar o isomorfismo inverso
T~!. Suponha que T~ !(z,y, z) = (a,b, c), logo temos que:

a=ux a=uwx
(z,y,2) =T(a,b,c) = (a,a—b,2a —b—c) & a—b=y =4 b=x—y
20 —b—c=z2 c=x+y—=z

Assim, temos T~ !(z,y,2) = (z,2 —y,x +y — 2) que é a expressido do isomorfismo inverso de T'.

Exemplo 8: Determinar um isomorfismo entre R? e o subespago U = {(z,y,2) € R* | z =0}
do R3.

Podemos ver que dim(U) = dim(R?) e assim, ja sabemos que eles sdo isomorfos. Vamos deter-
minar um isomorfismo entre esses espacos vetoriais.

Por exemplo, a aplicacio T : R? — R? dada por T(z,y) = (x,y,0) é linear e sua imagem ¢ o
subespaco U, pois nesse caso z = 0 na imagem por 7. E facil ver que T' ¢ injetora.

Concluimos entdo que existe um isomorfismo 7" de R? em U e entdo, esses espacos sio iso-
morfos.

Exemplo 9: Exiba um isomorfismo T do espago vetorial real R? no subespaco vetorial S de
R? dado por:
S ={(z,y,2) cR? |z —y+22=0}

Para determinar um isomorfismo de R? em S, basta determinarmos uma transformacao linear
T : R? — R3 que seja injetora, ou seja, que o niicleo possua apenas o elemento neutro do R?,
e que sua imagem seja todo o subespaco S.

Vamos determinar uma base para S. Um elemento (z,y, z) pertencente ao R? estd em S se
r—y+2z=0=x =y — 2z, logo todo elemento de S é escrito da forma:

(x,y,2) = (y — 22,y,2) = y(1,1,0) + 2(—2,0,1)



Assim, B; = {(1,1,0),(—2,0,1)} é um conjunto de geradores para S e como sao L.I., formam
uma base para S.

Consideramos uma base qualquer para R?, por exemplo a base canénica By = {(1,0),(0,1)}
e agora basta definir a transformacao T levando a base canénica do R? na base By de S, da
seguinte forma, por exemplo:

T(1,0) = (1,1,0), T(0,1) =(-2,0,1)

Dessa forma impomos que os elementos (1,1,0) e (2,0, 1) sdo geradores da imagem de T', mas
eles formam uma base para S e assim temos que Im(7T) = S. Como nenhum elemento da base de
R? ¢ levado no elemento neutro do R3 temos que dim(N(T)) = 0 e assim T é injetora. Logo, T
¢ um isomorfismo de R em S. De outro modo, pelo corolario do teorema do nticleo e da imagem,
como impomos que T levasse base de R? em base de S, obtemos que T é bijetora e portanto é
um isomorfismo.

Vamos determinar a expressao do isomorfismo 7. Temos que:

T é um dos isomorfismos entre R? e S. Note que a resposta nio é tinica e dependeu da escolha das
bases para os dois espagos vetoriais e da escolha de quem seria levado em quem pela transformacao
T.



