Exemplos - Interseccao de Subespacos Vetoriais

Exemplo 1: Considere os subespagos U = {(z1,22) € R? | 21 = 0} e W = {(z1,72) € R? | 22 = 0}.
A intersec¢ao de U e W é:

UNW = {(z1,22) € R? | 21 = 0,5 = 0}
Ou seja, UNW ={(0,0)}.

Geometricamente, U é o eixo y dos eixos coordenados, pois sdo os elementos de R? que tem
a primeira coordenada nula e W é o eixo z, pois sdo os elementos de R? que tem a segunda
coordenada nula. Assim, a interseccao U N'W é a origem (0, 0).
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Figura 1: A origem (0,0) é a intersec¢ao dos subespagos U e W.

Exemplo 2: Dados os subespagos U = {(z,y,2) € R3 |2 =0} e W = {(z,y,2) € R3 | 2 = 0}.
A interseccao dos subespacos U e W é:

UNW ={(z,9,2) € R*| 2 = 0,2 =0}

Geometricamente, U é o plano yz e W é o plano xy. A interseccdo U NW é a intersecgao desses
planos, que é o eixo y, que de fato, ¢ um subespaco vetorial de R3.



Figura 2: A intersecgao dos subespagos U e W é o eixo y dos eixos coordenados.

Exemplo 3: Considere os subespagos U =[(1,2,1),(0,1,-2)] e W =[(2,0,—1),(1,2,1)] de
R3. A interseccdo entre U e W € o subespago:

Unw =1[(1,2,1)]

U é o plano, que passa pela origem, gerado pelos vetores (1,2,1) e (0,1,—2) e W é o plano,
passando pelo origem, gerado pelos vetores (2,0, —1) e (1,2,1). A intersecgdo U NW é a reta de
intersecgao dos dois planos, que é a reta, passando pela origem, gerada pelo vetor (1,2,1).



Figura 3: A intersec¢ao dos planos U e W é uma reta.

Exemplo 4: Sejam U = {(z,y,z,t) ER* |z +y=0ez—t=0} e
W ={(z,y,2,t) € RY|z—y—2z+t= 0} subespagos de R*. Determine a interseccio U NW.

Um elemento de R?, que pertence a interseccio de U e W deve satisfazer todas as condicoes dos
dois conjuntos U e W ao mesmo tempo, ou seja, suas componentes devem satisfazer o sistema:

r+y=0=—zx=—y
z—t=0= 2=t
r—y—z+t=0

Substituindo a primeira e a segunda equagdes na terceira equagdo, teremos: —y —y —t +t¢ =
0= —2y =0= y=0. Assim, ficamos com as condigoes: t =y =0e z =1, com z,t € R livres.
Logo:

UOW={(m,y,z,t)€R4|x=y=Oez=t}

Podemos também dar um valor para a variavel z que esté livre, por exemplo z = 1, assim teremos
x=y=0ez=1t=1,logo a intersecgao U N W seré o subespago gerado pelo vetor (0,0,1,1),
ou seja, UNW =[(0,0,1,1)].

Exemplo 5: Considere o espago vetorial real M,,(R), das matrizes n X n, e os subespagos:

U={AeM,(R)|A"= 4}

W ={BeM,(R) | B' = -B}



A interseccao U NW € a matriz nula Oy, (R)-

O conjunto U é o subespago das matrizes simétricas, e W é o subespago das matrizes antis-
simétricas, ou seja, uma matriz M que pertence a interseccdo U N'W deve satisfazer:

M'=M=—-M

Mas a tinica matriz que satisfaz essa condi¢ao é a matriz nula n x n.



