Exemplos - Diagonalizacao de Operadores
Lineares

Exemplo 1: Considere o operador linear T : R? — R2, dado por T(z,y) = (x,2z + y).
Vamos encontrar os autovalores e autovetores de T. A matriz que representa T com relagio a
base canénica B do R? é:

10

O polinomio caracteristico de 1" é o polinémio caracteristico de (7") g dado por:

1—A 0

o) = ety - = | 1

-y

Os autovalores de T sdo as raizes do polindémio caracteristico:
pPAN=021-2)?=0(1-N1-N=0a)r=1

Observe que A = 1 aparece duas vezes como raiz do polinémio caracteristico de T, logo a
multiplicidade algébrica de A =1 é igual a 2. Para este autovalor, temos:

T(z,y) = Mz,y) © (z,2z+y) = l(z,y) ©2x+y=y<x=0

Assim, os autovetores associados a A = 1 sao da forma v = (0,y) = y(0,1). Uma base para o
subespago Sy € {(0,1)}, portanto dim(Sy) = 1, logo a multiplicidade geométrica de A = 1 & igual
a 1. Observe que as multiplicidades algébrica e geométrica de um mesmo autovalor nem sempre
sao iguais.

Exemplo 2: Considere o operador linear 7 : R? — R? dado por T(x,y) = (y,z). Os
autovalores de T'sao Ay =1 e Ay = —1. Para A\; = 1, temos:

T(xay) = )\l(x7y) Ang (y7$) = 1(.%',y) T =Y

Os autovetores de T associados a A\; sdo da forma vy = (z,z) = x(1,1). Para Ay = —1, temos:

T(xvy) = )‘Q(xay) A (y,l’) = _1('7:73/) <Yy=-—

Assim, os autovetores de T associados a A9 sdo da forma ve = (z, —x) = z(1, —1).

Considere dois autovetores de T, por exemplo, (1,1) e (1,—1). Esses vetores sao linearmente
independentes e como dim(R?) = 2, temos que B = {(1,1),(1,—1)} é uma base para o R?
formada por autovetores do operador T. Escrevendo as imagens dos elementos da base B, pela
transformacao 7', como combinacoes lineares dos elementos de B, temos:

T(1,1) = (1,1) = 1(1,1) +0(1, —1)

T(1,-1) = (=1,1) = 0(1,1) — 1(1, —1)

Portanto, a matriz que representa T com relacao a base B é:

(T)B:[(l) _(1)}

que é uma matriz diagonal, logo T' é um operador diagonalizavel. Observe que os elementos da
diagonal de (7')p s@o os autovalores de 7.



Exemplo 3: Considere o operador T': R?® — R3 dado por T(z,y,2) = (z +y, —y,2) e a
base candnica B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} do R3. A matriz que representa T com relacio a
base B é:

1 10
(T)p=1]0 -1 0
0 01
Portanto, o polinémio caracteristico de T é:

1-Xx 1 0
pN) =det(T)p —Az)=| 0 —1-X 0 |=(1—=A(=1-X\(1-2\)
0 0 1—AX

As rafzes do polinémio caracteristico de T' sao:
pA) =0 (1-N)(-1-N)1-XN)=0cA==+1

Assim, os autovalores de T s&o Ay = 1 com multiplicidade algébrica igual a 2 ¢ Ay = —1 com
multiplicidade algébrica igual a 1. Para A; = 1, temos:

r+y==x

Sy=0
—y=y 7

T(.’E, Y, Z) = )\1(%% Z) <~ (.’IJ +Y, -y, Z) - 1('%" Y, Z) g {
Assim, os autovetores de T associados a A\; = 1 sdo da forma vy = (z,0, 2) = 2(1,0,0)+2(0,0, 1).
Observe que {(1,0,0), (0,0,1)} é uma base para o subespago S),, logo a multiplicidade geométrica
de A1 éigual a 2. Agora, para Ay = —1, temos:

THYy=-— y=—2x
T($>y7z) = )\2($,y, Z) ~ ('CU +ya _yaz) = _1(x7ya Z) <~ —Yy=-Yy < { =10
z=—z
Assim, os autovetores de T associados ao autovalor Ao = —1 sdo da forma ve = (z,—2z,0) =

z(1,—2,0). Observe que {(1,—-2,0)} é uma base para S),, logo a multiplicidade geométrica de
Ao éigual a 1.

Considere entdo o conjunto {(1,0,0),(0,0,1),(1,—2,0)}. Esse conjunto é linearmente indepen-
dente, e como dim(R3) = 3, temos que C = {(1,0,0), (0,0, 1), (1,—2,0)} é uma base para o R,
formada por autovetores de T'. Portanto, T' é um operador diagonalizavel. Escrevendo as ima-
gens dos elementos da base C, pela transformacao 7', como combinagoes lineares dos elementos
de C, temos:

7(1,0,0) = (1,0,0) = 1(1,0,0) 4+ 0(0,0,1) + 0(1, —2,0)

T(Oa Oa 1) = (07 07 1) = 0(17 07 0) + 1(0’ Oa ]-) + 0(1? _27 0)
T(la _27 0) = (_17 27 0) = 0(17 Oa 0) + O(Ov 07 1) - 1(17 _27 0)
Portanto, a matriz que representa 1" com relacdo a base C' de autovetores é:

10 0
(T)e=101 0
00 -1

que é uma matriz diagonal.

Exemplo 4: Considere o operador linear 7 : R? — R? dado por T(z,y) = (z + y,y).
Tomando a base canonica B do R?, a matriz que representa T com relacio a base B é:

(T)BZ[(l) i]

2



Portanto, o polinémio caracteristico de T é dado por:

1—2A 1

p(A) =det((T)p — A2) = ‘ 0 Y

RICEPIEDY

Assim, a raiz do polindémio caracteristico ¢ A = 1, com multiplicidade 2. Logo, o operador T
possui um autovalor A = 1 com multiplicidade algébrica igual a 2. Nesse caso, temos:

T(z,y) = Nz,y) & (z+y,y) = (z,9) ©y=0

Portanto, os autovetores de 1" associados ao autovalor A = 1 sao da forma v = (z,0) = z(1,0).
Uma base para Sy é {(1,0)}, e assim, o autovalor A tem multiplicidade geométrica igual a 1.
Como dim(IR?) = 2, observe que para formarmos uma base para o R? com autovetores de T
precisamos de 2 autovetores linearmente independentes, mas os tnicos autovetores de T sao da
forma z(1,0) e quaisquer dois que tomarmos serao linearmente dependentes, pois serdo multiplos
um do outro. Logo, ndo podemos obter uma base para o R? formada apenas por autovetores
do operador linear T, assimm 1" ndo é diagonalizavel. Observe que as multiplicidades algébrica e
geométrica do autovalor A nao sao iguais.

Exemplo 5: Considere uma matriz diagonal A, por exemplo:
2 0
=[5
E claro que A é uma matriz diagonalizavel, bastando tomar como matriz diagonalizante I, a
matriz identidade de ordem 2 e como matriz diagonal a propria matriz A. De fato, temos que:
A=TAT"?
Logo, A é diagonalizavel.

Exemplo 6: Considere a matriz A dada por:

1=lo 2]

O polinémio caracteristico de A é dado por:

1—A 2

p(A) = det(A — \p) = ‘ 0 —2-_1

RIEDICESY

As rafzes do polindmio caracteristico sao p(A) =0 (1 - A)(-2—-A) =0 A =1ou = -2

Portanto, A possui dois autovalores A\; =1 e Ay = —2. Para A{, temos que:
AX=nX e | b 2T o e | Tt 2e2 1] ) 2
0 —2 X9 ) —2x9 €2

Assim, os autovetores da matriz A associados ao autovalor Ay = 1 sdo da forma:

x 1
=[5 =alo]
Para Ay = —2, temos que:

. 1 2 Ty T r1 + 229 . —2xq __§
ooy 2] [ ][



Assim, os autovetores de A associados ao autovalor Ao = —2 sdo da forma:

T 1
2 2
3

Observe que (1,0) e (1,—%) s@o linearmente independentes, portanto A possui 2 autovetores

linearmente independentes, o que implica que a matriz A é diagonalizavel. De fato, basta tomar
a matriz diagonalizante U e a matriz diagonal D dadas por:

1 1 1 0
=[o 4] e oeelo 2]
Observe que as colunas de U sdo os autovetores de A e a matriz diagonal D foi construida com

os autovalores de A. Temos que A é semelhante a matriz D, ou seja, A = UDU™!, de fato,
podemos verificar que:

B o[t 171 o1 27 [1 2
A=UDU _[0 -3 ]l0 =2]]o0 —% S0 -2
Assim, A é uma matriz diagonalizavel.

Exemplo 7: Considere a matriz A dada por:

0 2
=[]
O polinémio caracteristico de A é dado por:
p(A):det(A—/\Iz):‘ OIA 13/\ ‘:—)\(1—/\)—2:/\2—)\—2

As raizes do polinémio caracteristico sdo:

pAN)=02X -A-2=02)X=—1ou A=2

Assim, A1 = —1 e Ay = 2 s@o autovalores de A. Para o autovalor A\{, temos que:
AX = aX o | Q2|0 o T | B2 Uy — oy
1 1 To 9 T+ X2 —T2
Portanto, os autovetores de A associados ao autovalor A1 sdo da forma X, = xo [ _? ] Para o

autovalor Ay = 2, temos que:

e | P e Y R Pl B B
xr1 + X2 29

. - 1
Portanto, os autovetores de A associados ao autovalor Ao = 2 sdo da forma Xo = 3 [ 1 ]

Como os autovetores (—2,1) e (1,1) sao linearmente independentes, temos que A é uma matriz
diagonalizavel, basta tomar U a matriz diagonalizante cujas colunas sdo os autovetores de A
linearmente independentes e a matriz diagonal D cujos elementos da diagonal sdo os autovalores

de A:
-2 1 -1 0
U‘{ 1 1] ¢ D‘[ 02}
De fato, podemos ver que:

=[] 51G0 D

Logo, A & uma matriz diagonalizavel.



