Exemplos - Base e Dimensao

Exemplo 1: {(1,0),(0,1)} ¢ uma base para o espaco vetorial real R?, que chamamos de
base canénica do R?.

De fato, o conjunto {(1,0),(0,1)} é L.I., uma vez que a equagao:
al(la 0) + a2(07 1) = (07 0)
s6 é possivel para oy = ag = 0. E além, disso, o conjunto gera todo o R?, uma vez que qualquer
v = (z,y) € R? pode ser escrito como (z,y) = x(1,0) + y(0, 1).
Assim, {(1,0),(0,1)} é uma base para R2.
Portanto, dim(R?) = 2.
Exemplo 2: {(1,1),(0,1)} é uma base para R?.

Tomando a equacao:
041(17 1) + a2(07 1) = (07 0) =

{ a1 = 0

=

ar+ag =0

Obtemos um sistema que tem solugdo: a3 = ag = 0. Logo, {(1,0),(0,1)} & L.I.

Além disso, {(1,0),(0,1)} gera todo o R?, uma vez que todo v = (z,y) € R? pode ser es-
crito como (z,y) = x(1,1) + (y — x)(0,1). Assim, {(1,0),(0,1)} é uma base para R2.

Como era de se esperar, dim(R?) = 2.
Exemplo 3: {(1,0),(0,1),(2,1)} NAO ¢ uma base para R?.
Podemos escrever o elemento (2,1) como combinagao linear de (1,0) e (0,1) da forma: (

2,
2(1,0) +1(0,1) = 2(1,0) + 1(0,1) — 1(2,1) = (0,0). Portanto, temos que {(1,0), (0,1), (2
nio ¢ L.I., logo ndo pode ser uma base para R2.

1) =
1)}

Exemplo 4: {(1,0,1),(2,0,0)} NAO ¢ uma base para R>.

O conjunto {(1,0,1),(2,0,0)} & L.I., porém néo gera todo o R?. Tome um v = (z,y, z) € R, ndo
podemos escrever qualquer elemento dessa forma como combinagao linear de {(1,0,1),(2,0,0)},

uma vez que:
(z,y,2) = a1(1,0,1) + 2(2,0,0) =

a1+ 200 =x
= 0=y
a1 =z

Ou seja, temos uma restricdo para a coordenada y do vetor (z,y,2) € R3, ou seja, o conjunto
{(1,0,1),(2,0,0)} gera apenas os elementos da forma (x, 0, z), mas nio gera todo o R3, portanto,
nao pode ser uma base para R3.

Exemplo 5: {(1,1,1),(—1,1,0),(1,0,—1)} € uma base para o espago vetorial R3.

Vamos mostrar que o conjunto é L.I. Tomando a equagao:

a1(1,1,1) + as(—1,1,0) + a3(1,0,—1) = (0,0,0) =



a]—as+a3=0 a; —ag+az3 =0

= ar+as =0 escalonamentg as —2a3 =0
ar —az =0 3az =10
Obtemos um sistema linear homogéneo, cuja tnica solucdo é a; = as = az = 0. Logo,

{(1,1,1),(-1,1,0),(1,0,—1)} & L.I.

Além disso, este conjunto gera todo o R3. Tomando um elemento v = (x,y,2) € R? pode-
mos escrevé-lo como:

(.’L‘, Y, Z) = 61(17 1> 1) + 52(_17 17 0) + ﬁ3(17 07 _1) =

B1—B2+pP3=1x Pr— P2+ pPs=x
= b1+ 0=y =< Po—203=2z—=
pr— B3 ==z 3Bs =y +ax—2z

Obtemos um sistema linear que tem solugao tnica. Dessa forma, podemos determinar os esca-
lares 31, 32, B3 de modo que todo vetor (z,y,z) € R3 pode ser escrito como combinacio linear
dos elementos (1,1,1),(—1,1,0),(1,0,—1). Assim {(1,1,1),(—1,1,0),(1,0,—1)} gera todo R3 e
¢ L.I. logo, é uma base para R3.

Portanto, dim(R3) = 3.

Exemplo 6: {1,$,$2, ,:B”} € uma base para o espago vetorial dos polindmios de grau me-
nor ou igual a n, P,(R), conhecida como base canodnica de P,(R).

2

De fato, o conjunto {1,:1:,:[3 ,...,:U”} é L.I. uma vez que:

a1 + asx + a3 + ..+ appia” = 0+ 0z + 022 + ... + 0z"

s6 vale para a1 = az = ... = apy1 = 0, uma vez que dois polindémios s6 sdo iguais se todos os
coeficientes sao iguais.

Além disso, {1,:6,1’2, ,:U”} gera todo o espago de polindmios de grau menor ou igual que
n, uma vez que qualquer p(z) € P,(R) pode ser escrito como: (1 + fax + f3z? + ... + Bua™.
Logo, {1,3:,3:2, ,a:”} ¢ uma base P,(R).

Portanto, dim(P,(R)) =n + 1.

Exemplo 7: {(0,1,2),(1,1,1),(0,2,0),(2,5,4)} NAO ¢ uma base para R?, mas podemos
extrair uma base para R? desse conjunto.

De fato, podemos verificar que: (2,5,4) = (0,1,2) + 2(1,1,1,) + (0,2,0), ou seja, (2,5,4) é
combinacao linear dos demais elementos do conjunto, o que faz com que o conjunto seja L.D. e
nao possa ser uma base para R3.

Podemos extrair o elemento (2,5,4) desse conjunto e assim, {(0, 1,2), (1,1,1),(0,2,0)} sera L.I.,
uma vez que, tomando a equagao:

a1(0,1,2) + a2(1,1,1) + 3(0,2,0) = (0,0,0) =

QQZO
= a1 +ag+a3 =0
200 + a2 =0



Obtemos um sistema linear homogéneo cuja tnica solugao é a3 = ag = as = 0, logo o conjunto
é L.I.

Como dim(R3) = 3 e {(0,1,2),(1,1,1),(0,2,0)} possui trés elementos e ¢ L.I., logo forma uma
base para R3, pois se nio formasse, pelo Teorema 4 (Completamento) poderiamos completa-lo
até formar uma base, mas caso isso ocorra, formariamos uma base com mais de trés elementos, o
que contradiz o Teorema 3, de que qualquer base para um espago vetorial tem o mesmo niimero
de elementos. Assim, {(0,1,2),(1,1,1),(0,2,0)} ¢ uma base para R3.

Exemplo 8: Determine uma base para o subespago S = {M € My(R) | M* = M} de Ma(R),
subespaco das matrizes simétricas de ordem 2 X 2.

Vamos determinar um conjunto de geradores para S. Qualquer matriz simétrica de ordem 2 x 2

é da forma:
a b 1 0 0 1 0 0
5 e=elool#e[ Voo 1]

10 0 1 0 0 , .
Logo, {[ 0 0 ] , [ 1 0o } , [ 0 1 ]} é um conjunto de geradores para o subespago S.

Tomando a equagao:

alb 0] [0 fo0)_[oo]
1o o 211 0 3101|110 0

ar =0
042:0
= as =0
043:()

Dessa forma, a equacéo s6 tem a solucdo a; = as = ag = 0 e portanto, o conjunto

{ { (1) 8 } , [ (1) (1) ] , [ 8 (1) ]} é Linearmente Independente, e gera o subespago S, logo forma

uma base para S.

Portanto, dim(S) = 3.



