Exemplos - Algebra das Transformacoes
Lineares

Exemplo 1: Considere F,G e H operadores lineares em R?, dados por: F(z,y) = (z,2y),
G(z,y) = (y,z+y), H(x,y) = (0,z). Determinar: F+G, F+3G—H, FoG, GoF, Go(H+F),
GoH, HoF,HoGoF e GoFoH.

Neste caso, todas as aplicacoes estdo bem definidas, pois F,G e H sdo ambos operadores li-
neares de R?. Assim, temos:

o (F+G)(x,y) = F(z,y) + G(z,y) = (z,2y) + (y, 2 +y) = (z +y, 2+ 3y);

o (F+3G—H)(x,y) = F(x,y)+3G(z,y) — H(z,y) = (z,2y) + 3(y,z+y) — (0,2) =
(z + 3y, 2z + by);

o (FoG)(v,y)=F(G(z,y)) = F(y,z +y) = (y,22 + 2y);
o (GoF)(z,y)=G(F(r,y) = G(z,2y) = (2y,z + 2y);

o (Go(H+F))(z,y) = G((H + F)(z,y)) = G(H(z,y) + F(z,y)) = G((0,z) +
(z,2y)) = Gz, z + 2y) = (z + 2y, 2z + 2y);

* (GoH)(x,y) =G(H(x,y)) = G(0,z) = (z,z);

o (HoF)(x,y) = H(F(x,y)) = H(z,2y) = (0,2);

o (HoGoF)(x,y) = HG(F(x,y)) = H(G(x,2y) = H(2y,z +2y) = (0,2y);

o (GoFoH)(wy) =GF(H(z,y) = GF0,z)) = G(0,2z) = (2z,2x).
Exemplo 2: O operador linear de projecio sobre o eizo x:

T: R2? — R2
(z,y) — T(z,y) = (x,0)

€ um operador idempotente.
De fato, temos que:
T*(z,y) = (T o T)(z,y) = T(T(z,y)) = T(x,0) = (z,0)

Assim, T? = T e o operador é idempotente. Observe que com a transformacio T, cada elemento
(x,y) € projetado no eixo x e, uma vez no eixo x, sua proje¢do coincide com ele mesmo.
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Figura 1: O operador linear T' é um operador idempotente.

Exemplo 3: O operador linear de reflexdo em torno do eizo x:
T: R? — R?
($, y) — T($7 y) = (l’, _y)

é um operador auto-reflezivo.

De fato, temos que:
T*(2,y) = (T o T)(x,y) = T(T(x,y)) = Tz, ~y) = (z, —(~y)) = (,y)

Assim, T? = I e o operador é auto-reflexivo. Observe que com a transformacdo T, cada elemento
(x,y) é refletido com relacdo ao eixo x e, uma vez refletido, sua reflexdo volta a ser o proprio
elemento (x,y).
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Figura 2: O operador linear T' é um operador auto-reflexivo.

Exemplo 4: O operador linear do R? dado por T(z,y, z) = (0,0, ) é um operador nilpotente.

De fato, temos que:
Tz(l‘a Y, Z) = (T o T)(ﬂj‘, Y, Z) = T(T@:? Y, Z)) = T(Ov 0, 1:) = (Oa 0, O)

Assim, T? = E, com E a transformacao nula, logo, T' ¢ nilpotente.

Exemplo 5: Considere os operadores lineares do R? dados por: F(x,y) = (—x,—y) e
G(z,y) = (22,2y). Determine F o G.
A aplicacdo F o GG esta bem definida. Temos que:
(FoG)(z,y) = F(G(z,y) = F(2z,2y) = (22, —2y)

O operador G é uma expansao, o vetor (z,y) é levado num vetor de mesma dire¢do e sentido,
mas com o dobro de tamanho. O operador F' é a reflexao em torno da origem (0,0). Logo, FloG
é a composicao de uma expansdo com uma reflexdo em torno da origem.
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Figura 3: F o G é a composicdo de uma expansdao com uma reflexdo em torno da origem.

Exemplo 6: Considere as transformacées lineares F : R? — R definida por: F(x,y) =
r—2y eG: R — R definida por: G(x) = 2z. Delermine, se possivel, as aplicagoes F + G,
FoGeGoPF.

Note que as aplicacdes F'+ G e F o G nao estdao definidas, uma vez que nao podemos somar um
elemento em R com um elemento em R?, e como G vai de R em R e F tem dominio em R?, ndo
podemos definir F' o G. Assim, podemos determinar apenas G o F':

(G o F)(x,y) = G(F(a,y)) = Gla — 2y) = 2z — 2y) = 20 — 4y



