Teorema - Transformacao Injetora

Teorema: Sejam U e V espagos vetoriais sobre um corpo K e T : U — V' uma transfor-
magao linear. Entao, T € injetora se, e somente se, N(T) = {ey}, ou seja, se o nicleo de T
possut apenas o elemento neutro do dominio U.

Demonstragao: (=) Suponhamos que T é injetora. Isto é, T(u1) = T(u2) = ui = ue,
para todo uq,us € U.

Considere u € N(T), assim, T(u) = ey, Mas, como T é transformagao linear, sabemos que
T(ey) = ey. Logo, T(u) = T'(ey). Usando a hipotese de que T' é injetora, temos que u = ey .
Assim, o nicleo de T possui apenas o elemento neutro de U, ou seja, N (T') = {ey}.

(<) Supondo agora que N(T) = {ey}. Dados uj,us € U e como T é transformagao linear,
temos que:

T(uy) =T(uz) = T(u1) — T(uz) = ey = T(u; —uz) = ey = uy —uz € N(T)

Mas, como, por hipdtese, o nicleo da transformagdo T tem apenas o elemento neutro de U,
temos que ter:
Ul — U2 = ey = U] = U2

Assim, chegamos a implicacao T'(u1) = T'(u2) = u1 = ug, o que mostra que 7' é injetora.



