Teoremas - Polinomio Caracteristico

Teorema: Matrizes semelhantes possuem o mesmo polindémio caracteristico.

Demonstracao: Sejam A e B duas matrizes de ordem n semelhantes, isto é, existe uma matriz
M de ordem n tal que: A= M"1'BM. Como M~'M = I,,, temos que:

det(A — \I,) = det(M1BM — \I,,) = det(M*BM — AM~*M) = det(M (B — \I,)M) =
= det(MV)det(B — \,,)det(M) = det(M~")det(M)det(B — \I,,) =
= det(M 1 M)det(B — \I,,) = det(I,)det(B — \I,,) = det(B — \I,,)
E assim, mostramos que det(A—\I,,) = det(B—\I,), ou seja, A e B possuem o mesmo polinémio

caracteristico.

Teorema: Sejam V um espaco vetorial sobre um corpo K e T : V — V um operador linear.
Considere B e C bases ordenadas para V. Entao,

(T)e = [M]Z (T)5 [M]5

onde [M]G e [M]5 sio as matrizes de mudanca da base B para a base C e de mudanga da base C
para a base B, respectivamente. Ou seja, as matrizes (T)p e (T)¢, que representam o operador
linear T" com relacao as bases B e C, respectivamente, sao semelhantes.

Demonstragdo: Seja v € V. As coordenadas de v com relagdo as bases B e C sdo [v]p e

[v]c, respectivamente. Sabemos que [v]p = [M]§ [v]c, logo temos:

[T()]s = (T)5 [v]s = (T)5 [M]F [v]c

para todo v € V. Assim, como (T)¢ = [M]3 (T)p, temos que:

[T(v)]c = (T)c [ve = [M]E [T(v)]s = (M]E (T)5 [M]5) e = (T)c = [M]g (T)5 [M]E

Assim, mostramos que duas matrizes que representam um mesmo operador linear, com relagao
a duas bases distintas, sdo semelhantes.

Teorema: Sejam V um espaco vetorial de ordem n e T um operador linear. Entao, os
autovalores \ de T sdo as raizes do polindmio caracteristico p(\) do operador linear 7.

Demonstragao: Os autovalores de 7" sdo os A tais que T'(v) = Av, para algum v € V, v # ey.
Como v = Iy (v), com Iy a transformagao identidade em V| temos:

Tw)=M<TwW) =Ny ©Tw) —ANyv)=ey < (T —A,)(v) =ey

Essa ultima equagao s6 possui solugdo nao nula se N(T — Aly) # ey, ou seja, se o nicleo do
operador linear T'— Aly nao tiver somente o elemento neutro de V. Seja (T)p a matriz que
representa o operador T, com relacdo a uma base qualquer B de V, entdo, a matriz (T)p — AL,
representa o operador linear T'— AIy. Desse modo, como N (T — Ay) # ey, o operador T'— Ay
nao é invertivel e portanto a matriz que o representa em qualquer base também nao seré, isto é,

det((T)p — M) =0

Mas esse determinante ¢ o polindmio caracteristico da matriz (T')p, que é o polinémio caracte-
ristico de T'. Assim, A é um autovalor de T" se p(A) = 0, ou seja, os autovalores de T sdo as raizes
do polinémio caracteristico de T'.



