Teorema 1: Sejam Ax = b e Cx = d dois sistemas lineares. Se o segundo sistema ¢é obtido
aplicando-se uma sequéncia de operagoes elementares sobre as equacoes do outro, ou seja, se a matriz
ampliada [ C ‘ d } é obtida aplicando-se uma sequéncia de operagoes elementares sobre as linhas da
matriz [ A ‘ b ], entdo os dois sistemas sao equivalentes.

Demonstracao: Vamos demonstrar que aplicando cada uma das operacoes elementares sobre as
equacoes do sistema, ndo alteramos seu conjunto solugao:

(i) Se Cx = d ¢ obtido permutando-se duas equagoes do sistema Az = b, entdo eles ainda pos-
suem as mesmas equagoes e é claro que possuem o mesmo conjunto solugao.

(ii) Se z = (71, Z2, ..., Tpn) € solugdo da equacdo a;1z1 + aex2 + ... + @iz, = b;, multiplicando essa
equagao por um escalar o # 0, obtemos:

alapnzy + aipra + ... + ainxy) = ab; & alanry) + a(aipr2) + ... + a(amz,) = ab; <

< (aain)z1 + (aap)re + ... + (Qap) T, = ab;

e T ainda ¢ solucao dessa nova equagao. Logo, multiplicando-se uma equacao do sistema por um esca-
lar, o novo sistema possui o mesmo conjunto solugao.

(iii) Sejam a;1z1 + aipx2 + ... + ainxy, = by € ajiz1 + ajors + ... + ajpxy, = bj duas equagdes dis-
tintas do sistema Az = b, do qual z = (Z1,Z2,...,Ty) € solucdo. Se somarmos a equacao i com a
equacao j multiplicada por um escalar «, temos:

(aﬂxl + ajoxo + ... + ainmn) + a(ajlxl + ajore + ... + ajnwn) =b; + Oébj =

= (aﬂxl + ajoro + ... + amxn) + (aajlxl + aajory + ... + aajnxn) =b; + Ckbj =
= (aﬂ:cl + ozajl:rl) + (aiQI'Q + O((ljg.fQ) —+ ...+ (aml'n + aajnxn) =b; + Otbj =
& (a1 + aaji)zy + (a2 + aajo)xs + ... + (ain + @ajn), = b; + ab;

E entdo, T é também uma solucao dessa nova equacao. Portanto, somando-se uma equacao do sistema
com outra multiplicada por um escalar, obtemos um novo sistema com mesmo conjunto solucdo. M

Teorema 2: Sejam A uma matriz m X n e E uma matriz elementar, m X m, que representa uma
certa operacdo elementar de linhas. Entdo, a matriz F' = FA é a matriz obtida quando esta mesma
operacao elementar é aplicada sobre as linhas de A.

Demonstracao: Faremos a demonstracao em trés partes, uma para cada operacao elementar. Deno-
taremos por e;;, com ¢ = 1,...,me j = 1,...,m, o elemento na linha i e coluna j da matriz identidade I,,.

(a) A matriz E representa a operagao elementar: permutar as linhas r e s. Neste caso, analisando as
linhas de E:

(I) para as linhas i = 1,2,...,m, i # r, i # s temos: e;; =1 e e;; =0, j # .

(II) para a linha r temos: e, =0, e, =1 ee,; =0, j # s.

(ITIT) para a linha s temos: €43 =0, er =1 e ey =0, j # 1.

Queremos mostrar que F' = E A corresponde a matriz A com as linhas r e s trocadas. Os elementos
das linhas i =1,2,...,m, i # r, i # s de F sdo da forma (para j =1,...,n):

m
fii = einar; = eiaij = a;
k=1
uma vez que, por (I), somente para k = i teremos e;; = 1 e as outras parcelas do somatorio se anulam.
Portanto, as linhas diferentes de r e s em F s@o iguais as linhas correspondentes de A. Os elementos
da linha r de F' sdo da forma (para j =1,...,n):



m
frj = Z ErkQkj = €Erslsj = Qgj
k=1
uma vez que, por (IT), somente para k = s teremos e, = 1 e as demais parcelas do somatorio se
anulam. Portanto, a linha r de F' é igual a linha s de A. Por fim, os elementos da linha s de F' sdao da
forma (para j =1,...,n):

m
fsj = Zeskakj = Esrlrj = Qrj
k=1
uma vez que, por (III), somente para k = r teremos es;, = 1 e as demais parcelas do somatoério se
anulam. Portanto, a linha s de F' & igual a linha r de A. Assim, mostramos que F' corresponde &
matriz A com as linhas r e s trocadas.

(b) A matriz E representa a operagao elementar: multiplicar a linha r por um escalar o nao nulo.
Neste caso, as linhas ¢ = 1,2,...,m, ¢ # r de E sdo iguais as linhas correspondentes da matriz identi-
dade I,,,, ou seja, para todo @ # r temos: e; = 1 e ¢;; = 0, j # i. Para a linha r temos: e, = a e

erj =0,75#r.

Queremos mostrar que F© = EA corresponde & matriz A com a linha r multiplicada pelo escalar
a. Os elementos das linhas ¢ = 1,2,...,m, i # r de F sao da forma (para j = 1,...,n):

m
fij = Z €ikAkj = €iiQij = Qjj
k=1
uma vez que e; = 1 e ¢;p = 0, k # i. Portanto, as linhas diferentes de r em F' sfo iguais as linhas
correspondentes de A. Os elementos da linha r de F' sdo da forma (para j = 1,...,n):

m
frj = Zerkakj = CprQrj = Qlyrj
k=1
uma vez que e, = o e e,; = 0, j # r. Portanto, a linha r de F' corresponde & linha r de A multipli-
cada pelo escalar ov. Assim, mostramos que F' corresponde & matriz A com a linha r multiplicada pelo
escalar a.

(¢) A matriz F representa a operacdo elementar: somar a linha 7 a linha s multiplicada por um
escalar o nao nulo. Neste caso, as linhas ¢ =1,2,...,m, i # r de F sao iguais as linhas correspondentes
da matriz identidade I,,, ou seja, para todo ¢ # r temos: e; = 1 e ;5 = 0, j # ¢. Para a linha 7 temos:
ers =, e =1lee; =0,7#1rej#s.

Queremos mostrar que F' = FA corresponde a matriz A com a linha r somada com a linha s mul-
tiplicada pelo escalar a. Os elementos das linhas ¢ = 1,2,...;m, i # r de F sdo da forma (para
j=1,...,n):

m
fij = Z CikQkj = €Ciiij = Aj
k=1
uma vez que e; = 1 e ¢;p = 0, k # i. Portanto, as linhas diferentes de r em F' sd0 iguais as linhas
correspondentes de A. Os elementos da linha r de F' sdo da forma (para j = 1,...,n):

m
frj = E €rkQkj = Crrlrj + €rsQs] = Arj + Qls;
k=1
uma vez que ey = 1, e, = a e 0s demais termos do somatoério se anulam. Portanto, a linha r de F
corresponde & linha r de A somada com a linha s multiplicada pelo escalar . Assim, concluimos a



demonstracao.

Logo, a matriz F = EA é obtida a partir de A realizando sobre ela a mesma operagao elementar
representada pela matriz E. [ |

Teorema 3: Toda matriz elementar é invertivel e a inversa é também uma matriz elementar.

Demonstragao: Considerando a matriz identidade I,,, e aplicando sobre suas linhas uma opera-
¢ao elementar obtemos uma matriz elementar E. Se quisermos recuperar a matriz identidade a partir
de F basta aplicarmos sobre ela uma operacdo elementar inversa, que pode ser representada por uma
matriz F, isto é, FE = I,;,. Além disso, ' também representa uma operacao elementar aplicada sobre
I, e a matriz identidade pode ser recuperada de F' se aplicarmos sobre ela a operacao representada
por E, isto é, EF = I,;,. Logo, temos:

EF=FFE =1,

e portanto, a matriz elementar E é invertivel e F' é sua inversa, que também é matriz elementar. W



