Teorema do Ntcleo e da Imagem

Teorema do Niucleo e da Imagem: Sejam U e V' espagos vetoriais de dimensdo finita
sobre um corpo IK. Considerando a transformacao linear T : U — V| entdo:

dim(U) = dim(N(T)) + dim(Im(T))
Ou seja, a soma das dimensoes do nicleo e da imagem de T € igual a dimensdo do dominio U.

Demonstragao: Vamos considerar By = {uy,...,u,} uma base para o nucleo de T, ou seja,
dim(N(T)) = r. O nutcleo de T é um subespago de U. Pelo teorema do completamento, a
base B; pode ser completada até obtermos uma base para U, By = {uy, ..., Uy, V1, ..., Vs }. Vamos
mostrar que B = {T'(v1),...,T(vs)} € uma base para a imagem de 7.

Dado v € Im(T), entao existe u € U tal que T'(u) = v. Mas, o elemento u pode ser escrito como
combinagao linear dos elementos da base By de U, ou seja,

U= Ul + ... + apuy + B101 + ..+ Bsvs
Assim, como T é transformacao linear, temos:
v=T(u) =T(1us + ... + ayu, + S1v1 + ... + Bsvs) =

=aT(u) + ... + T (uy) + 81T (v1) + ... + BsT'(vs) = L1 T (v1) + ... + BT (vs)

pois, como u, ..., u, pertencem ao nucleo de T', entao T'(u1), ..., T(u,) = ey.
Assim, dado um v € Im(T'), mostramos que ele pode ser escrito como combinacdo linear dos
elementos do conjunto B, logo, Im(T) = [{T(v1), ..., T(vs)}];

Falta mostrar que B é L.I. Considere a combinagao linear nula:

ﬁlT(Ul) + ...+ ﬁST(US) =ey = T(ﬁlvl + ...+ 63“3) =€y

Dessa forma, S1v1 + ... + Bsvs € N(T'). Logo, esse elemento pode ser escrito como combinagao
linear dos elementos da base do niicleo, Bi:

B1v1 + ... + Bsvs = aqug + ... + Uy = @quy + .o+ Qpup + (=B1)v1 + oo+ (—Bs)vs = ey

Como By = {uq,...,up,v1,...,0s} € base de U, entao é L.I., logo todos os escalares da tltima
igualdade sdo nulos. Em particular, 81 = ... = 85 = 0. Assim, provamos que B é L.I. e gera a
imagem de 7', logo é uma base para Im(T'), desta forma dim(Im(T)) = s.

Como dim(U) = r + s, entao:

dim(U) =r + s = dim(N(T)) + dim(Im(T))



