Teoremas - Matriz de uma Transformacao
Linear

Teorema 1: Sejam F e G transformagoes lineares pertencentes a L(U,V') e, B e C bases de
U eV, respectivamente, entdo:

(¢) (F+G)pc = (F)pc+(G)pe-

(b) (AF)p,c = AF)pB,c, para todo X € K.

Demonstracao: Considere B = {uy, ..., u,} a base para U e C = {vy,..., v, } a base para V.
As imagens dos elementos da base B pelas transformages F' e G pertencem a V', logo, podem
ser escritas como combinagdo linear dos elementos da base C, assim:

uj) = Zaijvi e Guy) = Z/Bijvi
i=1 i=1

com «;j,B3i; € K, parai=1,...mej=1,...n
Desse modo, temos que:

(F + G)(uj) = F(uj) + G(uy) Zoz”vz +Zﬁzﬂ’z = Z s + Bij)vi
i=1

Portanto, pela definicado da matriz de uma transformacao linear, temos:
(F+G)pc=F)pc+ (G)pe-

Além disso, temos que:
(AF)(uj) = AF(uy) )‘ZO‘UU% = Z A )v;
=1

Portando, ()\F)B,C = )\(F)B@*.

Teorema 2: Considere U,V e W espagos vetoriais, com as respectivas bases B,C e D.
Sejam F : U — V, G : V — W transformagoes lineares. Entao, a matriz da transformacao
linear composta Go F : U — W é o produto da matriz da transformacdo G pela matriz da
transformacao F, isto é:

(GoF)p,p=(G)c,p(F)pc

Demonstragao: Considere B = {uy,...,un},C = {v1,...,vn} e D = {wy,...,w,} bases para
U,V e W, respectivamente. Para cada elemento u; da base B temos:

(Go F)(u;) = G(F(u;)) =G (Z aiﬂi) = i G(v)
=1 =1

Mas, cada G(v;) pertence a W e pode ser escrito como combinagao linear dos elementos da base
D. Entao:

m P
(o F)a z% 0 =S 'S A Z(Zﬁm%) "
=1 k=1 k=1

Assim, os coeficientes da matriz (G o F)p p sao dados por > ", Bricvij, que sao os coeficientes
da matriz obtida pelo produto (G)c,p(F)p,c-



Teorema 3: Considere U e V espagos vetoriais de mesma dimensao n, B e C bases para U
e V, respectivamente. Seja T' um isomorfismo de U em V. Entdo, a matriz (T') g ¢ é inversivel e:

(D)= (T e

Isto é, a inversa da matriz que representa 1" com relagdo as bases B e C' é a matriz que representa
T~ com relacdo a estas mesmas bases.

Demonstragio: Sabemos que T(u) = v < T~ (v) = u, pois T' ¢ um isomorfismo. Entdo:
(To TV () = T(T~ () = T(w) = v = Iy (v)

Onde Iy é o operador identidade de V em V. A matriz que representa o operador Iy, com relacao
a base C' é a matriz identidade de ordem n. Portanto:

Iy=Iv)c=(ToT e =TT Ves
Analogamente, considerando a composta 7' o T : U — U temos:
ILn=y)p=(T""oT)p=(T""en(T)pc

Da definigio de matriz inversa, segue que (T)5'w = (T"Y)c,5.

Teorema 4: Sejam U e V espacos vetoriais de dimensoes finitas n e m, respectivamente.
Fixadas as bases B = {uy,...,up} de U e C' = {vy,...,v} de V, a aplicagio
T: LU, V) — M;,xn(R), que associa a cada transformacao linear de L(U, V') uma matriz em
relacao as bases B e C, é bijetora.

Demonstragao: Supondo F,G € L(U,V). Se (F)p,c = (G)B,c, entdo as respectivas colunas de
(F)p,c € (G)p,c sdo iguais e temos F(u;) = G(uj), para j =1,...,n. Dado u =Y ;", aju; € U,
temos:

Flu) =Y oiF(u) =) 0iG(u;) = G(u)
=1 =1

Assim, FF = G e portanto, a aplicagdo é injetora. Da propria definicio de matriz de uma
transformacao linear, segue que a aplicagdo é sobrejetora. Logo, a aplicacao é bijetora.



