Propriedades e Teoremas - Espacos Vetoriais

Teorema 1: O elemento neutro do espaco vetorial € inico.

Demonstragao: Considere V' um espaco vetorial e e; e ey elementos neutros da adicao em
V. Vamos demonstrar que e; = es.

(I) Se e1 é elemento neutro de V' e es é um elemento qualquer, entao temos: ey + €1 = eg, pela
definicdo do elemento neutro;

(IT) Agora, se ey é o elemento neutro de V' e e; um elemento qualquer de V', temos: e1 +es = e;.
Dessas duas igualdades, usando que a adigao é comutativa no espago vetorial V', temos:

eg =€zt ep=e1+ex =€ =e=¢€

. Logo, o elemento neutro de um espago vetorial é tnico.
Teorema 2: Eziste um tunico elemento oposto (—u) para cada u € V.

Demonstragao: Considere u € V e uy seu oposto. Entao, u + u; = €, onde e é o elemento
neutro de V.
Se ug também é elemento oposto de u, temos: u + us = e.
Logo, temos:
up =up +e=up + (u+ug) = (ug +u) +ug =e+uz = ug

Onde na primeira igualdade usamos a propriedade do elemento neutro, na segunda igualdade
usamos que ug é elemento oposto de u, na terceira usamos a associatividade do espaco vetorial,
na quarta usamos que u; é também elemento oposto de u e na tltima igualdade usamos nova-
mente a propriedade do elemento neutro.

Um espago vetorial satisfaz as propriedades:
(P1) Para todo a € R, ae = ¢, onde e é o elemento neutro da adi¢ao;

Prova: Temos que ae = a(e 4+ e¢) = ae + ae. Como ae estd em V ele possui elemento oposto
—(ce). Somando o oposto de ae dos dois lados da igualdade anterior temos:
(—(ae)) + ae = (—(ae)) + (ae + ae) = e = ((—(we)) + ae) + ae = e = e + ae = e = ae.

(P2) Ou = e, para todo u € V, com e o elemento neutro de V;

Prova: Temos que Ou = (0 + 0)u = Ou + Ou. Como Ou € V ele possui elemento oposto
—(0u). Adicionando o elemento oposto de Ou dos dois lados da igualdade anterior teremos:
(—(0w)) + 0u = (—(0u)) + (Ou + O0u) = e = (—(0u) + Ou) + Ou = e = e + Ou = Ou = e.

(P3) Paraa e Reu €V, au = e s6 é possivel se « =0 ou u = e;

Prova: (I) Supondo que a # 0. Entao, podemos dividir por a. Temos: au = e & Su =

S u= ée < u = e, onde na ultima implicagdo usamos a propriedade (P1), ja que é é um
escalar, que multiplicado pelo elemento neutro resulta no elemento neutro.

(IT) Agora, supondo que u # e iremos provar que o = 0:

Se a = 0 estd demonstrado;

Se aw # 0, por (I) temos que u = e o0 que é um absurdo, logo s6 podemos ter o = 0.

(P4) Para todo « € Retodou € V, (—a)u = a(—u) = —(au);



Prova: Temos que:
au+ (—a)u=(a+ (—a)u=0=ce¢

usando a condi¢ao M2 de espacos vetoriais e a propriedade P2.
Por outro lado, temos que:
au+ (—(au)) =e

Assim, au + (—(au)) = au + (—a)u, somando —au dos dois lados obtemos: —(au) = (—a)u.
Além disso, temos que:
au+ a(—u) =a(u+ (—u)) =ae=e
, pela condicao M3 de espagos vetoriais e a propriedade P3. Por outro lado, como ja vimos:
au+ (—(au)) =e
Assim, au + (—(au)) = au + a(—u), somando —awu dos dois lados obtemos: —(au) = a(—u).
Portanto, (—a)u = a(—u) = —(au).

(P5) Para quaisquer u,v € Ve a € R, a(u —v) = au — av;

Prova: Usando a condicao M2 e a propriedade P4 de espacos vetoriais, temos:

(@ =PBu=(a+(=f)u=au+ (=Plu=au+ (=(fu) = au - fu

(P6) Para quaisquer o, B € Reu eV, (o — f)u = au — PBu;
Prova: Usando a condigao M3 e a propriedade P4 de espagos vetoriais, temos:
alu—v) =alu+ (—v)) = au+ a(—v) = au+ (—(aw)) = au — aw
(P7) Para quaisquer f e aj,a,...,ap € R e up,ug,...,ur €V, B30 aiu; = Y i (Bag)u,.
Prova: Fazemos a prova por inducdo. A propriedade vale para r = 2, uma vez que:
Blarur + aguz) = fajuy + fagus

pela condigao M3 da multiplicagdo por escalar de espagos vetoriais.

Agora, supondo que a propriedade vale para r = k, ou seja:

k

k
B Z QiU = Z(ﬁ%)uz’
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i=1
Vamos mostrar que vale para r = k 4+ 1. Temos:

k+1 k

k
By aiui=f (Z iui + ak+1uk+1> =B i + Bagyiup =
i=1 =1

i=1

k k+1
=Y (Boi)ui + (Bags1)uesr = Y (Bov)u
i=1 =1
Onde na primeira igualdade usamos propriedades de somatorio, na segunda que a propriedade
P7 vale para r = 2, na terceira que a propriedade vale para r = k e na ultima usamos novamente
propriedade de somatorio.



