Teoremas - Diagonalizacao de Operadores
Lineares

Teorema 1: Sejam V um espago vetorial de dimensao n sobre K e T : V. — V um operador
linear. T é diagonalizavel se, e somente se, existe uma base B de V formada por autovetores de 7.

Demonstrag¢ao: Suponha que T é diagonalizével, ou seja, existe uma base B = {vy,...,v,}
de V tal que (T')p é diagonal:

M O - 0
0 X -+ 0
(T)p = : o :
0 0 - A

Tomando um elemento v; da base B, observe que, da maneira como & construida a matriz que
representa T’ com relagdo a base B, a coluna j da matriz (T')p é formada pelos coeficientes de
T (v;) escrito como combinacao linear dos elementos da base B, ou seja:

T(Uj) =0v; + ...+ )\jvj + ...+ 0v, = /\jvj

Assim, T'(v;) = A\jvj, para j = 1,...,n. Logo, v; é um autovetor de 7" associado ao autovalor A;
e portanto, a base B é formada por autovetores de T

Reciprocamente, suponha que B = {vy,...,v,} é uma base para V formada por autovetores
de T, isto é, T'(v;) = A\jvj, para j = 1,...,n, onde Aq,..., A, 580 os respectivos autovalores do
operador T'. Como as imagens dos elementos v; da base B pela transformacao linear T, escritos
como combinagdes lineares dos elementos de B, sdao da forma: T'(v;) = A\jv;, obtemos que:

M O - 0
0 X -+ 0
(T)p = : T :
0 0 - A\,

¢ a matriz que representa T com relagdo a base B, que é uma matriz diagonal. Logo, T' é um
operador diagonalizivel.

Teorema 2: Sejam V um espago vetorial sobre K e T': V — V um operador linear, com
A1, ..., A\ autovalores distintos de T e vy, ..., v 08 autovetores associados, respectivamente. En-
tdo, v1, ..., Uk sdo linearmente independentes.

Demonstragao: Faremos a demonstragdo por indugao matemética. Para k = 1 é claro que
v1 é linearmente independente, uma vez que vy # ey, pois v1 é um autovetor de T'. Agora, supo-
mos que seja valido para k, ou seja, para k autovalores distintos de 7' os autovetores associados
V1, ..., Vg sao L.I. Vamos mostrar que é véalido para k + 1, isto &, se T possui k + 1 autovalores
distintos, entao os k + 1 autovetores associados sao L.I. Considere a combinagao linear nula:

a1V + ..o+ QpUE + Qg1 V1 = ey

Aplicando o operador linear T nesta equacao e lembrando que T'(v;) = A\jv;, pois \; sdo autova-
lores de T associados aos autovetores v; para ¢ = 1, ...,k + 1, obtemos:

Q1A V1 + e+ QR ARVE + Qp1 AR 11Uk = eV



Multiplicando a primeira equagao por Agx4+1 e subtraindo da segunda equagdo, temos:
ar(Ar — Apg1)v1r + o+ ap(A — Apg1)ve = ev

Pela hipétese de inducdo, temos que vy, ..., v sdo linearmente independentes, assim temos que
ai(ANi — Agr1) =0 parai=1,....k Mas a;(N\j — M\kr1) =0 a3 =0 ou \; — A\grp = 0. Como
os autovalores de T' sdo distintos, isto é, A\; # Ax11 para i # k + 1, obtemos que «; = 0, para
1 =1,...,k. Substituindo na combinacao linear nula:

U1 F o+ RV + Q1 V1 = ey =

Qfy1Vgt1 = ey = gy =0

uma vez que vpi1 7 ey, pois € um autovetor de T. Dessa forma, mostramos que o; = 0 para
i=1,..,k+1, ou seja, vy, ..., U, Vp+1 a0 linearmente independentes.

Teorema 3: Sejam V um espago vetorial de dimensao finita sobre um corpo K e 7" um
operador linear sobre V. Entao, T é diagonalizavel se, e somente se:
(i) o polinémio caracteristico de T" possui todas as suas raizes em K;
(ii) a multiplicidade algébrica de cada autovalor de T' é igual a sua multiplicidade geométrica.

Demonstracao: Se T é um operador diagonalizdvel, pelo teorema 1 temos que V possui uma
base formada por autovetores de T'. Seja B = {v11,...,V1p,, .., Ukl, .o, Uk, ; €552 base, de modo
que em cada {v;1, ..., Vi, } estdo todos os autovetores associados ao autovalor \;, parai =1, ..., k.
A matriz que representa T’ em relacdo a base B é:

A1 O
A1

Ak

| O Ak
O polinémio caracteristico de T' é portanto:
p(A) =det((T)g — M) = (A = A) (A — A)"™

cujas raizes estao todas em K.

Para cada indice i, i = 1, ..., k, seja U; o subespaco gerado por {vj1, ..., vir, }. Um elemento u € U;
é combinacao linear de v;1, ..., v4, € portanto, € um autovetor associado ao autovalor A;, ou seja,
u € Sy,. Logo, temos U; C Sy,. Agora, tomando u € Sy, como combinacdo dos elementos de B:

U = 11011 + o + Qgry Viery,
Multiplicando por A; e utilizando que T'(u) = A\ju, uma vez que u € Sy,, temos:
Ai@11011 F oo X Uiy F e A1Vt o N, Vg, =
=Nu=T(u) =anT(ur) + ... + g, T (U, ) =

= AoVt + .+ A Ve o A1 V1 e A Qi Vi,

Comparando a primeira e tltima combinagdes lineares acima, obtemos:

Ai011 = A1, ooy AiQLpy = A1Q01py

AiQg1 = ARQET, ooy NiQgpy, = ApQiy



E assim:
a1] = ... =01y = .00 = a(ifl)l = .= O‘(ifl)r@,l) =

= Oé(i+1)1 = ... = a(i+1)r(i+1) = ... =0 = .= Qe = 0

Portanto, u = o;1vi1 + ... + a4, Vir, € assim u € U;. Logo, temos Sy, C U;. Dessa forma,
mostramos que U; = Sy, para i = 1,....k, o que implica que dim(Sy,) = dim(U;) = r; que
¢ a multiplicidade algébrica de \;. Portanto, os autovalores de T tém mesma multiplicidade
algébrica e geométrica.

Reciprocamente, sabemos que os autovalores de T sao as raizes do polindémio caracteristico
de T'. Como V tem dimensao n, o polinémio caracteristico de T terd grau n e se ele possui todas
as suas raizes em IK, entdo, pelo teorema fundamental da algebra, isso implica que T’ possui n
autovalores Ap, ..., Ay, nd0 necessariamente distintos. Como a multiplicidade algébrica de cada
autovalor de T' é igual a sua multiplicidade geométrica, é possivel associar a um mesmo auto-
valor um conjunto linearmente independente formado por autovetores, que serd uma base para
o subespago Sy. Além disso, os autovetores associados a autovalores distintos também serdo
linearmente independentes, pelo teorema 2. Dessa forma, T possui n autovetores linearmente
independentes e como dim (V') = n, temos que {vy,...,v,} ¢ uma base para V. Pelo teorema 1,

segue que T' é um operador diagonalizavel.

Teorema 4: Uma matriz quadrada A de ordem n é diagonalizavel se, e somente se, A possui
n autovetores linearmente independentes.

Demonstracao: Supondo que A seja uma matriz diagonalizavel, entdo existe uma matriz in-
vertivel U = [ Uy Uy - Uy ], onde u; sdo vetores coluna n x 1, tal que A = UDU™!, com

D uma matriz diagonal:
AN - 0

D= : Lo
0 - A\
Como A=UDU' = U 'AU = D = AU = UD, temos:

Al 0
AUzUD@A[ul Uy - un]:[ul Uy - un] e &
0 - A\
Aulz)\lul
<:>[AU1 AUQ Aun]:[)\lul )\QU,Q )\nun}@

Au,, = Mg,

Como U é invertivel, ndo pode ter colunas nulas, isto é, u; # ey . Portanto, Ay, ..., A, s80 au-
tovalores de A com w1, ..., u, 08 autovetores associados, respectivamente. E sendo U invertivel,
suas colunas sao linearmente independentes, e assim, A possui n autovetores linearmente inde-
pendentes.

Reciprocamente, suponha que A tem n autovetores linearmente independentes wuq, ..., u,, as-
sociados aos autovalores Aq, ..., Ay, nd0 necessariamente distintos. Seja U a matriz cujas colunas
sao os autovetores de A, ou seja, U = [ U U e Up ] Como U é uma matriz quadrada
n x n e suas colunas sdo L.I., temos que U é invertivel. Assim, temos:

A’LLl = )\1U1
<:>[AU1 AUQ Aun]:[)\lul )\QUQ )\nun]¢>

Au,, = M\ug,



<:>A[u1 Uy - un]

I
g
S
g
[\
e
S

i

s AU =UD < A=UDU!

Logo, A é semelhante a D, uma matriz diagonal, o que mostra que A é diagonalizével.

Teorema 5: Autovetores, associados a autovalores distintos, de matrizes reais simétricas sdo
sempre ortogonais.

Demonstracao: Sejam A uma matriz real simétrica, v e w autovetores de A associados aos
autovalores A1 e Ao, respectivamente, com A1 # X\o. Temos que Av = A\jv e Aw = Asw. Segue
entao que:

w' (M) = Mw'v = Motw = (M) 'w = (Av)'w = v' Alw = v (Aw) = v (\w) =

= A\ (v'w) = Ao (viw)

t

Como A1 # A9, temos que v'w = 0 e portanto, v e w 880 ortogonais.



