Propriedade 1: Seja A : n x n uma matriz, entdo det(A) = det(A?).

Demonstragao: Na definicdo usual de determinantes costumamos fixar a sequéncia original para
os indices das linhas e seguir uma permutacao p para os indices das colunas em cada um dos produtos
elementares. No entanto, podemos também fixar a sequéncia original para os indices das colunas e
seguir uma permutacao p para os indices das linhas e, entao, cada produto elementar com sinal seria
escrito como: sgn(p)a;,1a;,2...aj,n, com p € P.

Note que podemos reordenar os fatores aj,; de tal modo que os indices das linhas obedecam a
ordem original e os {ndices das colunas obedecam alguma permutacao p, associando a todo produto
elementar um tnico produto elementar da forma usual: sgn(p)ai;, azj,...anj,- Logo, o conjunto de to-
dos os produtos elementares com sinal: sgn(p)aij, azj,...anj, € igual ao conjunto de todos os produtos
elementares com sinal: sgn(p)a;,1a;,2...05,,. Como o determinante de A é o somatoério de todos os
produtos elementares, segue que det(A) = det(A?).

Propriedade 2: Se D : n x n é uma matriz diagonal, entao det(D) = dy1das...dpy,.

Demonstragao: Uma matriz diagonal é tal que d;; = 0 quando i@ # j. Logo, como em um pro-
duto elementar da matriz ndo aparece mais de um elemento da mesma linha ou da mesma coluna, o
dnico produto elementar de D n&o nulo é di1dss...d,, e este recebe sinal positivo. Assim, da defini¢do
de determinante, a tnica parcela do somatério que terd todos os fatores ndo nulos é a que envolve
somente os elementos da diagonal; as demais sempre irdo conter pelo menos um elemento d;; com i # j
e logo, serdo nulas. Portanto, det(D) = di11daa...dpp.-

Propriedade 3: Se uma matriz A : n X n tem uma linha ou uma coluna nula, entdo det(A) = 0.

Demonstragao: Como cada produto elementar com sinal de A tem um elemento de cada linha e
um elemento de cada coluna, é claro que todo produto elementar terd pelo menos um fator nulo, vindo
da linha (ou coluna) nula. Neste caso, todo produto elementar com sinal de A serd nulo e, portanto,
como o determinante é a soma dos produtos elementares com sinal, det(A) = 0.

Propriedade 4: Se A :n x n é uma matriz triangular, entao det(A) = di1daa...dpy.

Demonstragao: Considere que A é triangular inferior, isto é, a;; = 0 quando ¢ < j. Um pro-
duto elementar de A pode ser escrito da forma: a1, azj,...an;,. Como a2 = ... = a1, = 0, precisamos
ter j; = 1 para obter um produto elementar ndo nulo. Se j; = 1 entao js # 1, pois dois elementos nao
podem vir da mesma coluna, e além disso, como ag3 = ... = ag, = 0, devemos ter jo = 2 para obter um
produto elementar nao nulo. Seguindo o mesmo raciocinio obtemos j3 = 3, j4 = 4, ..., j, = n para que
o produto elementar seja ndo nulo. Logo, o tnico produto elementar nao nulo de A seré a11a923...ann
e este recebe sinal positivo. Da definicdo de determinante segue que det(A) = ajiage...an,. Se A for
triangular superior o raciocinio é analogo.

Propriedade 5 (Determinante de Matrizes Elementares):

(a) Se E : n x n é uma matriz elementar que representa a operacao elementar: permutar as li-
nhas r e s, entdo det(E) = —1,

(b) Se E : n x n é uma matriz elementar que representa a operagao elementar: multiplicar a linha r
por um escalar a nao nulo, entdo det(E) = «a;

(c) Se E : n x n &€ uma matriz elementar que representa a operagao elementar: somar & linha r a linha
s multiplicada por um escalar « ndo nulo, entao det(F) = 1.

Demonstragao: (a) Como as linhas r e s foram permutadas, os elementos de E sao:

e na linha r: ¢, =1 e e,; = 0 para j # s;
e na linha s: e;, = 1 e e5j = 0 para j # r;



e nas demais linhas: e; = 1 e e;; = 0 para j # 1.

Entao, o unico produto elementar de F ndo nulo é o composto pelos (n—2) elementos e;;, © # r e i # s,
e os fatores e,s e eg.. Supondo, sem perda de generalidade, que o valor do indice r é menor que o do
indice s, ou seja, a ordem original é: 1,2,...,7,...,8,...,n, temos o Gnico produto elementar ndo nulo
assim ordenado: €11€99...€y5...€5r...€n,. A permutacao associada a este produto é (1,2, ..., s,...,7,...,n),
de modo que a ordem original pode ser obtida apenas com uma troca entre os indices r e s. Logo, a
permutacgao é impar e o sinal do produto elementar seré negativo. Como todos os fatores do produto
sao iguais a 1, segue que det(E) = —1.

(b) Como a linha r foi multiplicada por um escalar a # 0, a matriz E é uma matriz diagonal com
entradas da diagonal nas linhas ¢ = 1,...,n, i # r iguais a 1 ¢ a entrada e,, = a. Pela propriedade 2
segue que det(E) = a.

(c) Adicionando a linha r um multiplo a # 0 da linha s, os elementos de E serao:

enalinhar: es=a,er=1ee;=0,j#7rej#s;
e nas demais linhas: e; =1 ee;; =0, j # i.

Nesse caso, se r < s, entdo F é uma matriz triangular superior. Se r > s, entdo E é uma matriz
triangular inferior. Em todos os casos E serd uma matriz triangular e, pela propriedade 4 segue que
det(E) = 1, uma vez que os elementos da diagonal de E séo todos iguais a 1.

Os mesmos resultados da propriedade 5 valem para as matrizes elementares que representam ope-
racoes elementares de coluna. A demonstragdo é andloga, ou entdo a afirmacao segue da propriedade 1.

Propriedade 6: Seja A uma matiz n x n.

(a) Se B é a matriz que resulta quando permutamos duas linhas de A, entdo det(B) = —det(A);

(b) Se B é a matriz que resulta quando uma tnica linha de A é multiplicada por um escalar « nao
nulo, entao det(B) = adet(A);

(¢) Se B é a matriz que resulta a partir de A adicionando-se & uma linha r de A um maultiplo a nao
nulo de outra linha s, entdo det(B) = det(A).

Demonstragao: (a) Considere B obtida a partir de A permutando-se as linhas r e s de A. Va-
mos supor, sem perda de generalidade, que r < s. Assim, um produto elementar de A pode ser escrito
da forma:

A15, 4259 «+-Qpj,. e Osjg e Upj,

que é igual ao produto elementar de B:
b1j1 b2j2--~bsjr~--brjs-~-bnjn

uma vez que as linhas de B sao iguais as de A, exceto pelas linhas r e s que forma permutadas.
Escrevendo o produto elementar de B na forma usual (seguindo a ordem original para os indices das
linhas), temos:

blj1b2j2-~-brjs---b.sj7»~--bnjn

Portanto, a permutacao associada ao produto elementar de B é (1,2, ..., s, ...,7,...,n), que é a permuta-
¢ao associada ao produto elementar de A com uma troca entre os indices r e s. Ou seja, para recuperar
a ordem original a partir da permutacdo associada ao produto elementar de B, precisamos realizar
uma troca a mais do que partindo da permutacio associada ao produto elementar de A. Logo, se esta
permutacao for par, aquela serd impar e vice-versa. Dessa forma, cada produto elementar de B tem
sinal oposto ao do produto elementar correspondente de A. Portanto, det(B) = —det(A).



(b) Considere B obtida a partir de A quando a linha r de A é multiplicada por um escalar o # 0.
Cada produto elementar de B sera da forma:

b1j1b2j2~--b7"jr~--bnjn = aljlagh...aarjr...anjn = a(aljlang...a,njr...anjn)

Dessa forma, cada produto elementar de B serd um multiplo o de um produto elementar de A, e o
sinal do produto elementar nao se altera. Logo,

det(B) = Z sgn(p)bij, b2jy-..byj, ...bpj, = Z sgn(p)aij, agj, ...Arj, ...Anj,
pEP pEP

Portanto, det(B) = adet(A).

(c) Considere que a linha r de B é obtida adicionando-se a linha r de A um multiplo o # 0 da
linha s de A. Cada produto elementar de B sera da forma:

b1j1b2j2--~b7“jr--~bsjs-~~bnjn = aljlagh...(arjr + aaSjT)...ast...anjn =

= (aljlagﬁ...arjr...anjn) + a(aljlagb...asjr...asjs...anjn)

O primeiro termo é um produto elementar de A e o segundo é um produto elementar de uma matriz
A obtida a partir de A com as linhas r e s iguais. Como A possui duas linhas iguais, se permutarmos
estas linhas obtemos uma matriz B que é igual a matriz A e, portanto, det(B) = det(A). Mas, pela

propriedade 6(a) ja demonstrada temos que det(B) = —det(A). A tnica forma disto acontecer é se

det(A) = 0. Assim, temos:

det(B) = Z Sgn(p)bljlb%'g---bro--'bsjs--'bnjn ==
peEP

:E sgn(p)aij, azjy...arj, ...0nj, + & E sgn(p)aij, azj, ...agj, ...Agj, .-Anj,
pEP peEP

Portanto, det(B) = det(A) + adet(A) = det(B) = det(A).

Os mesmos resultados da propriedade 6 também valem substituindo-se “linhas” por “colunas”. A
demonstracao segue anéloga.

Propriedade 7: Se A : n x n possui duas linhas ou colunas proporcionais, entao det(A) = 0.

Demonstragao: Suponha, por exemplo, que a linha r de A é proporcional a linha s com um fa-
tor de proporcionalidade «, isto é, I, = als. Podemos adicionar a linha r de A o multiplo —« da linha
s, obtendo uma matriz B. Dessa forma, a linha r de B sera nula e, pela propriedade 3, det(B) = 0.
Mas, como B foi obtida a partir de A apenas adicionando-se & linha r de A um maultiplo da linha s,
pela propriedade 6(c) temos que det(B) = det(A) = 0. Para as colunas a demonstragao segue anéloga.

Propriedade 8: Sejam A : nxn uma matriz quadrada, E : n X n uma matriz elementar e B = FA.
Entao det(B) = det(EA) = det(FE)det(A).

Demonstragao: (a) Se E representa a operacao elementar: permutar duas linhas da matriz, en-
tao pela propriedade 5(a) temos que det(E) = —1. Além disso, B = FA ¢é obtida a partir de A
permutando-se duas linhas de A e, pela propriedade 6(a) temos que det(B) = —det(A). Logo,

det(B) = (—1)det(A) = det(E)det(A)



(b) Se E representa a operacdo elementar: multiplicar uma linha por um escalar a # 0, entdo pela
propriedade 5(b) temos que det(E) = «. Além disso, B = EA ¢é obtida a partir de A multiplicando-se
uma linha de A por « e, pela propriedade 6(b) temos que det(B) = adet(A). Logo,

det(B) = adet(A) = det(FE)det(A)

(c) Se E representa a operagao elementar: somar & uma linha da matriz outra multiplicada por um
escalar a # 0, entdo pela propriedade 5(c) temos que det(F) = 1. Além disso, B = E'A é obtida a
partir de A somando-se & uma linha de A um multiplo « de outra linha e, pela propriedade 6(c) temos
que det(B) = det(A). Logo,

det(B) = 1det(A) = det(E)det(A)

Podemos estender este resultado para qualquer ntmero de matrizes elementares E1, Es, ..., Ey,. Isto é:
det(EmEmfl...ElA) = det(Em)det(EmflEm72...ElA) = ... = det(Em)det(Em,l)...det(El)det(A)
Propriedade 9 (Regra Para o Produto): Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n. Entédo

det(AB) = det(A)det(B).

Demonstragdo: Caso A nao seja inversivel, entao det(A) = 0 e, além disso, AB também nao é
inversivel. Dai que det(AB) = 0 = det(A)det(B). Analogamente, o resultado é verdadeiro supondo B
nao inversivel. Caso A seja inversivel, entdo a forma escalonada reduzida de A é I, ou seja, existem
matrizes elementares tais que:

(EmEp1...E)A=In< A= (EpEp 1...E1) ' = E['Ey LB

As matrizes Efl, E;l, ..., E-1 s30 também matrizes elementares e:

det(A) = det(E;'Ey L. E 1)
Além disso, AB = (EI_IEQ_I...E;E)B e, de acordo com a generalizacdao da propriedade 8:
det(AB) = det(E{ ' Ey ' .. .E ' B) = det(E{ ') det(Ey")...det(E;," ) det(B) =
= det(B{ By E Y det(B) = det(A)det(B)
Portanto, det(AB) = det(A)det(B).



