Propriedades - Dependéncia Linear

Seja V um espacgo vetorial sobre R. Valem as propriedades:

(P1) Se um conjunto finito de elementos de V' contém o elemento neutro e de V, este con-
junto é L.D.

Prova: Considere um conjunto contendo o elemento neutro de V, S = {e,vo,...,v,} C V.
Entao temos:
ae+0vg + ...+ 0v, =e¢

para todo a € R, uma vez que ae = e, por uma propriedade de espagos vetoriais. Assim, existe
pelo menos um « # 0 que satisfaz a equagao, o que mostra que o conjunto .S é L.D., por definigéo.
(P2) Se S ={v} CV, comv # e, entao S & L.I
Prova: Considere equagao:
av =e
Como v # e, entao temos o = 0, por uma propriedade de espagos vetoriais. Assim, S é L.I.

(P3) Se S = {vi1,...,vp} CV é L.D., entdo um dos seus elementos é combinagao linear dos
demais.

Prova: Como S é L.D., por definigdo temos que existem escalares a, ..., a, ndo todos nulos,
tais que:
a1v] + ... Fapv, =€

Supondo que «; # 0, podemos dividir a equagao por a;:
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O que mostra que v; é combinacao linear dos demais elementos de S.

(P4) Sejam S; e Sy subconjuntos finitos e nao vazios de V. Se S; é L.D. e S; C Ss, entao
Sy também é L.D.

Prova: Supondo S7 = {v1,...,v.} e So = {v1,...,0p,...,v,}. Se S1 é L.D., entdo existem es-
calares ay, ..., &, nao todos nulos, tais que:

a1v1 + ...+ apu, =€
Assim, completando a equagdo com zeros, teremos:
a1vy + ... + v +0vp 41 + ...+ 0vy =€

E como nem todos os escalares desta ultima igualdade sao nulos, temos que Sy é L.D.

(P5) Sejam S e Sy subconjuntos finitos e nao vazios de V. Se Sy ¢ L.I. e S1 C So, entao S;
também é L.I.

Prova: Caso S; fosse L.D., entao pela propriedade (P4), terfamos que Sy também é L.D.,



mas por hipotese Sy é L.I. Assim, S1 s6 pode ser L.I.

(P6) Se S = {vy,...,v,} € V & LI, e para algum v € V tivermos que S U {v} =
{v1,v2, ..., v, v} € L.D., entao o elemento v é combinagao linear dos elementos de S.

Prova: Se temos {vy,...,v,,v} L.D. Entao, existem escalares oy, ..., &, @ nao todos nulos tais
que:
v+ .. Fapu, tav=e (%)

Podemos verificar que um dos escalares nao nulos é a, uma vez que se a = 0 teriamos:
a1v1 + ... Fapv, =€

Mas, como S é L.I. esta ultima igualdade s6 vale se a3 = ... = a,, = 0. Porém, neste caso
terfamos a1 = ... = a, = a = 0 e dai o conjunto {vy,...,v,,v} seria L.I., o que contradiz a
hipétese dele ser L.D.

Assim, temos a # 0. Podemos entao dividir a equagao () por a:
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O que mostra que v é combinagao linear dos elementos de S, ou seja, v € [S].
(P7) Se S ={v1,...,v5,...,on} e uj € [S — {v;}], entdo [S] =[S — {v;}].

Prova: Esta propriedade afirma que se um elemento é combinacao linear dos demais, ele pode
ser extraido do conjunto de geradores, pois o subespago gerado nao se altera.

Sem perda de generalidade, vamos supor que j = 1. Como v; é combinagao linear dos demais
elementos de S, entao ele pode ser escrito como:

v1 = Povs + ... + Bpun

Considere um elemento z € [S], isto é, z pode ser escrito como combinagao linear dos elementos
de S:
z = a1 + agua + ... + vy = a1 (Bave + ... + Bpin) + agve + ... + apv, =

= (12 + a2)va + ... + (@ fn + an)vy

O que mostra que z é combinagao linear dos elementos de [S — {v1}], ou seja, z € [S — {v1}].
Agora, supondo que z € [S — {v1}] = 0v1 + y2v2 + ... + Vv, = 2z € [5].

Portanto, qualquer elemento de [S] pertence a [S — {v1}] e vice-versa. Logo, os dois subes-
pacos sao iguais e o elemento v; pode ser extraido do conjunto de geradores.



