Teorema 1: Se uma matriz A : n X n é definida positiva, entdo A é inversivel e sua inversa é
também definida positiva.

Demonstragao: Suponha, por absurdo, que a tese nao é verdadeira, isto é, A é singular (ndo in-
versivel). Assim, existe z € R"™, = # 0 tal que:

Ar=0= z'Ax =0

o que contradiz A ser definida positiva. Portanto, A é nao singular (inversivel). Vamos verificar que
A~! & também definida positiva. Como A é ndo singular, para todo y € R” existe 2 € R" tal que
y= Az e, se y # 0 entdo x # 0. Entao, tomando y € R", y # 0, teremos:

Yy A7y = (Ax)' A7 (Ax) = 2" AN AT A)r = 2P Atz = (2P Az)! = 2t Az > 0

A quinta igualdade segue do fato que 2! Az é uma matriz 1 x 1 e, portanto, igual a sua transposta, e
a tiltima desigualdade se verifica pois A é definida positiva e 2 # 0. Portanto, A~! é definida positiva. B

Teorema 2: Se A :n x n é nio singular, entdo A’A é simétrica definida positiva.

Demonstragao: De fato, temos que:
(ATA) = AY(AY! = AtA
0 que mostra a simetria. Agora, dado x € R", x # 0, temos:
rt(A'A)z = (Ax)'(Az) = y'y > 0

a ultima relagdo se verifica pois A é ndo singular e, portanto, para z € R"™, x # 0 teremos y = Az # 0
e assim, y'y > 0. Portanto, A*A é simétrica definida positiva. |

Teorema 3: Sejam B : n x m uma matriz com m < n e posto(B) = m, e A : n X n uma matriz
definida positiva. Entdo, B'AB é definida positiva.

Demonstracao: Dado y € R”, y # 0, temos que:
y'(B'AB)y = (By)'A(By) = w'Aw > 0

a ultima desigualdade se verifica pois A é definida positiva e w # 0, uma vez que w = By com y # 0,
B tem posto completo e, consequentemente, B ¢ ndo singular. Portanto, a matriz B'AB é definida
positiva. m

Teorema 4: Se A : n X n é uma matriz definida positiva, entdo suas submatrizes principais Ay,
k=1,...,n, sdo definidas positivas.

Demonstragao: Construimos as matrizes By : n x k formadas pelas k primeiras colunas da ma-
triz identidade de ordem n. E claro que By, tem posto completo igual a k, pois as k colunas da matriz
identidade sdo todas linearmente independentes. A matriz B ABj, é a submatriz principal Ay de A,
uma vez que C' = ABy, ¢ formada pelas k primeiras colunas de A e a matriz BLC é formada pelas k
primeiras linhas de C. Como A é definida positiva e By tem posto completo, pelo teorema 3 segue que
Ay, = Bl ABy, é definida positiva. [ |

Teorema 5: Se A : n X n é uma matriz definida positiva, entao os elementos da diagonal de A sdo
estritamente positivos, ou seja, a;; > 0,7 =1,...,n.

Demonstragao: Como A é definida positiva, entdo para todo x € R", x # 0 temos que z'Ax > 0.
Em particular, para x = e; onde e; ¢ o vetor canonico (a i-ésima coluna da matriz identidade de ordem



n), teremos e’ Ae; > 0. Mas, et Ae; = a;;, uma vez que a matriz B = Ae; ¢ formada pela i-ésima linha
de A e a matriz e!B ¢ formada pela i-¢ésima coluna de B. Portanto, a;; > 0 para i =1, ...,n. |

Teorema 6 (Fatoracao de Cholesky): Seja A : n X n uma matriz simétrica. A é definida posi-
tiva se, e somente se, existe uma tinica matriz G : n X n triangular inferior com elementos da diagonal
estritamente positivos, tal que A = GG".

Demonstragao: (=) Se A é definida positiva, pelo Teorema 4 temos que suas submatrizes Ay,
k = 1,...,n, também sao definidas positivas e, pelo Teorema 1 temos que elas sdo nao singulares.
Dessa forma, as hipéteses do Teorema sobre a existéncia e unicidade da fatoragdo LU se verificam para
a matriz A e, portanto, existem e sdo unicos os fatores L e U tais que A = LU, com U triangular
superior e L triangular inferior com diagonal unitéria.

Temos que det(A) = det(LU) = det(L)det(U). Como A é definida positiva ela é nao singular e,
portanto, det(A) # 0. Consequentemente, det(U) # 0 e dai que u;; # 0,7 = 1,...,n, uma vez que U é
triangular superior e seu determinante é o produto dos elementos da diagonal. Dessa forma, é possivel
separar o fator U em U = DU, escrevendo a fatoracio:

A= LU =LDU

L, . . . . . — _ Wi

onde D ¢ uma matriz diagonal com elementos da diagonal iguais a d;; = u; € U tem entradas u;; = 2.
— 1

Como A é simétrica entao LDU é simétrica e, como D é diagonal ela também é simétrica, assim

temos:

(LDU)! = LDU < U'D'L! = LDU < U'DL' = LDU

Como a fatoracio LU é tnica, segue que U = L!. A matriz L' ¢ triangular superior com diagonal
unitaria e assim possui posto completo e é ndo singular. Entao, para cada y € R™ existe z € R" tal
que y = L'z e se y # 0 entdo x # 0. Portanto, dado y € R"™, y # 0, temos:

y'Dy = (L'z)'D(L'z) = 2" (LDL")z = 2" Az > 0

A ultima desigualdade segue do fato que A é definida positiva. Portanto, a matriz D é também definida
positiva e, pelo Teorema 5 os elementos da diagonal de D s&o estritamente positivos. Entdo, podemos
escrever D como D = DD onde D ¢ diagonal com entradas da diagonal: dii = v/di. Observe que
podemos também, por exemplo, tomar a raiz quadrada negativa, mas para manter a unicidade, na
fatoracao de Cholesky convencionamos tomar a raiz quadrada positiva. Chamando G = Lﬁ, temos:

A=LDL'= LDDL' = GG*

Obtendo assim a fatoracao de Cholesky: A = GG?, onde o fator G é triangular inferior com diagonal
estritamente positiva, denominado fator de Cholesky da matriz A.

(<) Supondo agora que existe o fator G triangular inferior com diagonal estritamente positiva, tal
que A = GG', observe que G é triangular superior com diagonal estritamente positiva e, portanto, é
nio singular. Pelo Teorema 2 segue que (G*)!G' = GG! = A ¢ simétrica definida positiva. [ |



