Teorema (Desigualdade de Cauchy-Schwarz): Seja V' um espago com produto interno. Se u
e v sao elementos de V', entao:
[(u, 0)| < [lull [[v]]

e a igualdade é valida se, e somente se, os elementos u e v sao linearmente dependentes.

Demonstragao: Se os elementos u e v sao linearmente dependentes, entao existe a € R tal que
U = v, e assim temos:

[(u, 0)| = [{aw, v)| = |afv, )| = |al (v,v) = |a| V(v,v)v/{v,0) = Va2 (v,v)V/ (v, 0) =
= Va(av,v)V/ (v,v) = Valv, av)y/(v,v) = V/(av, av)y/(v,v) = [[ull o]

onde usamos as propriedades da definicao de produto interno. Agora, se v e v ndo forem linearmente
dependentes, entao para todo a € R temos que u + av # ey, de modo que (u+ av,u+ av) > 0. Logo,
temos:

(u+ av,u+ av) = (u,u) + (u, av) + (o, u) + (av, av) =
= (u,u) + a(u,v) + alu,v) + (v, v) = (u,u) + 20(u, v) + o?(v,v) > 0
Esta é uma inequacao do segundo grau na variadvel a. Logo, a equacao do segundo grau:
(u,u) + 2a(u, v) + a?(v,v) =0
nao possui raizes reais e, portanto, seu discriminante deve ser menor que zero:
4{u, v)? — 4{u, u) (v, v) < 0= 4{u,v)? < 4{u, u)(v,v) = (u,v)? < (u,u){v,v)

Extraindo a raiz quadrada em ambos os lados e usando o fato que (u,u) e (v,v) sdo positivos, temos
que:

V{u,v) < v/ {u,w) v/ (v, 0) = [(u, 0)] < lull [lv]

o que completa a demonstracao. |



