Teoremas - Base e Dimensao

Teorema 1: Seja V' um espago vetorial e {vy,...,v,} um conjunto de elementos que geram
V. Entao, dentre esses elementos podemos extrair uma base para V.

Demonstragao: Se o conjunto {vi,...,v,} for L.I, entdo, por definicdo j4 é uma base para
V' e nao temos nada a fazer.
Agora, se o conjunto é L.D., entdo existem escalares ay, ..., o, néo todos nulos, tais que:

a1V + ... +Fapvy, =€

com e o elemento neutro de V.
Considere, por exemplo, que «;, # 0, entdo podemos dividir a equagdo por «;, e isolar vy,:

aq Qp—1 aq Qp—1
—vU] + ... + +UVv, =€ = Uy = ——V] — ... —

n a”’l an a?’l

Assim, v, é combinagao linear dos demais elementos. Pela propriedade (P7) de Dependéncia
Linear, podemos extrair v, do conjunto que ele continua gerando V. Fazendo este mesmo pro-
cesso uma quantidade finita de vezes, obteremos um subconjunto de {v1,...,v,} formado por r
elementos L.I. (r < n) que ainda geram V', ou seja, formam uma base para V.

Teorema 2: Seja V um espago wvetorial gerado por um conjunto finito de n elementos
V1,09, ...,Un. Fntao, qualquer conjunto linearmente independente em V possui no mdximo n
elementos.

Demonstragao: Considere um subconjunto de V', com m elementos W = {wy,wa, ..., wpn},
com m > n. Vamos mostrar que W é L.D. Assim, qualquer conjunto L.I. possui no méximo n
elementos.

Como {v1,...,v,} gera V, pelo Teorema 1 podemos extrair desse conjunto uma base para V.
Seja {v1,...,v,} esta base. Entao, existem escalares a;j, com i =1,2,...,7 e j = 1,2,...,m, tais
que:

W = Q101 + ... + Q30 + oo+ QU (1)

Consideremos agora a combinagao linear nula de wy, ..., wy,:
Brwi + ... + Brwy =€ (2)
Substituindo as relagoes de (1) em (2) obtemos:
Bi(a1ivr + . + @p1vy) + oo + B (@amv1 + oo + Qepvy) = € =

= (1o + fearz + ... + Bmaim)vr + ... + (Biowr + facre + ... + B vy =€

Como {v1,...,v,} é uma base para V, entao este conjunto é L.I. Assim temos:

Braqy + Boars + ... + Bmatm =0

ﬁlarl + ﬁ2a7‘2 + ...+ /Bmarm =0

Obtemos um sistema linear homogéneo com r equagOes e m incodgnitas By, ..., 8m. E como
r < n < m, o sistema admite solu¢do ndo trivial. Assim, existem escalares ndo todos nulos

B1, ..., Bm, tais que:
Biwi + ... + Bpwy, =€



Portanto, W = {wy,ws, ..., w,} é L.D. Assim, qualquer conjunto com mais de n elementos é
L.D., ou seja, qualquer conjunto L.I. possui no maximo n elementos.

Teorema 3: Qualquer base de um espago vetorial tem sempre o mesmo nimero (finito) de
elementos.

Demonstragao: Sejam A = {vy,...,v,} ¢ B = {wi,...,w,} duas bases para um espago ve-
torial V.

Como A gera V e B é L.I., pelo Teorema 2, temos que m < n;
Agora, como B gera V e A é L.I., pelo Teorema 2, temos que n < m.
Portanto, m = n. E assim, qualquer base de V' tem o mesmo nitimero de elementos.

Teorema 4 (Completamento): Qualquer conjunto de elementos L.1. de um espago vetorial
V' de dimensdo finita pode ser completado até formar uma base para V.

Demonstragao: Seja dim(V) = n e vy,...,v, elementos L.I. em V. Pelo Teorema 2 r < n.
Se os elementos vy, ..., v, geram V', entao {vy, ..., v} jA é uma base.

Agora, se isso nao ocorre, entdo existe um v,4+1 € V que ndo é combinagdo linear de vy, ..., v,
entdo {v1, ..., vr, vy41} ainda é L.I., pois caso contrario a equagao:

Qa1v1 + .. + QU + Q1 V1 = €

seria verdadeira para a,;11 # 0 e, entdo poderiamos dividir a equagao por «,4 1 e isolar v.y1,
escrevendo ele como combinacao linear de vy, ..., v, 0 que é uma contradicao.

Se {v1,...,vp,vr41} gera V, entdo é uma base. Caso contrario, repetimos o mesmo processo
até completar a base. Esse processo termina em um ntmero finito de passos, uma vez que pelo

Teorema 2, ndo podemos ter um conjunto L.I. com mais de n elementos, ja que dim(V) = n.

Teorema 5: Seja V um espaco vetorial e U e W subespacos vetoriais de V', entdo:

dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(U N W)

Demonstragao: Seja {vy,...,v,} uma base para U NW (dim(U NW) =r).

Pelo Teorema 4 (Completamento), podemos completar esse conjunto até obter uma base para
U. Seja {v1, ..., Up, U1, ..., U, } esta base para U (dim(U) =r + m).

De mesmo modo, podemos completar {vy, ..., v, } para obter uma base para W. Seja {v1, ..., v, w, ...

esta base para W (dim(W) =r +n).
Como U = [U1, e, Up, Uy ooy U] € W = [01, .0y Uy, w1, ..., Wy ], entdo temos que:
U~4+W = |01,y Upy ULy eeny Uy, W1y ooy W]

Ou seja, {v1, ..., Up, Uty oeey Upy, W1, ..., Wy € um conjunto de geradores para U + W. Vamos mos-
trar que este conjunto é linearmente independente.



Considere a equagao:

T m n
(%) Zaivi + Z bjuj + chwk =e=
i=1 j=1 k=1

n r m
= — E CrWy = E a;v; + E bjUj
k=1 i=1 j=1

O primeiro termo da tltima igualdade é uma combinagao linear de elementos de W, logo pertence
a W, o segundo termo é uma combinagao linear de elementos de U, logo pertence a U. Como vale
a igualdade, entao temos que o primeiro termo também pertence a U, assim: Y ,_, cywy € UNW.
Assim, podemos escrevé-lo como combinagao linear dos elementos da base de U N W:

n T n T
Z CLWp = E ;U = Z CLWE — E o;U; = €
k=1 i=1 k=1 i=1

Como {v1, ..., vp, w1, ...,wp} é LI, pois é uma base para W, temos: ¢ = ... = ¢, = a1 = ... =
a, = 0.
Na equagao (x), obtemos:

r m
E a;v; + E bjuj =e
i=1 j=1

E, como {v1,...,vp,u1, ..., up } € L.L., pois é uma base para U, temos: a; = ... =a, = by = ... =
bm = 0.

Portanto, {v1, ..., Up, U1, ..., U, W1, ..., Wy } € uma base para U + W. Logo:
dim(U+W)=r+m+n+r—r=r+m)+(n+r)—r=

= dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(U N W)

Teorema 6: Seja V um espago vetorial e f = {vy,...,v,} uma base ordenada para V', isto
€, os elementos estdo ordenados na ordem em que aparecem. Entdo, todo elemento de V pode
ser escrito de maneira Ginica como combinacdao linear de v1, ..., vy,.

Demonstragao: Considere v € V' e que:
n n
v = g ajv; e  v= E bjv;
j=1 j=1
Fazendo v — v temos:

n n n
v—v:e:E ajvj—g ijj:>5 (a; —bjlvj=e
Jj=1 Jj=1 Jj=1

O que implica que aj — b; = 0 < a; = b;, Vj, uma vez que {v1,...,v,} é L.I. Logo, o elemento
v € V ¢ escrito de modo tinico como combinagao linear dos elementos da base de V.



