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Resumo

O desequilibrio de ecossistemas naturais causado pela invasao de espécies ex-
ternas ou pela contaminagao por poluentes téxicos representa uma ameaca a sobrevivencia
de sua biota local. Diante da frequéncia destes eventos de impacto ambiental, agravada
por acoes antropicas e pelas mudancas climaticas, surge a necessidade do desenvolvimento
de ferramentas cada vez mais acuradas e de ampla aplicacao, que possibilitem o estudo
das dinamicas envolvidas nestas situagoes. Tendo isso em vista, este projeto pretende
revisitar um modelo matematico construido para a simulacao do comportamento de duas
espécies competidoras, sob efeito de predacao por uma espécie invasora e de contaminacao
por fontes de poluentes, baseado na resolucao de sistemas nao-lineares de equagoes dife-
renciais parciais. Seu objetivo ¢ incluir na resolugao numérica destes sistemas o método
dos Elementos Finitos, visando possibilitar que o modelo seja aplicado em dominios irre-
gulares e com discretizagoes mais refinadas e, portanto, que ele seja 1til no estudo de um

conjunto mais amplo de problemas ecoldgicos.



Abstract

The imbalance of natural ecosystems caused by the invasion of external species
or contamination by toxic pollutants poses a threat to the survival of their local biota.
Given the frequency of these environmental impact events, exacerbated by anthropogenic
actions and climate change, there arises the need to develop increasingly accurate and
widely applicable tools that enable the study of the dynamics involved in these situations.
With this in mind, this project aims to revisit a mathematical model designed to simulate
the behavior of two competing species, under the influence of predation by an invasive
species and contamination from pollutant sources, based on the resolution of nonlinear
systems of partial differential equations. Its goal is to incorporate the Finite Element
Method into the numerical solution of these systems, aiming to allow the model to be
applied to irregular domains with more refined discretizations, and thereby make it useful

in studying a broader range of ecological problems.
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1 Introducao

A invasdo de espécies exdticas pode causar consideraveis danos ambientais,
economicos e ainda provocar mudancas ecoldgicas irreversiveis, além de frequentemente
representar uma ameaga a saide publica (Andersen et al. [2004]). Muitas vezes, uma
espécie invasora apresenta vantagens sobre as espécies nativas, o que favorece o aumento
de sua populacao e, com isso, se agrava ainda mais seu impacto sobre o ecossistema local
(Oliveira [2024]).

Devido aos amplos impactos deste fendmeno de desequilibrio ecolégico, cuja
frequéncia é intensificada por agdes antrépicas e pelas mudangas climéticas (Begon and
Townsend [2021]), seu estudo através da Modelagem Matematica vem se tornando nao
apenas necessario mas, sobretudo, urgente, devendo ser efetuada como um trabalho acade-
micamente transversal e integrado. Nessa perspectiva, o presente projeto visa possibilitar
a modelagem matematica da dinamica espago-temporal de populagoes endémicas, tanto
em relacao as suas dispersoes populacionais quanto as interacoes entre elas e possiveis
influéncias negativas sobre a biota local. A modelagem devera incluir, portanto, as dis-
persoes das populagoes, suas interagoes e suas competigoes intraespecificas, bem como
o emergente efeito competitivo ou predatério por uma espécie invasora. Considerando
situagoes comuns ao litoral do nosso pais, iremos incluir nessa modelagem a presenca
evolutiva de manchas de poluentes com efeitos negativos ou letais.

As representacoes de situacoes deste tipo s@o, em geral, feitas usando sistemas
nao-lineares de EDPs parabdlicas que incluem de modo acoplado o transiente da difusao
do poluente em questao, as trés populagoes (uma invasora e duas endémicas) bem como
suas dinamicas populacionais e o efeito de interacoes intra-especificas e da toxicidade do
poluente ao longo do tempo considerado(Edelstein-Keshet [2006]).

Na versao inicial deste trabalho, apresentada na disciplina de MS777 sob o
titulo "Modelagem Matematica e Simulacao Numérica do problema de uma espécie in-
vasora na presenca de duas espécies endémicas em competicao com a chegada de algum
impacto ambiental toxico”, as aproximacoes numéricas para a resolucao destes sistemas
incluiram a utilizagao do Método de Diferencas Finitas. Neste semestre, devido a possi-

bilidade de uma discretizacao mais adequada e, portanto, de considerar a fonte poluente



com maior precisao, o mesmo modelo sera proposto, mas com vistas ao uso do Método
de Elementos Finitos.

O trabalho deste semestre, portanto, foi dedicado ao aprendizado dos concei-
tos necessdarios para a utilizacao deste método pela aluna, além do estudo das equagoes
resultantes de sua aplicacao. Isto culminou na construcao de um sistema nao-linear de
equacoes a derivadas parciais, cuja resolu¢ao computacional é capaz de ilustrar a evolucao

temporal e a dispersao populacional da dinamica proposta.

2 Metodologia

Devido a possivel analogia entre o movimento aleatério de moléculas e de se-
res vivos, utilizamos, tanto para a modelagem dos movimentos de dispersao e migracao
populacionais quanto para a simulagao do comportamento do poluente, equacoes do tipo
Advecgao-Difusao-Reagao. Na modelagem da dinamica populacional, para incluir a ca-
pacidade de suporte do meio e as relagoes interespecificas entre as populagoes, fez-se
necessario utilizar uma equagao do tipo Advecgao-Difusao-Reagao em conjunto com uma
do tipo Lotka-Volterra.

Assim, apods definir condigoes iniciais e de contorno adequadas, obteve-se um
sistema nao-linear de equacoes diferenciais parciais capaz de modelar a dinamica desejada.
Como as populagoes estudadas sao hipotéticas, torna-se possivel, através de mudancas nos
parametros destas equagoes, o estudo de diferentes cenarios de alteracao de uma dinamica
populacional local pela interacao com a espécie invasora na presenca de impacto ambiental.

Agora, para a resolucao deste sistema, o préximo passo foi a modificacao de
cada equacao de sua formulacao dita forte, para a forma variacional, visando uma pos-
terior resolugao numérica através do Método de Elementos Finitos via Galerkin (Oliveira
[2024]). Neste trabalho, devido a necessidade futura de discretizar o dominio por meio
de triangulagao para a correta aplicagdo dos métodos numéricos (o de Elementos Finitos
espacialmente junto com Crank-Nicolson na discretizagdo temporal), foi considerado um
dominio retangular hipotético, evitando maiores graus de complexidade nesta etapa.

Com a aplicacao destes métodos foi construido um sistema de equagoes cuja

resolucao numérico-computacional, que representa um possivel desenvolvimento futuro,



é capaz de simular a dinamica populacional desejada. As etapas deste construcao serao

descritas com maior detalhamento a seguir.

2.1 Equacoes

Para a modelagem da dispersao do poluente no meio aquatico, a equagao de
Difusao-Adveccao-Reacao foi utilizada na forma (Edelstein-Keshet [2006]):
Jc

E—acvzc—l—‘?;-Vc—i-UCc:f(m,y,t) (1)

onde c=c(x,y,t) é a concentragao do contaminante, « é a sua difusibilidade, ‘_/; é a veloci-
dade de transporte das particulas, o. é o decaimento do poluente e f denota a intensidade
da sua fonte. Nesta definigao, fica implicito que (x,y) varia em 2, um dominio de R? e t,
representando o tempo, varia num intervalo de interesse, em geral, [0,T].

Além disso, foi estabelecida a condigao inicial ¢(z,y,0) = ¢y(z,y) e a condi¢ao

de contorno de von Neumann:
Oc(z, y, t)
et RN |
on r
onde I' é a fronteira do dominio.
Agora, para descrever a evolucao das populacoes, foram considerados quatro
pontos essenciais: dispersao populacional, processos migratérios, mortalidade induzida e
uma dinamica populacional Verhulstiana que inclui a capacidade de suporte total para
as populacoes. Para descrever estes pontos, indicamos a espécie P, como a predadora de

duas espécies Q e R que competem entre si. A dinamica populacional destas espécies

pode entao ser descrita por meio das equagoes (Sossae [2003]):

aa_]; —apV?P + VpVP + (kpc)P = ApP(1 — %) + BroPQ + fprPR (2)
8@ 2 ¥ Q
o aQV™Q + VoVQ + (k)@ = AeQ(1 — g) — BerQP — BorQR (3)
OR - R
E — aRV R + VRVR + (KRC)R = )\RR(l - g) - ﬂRpRP - BRQRQ (4)

onde a é o coeficiente das respectivas dispersoes populacionais, V, é a velocidade de

migragao das espoécies P, Q e R, k, é o efeito negativo do contaminante sobre cada uma



das trés espécies, A\, representa cada taxa de crescimento populacional, K é a capacidade
de suporte do meio e f3,, descreve as relagoes interespecificas.

Uma descrigao mais aprofundada destas equagoes pode ser encontrada no tra-
balho "Modelagem Matematica e Simulagao Numérica do problema de uma espécie in-
vasora na presencga de duas espécies endémicas em competicao com a chegada de algum
impacto ambiental téxico”, apresentado na disciplina MS777.

Para as condigoes iniciais, foram adotadas:

P(z,y,0) = Py(z,y), Qz,y,0) = Qo(z,y) e R(z,y,0) = Ro(z,y)

E para as condigoes de contorno, utilizou-se condicoes de von Neumann ho-

mogeéneas, ou seja:

6P($7y7t) — 0 8Q($,y,t) — 0 e 8R(Ivyvt) — O
on ) r on r

on
onde I" representa a fronteira do dominio.

2.2 Formulacao Variacional

Para a resolucao do problema através do Método de Elementos Finitos, faz-
se necessario, primeiramente, transformar o sistema formado pelas equacgoes diferenciais
parciais descritas em um sistema de equagoes integrais, caracterizando a formulacgao fraca
ou variacional do problema. Esta formulacao garante a resolucao do sistema através do
uso do Torema de Green e exige condicoes menos restritivas em termos analiticos para
a sua aplicagao, sendo esta a vantagem do Método dos Elementos Finitos sobre o de
Diferengas Finitas, bem mais restritivo (Abreu [2009]).

Para isso, é preciso efetuar o produto interno dos termos das equagoes por uma

funcao teste ¢, pertencente a um subespaco V de:

HY(Q) = {u € L%(x,y) |%, Z—Z € /32(9)}

onde £? é o espaco de funcoes quadrado-integraveis, no sentido de Lebesgue, ou seja:

£2(9) = {U:Q—HR |/Q\v|2du<oo}

Vamos demonstrar como a forma variacional pode ser aplicada na equagao 1.



Em estado estacionario, ela é da forma:
—a V24V, -Ve+ o = f(z,y) (5)

Devemos obter ¢, € Vy, sendo V, um subespago de V com base B(V,) =

{1, P2y vy Giy ooy On }, de modo que:

Cp = ch : ¢]($,y)
j=1

E a solucao aproximada da equacao 5 € obtida através do calculo dos n ¢;’s.

Na formulagao variacional, o problema torna-se:

(V2| p)oa + (V.- Ve|d)og + ae(c|d)on = (f(z,9)|d)oa Yo € Wi (6)

onde o produto interno pode ser expresso por:
(ulv)oqo = // uv dp
Q

Se, neste espaco, as funcoes e suas derivadas parciais forem L£2-integréaveis,

teremos:

e O dc oc
(o 3))°) i g,

que define a formulacao variacional do problema a ser resolvido.

“?)m*"c("‘@“ﬂ = (f@ a7

2.3 Resolucao via Método dos Elementos Finitos

Utilizando a forma integral do produto interno e o Teorema de Green (Oliveira

[2024]), a equagao 7 torna-se:

ac//QVc-ngd;H—//Q(VC-Vc)gbdu+ac//gc¢du://Qfgbdu VoeV, (8)

Logo, enquanto no método de diferencas finitas é necessario encontrar uma
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solucao com derivada de segunda ordem limitada, agora basta procurar uma solugao que
tenha derivada de primeira ordem integravel, através da escolha de um subespaco V}
conveniente.

Para formar a base deste subespaco, podemos ecolher as funcoes definidas por:

0, sei#J
¢i(), ;) = (9)
1, sei=7

E, em cada triangulo €2, que compoe o dominio discretizado, descrito a seguir,

¢ ¢ de primeira ordem, ou seja, um plano que conecta 1, em (z;,4;) a 0, em (z;,y;) tal

que |i — j|< 1.
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Figura 1: Dominio retangulgar discretizado através de triangulagao e ilustracao da funcao
¢ em um ponto (z;,y;) do dominio. Fonte: elaborado pela autora.

Agora, para a resolucao da EDP, considera-se ¢;, = Z?:1 ¢j-¢;(x,y). Portanto,

obtemos a equacao:

aZ | verve, du+j§n;cj [ e du+acj§n;cj [ ¢s0:du= Z /[ 16can

(10)
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que pode ser agrupada na forma:

Sl [ o o
vo. [[ o0 d“}:ji://gf@ au

Considerando os termos dentro das chaves do lado esquerdo, como sendo ele-
mentos m,; ; de uma matriz M, os termos do lado direito como sendo os elementos b; de
um vetor b e tomando o vetor de incongitas cy, cs, ..., ¢, que chamaremos de cj, nosso

problema torna-se resolver o sistema dado por:

MCh =b com M = [mi7j]1§i,j§n eb= [bi]lgign

Para isso, primeiramente precisamos calcular os termos m; ; e b;, através da
resolucao das integrais que os definem.

Devido ao formato da funcao ¢, temos que m;; = 0 para |i — j|> 1.

Agora, para i=j=1 (e equivalentemente para i=j=2,3,...n), por exemplo, segue

que:

0¢; 06i | 09; 0¢: //% //% //
ac//9<8x 8x+8y By dup + Vy an¢ldu+% Qayqﬁldu—l—ac Q%@dlﬁ
Az pAy(l— Az pAY(1-2)
[0 [
Az pAY(1-%%) ¢ Az pAY(1-x) a¢ Az pAy(l
/ / - ¢Z dydx—+V, / / - @ dyd:c—l—ac/ / (bjgbi dydx
Az Ay(1 1 Az Ay(lfﬁ) 1 1
B (S P dx+ac/ / ——(——)d do-+
/ /0 ( Afﬂ) ! o Jo ay\ By
Ax Ay(l—— Az pAy(l T y
Ax Ay(1-x%) T y

_afAy  Ax Ay Ax AyAx
2 <E * A_y) *




Realizando os calculos analogamente para os demais i,j, obtemos a submatriz

de rigidez, dada por:

al By 4, Az ) _ Ay _ 1, Az AyAz  __aly Ay . AyAz  _a Az Ax AyAz
2(A+A) Vig =V + o7 5as T V15 0c™ag 2ay T + Vo + oy
_aly Ay y Az Aym aldy Ay AyAx Az AyAx
saer V15 — VoS o sar TV1% T 0T VoS + 075
_aldz Ay _ Az Aym Ay AyAz alz Az AyAz
2 Ay i = Vo +oe Vi T o= 2Ay+V2 <12

Em termos da matriz de rigidez para o problema como um todo, sera ne-
cessario ir somando os valores da submatriz de rigidez que correspondem aos vértices de
cada um dos elementos todos, aqui apresentados numa malha regular. Em decorréncia,
alguns termos receberao 6 contribuigoes (provenientes da diagonal principal da submatriz
de rigidez) enquanto outros termos receberao apenas 2 contribui¢oes da submatriz de ri-
gidez, referentes aos elementos fora da diagonal principal da submatriz de rigidez. Esse
construcao ¢ feita elemento a elemento, respeitando o nimero global dos ndés em cada
triangulo. Assim composta, a matriz de rigidez global é formada e indicada no que segue
como M.

Agora, considerando uma fonte poluidora pontual, podemos definir a funcao f
como sendo zero em todos os pontos, menos aquele em que esta localizada a fonte, que
denotaremos por (zy,ys) e no qual ela vale F (intensidade da fonte). Podemos, entao,
considerar que, na vizinhanca de (zr,yy), esta funcao se comporta como § - F', onde J é a
fungao delta de Dirac. Agora, como ffooo d(z)dxr = 1, segue que o vetor b contém zero em

todas as entradas, menos naquela que corresponde a (x¢,ys), onde ele vale F.

2.4 Discretizacao temporal por Método de Crank-Nicolson

Aqui, consideraremos ¢ = c¢(x,y,t) para pode analisar o comportamento tran-
siente da funcdo c. Isto remete a equagao (1) e, consequentemente a uma aproximagao
com discretzacao também no intervalo de variacao temporal. Utilizando o Método de
Crank-Nicolson através de diferencas centradas no ponto médio de cada subinervalo no

tempo, temos que as derivadas temporais podem ser expressas da seguinte forma:

13



1
aCj nt3z ~ 07.7'+1 —c"

e 12
ot At (12)
sendo que podemos definir ¢; através da aproximacao:
n+1 n
nel ="
C] 2 J 2 J (13)

Voltando agora a formulagao matricial, temos:

k+4t
Mec, > =b com M = [m;;]i<ij<n € b= [bi]i<icn

Em consequéncia, a partir de ¢(? a condicio inicial dada, temos que

Mdcgfﬂ) = Mecgf) +d,1<1<n,

sendo que o vetor d correspondente a reacao, isto €, a funcao f, calculada no ponto médio

do intervalo em t; ou seja, t; + %.

Dai, considerando as aproximagoes dadas pelas equacoes 12 e 13, segue que:

Cgcﬂ) B c,(f)

At

(k+3) L k k Al — ) 1
= Mg, ? +d*) — c,(1 = cﬁl AtM (%) + Atd*+2)

— <]I + %M) D — (]I - %M) AP 4+ Atat+s)
= ACELHI) = Bcék) +d (14)
A resolucao computacional do sistema dado pela equagao 14 fornece uma apro-

ximagao do comportamento do poluente ao longo do tempo. Equacoes andlogas fornecem

a discretizacao temporal dos modelos de dinamica populacional, possibilitando sua solucao

aproximada de maneira similar.
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3 Resultados

Tendo em vista o objetivo proposto neste trabalho, seus resultados incluem a
derivacao da formulacao variacional do sistema proposto e o calculo de sua respectiva ma-
triz de rigidez, além da construgao de sua discretizagao temporal. Seu desenvolvimento
culminou na construcao tedrica da formulacao necessaria para resolucao do sistema de
EDPs representativo da modelagem proposta, através dos método de Elementos Fini-
tos e de Crank-Nicolson, possibilitando a resolu¢ao numérica do problema de estudo da
dinamica populacional de espécies endémicas sob predagao de uma espécie invasora, na
presenca de impacto ambiental.

Ou seja, por meio deste trabalho foi possivel derivar, para cada uma das
equacoes 1, 2, 3 e 4, aproximacoes na forma Mc;, = b, para sua resolucao espacial, onde
a matriz M é construida através da matriz de rigidez apresentada na secao 2.3, além de
aproximacoes temporais na forma Acékﬂ) = Bcgk)er, onde A =1+ %M e B= H—%M
e o vetor d corresponde a reagao.

Isto possibilita, através de possiveis desenvolvimentos futuros, a aplicagao de
ferramentas computacionais para resolucao deste sistema e, consequentemente, para a

ilustragao do comportamento evolutivo da dinamica estudada.

4 Conclusao

Este trabalho, de cunho propedéutico, visava usar um problema real e presente
para o aprendizado, nao apenas de uma discretizacao com vistas a uma resolucao numérica
por um método bastante mais adequado para dominios irregulares (como os de dominios
de interesse ecoldgico, incluindo impactos devido a acoes antropicas e mudancgas globais,
por exemplo), mas também visando aprender a forga de se usar uma formulacao fraca ou
variacional na busca de solugoes aproximadas de sistemas de EDPs, lineares ou nao,como
uma forma de se poder trabalhar com um conjunto muito mais amplo de possiveis solucoes
de problemas discretizados no espaco e no tempo para se construir solucoes aproximadas
de excelentes ordens de aproximagcao.

Tendo isto sido feito, este trabalho se consituiu mais num ponto de partida do

que num estudo fechado. Futuras possibilidades, além de incluirem as muitas possiveis
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variagoes (algumas de necessidade urgente e exigentes de uma colaboragao transdisci-
plinar) no problema originalmente proposto (espécies invasoras agindo sobre populagoes
endémicas na presenga de material téxico), apontam para a implementacao de um al-
goritmo computacional que realize nao sé a discretizacao espacial mas que, também,
apresente solugoes numéricas de confiavel precisao, além de saidas qualitativas que sejam,

de fato, tteis para outras esferas de atuagoes profissionais.
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