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Resumo

Esse trabalho se enquadra na area de Andlise Numérica, sob o escopo de estudar
e implementar espagos estaveis para formulacdoes mistas de Elementos Finitos. Utilizamos
o problema de Darcy, que descreve o escoamento de fluidos newtonianos em meios porosos
rigidos, como ponto de partida para o desenvolvimento da teoria de formulacdes mistas. Nessas
formulacgdes, o uso de diferentes espacos de busca para o método de Galerkin impde condicoes
adicionais no tocante a compatibilidade de tais espacos, explicitadas pelo teorema de Babuska-
Brezzi (condicdes Inf-Sup). Destarte, introduzimos duas familias de espacos Inf-Sup estdveis
(Raviart-Thomas e Brezzi-Douglas-Marini), que serdao a base para nosso Método de Elementos
Finitos Misto, bem como suas taxas de convergéncia para as grandezas relevantes. Verificamos
numéricamente esses resultados, ilustrando a convergéncia dessas familias em duas malhas de

discretizagao distintas.



Abstract

This work falls under the area of Numerical Analysis, with the goal of studying
and implementing Stable Mixed Finite Element Spaces. We begin by presenting the Darcy’s
problem, which describes the flow of a newtonian fluid in rigid porous media, as well as deriving
the variational formulations for the governing equations. Since we use different trial spaces,
we have to ensure the mixed Galerkin Approximation is numerically stable, according to the
Babuska-Brezzi theorem (or Inf-Sup conditions). Thus, we introduce two families of Inf-Sup
stable spaces (Raviart-Thomas and Brezzi-Douglas-Marini), which will define our Mixed Finite
Element Method, while also comparing the convergence rates for the relevant variables. Those
results are summarized through numerical experiments, where we illustrate the convergence

rates for those spaces on two distinct meshes.
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1 Introducao

Hodiernamente, a modelagem matemadtica através de equacdes diferenciais constitui um dos
principais pilares da Matemdtica Aplicada. Com efeito, suas influéncias podem ser facilmente
encontradas em diversas dreas do conhecimento, com destaque para fisica, quimica, biologia e
economia. Nesse viés, métodos numéricos mostram-se essenciais para representar com maior
acurdcia possivel as equagdes que governam os problemas respectivos de tais segmentos, a partir
do momento que solugdes analiticas tornam-se invidveis ou improvaveis.

Num primeiro momento, o Método das Diferencas Finitas pode-se mostrar deveras eficaz,
sendo baseado em aproximacodes para o operador diferencial. A naturalidade dessa ferramenta
faz com que esteja presente em diversos problemas a nivel de graduagdo. Apesar da maioria dos
resultados rigorosos terem sido concebidos em meados da década de 30 [1], seus fundamentos
coincidem com a origem do cdlculo diferencial.

Sob o contexto de resolver problemas mais sofisticados, a introducao de formulacdes variaci-
onais na obten¢ao de solucdes numéricas de equacdes diferenciais foi o alicerce para consolidar
0 Método dos Elementos Finitos [1]. Ao reduzir a regularidade imposta na solucdo, podemos
eventualmente escrevé-la como uma combinacao linear de uma base finita de polindmios, utili-
zando aproximacoes de Galerkin. O emprego computacional do Método dos Elementos Finitos
¢ bastante comum em inimeros segmentos da engenharia, pela sua capacidade de representar
dominios matematicos mais complexos.

Na literatura, é inegével o foco direcionado a problemas de natureza eliptica. Em particular,
formulacdes mistas de Elementos Finitos, sob o escopo de aproximar multiplas grandezas fisicas
simultaneamente, tém sido amplamente adotadas em problemas de mecanica dos fluidos, com
destaque para as equagoes de Stokes [2] e a Lei de Darcy [3]. Esses problemas ressaltaram
questdes sobre a compatibilidade dos multiplos espacos de busca empregados, culminando no
desenvolvimento de espagos estdveis para as respectivas grandezas. O formalismo matematico
e a consisténcia numérica na implementagdo computacional de formulacdes mistas, regidas por

andlises de convergéncia, foram os principais topicos de interesse nesse trabalho.



2 Espacos de Sobolev

Nessa secdo, explicitamos os espagos de Sobolev [4] utilizados como espacos de busca
para solucdes aproximadas pelo Método dos Elementos Finitos, sob o escopo de caracterizar
fungoes teste admissiveis que permitam partirmos do problema diferencial para um problema

variacional.

Definicao 2.1 (Espacos de Sobolev) Dadosm > 0,1 < p < oo, Q € R", um espago de Sobolev
¢ o conjunto WP (Q) definido como:

WP (Q) = {u € LP(Q), D% € L*(Q), || < m}
onde D%u é a derivada distribucional de grau « de u, sendo dada por:

alely
Du=———— comla|=a1+... +a,
Ox{'...0xy"
| 0xy

E imediato demonstrar que todo espaco de Sobolev é um espaco de Banach [4]. Nio
obstante, para o caso particular em que p = 2, pode-se mostrar que tais espacos também
serdo de Hilbert [5]. Devido a extrema importancia destes espacos, eles sdo especificamente

denominados espagos H™ (2) [5, 6]:

Definicao 2.2 (Espacos H" (Q)) Dadom > 0 e Q € R", 0 espaco H" (Q) é definido como
H™(Q) = W™2(Q) = {u € L>(Q), D% € L*(Q), |a| < m}

sendo munido do produto interno:

(u,v)gm(Q) = Z ‘/Qa"u%dg

la|<m

Em particular, para m = 0, temos o espaco L?(Q) das funcdes quadrado-integraveis usual,

munido do produto interno

(u,v) = / uv dQ, Vu,v € L*(Q)
Q



Para problemas em um campo, trabalhamos predominantemente com o espaco H'(Q). A
especificacao desse espaco foi feita com base nas condicdes de contorno da equagao diferencial
parcial (EDP) estudada [2]. Condi¢des de Dirichlet implicam que a solucao é conhecida em cada
ponto no contorno, impondo fortemente (essencialmente) que as funcdes teste terdo variagao
nula nesses pontos. Nao obstante, condi¢des de Neumann s@o definidas de forma que a solug@o
nao é conhecida no contorno, implicando que tais fungdes teste admitem variacdo arbitraria
nesses pontos, definindo uma condi¢@o variacionalmente fraca (natural) [7].

Fixemos o operador divergente em R", dado por

n
(9”,'

divu=V-u=
i=1 0x;

Em formulagdes mistas, trabalhamos também com varidveis vetoriais. Nesse caso, destaca-
se ainda [6, 8] o espago de Hilbert H(div, Q) das fun¢des quadrado-integraveis com divergente

quadrado-integravel:

Definicao 2.3 (Espaco H(div,Q)) Dado Q € R", o espaco H(div, Q) é definido como:
H(div, Q) = {u € [L*(Q)]".divu € L>(Q)}
Esse espago possui a norma induzida
. 1
el Hegivo) = (lull2q) + [ divell2q))?

Com essa descri¢ao dos espagos de Sobolev, vamos introduzir o problema modelo para que

possamos realizar nossas consideragoes sobre as formulacdes de Elementos Finitos.

3 O Problema de Darcy

A relagdo entre a taxa de escoamento de um fluido newtoniano incompressivel em um meio
poroso rigido e a pressao aplicada nesse meio foi obtida pelo engenheiro hidraulico Henry Darcy,
em 1856, onde observou empiricamente um fluido de massa e viscosidade especificas escoar,

sob pressdo, num solo arenoso, conforme o seguinte aparato:



|
‘ r:'h?

Figura 1: Esquema do experimento de Darcy - Fonte: Guia da Engenharia

Nesse viés, a composicao do nosso modelo matematico serd feita considerando algumas

simplificagdes, conforme [2]:

* ainércia do fluido € desprezivel para sua quantidade de movimento, quando comparado

com 0 meio POroso;

* a transferéncia de quantidade de movimento por cisalhamento é muito menor que a do

atrito com 0 meio poroso;

* 0 atrito é proporcional a velocidade de escoamento.

Nessas condicoes, a Lei de Darcy, que caracteriza a velocidade média (ou fluxo) u do fluido
no escoamento no meio poroso através do gradiente da pressdo p num dominio Q € R?, pode
ser escrita [9] como:

u=-KVpemQ (D)

sendo K a permebeabilidade do meio poroso.

Consideramos também a equagao de balanco de massa do fluido,

divu = f em Q 2)



em que f € L*>(Q). Destarte, a juncio dessas equacdes define o Problema de Darcy, um sistema
de equacdes diferenciais de natureza eliptica, o qual determina o regime de escoamento de um
fluido incompressivel em um meio poroso rigido, de permeabilidade K, e monofasico (em que
os poros do meio sdo ocupados unicamente pelo fluido), que vai da regido de maior pressao até

a de menor:

!

il (Fluido Livre)

| /I\ I'y
S T

ee000COOCOOOOQCOOCORIROO®OO®
L2-Escoamento em meio poroso ooc00000

I'y

i

Figura 2: Representacao do Dominio do Problema de Darcy - Imagem adaptada de [10]

Como veremos a seguir, duas abordagens numéricas de Elementos Finitos sao possiveis,
sendo elas uma formulag@o primal, onde escrevemos nosso problema modelo através de uma
EDP de Poisson e utilizamos uma formulagao que forneca a pressao do fluido, e a formulagao
mista-dual, que aproxima todas as grandezas relevantes de maneira simultanea. Um estudo mais

aprofundado sobre formulagdes primais foi feita pelo autor em [7].

4 Formulacao Primal

Seja Q C R2, um dominio aberto, conexo e limitado, com contorno de Lipschitz I' = 0Q =

I'p UTl'y, com I'p N I'y = 0, e vetor normal unitdrio n. Consideremos o problema de Darcy
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escrito como uma EDP de Poisson:

—div(KVp) = f em € (3a)
P =Dpo sobre I'p (3b)
-KVp-n=g sobre I'y (3¢)

com K = K(x) um tensor simétrico positivo definido com K; ; € L*(Q), Vi, j.

Vamos assumir, por simplicidade, I' = I'p € pg = 0 (problema de Dirichlet homogéneo).
Multiplicando (3a) por g € Hé(Q) = {q € H(Q), g|so = 0}, impondo a condicdo de contorno
de Dirichlet homogénea, e integrando em £, obtemos a formulacdo primal classica do nosso

problema modelo:

Definicao 4.1 (Formulacao Variacional Primal) Encontrar p € Hé (Q) tal que

a(p,q) = L(q),VYq € Hy(Q) 4)

onde a forma bilinear a : Hé (Q) x Hé () — R é dada por

e a(p,q) = (KVp,Vq)

e a forma linear L é definida como
* L(g)=(f.q)

Conforme as defini¢des apresentadas em [7, 11], segue da Desigualdade de Poincaré que a
forma bilinear € coerciva. Outrossim, a desigualdade de Cauchy-Schwarz garante que a forma
bilinear € continua. A existéncia e unicidade de (4) é assegurada por um caso particular do

teorema de Lax-Milgram, cuja versao generalizada [5, 2] é dada a seguir:

Teorema 4.1 (Lax-Milgram Generalizado) Sejam V,Q espacos de Hilbert com as normas
induzidas || - ||v e || - || o respectivamente. Fixe a forma bilinear continua a : VX Q — R. Dado
a forma linear L, o problema variacional de encontrar u € V tal que a(u,q) = L(q),Vq € Q
admitira solucdo unica se e somente se:

1. 3B > 0 tal que sup alu,q)
q€0,q#0 ||Q||Q

> Bllully,Yu € V

11



2. supa(u,q) >0,Vge Q,q #0
uevV

Daqui em diante, consideraremos 7, = {E; } | <;<, uma malha de Elementos Finitos poligonais
(conforme Ciarlet [7]) em €, em que h representa o supremo dos didmetros dos elementos.
Assumiremos ainda que a interseccao entre E; e E;, com i # j, ou € vazia, ou um vértice, ou
uma aresta.

Vamos introduzir, por sua vez, um subespaco de dimensao finita Vj, C H(l) (L), cujas fungdes
sejam polinomiais por partes. Uma escolha natural para as func¢des de base sdao os polindmios de
Lagrange [12], que se associam naturalmente aos graus de liberdade nodais da malha. Com isso,

podemos apresentar a solucdo primal de Elementos Finitos com o classico Método de Galerkin:

Definicao 4.2 (Método de Galerkin da Formulacao Primal) Encontrar pj € V), tal que

a(pn,qn) = L(qn),Yqn € Vy,

com as respectivas formas bilinear e linear definidas de maneira analoga a (4).

A observacao crucial é que essa abordagem € variacionalmente consistente, de forma que a
solugdo exata p ird satisfazer o Método de Galerkin para a formulac@o primal. Por conseguinte,
a solucao de Elementos Finitos pj satisfaz as condi¢des do teorema de Lax-Milgram. Essa
caracteristica € denominada aproximacdo conforme.

N3ao obstante, desejamos obter aproximagdes tanto para a pressdo p quanto para o fluxo
u = —KVp, mesmo trabalhando com uma formula¢do primal. A alternativa mais direta é
trabalhar com um Pds-Processamento local, no sentido que para cada elemento E na malha,

obtemos o fluxo ao substitui-lo no problema de Darcy,

uple =—-KV(pnulg)

sendo a pressdao pj, obtida pelo Método de Galerkin.

Entretanto, para o componente do fluxo (uma grandeza vetorial), isso ndo garante a continui-
dade do vetor normal entre a interface dos elementos [2], levando a aproximacdes sub-Otimas
para condi¢gdes de bordo de Neumann. Enquanto técnicas de pds-processamento que preservem
a ordem de convergéncia tém sido desenvolvidas, uma possibilidade mais imediata € considerar

formulagdes que fornecam simultaneamente o fluxo e a pressao [8].
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S Formulacao Mista-Dual

Em diversos problemas de interesse pratico, faz-se necessario uma aproximag¢ao simultanea
de multiplas grandezas fisicas, como € o caso do problema de Darcy e das equacoes de Stokes.
A formulacdo variacional deve considerar, portanto, a atuacao de tais campos, culminando numa
busca em multiplos espacos polinomiais vetoriais [13, 14].

Em particular, essa abordagem precisa definir as funcdes de base para cada um desses
espacos, de forma que certas condi¢des de compatibilidade devem ser satisfeitas [6, 15]. A
estabilidade da aproximag¢ao numérica depende fortemente da escolha desses espagos.

Vamos retomar novamente o problema primal da sessao anterior. Como vimos, a partir da

Lei de Darcy, podemos escrever nosso problema como um sistema de EDPs de primeira ordem:

u=-KVp em Q (Fluxo de Darcy) (5a)
divu = f em Q (Equacao de Balanco de Massa) (5b)
P = po sobre I'p (Contorno de Dirichlet) (5¢)
u-n=g sobre I'y (Contorno de Neumann) (5d)

Observa-se [2] que para problemas de Neumann puro (I' = I'y), o termo de fonte deve

satisfazer a condi¢ao de compatibilidade fg fdQ = fag g dI'. Com efeito, pela equacdo (5b),

divu = f = /divudQ:/fdQ
Q Q

Mas pelo teorema de Gauss,

/divudQ:/ u-ndF:/ gdll
Q 0Q Q

Novamente, por simplicidade, vamos considerar o problema de Dirichlet homogéneo, com

e o resultado segue.

' =Tp e po = 0. Multiplicando a equacdo (5a) por v € H(div, Q) e integrando no dominio,

temos que:

13



/ K 'u-vdQ - / pdivydQ =0,V¥v € H(div, Q) (6)
Q Q

De forma andloga, ao multiplicar (5b) por g € L?(Q) e integrar, ficamos com

/ gdivu dQ = / fqdQ,Vq € L*(Q) (7)
Q Q

A juncao das equacgdes (6) e (7) define a formulacdo variacional mista-dual associada ao

problema misto:

Definiciio 5.1 (Formulacdo Mista-Dual) Encontrar o par {u, p} € H(div, Q)xL?*(Q) tal que:

a(u,v)+b(v,p) =0, Vv € H(div, Q) (8a)

b(u,q) = L(q), Vg € L*(Q) (8b)
cujas formas bilineares a : H(div, Q) x H(div, Q) — R, b : H(div, Q) X L?(Q) — R sdo dadas
por

e a(u,v) = (K 'u,v) = /QK_lu -y dQ
* b(u,q)=-(divu,q) = —/quivu dQ
e a forma linear L é definida como

« L(g)=—(f.q) = - [, fqdQ

Em particular, para a grandeza vetorial, as condi¢des de contorno sdo essenciais, enquanto
para a grandeza escalar , temos condi¢Oes de contorno naturais, comportamento oposto ao da
formulag@o primal [5]. O emprego do espago H(div, Q) € o alicerce para garantir a conservati-

vidade no dominio [9].

5.1 Existéncia e Unicidade

Primeiramente, considere o seguinte problema variacional misto geral: dados os espacos de

Hilbert V e Q, com as formas bilineares a(-,-) : VXV —- Re b(:,) : VX Q — R, encontrar o

14



par {u,p} € V x Q tal que

a(u,v)+b(v,p) =F(v), Yv eV (9a)

b(u,q) =G(q), Vg € Q (9b)

com F, G formas lineares pertencentes aos espacos duais de V e Q, respectivamente.

Reescrevendo esse problema através de uma formulacdo primal, ficamos com:
c((u,p), (v.q)) = F(v) +G(q),V{v.q} € VxQ (10)

em que c((u, p), (v,q)) = a(u,v) +b(v,p) + b(u,q).
Contudo, essa formulagao nao serd coerciva, de forma que o teorema de Lax-Milgram nao
sera satisfeito. Nesse caso, uma condi¢ao mais restrita de estabilidade deve ser estabelecida.

Isso € feito através do Teorema de Babuska-Brezzi [1, 15].

Teorema 5.1 (Teorema de Babuska-Brezzi) Sejam V, Q espacos de Hilbert, com as respecti-
vas normas induzidas || - ||v, || - ||p. Considerando as formas bilineares conforme (9a) e (9b),

defina o conjunto K = {v € V : b(v,q) =0,VYq € Q}. Suponha que:
1. a(-,-) e b(-,-) sao formas bilineares continuas

2. O problema variacional de encontrar u € K tal que a(u,v) = F(v),Vv € K satisfaca o

teorema de Lax-Milgram

b(v,
3. (Condigcoes Inf-Sup em V e Q) existe « > 0 tal que inf  sup (v—q) >
ge0.q20vevazo | VIIvIgllo

entdo o problema variacional misto tera solu¢do unica. Ainda, essa solugcdo é numericamente

estavel com respeito as formas lineares F e G.

5.2 Mapeamento de Piola

Na formulagdo primal, utilizamos os pontos nodais como graus de liberdade, de forma que
a construcdo de um mapeamento entre o elemento de referéncia £ e o elemento geométrico era
dado por uma manipulagdo imediata, baseado na quadratura Gaussiana (utilizada no calculo dos

coeficientes da matriz de rigidez [7] obtida pelo método de Galerkin).
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Na formula¢do mista, precisamos que a componente normal do fluxo seja continuo entre os
elementos. Nesse caso, 0 mapeamento entre o elemento padrdo e os elementos geométricos da
malha € feito através de fungdes vetoriais polinomiais, de forma que os graus de liberdade do
interpolante em H (div, Q) devem ser preservados. Isso € feito através do Mapeamento de Piola

[16].

Definiciio 5.2 (Mapeamento de Piola) Dado um elemento E € T, seja E o respectivo ele-
mento padrdo. Considere Fp : E — R? um difeomorfismo, com matriz jacobiana DFg
inversivel, tal que E = Fg(E). Considere v : E — R2. Nesse caso, fixando x = Fg(%), o

mapeamento de Piolav = Pr,(¥) é dado por

y(x) = DFg(£) (%)

det(DFz (%))

Dado o elemento padrdo E com vetor unitario 7, e considerando u = Pp, (i), p=p o F El,

para p : E — R, valem ainda as seguintes propriedades [16]:
1. [, pdivudQ = [. pdiva d©
2. faEu -npdsds = f%u -Apds

Para proceder com o método de Galerkin, precisamos definir os espagos V), ¢ H(div,Q), e
0y € L*() com o mapeamento de Piola. Fixando o espaco de referéncia V c H(div, E) para

o fluxo, e O c L?(E) para pressio, podemos definir os espagos de Elementos Finitos [3] como:
s Vi, ={vy € H(div,Q),v,|g € Pr.(V),VE € T;,}

« On=1{qn € L*(Q),qnlg € 0 o F;',YE € T}

5.3 Método de Galerkin Misto

Considerando os espacos Vj,, Oy definidos anteriormente, o método de Galerkin Misto [3]

define o problema variacional de encontrar o par {u, p;} € V X Qy, satisfazendo:

a(up,vy) +b(vy, pr) =0, Vv, €V (11a)

b(un, qn) = L(qp), Yqn € Qp (11b)

16



com as formas bilineares e linear definidas de forma andloga a (8a) e (8b), respectivamente.
Para que esse problema esteja bem posto, ele deve satisfazer o teorema de Babuska-Brezzi
aplicado aos subespacgos V), e Q. Nesse caso valera, V{v;, g} € Vi X O}, a seguinte estimativa

de erro [12]:

u-u ~ +||p - <C(inf |lu—-v iv.q) + inf —
Il nlladivey) + 1P = palli2 @) (vhthH nl | H(div.Q) qhthllp gnllr2(q)

com C € R*.
Computacionalmente, o emprego do método de Galerkin Misto acarreta na resolucdo de

sistemas lineares definidos a nivel dos elementos [3], assumindo a forma:

A B\ [X, D
BT C| \X, E

fornecendo, como desejado, as componentes do fluxo e pressdao de Darcy, escritos como a
combinacao linear das funcoes de base de seus respectivos espacos. Entretanto, a montagem do
sistema global acarreta numa matriz de rigidez indefinida (problema de ponto de sela) [3, 2],
motivando o emprego de métodos diretos na resolucao do sistema linear associado.

Mas como ja mencionamos, o método de Galerkin Misto ndo necessariamente herda as
condi¢des Inf-Sup do problema variacional. Um exemplo, extraido de [12], é a construcao de
tais aproximagoes utilizando elementos lineares de Lagrange tanto para pressao quanto para
o fluxo, que configura uma aproximacgao instavel, de acordo com as condi¢des do teorema de

Babuska-Brezzi.

6 Espacos Estaveis para Formulacoes Mistas

Conforme as observagdes anteriores, a consideragao primordial ao trabalhar com aproximagoes
em multiplos campos € garantir a compatibilidade entre os espacos de busca para as grandezas
fisicas.

Nesse viés, foram concebidos na literatura espagos que preservam a Inf-Sup estabilidade
em formulacdes mistas de Elementos Finitos [2, 3]. Este trabalho abrangeu dois desses

espacos: Raviart-Thomas (RT) e Brezzi-Douglas-Marini (BD M), que configuram aproximagoes

17



H(div, Q)-conformes. Para malhas afins (tridngulos ou retangulos), podemos classificar esses
espagos, por sua vez, como completos em H (div, Q), em que a taxa do divergente € a mesma
do que a do fluxo (RT), e reduzidos em H(div,Q), em que o divergente converge com uma
taxa mais baixa (BD M). Para descrever esses espagos, serd conveniente introduzir os seguintes

conjuntos, definidos, sem perda de generalidade, no elemento padrio £ :

e P(E)={p(x);px,y) = Z al-,jx"yj}, o espaco dos polindmios de grau total k;

i+j<k

k m
o Prn(E)={p(x):p(x,y) = Z Z a; ;x'y’}, o espago dos polindmios de grau até k na
i=0 j=0
componente x, e de grau até m na componente y.

6.1 Espacos de Raviart-Thomas

Os Espacos de Raviart-Thomas sdo os espagos H(div, Q)-conformes mais elementares.
Introduzidos em 1977 por P. A. Raviart e J. M. Thomas [13], eles foram concebidos, a priori,

para malhas triangulares, sendo definidos como:

Definicéo 6.1 (Espacos RTy em triangulos) Dado o elemento padrio triangular E € R?, os

espacos locais RTy, com k > 0 sdo dados por

RTy(E) = [Pr(E)]* + xPi(E)

Figura 3: Graus de Liberdade dos Elementos R7p € R7; em malhas triangulares. Imagem
extraida de [17]

Observe que os graus de liberdade sdao definidos principalmente pelas arestas do poligono,

€ nao mais pelos seus nés, uma vez que devemos considerar a continuidade do vetor normal do
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fluxo entre os elementos. Contudo, exigimos apenas que a pressio esteja em L?(Q), admitindo
componentes descontinuas.

Para malhas retangulares, os espagos RT sao definidos da seguinte forma:

Definicdo 6.2 (Espacos RT; em retingulos) Seja £ € R? o elemento padrio retangular. Os

espacos locais RTy, k > 0 sdo definidos, para o fluxo, como o espago:
Vit (E) = Proi i (E) X Py gs1 (E)

Ja para a pressao, considera-se

Orr, (E) = Py (E)

Figura 4: Graus de Liberdade dos Elementos RTy e R7; em malhas retangulares. Imagem
extraida de [17]

Como os espacos RT; sdo completos em H(div,Q), entdo para os tipos de malhas aqui

descritas, temos os seguintes resultados de convergéncia [3]:

Teorema 6.1 (Ordens de convergéncia nos espacos RT7;) Seja 7, uma malha retangular ou
triangular de Elementos Finitos. Entao as taxas de convergéncia para as grandezas nos

espacos RTy sdo dadas por:
o llu =yl < CH**Y | [g41
o ||diva = divuy|| < CHY| div a4

* llp = pall < CH*MIplles
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Finalmente, para a composi¢ao global dos espagos RT; empregados no método de Galerkin

Misto, obtemos, através do mapeamento de Piola:
* Vi = {V € H(le, Q)a le € VRTk (E)’ VE € Th}

* 0y ={q € L*(Q).q|g € Qrr,(E),VE € Tp}

6.2 Espacos de Brezzi-Douglas-Marini

Esses espacos foram apresentados em 1985 por F. Brezzi, J. Douglas e D. L. Marini [14],
sendo de menor dimensao que os espacos RT; (menos graus de liberdade), reduzindo seu custo
computacional.

Dado um elemento E € 7, com o respectivo elemento padrio £, fixemos Py (E)? o conjunto
dos polindmios de grau k em todas as componentes [3]. Para malhas triangulares, os espagos

BD M sao definidos como:

Definicdo 6.3 (Espacos BD M, em tridngulos) Seja o elemento padrio triangular E € R>.

Os espagos locais BD My, com k > 1, consistem em utilizar, para o fluxo:
Vepm, (E) = Py(E)?

E, para a pressdo, considera-se

Ospum, = Pi—1(E)

Figura 5: Graus de Liberdade dos Elementos BD M/ e BD M, em malhas triangulares. Imagem
extraida de [17]

Fixemos também o operador rotacional que mapeia escalares a vetores em R?, conforme [8]:
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Destarte, para malhas retangulares, podemos definir esses espagos como:

Definiciio 6.4 (Espacos BD M, em retingulos) Considere E € R? o elemento padréo retan-

gular. Os espagos locais BDMy, k > 1, consistem em definir, para o fluxo,
Vaou (E) = Pi(E)? @ span{eurl (+**'y), curl (xy**1)}
Ja para a pressao, considera-se

Oppm, (E) = Py (E)

Figura 6: Graus de Liberdade dos Elementos BD M e BD M, em malhas retangulares. Imagem
extraida de [17]

Como os espagos BD M sdo reduzidos em H(div,<Q) [8], valem as seguintes taxas de

convergéncia [3]:

Teorema 6.2 (Ordens de convergéncia nos espacos BDM;) Seja 7, uma malha retangular
ou triangular de Elementos Finitos. Entdo as taxas de convergéncia para as grandezas nos

espacos BD My sao dadas por:
o llu —upl] < CH*Y [
o ||diva —divuy|| < Ch¥||divu||x

* llp = pall < CH¥[Ipllx
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Uma das vantagens desses espacos €, além do menor nimero de graus de liberdade, permitir
aproximagoes em ordens distintas para as grandezas.
Utilizando o mapeamento de Piola entre o elemento padriao e geométrico, temos os espacos

globais
e Vy={v € H(div,Q),v|g € Vepm,(E),VE € T}

* 0y =1{q € L*(Q).q|r € Qppm,(E),YE € Tj;}

7 Experimentos Numéricos

Conforme os resultados aqui apresentados, vamos realizar um exemplo numérico de um
problema de Darcy com solucao analitica conhecida para as grandezas fisicas, sob o escopo de
comparar as normas dos erros do Método de Galerkin Misto e as taxas de convergéncia para
os espacgos Inf-Sup estdveis estudados. Vamos trabalhar com duas malhas 7, de Elementos
Finitos afins. O mapeamento entre o elemento de referéncia e os geométricos foi feito com o
mapeamento de Piola.

Consideremos o problema advectivo eliptico definido em Q = (0, 1) x (0, 1):

u=-VpemQ
divu = 87% sen(27x) sen(27ry) em Q (12)
p = 0 sobre 9Q2

As solucdes analiticas para pressdo e fluxo, respectivamente, sdo dadas por p(x,y) =
sen(27x) sen(27y), e u(x,y) = —[27 cos(27x) sen(27y), 27 sen(27x) cos(2my)]’. Observe-
mos os resultados obtidos para norma do erro em L? () para o fluxo, divergente e pressio, para

diferentes tamanhos N de malha.

7.1 Malhal

Vamos trabalhar com a malha de Elementos Finitos triangular dada a seguir:
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Figura 7: Malha de Elementos Finitos triangular - Figura do autor.

Tabela 1: Erros e taxas de convergéncia para espagos R7p

[ = up| IV - (u —up)| P = pall
erro taxa erro taxa erro taxa
2.01e-00 — ] 19.28e-00 — | 2.49e-01 —

1.00e-00 0.99 | 10.19e-00 0.92 | 1.29e-01 0.94
5.03e-01 1.00 | 5.17e-00 0.98 | 6.52e-02 0.98
2.51e-01 1.00 | 2.59e-00 0.99 | 3.27e-02 0.99
64 | 1.26e-01 1.00 | 1.30e-00 0.99 | 1.63e-02 0.99

N

Tabela 2: Erros e taxas de convergéncia para espagos RT;

e — upl IV - (u —up)| P = pall
erro taxa erro taxa erro taxa
4.89e-01 — |6.12¢-00 — |7.66e-02 —

1.14e-01 2.09 | 1.56e-00 1.97 | 1.95e-02 1.96
2.82e-02 2.01 | 3.93e-01 1.99 | 495e-03 1.98
7.05e-03 2.00 | 9.84e-02 199 | 1.24e-03 1.99
64 | 1.76e-03  2.00 | 2.46e-02 2.00 | 3.11e-04 2.00

N
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Tabela 3: Erros e taxas de convergéncia para espagos RT»

lu — uyll IV - (u—up)ll lp = pall
erro taxa erro taxa €rro taxa
1.68e-01 — | 2.50e-00 — 2.28e-02 —

1.47e-02 3.51 | 3.38¢-01 2.89 | 2.24e-03 3.22
1.42e-03 3.37 | 4.32e-02 297 | 2.85e-04 3.10
1.60e-04 3.15 | 5.43e-03 2.99 | 3.50e-05 3.03
64 | 1.19e-05 3.04 | 6.79¢-04 2.99 | 4.00e-06 3.00

B0 A=

Tabela 4: Erros e taxas de convergéncia para espagos BD M

e — upl IV (= up) P = pall
erro taxa erro taxa erro taxa
1.31e-00  — | 19.22e-00 — |2.97e-01 —

3.78e-01 1.79 | 10.14e-00 0.92 | 1.32e-01 0.98
9.83e-02 1.94 | 5.15e-00 0.98 | 6.57e-02 1.01
2.48e-02 1.98 | 2.58e-00 0.99 | 3.28¢e-02 1.00
64 | 6.22e-03 1.99 | 1.29¢e-00 1.00 | 1.63e-02 1.00

Dm0 A=

Tabela 5: Erros e taxas de convergéncia para espagos BD M,

e = upl IV (e —up) P = pall
N erro taxa erro taxa erro taxa
4 | 287e-01 — |6.11e-00 — | 7.75¢-02 —

8 | 3.26e-02 3.12 | 1.56e-00 1.97 | 1.95e-02 2.00
16 | 3.89¢-03 3.07 | 3.92e-01 1.99 | 4.95¢-03 1.98
32 | 4.79e-04 3.02 | 9.82e-02 1.99 | 1.24e-03 1.99
64 | 6.00e-05 3.00 | 2.45¢-02 2.00 | 3.11e-04 2.00

Fica evidente que o espaco RTj, apesar de possuir menor custo computacional, apresenta os
maiores erros para as grandezas de interesse. No entanto, como os espacos RT} sdo completos
em H (div, Q), podemos notar que as grandezas convergem com a mesma taxa de O (h**1). Os
espacos BD M, por sua vez, apresentam taxas mais baixas no divergente e na pressdo, sendo
reduzidos em H (div, Q). Porém, a convergéncia do fluxo, que é geralmente a grandeza de maior
interesse, foi semelhante entre os espacos de mesma ordem, destacando os espagos BD M por

exigirem menos graus de liberdade.
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do autor

Divergente

1.0

0.8 1

0.6 1

0.4

0.2

0.0

T
0.0

T T T
0.4 0.6 0.8

(@)

T
10

Divergente

T T
0.6 0.8

(b)

T T T
0.0 0.2 0.4

T
1.0
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Figura 12: Solucao de Elementos Finitos para o divergente com N = 8, em (a) RT3, (b) BDM,;
- Figura do autor
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Figura 13: Solucao de Elementos Finitos para a pressdao com N = 8, em (a) RT», (b) BDM, -
Figura do autor

7.2 Malha 2

Para finalizar, vamos modificar a discretizac@o anterior, adicionando mais graus de liberdade
em cada elemento, sob o escopo de comparar a magnitude dos erros. Nossa malha agora terd a

seguinte forma:
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Figura 14: Malha de Elementos Finitos modificada - Figura do autor.

Os resultados obtidos para os diferentes espacos sao dados a seguir:

Tabela 6: Erros e taxas de convergéncia para espagos RTy

lu -yl IV - (u —up)ll lp = pall
erro taxa €rro taxa erro taxa
1.96e-00 — | 14.31e-00 — | 1.83e-01 —

1.00e-00 0.97 | 7.32e-00 0.96 | 9.22e-02 0.99
5.00e-01 0.99 | 3.68e-00 0.99 | 4.62¢-02 0.99
2.51e-01 1.00 | 1.84e-00 1.00 | 2.31e-02 0.99
64 | 1.25e-01 1.00 | 9.19e-01 0.99 | 1.12e-02 0.99

N

Tabela 7: Erros e taxas de convergéncia para espagos RTj

e — upl IV - (u —up)| P = pall
erro taxa erro taxa erro taxa
2.82e-01 — |2.83e-00 — |3.50e-02 —

7.37e-02 1.93 | 7.0le-01 2.00 | 8.87e-03 1.98
1.86e-02 1.98 | 1.76e-01 2.00 | 2.21e-03 1.99
4.68¢-03 1.99 | 441e-02 199 | 5.56e-04 2.00
64 | 1.17e-03 2.00 | 1.11e-02  2.00 | 1.39e-04 2.00

Do A=
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Tabela 8: Erros e taxas de convergéncia para espagos RT»

lu — uyll IV - (u—up)ll lp = pall
erro taxa erro taxa €rro taxa
5.01le-02 — | 8.51e-01 — 5.47e-03 —

4.94e-03 3.34 | 1.09e-01 296 | 6.06e-04 3.17
5.69¢-04 3.11 | 1.37e-02 299 | 7.31e-05 3.05
7.01e-05 3.02 | 1.71e-03  3.00 | 9.00e-06 3.01
64 | 8.89¢-06 3.00 | 2.15¢-04 3.00 | 1.00e-06 3.00

B0 A=

Tabela 9: Erros e taxas de convergéncia para espagos BD M

e — upl IV (= up) P = pall
erro taxa erro taxa erro taxa
7.18e-01 — | 14.21e-00 — | 1.88e-01 —

1.83e-01 1.97 | 7.25e-00 0.96 | 9.34e-02 0.99
4.59e-02 1.99 | 3.64e-00 0.99 | 4.63e-02 1.00
1.15e-02 2.00 | 1.83e-00 0.99 | 2.31e-02 1.00
64 | 2.87e-03 2.01 | 9.13e-01 1.00 | 1.15e-02 1.00

Dm0 A=

Tabela 10: Erros e taxas de convergéncia para espacos BD M»

e = upl IV (e —up) P = pall
N erro taxa erro taxa erro taxa
4 | 791e-02 — |2.82-00 — |349e-02 —

8 | 9.86e-03 3.00 | 7.03e-01 1.00 | 8.84e-03 1.98
16 | 1.23e-03 2.99 | 1.75e-01 1.99 | 2.23e-03 2.00
32 | 1.55e-04 3.00 | 4.39¢-02 2.00 | 5.56e-04 1.99
64 | 1.92e-05 3.00 | 1.09e-02  2.00 | 1.40e-04 2.00

A modificagdo para a malha 7}, resultou em erros de menor magnitude para a pressao e para
o divergente, pricipalmente, mesmo que a taxa permaneca inalterada. Com efeito, veremos que
os plots para essas grandezas, em particular nos espacos BD M, em virtude do maior nimero de
graus de liberdade, se aproximam consideravelmente da solucio analitica. E claro, porém, que

esse aumento € concomitante a um maior custo computacional.
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Figura do autor
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Figura 19: Solucao de Elementos Finitos para o divergente com N = 8, em (a) RT3, (b) BDM,;
- Figura do autor
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Figura 20: Solucao de Elementos Finitos para a pressdao com N = 8, em (a) RT», (b) BDM, -
Figura do autor

8 Conclusoes

Esse projeto compreendeu o estudo profundo do Método dos Elementos Finitos, com énfase
na aplicacao em equacgoOes diferenciais de natureza eliptica, sobretudo o Problema de Darcy.
Analiticamente, considerou-se os resultados teéricos do método, abrangendo as condicoes de
existéncia e unicidade da solu¢cao numérica de equacdes elipticas, e obtencao de estabilidade e de
taxas de convergéncia, culminando no teorema de Babuska-Brezzi. Em seguida, introduziu-se

dois diferentes espacgos Inf-Sup estaveis para formulacdes mistas (RT e BD M), bem como seus
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comportamentos numéricos para diferentes malhas.

Do ponto de vista computacional, as implementacdes realizadas ilustram satisfatoriamente
os resultados de convergéncia em malhas afins, corroborando na eficiéncia do emprego de
formulacdes mistas em EDPs elipticas. As perspectivas mais imediatas de desdobramento
do projeto sao implementar os espacos aqui estudados em malhas generalizadas (ndo afins).
Nesse caso, as taxas de convergéncia tanto para os espacos RT; quanto BD My, em virtude do
mapeamento de Piola, podem sofrer sérias dificuldades [3], motivando o emprego de espagos
com mais graus de liberdade(como os de Arnold-Boffi-Falk [16]), ou de espacos com conjuntos

de vetores auxiliares, que limitam a atuagcao desse mapeamento (como os espacos de Arbogast-

Correa [8]).
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